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1 Einleitung

Diese Vorlesung beschéftigt sich mit drei Themengebieten: Sie bietet elementare
Einfiithrungen in

e die Maf3- und Integrationstheorie,
e die Grundziige der Funktionentheorie und
e die der Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen.

Im Bereich der Maf3- und Integrationstheorie besteht das Ziel darin, den aus der Schule
bekannten Begriff des Riemann-Integrals so zu verallgemeinern, dass sich Aussagen iiber
das Integral der Grenzwerte von Folgen von Funktionen treffen lassen. Diese Eigenschaft
ist von zentraler Bedeutung fiir viele Bereiche der Analysis, etwa fiir die Untersuchung
von partiellen Differential- und Integralgleichungen.

Wir untersuchen dabei das Lebesgue-Integral, das, dhnlich dem Riemann-Integral, auf
einer Approximation der zu integrierenden Funktion durch Treppenfunktionen basiert.
Um diesen Treppenfunktionen Integralwerte zuordnen zu kénnen, benétigen wir den Be-
griff des Mafles einer Menge, insbesondere den des Lebesgue-Mafes, der die anschauliche
Vorstellung des Flédcheninhalts verallgemeinert.

Im Bereich der Funktionentheorie ist das Ziel die Cauchy-Formel, mit deren Hilfe sich
die Ableitungen bestimmter Funktionen durch ein Integral der Funktion beschreiben las-
sen. Diese Eigenschaft ist sehr niitzlich, wenn wir Fragen nach der Approximierbarkeit
von Funktionen beantworten wollen. Beispielsweise ist bekannt, dass fiir die Qualitéit der
Approximation einer Funktion durch ihre Taylor-Reihe die Groflie ihrer Ableitungen ent-
scheidend ist, und genau diese Grofie lidsst sich mit Hilfe der Cauchy-Formel abschétzen.

Im Kontext der gewOhnlichen Differentialgleichungen sind wir vor allem an Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen interessiert. Indem die Differentialgleichung mit Hil-
fe des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrechnung in die Form einer Integral-
gleichung gebracht wird, ldsst sich fiir eine grofle Klasse von Gleichungen zeigen, dass
Losungen existieren und auch eindeutig bestimmt sind.

Als Vorlage die Vorlesung orientiere ich mich in Hinblick auf das Integral an [5] und
auf das Maf an [I]. Fiir die Funktionentheorie greife ich auf [6] zuriick.

FEinige Beweise, Beispiele und Notationen habe ich dem Skript ,, Analysis 3“ von Prof.
Dr. Walter Bergweiler entnommen.






2 Grundlagen der MaBtheorie

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Frage, wie man Mengen ,,messen“ kann,
wie man also beispielsweise einer Teilmenge des R? eine Zahl zuordnen kann, die in
geeigneter Weise ihrem Flidcheninhalt entspricht. Dazu miissen wir zunéchst untersuchen,
welchen Mengen sich in dieser Weise messen lassen, welche Eigenschaften wir von einem
Maf3 erwarten, und wie sich ein Maf} konstruieren lésst, das den intuitiven Konzepten
von Lénge, Flache und Volumen entspricht.

2.1 Motivation

Fiir eine nicht-negative stetige Funktion f : [a,b] — R> auf einem kompakten Intervall
[a, b] beschreibt das Riemann-Integral
b
|t
a

gerade den Inhalt der durch den Graphen von f, die z-Achse, und die Geraden z = a
und z = b begrenzte Fliche (siehe Abbildung [2.1]).

Wir interessieren uns dafiir, den Begriff des Flicheninhalts moglichst allgemein zu
fassen, beispielsweise um auch den Inhalt von Volumen im dreidimensionalen Raum
bestimmen zu kénnen.

Letzten Endes besteht das Ziel darin, einer Menge A eine geeignet definierte Maj$zahl
zuzuordnen. Von besonderem Interesse sind dabei Mafizahlen, die mit den uns vertrauten
Konzepten von Lénge, Flacheninhalt und Volumeninhalt vertriglich sind.

Es stellt sich heraus, dass dieses Konzept so allgemein ist, dass es sich auch in ande-
ren Bereichen einsetzen lédsst. Ein Beispiel ist die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie:
Jedem moglichen Ergebnis eines Zufallsexperiments wird ein Element einer Menge €2 zu-
geordnet, beispielsweise konnte man bei einem iiblichen sechsseitigen Wiirfel die Menge
02 =1{1,2,3,4,5,6} verwenden und ein x € Q als das Ergebnis ,Die Seite mit  Augen
liegt oben“ interpretieren. In der Wahrscheinlichkeitstheorie interessiert man sich weni-
ger fiir die einzelnen Ergebnisse, sondern dafiir, ob ein Ergebnis in einer Menge liegt.
Beispiele wéren die Menge G := {2,4,6} aller geraden Augenzahlen oder die Menge
V = {5,6} aller Augenzahlen echt gréfier als vier. Solche Teilmengen von © werden
als Ereignisse bezeichnet, und man ist daran interessiert, die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses zu bestimmen. Mathematisch abstrakt muss also einer Teilmenge A C 2 eine
Zahl, namlich eine Wahrscheinlichkeit, zugeordnet werden. Im Fall des Wiirfels ist das
relativ einfach: Falls er nicht manipuliert ist, sind alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich,
besitzen also die Wahrscheinlichkeit 1/6, und die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A
entspricht der Michtigkeit der Menge A multipliziert mit 1/6.



2 Grundlagen der MafBtheorie

Abbildung 2.1: Integral interpretiert als Fldcheninhalt

In der Praxis ist man héufig an Zufallsexperimenten mit Ergebnissen aus einer kon-
tinuterlichen Menge () interessiert. Ein Beispiel ist die Zeit, die ein instabiles Isotop
braucht, bevor es zerfillt, oder die Entwicklung eines Borsenkurses: In beiden Féallen
besteht @ C R nicht mehr aus einzelnen Punkten, sondern aus einem Kontinuum von
Werten. Damit kann auch ein Ereignis A C Q unendlich viele Elemente enthalten, und
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses lésst sich nicht mehr einfach iiber das Aufsummie-
ren iiber alle Elemente beschreiben. Allerdings ist es auch in dieser Situation héufig noch
moglich, der Menge A eine Wahrscheinlichkeit zuzuordnen. Auch in diesem Fall geht es
also darum, einer Menge eine Zahl zuzuweisen, und wir sind in derselben Situation wie
bei der Frage nach dem Fléchen- oder Volumeninhalt.

Unser Ziel in diesem Kapitel ist es, systematisch Mengen Mafizahlen zuzuordnen. Ei-
ne Abbildung von einer Menge von Mengen in die nicht-negativen Zahlen, die diese
Aufgabe erfiillt, bezeichnet man als Maj§, und wir interessieren uns dafiir, welche Ei-
genschaften Mafle haben sollten und wie wir sie moglichst einfach konstruieren kénnen.
Dabei liegt das besondere Augenmerk auf dem LEBESGUE-Maf, das die Vorstellung des
Flacheninhalts aus dem zweidimensionalen Raum in den d-dimensionalen iibertrégt und
fiir viele mathematische Fragestellungen von grofler Bedeutung ist.

2.2 Systeme von Teilmengen

In vielen interessanten Fillen kann es schwierig sein, ein Mafl zu definieren, dass jeder
beliebigen Teilmenge einer gegebenen Menge A eine Mafizahl zuordnet. Deshalb emp-



2.2 Systeme von Teilmengen

fiehlt es sich, zunéchst zu untersuchen, welche Eigenschaften ein System von Teilmengen
haben sollte, auf dem ein Mafl definiert ist.

Wir erwarten zumindest, dass wir der leeren Menge eine Maflzahl zuordnen kénnen.
AuBlerdem sollten fiir zwei Mengen, denen wir Maflzahlen zuordnen konnen, auch Kom-
plement und Vereinigung Mafizahlen besitzen. Damit erhalten wir die folgende Definiti-
on:

Definition 2.1 (Mengenring) Sei Q eine Menge und R C PB(N) eine Menge von
Teilmengen von S, die die folgenden Figenschaften besitzt:

0 e, (2.1a)
A\BeRr fiir alle A, B € R, (2.1b)
AUBeR fiir alle A, B € A. (2.1c)

Dann nennen wir R einen Mengenring E| auf der Menge ().

Bemerkung 2.2 (Rechenregeln) Sei R ein Mengenring. Fiir A, B € R gilt auch
ANB=A\(A\B) e, (2.2)

da A\ B nach zu R gehoren muss. Per Induktion ldsst sich zeigen, dass auch
endliche Vereinigungen und Schnitte von Mengen aus R wieder zu R gehdren.

Unser Ziel besteht darin, eine Verallgemeinerung des Fliacheninhalts beziehungsweise
des Volumens zu finden. Da beide ausgehend von der Fliache eines Rechtecks beziehungs-
weise dem Volumen eines Quaders definiert werden, bietet es sich an, entsprechende
Teilmengensysteme zu untersuchen.

Definition 2.3 (Quader) Seid € N. Fiir alle a,b € R? bezeichnen wir die Menge
[a,b[:= [a1,b1][X ... X [ag, ba[= {z € R? : a, <z, <b, firaleic{1,...,d}}

als den (d-dimensionalen) Quader zu a und b. Umgekehrt nennen wir eine Menge QQ C
R einen Quader, falls sich a,b € R? mit Q = [a,b[ finden lassen.

Die Menge aller Quader ist kein Mengenring, denn sie ist erfiillt weder noch
, ist also weder unter Vereinigung noch Mengendifferenz abgeschlossen. Das er-
ste Problem koénnen wir l6sen, indem wir zu endlichen Vereinigungen von Quadern
iibergehen, und es stellt sich heraus, dass damit auch das zweite Problem gelost wird.

Definition 2.4 (Figuren) Sei d € N, und sei A C R? Die Menge A heifit (d-
dimensionale) Figur, falls ein k € N und Quader Q1,..., Q) C R? mit

A=Q1U...UQ

existieren. Die Menge aller d-dimensionalen Figuren bezeichnen wir mit §q.

tengl. ring und teilweise algebra
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Lemma 2.5 (Differenz von Quadern) Seid € N, und seien Q und P Quader. Dann
ist @\ P die Vereinigung endlich vieler paarweise disjunkter Quader, und damit insbe-
sondere eine Figur.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber d € N.

Induktionsanfang: Sei zunéchst d = 1. Dann finden wir nach Definition
ai, by, a1, /1 € Rmit Q = [a1,b1], P = [, f1] und a1 < by sowie ag < /3. Elementares
Nachpriifen zeigt

Q\ P = [a1, min{a1, by }[U[max{ai, B1}, b1, (2.3)

also ist @\ P die Vereinigung von hochstens zwei Intervallen, d.h. zwei eindimensionalen
Quadern. Fiir ein z € [a;, min{ay, by} gilt insbesondere z < oy < f1 < max{ay, 1},
also sind beide Intervalle auch disjunkt.

Induktionsschritt: Gelte nun die Aussage fiir d € N, und seien @ und P (d + 1)-
dimensionale Quader. Nach Definition finden wir d-dimensionale Quader @ und P sowie
a1, by, a1, 81 € R so, dass

Q = [a1,b1) x Q, P=ay,B) x P

und a1 < by sowie a1 < 1 gelten. Wir konnen die Gleichung

Q\ P = ([a1,b1[\[ar, 1)) x @ U ([ar, br[N]ar, Bi]) % (Q\ P) (2.4)

elementar fir alle (z1,2) € @ mit 1 € [a1,b1) und & € @ nachpriifen (und dabei
einen Blick auf die Abbildung werfen). Es ldsst sich ebenfalls nachpriifen, dass beide
Mengen auf der rechten Seite der Gleichung disjunkt sind. Der erste Term in ist
geméf eine Figur, die sich aus hochstens zwei disjunkten Quadern zusammensetzt.
Auf den zweiten Term konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden. [

Satz 2.6 (Mengenring) Seid € N. Die Menge §4 der d-dimensionalen Figuren ist ein
Mengenring auf RY.

Beweis. Fiir einen beliebigen Vektor a € R? gilt nach Definition
)= [a, a[G Sd,
also ist ([2.1a)) bewiesen.
Seien nun A, B € §g gewihlt. Nach Definition existieren k,/ € N und Quader
Q1,...,Qr und Py,..., Py mit
A=Q1U...UQyg, B=PU...UP,

und es folgt
AUB=Q1U...UQy,UP U...UP,

also auch (2.1¢).

10



2.2 Systeme von Teilmengen

=)
o))

ai b1

a1 B1

Abbildung 2.2: Differenz von Quadern, dargestellt als Vereinigung von Quadern

Um schlieBlich auch (2.1b)) zu beweisen, verwenden wir eine Induktion unter Verwen-
dung des Lemmas Wir zeigen

A\ (PLU...UPy,) €34 fir alle m € {1,..., ¢}

per Induktion iiber m.
Induktionsanfang: Sei zunéchst m = 1. Es gilt

A\P1:(QIU...UQk)\Pl:(Ql\Pl)U...U(Qk\Pl),

und nach Lemma ist jede der einzelnen Teilmengen eine Figur, also ist auch A\ P,
als Vereinigung endlich vieler Figuren wieder eine Figur.

Induktionsschritt: Sei m € {1,...,¢ — 1} so gegeben, dass A\ (PLU...UP,,) € §q4
gilt. Wir miissen zeigen, dass auch A\ (Py U...U Pp41) eine Figur ist.

Nach Voraussetzung existieren n € N und Quader @1, cees @n so, dass

A\ (PLU...UP,)=Q1U...UQ,
gilt. Es folgt

A\ (PLU...UPpi1) = A\ (PLU...UP)\ Pry1 = (Q1U...UQn) \ Prns1
= (@1\ Pr1) U+ U (@Qn \ Prn),

und aus Lemma [2.5| folgt, dass auch A\ (P U...U P,,,11) eine Figur ist.
Also ist §4 ein Mengenring. |

11



2 Grundlagen der MafBtheorie

Abbildung 2.3: Approximation einer Kreisfliche durch Quader

Mengenringe sind zwar niitzlich, allerdings fiir unsere Zwecke nicht ganz ausreichend:
Wir kénnen schon einfache Flédchen wie beispielsweise einen Kreis nicht exakt durch
Quader darstellen, wir koénnen sie lediglich approximieren (siehe Abbildung .

Gliicklicherweise lisst sich dieses Problem umgehen, indem wir die Definition erweitern
und fordern, dass auch die abzdhlbare Vereinigung von Mengen zulissig ist. Dass bei
einer Definition abzdhlbare Vereinigungen oder Summen zugelassen sind, wird in der
MaBtheorie hiufig mit dem Symbol o (Sigma) signalisiert:

Definition 2.7 (o-Algebra) Sei$) eine Menge und 2 C P(Q) Menge von Teilmengen
von ), die die folgenden Figenschaften besitzt:

Q e, (2.5a)
Q\Aed fiir alle A € 2, (2.5b)
Lygeat fiir alle Ay, As, ... €A (2.5¢)
ieN

Dann nennen wir A eine o-Algebra auf der Menge €.

Lemma 2.8 (Rechenregeln) Sei Q2 eine Menge und 2 eine o-Algebra auf Q. Dann
gelten

e A (2.6a)
[Aic fiir alle Ay, Ay, ... € . (2.6b)
1€N

Beweis. Aus (2.5a) und (2.5b) folgt ) = Q\ Q € 2, also (2.64)).
Seien Aj, As, ... € A gegeben. Aus (2.5¢) und (2.5b) folgt

(W&:Q\<UQ\&>6%

€N i€EN

12



2.2 Systeme von Teilmengen
also (12.6Db)). [

Bemerkung 2.9 (Bezug zu Mengenringen) Fine o-Algebra 2 auf einer Menge )
ist auch ein Mengenring auf dieser Menge: (2.6d) impliziert , und fiir A,B €

folgt durch Einsetzen von A = Ay und B = As, A3, ... in auch . Entspre-
chend folgt aus auch ANB € A, und mit A\ B = AN (Q\ B) erhalten wir
2.1b).

Wir sind daran interessiert, aus einem Mengenring eine o-Algebra zu konstruieren,
denn dann kénnten wir beispielsweise den Ring §4 der d-dimensionalen Figuren so zu
einer o-Algebra erweitern, dass sich auch Objekte wie der Kreis oder die Kugel darstellen
lassen. Dass zu jedem Mengenring R eine o-Algebra 2 mit SR C 2 existiert, ist dabei
klar, denn die Potenzmenge () ist bereits selbst eine o-Algebra. Wir sind eher daran
interessiert, die in einem geeigneten Sinn , kleinstmogliche® o-Algebra zu konstruieren,
die R noch enthélt.

Satz 2.10 (Erzeugte o-Algebra) Sei Q eine Menge und R C P(Q) eine nicht-leere
Menge von Teilmengen von . Dann existiert genau eine o-Algebra Ar mit R C Ar und

Ar C A fir alle o-Algebren A mit R C 2, (2.7)

die o-Algebra A g ist in diesem Sinne die kleinste o-Algebra, die R enthdlt. Wir bezeich-
nen 2Agr als die von R erzeugte o-Algebra.

Beweis. Wir untersuchen die Menge
S ={ACTP(Q) : Aist eine o-Algebra mit R C A}.

Da die Potenzmenge () eine o-Algebra ist, die R enthélt, ist S nicht leer. Wir setzen

A=) A (2.8)

AeS

Es ldsst sich direkt anhand der Definition nachpriifen, dass 2, eine o-Algebra ist und R
enthélt. Aus folgt direkt, dass 2L, in jeder o-Algebra enthalten ist, die R enthélt.
Damit ist die Existenz der gesuchten o-Algebra bewiesen.

Wenden wir uns also der Eindeutigkeit zu. Falls 2p eine beliebige o-Algebra ist, die
R C Ar und erfiillt, muss insbesondere auch 2Ar € S gelten, also dank
insbesondere 2, C Agr. Andererseits folgt aus auch Ar C A, somit haben wir
Ar = A, bewiesen. ]

Fiir uns von besonderem Interesse ist die von den d-dimensionalen Figuren erzeugte

o-Algebra.

Definition 2.11 (BorELsche o-Algebra) Die von den d-dimensionalen Figuren §q
gemdfl Satz erzeugte o-Algebra heifft die (d-dimensionale) BORELsche o-Algebra
und wird mit B, bezeichnet.

13



2 Grundlagen der MafBtheorie

Die BORELsche o-Algebra als Erzeugnis der Figuren zu definieren ist niitzlich, weil wir
auf diesem Weg relativ einfach ein Mafl konstruieren kénnen. Fiir die Anwendung der
o-Algebra im Rahmen der Integrationstheorie ist es gut, auch einen Bezug zu den bei
der Untersuchung der Stetigkeit von Funktionen wichtigen offenen Mengen herzustellen.
Das ist unser néchstes Ziel.

Erinnerung 2.12 (Offene Mengen) Sei (Q2,dq) ein metrischer Raum, und sei A C
Q. Die Menge A heifst offen, falls fiir alle x € A ein € € Rsq so existiert, dass K(x,¢€) C
A gilt, dass also die offene Kugel um x mit Radius € Teilmenge von A ist.

Fiir Q C R? verwenden wir die von einer Norm |- || induzierte Metrik dg(x,y) = ||z —
y||. Da nach dem Satz von HEINE-BOREL alle Normen auf diesem Raum dquivalent sind,
gentigt es, die beziiglich der von der Maximumnorm |z| := max{|z,| : ¢ € {1,...,d}}

induzierten Metrik offenen Mengen zu untersuchen.

Satz 2.13 (Erzeugnis offener Mengen) Sei d € N, und sei Og C P(R?) die Menge
der offenen Teilmenge in R®. Dann wird die BORELsche o-Algebra von Oq erzeugt.

Beweis. (vgl. [T}, Satz 6.4]) Wir beweisen zunéchst, dass jede offene Menge in B4 enthalten
ist, denn daraus folgt bereits, dass die von Oy erzeugte o-Algebra in der BORELschen
enthalten sein muss. Dazu wihlen wir eine offene Menge A € Dy4. Wir werden nun
zeigen, dass wir A durch eine Vereinigung abzdhlbar vieler Quader darstellen kénnen.
Ausgangspunkt des Beweises ist die Feststellung, dass die Menge Q der rationalen Zahlen
abzdhlbar ist. Damit ist auch

In:={(a,b) e Q¢ x Q¢ : [a,b[C A} (2.9)

als Teilmenge eines endlichen Produkts abzéhlbarer Menge abzéhlbar. Wir setzen

B:= |J [abl

(a,b) €lg

Offenbar ist B die Vereinigung abzihlbar vieler Quader, wir miissen also lediglich A = B
beweisen. Nach Definition der Menge I4 gilt B C A.

Um nachzuweisen, dass auch A C B gilt, wihlen wir ein x € A. Da A offen ist, muss
ein € € Ry so existieren, dass K(z,e) C A gilt. Nach Definition der reellen Zahlen
miissen ein € € Q¢ mit € < ¢/2 und ein & € Q¢ mit ||z — F|| < € existieren. Wir setzen

a:= (1 —&...,54— €), b= (&1 +&...,0q+€).
Fiir jedes y € [a, b[ gilt

ly =2l <|ly =2 +]|2 —«f <2¢<e
—_—— ~—

< <é

also erhalten wir
[a,b[C K(z,6) C A

14
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und damit (a,b) € I4. Aus ||z — Z|| < € folgt auch z € [a, b[, also z € B. Damit haben
wir A = B, also 94 C By, bewiesen.

Nun beweisen wir, dass jeder Quader sich durch abzahlbar viele offene Mengen appro-
ximieren ldsst, denn daraus folgt, dass der Quader in der von O, erzeugten o-Algebra
liegen muss, also auch die BORELsche o-Algebra B,4. Seien also a,b € R? gegeben, und
sei @ := [a, b[. Wir definieren

A;:=la; — 1/i,bi[x ... X|aqg — 1/i,bq] fiir alle 1 € N

und stellen fest, dass A; € Oy gilt. Aus (2.6b) folgt, dass
Q=4
€N

in der von g4 erzeugten o-Algebra liegen muss. ]

2.3 Inhalte

Unser Ziel ist es nun, das Konzept des Flicheninhalts in R? oder des Volumens in R? zu
verallgemeinern: Fiir eine o-Algebra 2l suchen wir eine Abbildung

LL:Q[—>]R20

die einer Menge aus der o-Algebra eine Mafizahl zuordnet. Wir stehen vor der Aufgabe,
festzulegen, welche Eigenschaften wir von solchen Zahlen erwarten. Die Anschauung
legt nahe, dass die Mafizahl der Vereinigung zweier disjunkter Mengen die Summe der
Maflzahlen der beiden Mengen sein sollte. Daraus folgt bereits, dass der leeren Menge
die Mafizahl null zugeordnet werden sollte.

Definition 2.14 (Inhalt) Sei R ein Mengenring auf Q. Eine Abbildung

M R — Rzo
die die Figenschaften
p(®) =0, (2.10a)
w(AU B) = u(A) + u(B) fiir alle A,B € R mit ANB =10 (2.10b)

besitzt, nennen wir Inhalt auf fR.

Bemerkung 2.15 (Rechenregeln) Sei v ein Inhalt auf R, und seien A, B € R gege-
ben. Dann gilt

(AU B) = u((A\ B)U(B\ A)U (AN B)) = u(A\ B) + u(B\ 4) + u(AN B)
(A\ B) + u(AN B) + pu(B\ A) + u(B 1 A) — u(AN B)
(A) + u(B) — (AN B), (2.11)

7
W
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2 Grundlagen der MafBtheorie

wir konnen also auch den Inhalt der Vereinigung nicht disjunkter Mengen berechnen.
Insbesondere ist ein Inhalt subadditiv, es gilt also

w(AUB) < u(A) + u(B) fiir alle A, B € fR. (2.12)
Aus folgt auch

1A\ B) = u(A\ B) + u(B) — u(B) = u((A\ B) U B) — u(B)
= u(A) — u(B) fiir alle A, B € R mit B C A. (2.13)

Indem wir u(B) auf die linke Seite der Gleichung bringen folgt
w(B) < pu(B) + u(A\ B) = u(A) fir alle A, B € R mit B C A, (2.14)

ein Inhalt ist also eine monoton wachsende Abbildung: Die Ordnungsrelation < auf den
Mafzahlen ist vertrdaglich mit der Relation C auf den Mengen.

Unser Ziel ist es, einen Inhalt auf dem Mengenring der d-dimensionalen Figuren §y
zu definieren, der fiir Rechtecke die iibliche Fliche und fiir dreidimensionale Quader das
iibliche Volumen ergibt. Dazu gehen wir von Quadern aus:

Definition 2.16 (Inhalte von Quadern) Fiir a,b € R? setzen wir

0 falls [a, b[= 0,

d (2.15)
I[[[-i(b. —a,) ansonsten.

Aa([a, b)) == {

Da die Vektoren a und b im Fall eines nicht-leeren Quaders durch Infimum und Su-
premum der Koordinaten des Quaders eindeutig festgelegt sind, ist Aq fiir alle Quader
wohldefiniert.

Um A4 auf die Menge der d-dimensionalen Figuren fortzusetzen, bietet es sich an, eine
gegebene Figur A € §4 in paarweise disjunkte Quader zu zerlegen und auf (2.10b)) sowie
(2.15) zurtickzugreifen.

Lemma 2.17 (Disjunkte Quader) Sei d € N, und sei A € §; eine d-dimensionale
Figur. Dann existieren k € N und Quader Q1,...,Qr C A mit

k
A=,
i=1
QinQ; =10 fir alle i,j € {1,...,k} mit i # j,

die Figur ldsst sich also als Vereinigung endlich vieler paarweise disjunkter Quader
darstellen.

Beweis. (vgl. [I, Lemma 4.1]) Wir beweisen die folgende Aussage per vollstéindiger In-
duktion {iiber k:
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2.3 Inhalte

Jede Figur A € §4, die die Vereinigung von k € N Quadern ist, ist auch die
Vereinigung endlich vieler paarweise disjunkter Quader.

Induktionsanfang: Fiir £ = 1 ist nichts zu zeigen.

Induktionsschritt: Sei k € N so gewahlt, dass die Aussage gilt, und sei A € §q4 eine
Figur, die die Vereinigung von k 4+ 1 Quadern @Jq,...,Qk+1 ist. Nach Voraussetzung
existieren £ € N und paarweise disjunkte Quader @1, e ,@g mit

QrU...UQr=01U...UQy.
Nach Lemma existieren fiir jedes i € {1,...,¢} ein m; € N und paarweise disjunkte
Quader P;1,..., P, mit
Qi\Qrs1=Pi1U...UP;,,. fiir alle i € {1,...,¢},

also ist durch

A=Q1U...UQrUQui1=(Q1U...UQ¢) UQky1
=(Q1U...UQ) \ Q1 U Qi1 = (Q1\ Q1) U .. U (Qe\ Qry1) U Qrp

¢ my

= Qr+1 U U U P;;

i=1j=1

die gewiinschte Darstellung gegeben. ]

Lemma 2.18 (Schnitt mit einer ["J'berdeckung) Sei @ ein d-dimensionaler Qua-
der, und seien k € N und paarweise disjunkte Quader Py, ..., P, mit

gegeben. Dann gilt
M(@Q) =D _A(QN P).

i=1

Beweis. (vgl. [1, Satz 4.3]) Der Beweis basiert auf der Idee, alle beteiligten Quader in
,Basisquader” zu zerlegen, deren Inhalte sich besonders einfach miteinander verrechnen
lassen (vgl. Abbildung [2.4).
Fiir jedes i € {1,...,k} wihlen wir a;, b; € R? mit P; = [a;, b;[. AuBerdem wihlen wir
ag, by € R? mit Q = [ag, bg[. Dabei diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
ai, <bi, fiir alle s € {0,...,k}, t€{1,...,d}

annehmen. Wir setzen £ := 2k+ 1 und stellen fest, dass wir fiir jede Koordinatenrichtung
v €{1,...,d} durch einfaches Sortieren eine Familie (:cw-)gzo in R finden koénnen, die

{00, sxe} ={aou, - Ak, b0, -5 bk} und 0 <1 <. Ty
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2 Grundlagen der MafBtheorie

erfiillt. Wir definieren
E, =1 -1,T1,[X . X [Tdpy—1, Tdu,| fiir alle v € {1, ... ,E}d.

Das sind unsere ,,Basisquader”, aus denen sich alle fiir den Beweis relevanten Quader
zusammensetzen lassen: Nach unserer Konstruktion gelten

0=E,NE, fiir alle v, € {1,...,0}¢ mit v # u,
Q = U Euy
ve{l,... 037
E,C
Qnr= |J E fiir alle i € {1,...,k}.
ve{l,... 03¢
EqumPi

Wichtiger ist, dass sich aus den Inhalten der Quader F, auch die Inhalte der uns inter-
essierenden Quader () und QN P; zusammensetzen lassen: Nach Konstruktion finden wir
a1y .. 04, B1,. .., €1{1,...,0}% so, dass

Tpo—1 = A0, x,8 = bo, fir alle ¢« € {1,...,d}

gilt. Daraus folgt

B1 Ba
= ... | B
v1=a1 vg=aQq

und nach Distributivgesetz und Definition des Inhalts auch

Ai(Q) = (bo1 —ao1) ... (bod — aod) = (18 — Ti,a1-1) --- (Ta g, — Tday—1)

B1 Ba
= Z ce. Z («Tl,yl - xl,m—l) cee (xd,l/d - xd,l/d—l)
v1=o1 vq=ayq
B1 Ba
=D D MB) = Y M)
vi=a1  vg=aq ve{l,...039

E,CQ

Wir koénnen entsprechend mit Q N P; verfahren und erhalten schliefllich

k k
M@ = D ME)=D D NlE) =D M@Qn P,
ve{l,...0}? =1 pe{1,..03¢ i=1
EVQQ EqumPi
also das gewiinschte Ergebnis. ]
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2.3 Inhalte

Abbildung 2.4: Zerlegung eines Quaders in durch eine Uberdeckung aus disjunkten Qua-
dern induzierte ,,Basisquader®

Satz 2.19 (Inhalte von Figuren) Seid € N und A € §,4 eine d-dimensionale Figur.
Dann existiert eine Zahl o € R>q so, dass fiir alle k € N und alle paarweise disjunkten

Quader Q1,...,Q mit
A:UQi (2.16)
die Gleichung
k
a=) Q) (2.17)
i=1

gilt. Diese Zahl o bezeichnen wir mit A\j(A) und nennen sie den JORDAN-Inhalt der
Menge A.

Beweis. (vgl. [1, Satz 4.3]) Nach Lemma existieren k& € N und paarweise disjunkte
Quader Q1,...,Qy so, dass (2.16) gilt. Wir definieren die gesuchte Zahl o durch (2.17))
und ([2.15)).

Unsere Aufgabe besteht darin, nachzuweisen, dass « von der konkreten Wahl der
Quader unabhéngig ist. Seien dazu ¢ € N und paarweise disjunkte Quader Pi,..., P,
gewihlt, fir die

14
A:Uﬂ

7j=1
gilt. Dank Lemma [2.18| erhalten wir
k k¢ ‘ k l
=D (@)= > MQinF)=3_ > X(PinQ)=> uF),
i=1 i=1 j=1 j=1i=1 j=1
also ist o in der Tat von der Wahl der Zerlegung unabhéngig. ]
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2 Grundlagen der MafBtheorie

2.4 Pramale

Um interessantere Mengen als die d-dimensionalen Figuren behandeln zu kénnen, brau-
chen wir eine Verallgemeinerung des Konzepts des Inhalts, die sich auch fiir o-Algebren
eignet. Entscheidend ist hier wieder, dass wir nicht nur endliche, sondern auch abzahlbar
unendliche Vereinigung von Mengen zulassen.

Ein Blick auf den JORDAN-Inhalt legt nahe, dass wir dabei damit rechnen miissen,
dass wir solchen Vereinigungen keine endliche Mafizahl mehr zuordnen kénnen, deshalb
lassen wir auch co als Mafizahl zu und verwenden die Konventionen

[O, OO] = RZO U {OO}

TH+00o=00+T=00—2T =00 fiir alle z € R,

T—00=—00+2=—00—T=—00 fiir alle z € R,
T0OO = 00T = 0O fiir alle z € Ry,
TOO = 00T = —00 fiir alle z € R,
0oo = 000 = 0.

Finzig die letzte Gleichung ist uniiblich, erweist sich allerdings im Rahmen der Maftheo-
rie als niitzlich.

Definition 2.20 (Pramafl) Sei R ein Mengenring auf Q. Fine Abbildung

p: R — [0, 00],
die die Eigenschaften
() =0, (2.18a)
1 (U AZ-) = ZM(AU fiir alle paarweise disjunkten Mengen (2.18b)
e e A A, e Romit | A en

1€N
besitzt, nennen wir Pramafl auf fR.

Bemerkung 2.21 (Rechenregeln) FEin Primafl, das nur endliche Werte annimmdt,
ist offenbar auch ein Inhalt, also gelten in diesem Fall die in Bemerkung[2.15 bewiesenen
Rechenregeln weiterhin.

Fiir allgemeine Primafle muss jeweils beriicksichtigt werden, dass oo kein additives
inverses Element besitzt. Deshalb gilt Gleichung , sofern w(A N B) endlich ist,
die Ungleichung bleibt uneingeschrinkt giltig, und bleibt giiltig, falls p(B)
endlich ist.

Neu hinzugekommen ist die Gleichung , aus der wir eine verallgemeinerte Va-
riante der Subadditivitit gewinnen kénnen: Sei (4A;)ien eine beliebige Folge in R
mat

U A; €R.
1€EN
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2.4 Pramafe

Dann ist nach auch

A llsi=1
B; = { ! falls i =1, fiir alle i € N (2.19)

Ai\ U;;ll A;  ansonsten

eine Folge in R, allerdings gilt fir alle i,7 € N mit ¢ < j die Gleichung

7j—1
BiﬂBj gAlﬁ (A]\UAE> gAzm(AJ\Al) :®7
(=1

die Folgenglieder sind also paarweise disjunkt. Fiir jedes
S U A;
€N
existiert mindestens ein 1 € N mit x € A;. Wir wdahlen das kleinste solche © und stellen
fest, dass dann

i—1 i—1
w%UAj und damit xGAi\UAj:Bi
j=1 j=1

gilt, so dass wir

UAiQUBi

ieN ieN

erhalten. Aus der Konstruktion folgt B; C A; fir alle i € N, also
J4i=JB.
1€EN 1€EN

Aus (2.188) und (2.17]) erhalten wir so

m (U Ai) —u (U Bi) =Y u(Bi) <> p(Ai), (2:20)

ieN 1€EN i

€N €N

das Prdmaf ist also subadditiv.

Wir sind daran interessiert, nachzuweisen, dass der durch Satz definierte JORDAN-
Inhalt ein Pramaf} auf der Menge der d-dimensionalen Figuren ist.

Definition 2.22 (Monotone Folgen) Sei (A;);en eine Folge von Mengen. Die Folge
nennen wir monoton fallend, falls

A; D Az’—l—l fdr alle v € N
gilt, und monoton wachsend, falls
A; C A/L'Jrl fiir allet € N

gilt.
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2 Grundlagen der MafBtheorie

Lemma 2.23 ((-Stetigkeit) Sei R ein Mengenring, und sei p: R — Rx>q ein Inhalﬁ.
W ist genau dann ein Prdamaf, wenn fir jede monoton fallende Folge (A;)ien in R mit

N
€N
auch
lim p(A;) =0
1— 0
gilt. Diese Eigenschaft bezeichnet man als (-Stetigkeit des Inhalts.

Beweis. (vgl. [1, Satz 3.2]) Sei u ein Pramafl, und sei Ap, Ag, ... eine monoton fallende
Folge in R mit leerem Schnitt. Wir definieren

B; .= A, \ Ai+1 fiir alle 7 € N.

Fiir beliebige 7,5 € N mit ¢ < j gilt 1 + 1 < j, also wegen der Monotonie der Folge
(Ai)ien auch

BiN Bj = (A \ Aiy1) N (A7 \ Aji1) € (A \ Aigr) N (Aipr \ Ajp1) = 0,

also sind alle Elemente der Folge (B;);cn paarweise disjunkt. Sei ¢ € N und = € A;. Da
die Folge monoton fallend ist, gilt auch « € A; fiir alle j € {1,...,i}. Da der Schnitt
aller Mengen leer ist, muss also ein j € N>; mit o ¢ Aj; existieren. Fiir das kleinste
solche j folgt = € A; \ Aj11 = Bj. Da x beliebig gew#hlt war, erhalten wir

o0
A; =B,
j=i

so dass wir (2.18b]) anwenden kénnen, um
n(Ar) = p (U Bz‘) = u(B)
i€N ieN

zu erhalten. Da p(A41) < oo gilt, muss

0= Jim 3 (B = e | Uy | = Jim p(4)

gelten, also ist u (-stetig.
Sei nun p als (-stetig vorausgesetzt, und sei (A;);en eine Folge disjunkter Mengen, die

A=[JAien
1eN

2Fiir den Beweis ist wichtig, dass g auf & nur endliche Werte annimmt. In unserem Fall ist das durch
die Definition des Inhalts sicher gestellt, in der Literatur dagegen ist es nicht immer der Fall, dann
miissen an dieser Stelle weitere Voraussetzungen einbezogen werden.
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2.4 Pramafe
erfiillt. Wir definieren
B;:=A\ A4 fiir alle i € N

und stellen fest, dass es sich um eine monoton fallende Folge handelt. Da fiir jedes x € A
ein i € N mit x € A; existiert, folgt x & B;, also ist der Schnitt aller (B;);cy leer. Dank
(2.13) und (2.10b)) sind die Inhalte der B; durch

pB) =p | AN A | =wA) -4
=1 =1

= p(A) =) u(4y) fiir alle i € N
j=1

gegeben. Indem wir die (-Stetigkeit verwenden folgt

1—00

p(A) — Z.lggo;u(flj) = lim p(B;) =0,

also haben wir

p(A) = lim > " p(A;) = pu(4;)
j=1

1—00
JEN
bewiesen und damit (2.18b)) gezeigt. [

Erinnerung 2.24 (Abgeschlossene Mengen) Sei (€2,dq) ein metrischer Raum, und
sei A C Q. Ein Punkt x € Q heifst Berithrpunkt der Menge A, falls K(x,e) N A # 0 fiir
alle € € Rwq gilt, falls also jede offene Kugel um x die Menge A schneidet. Anschaulich
gesprochen hat x einen Abstand von null zu A.

Die Menge aller Berihrpunkt x € ) der Menge A nennen wir den Abschluss von A
und bezeichnen sie mit A. Die Menge A heifit abgeschlossen, falls A = A gilt.

Eine Menge A ist genau dann abgeschlossen, wenn Q\ A offen ist.

Erinnerung 2.25 (Kompakte Mengen) Fine Menge A ist kompakt, falls jede aus
offenen Mengen bestehende Uberdeckung der Menge A eine endliche Teilmenge besitzt,
die immer noch eine Uberdeckung ist.

Nach dem Satz von HEINE-BOREL ist das dquivalent dazu, dass A C R% beschrinkt
und abgeschlossen ist.

Falls (A;)ien eine monoton fallende Folge nicht-leerer kompakter Mengen ist, ist der
Durchschnitt dieser Mengen nicht leer. Den Beweis kann man per Kontraposition fihren:
Sei (A;)ien eine monoton fallende Folge kompakter Mengen mit leerem Durchschnitt,
und sei Ay # (). Wir miissen beweisen, dass ein i € N mit A; = () ewistiert. Da der
Durchschnitt leer ist, konnen wir zu jedem x € Ay ein iy € N mit x ¢ A;, wihlen. Da
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2 Grundlagen der MafBtheorie

A;, abgeschlossen ist, muss sogar eine offene Menge U, existieren, die x enthdlt und A;,
nicht schneidet. Damit haben wir eine offene Uberdeckung der Menge A, gefunden. Da
Ay kompakt ist, muss eine endliche Teiliiberdeckung existieren, also eine endliche Menge
X g A1 mit
A; C U U,.
zeX

Wir setzen i := max{i, : x € X}. Fir jedes y € Ay finden wir ein x € X mity € Uy,
und aus U, NA; CU, NA;, =0 folgt y & A;. Aus A; C Aq folgt damit A; = ().

Satz 2.26 (LEBESGUE-Pramafl) Der durch Satz definierte Inhalt g auf dem
Mengenring der d-dimensionalen Figuren §q ist ein Pramaf. Es wird als das LEBESGUE-
Pramafl bezeichnet.

Beweis. (vgl. [I, Satz 4.4]). Dank Lemma miissen wir lediglich nachweisen, dass
der Inhalt einer monoton gegen () fallenden Folge (A4;);en gegen null konvergiert. Diesen
Beweis fithren wir per Kontraposition: Wir wéhlen eine monoton fallende Folge (A4;);en,
deren Inhalt nicht gegen 0, sondern gegen
d:= lim A\g(4;) >0
1— 00
konvergiert. Wir wollen zeigen, dass der Durchschnitt dieser Folge nicht leer sein kann.

Dazu greifen wir auf kompakte Teilmengen zuriick: Wir konstruieren eine Folge (B;);en
in S’d, die

B; C B; C A;, Ma(By) > Mg(A;) — 627 fiir alle i € N

erfiillt. Dieses Ziel ldsst sich relativ einfach erreichen, indem wir die Grenzen der Quader
etwas ,,nach innen schieben“, aus denen die Figuren A; bestehen.
Indem wir

i
Ci==()B fiir alle i € N
j=1
setzen, erhalten wir eine monoton fallende Folge in §4 mit

6Z§h7]§h14] fiir alle ¢ € N.

Wenn wir zeigen kénnen, dass der Schnitt der Mengen C; nicht leer ist, kann auch
der Schnitt der Mengen A; nicht leer sein, und das ist zu zeigen. Da Figuren immer
beschrinkt sind und da die Mengen C; auch abgeschlossen sind, sind sie nach HEINE-
BOREL kompakt, also lisst sich Erinnerung anwenden.

Wir beweisen zunichst, dass A\g(C;) > 0 fiir alle ¢ € N gilt, denn daraus folgt C; # (.
Dazu verwenden wir eine vollstédndige Induktion mit der Behauptung

Aa(C) > Ma(Ay) —6(1—279 fiir alle i € N,
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aus der das Gewiinschte folgt.
Induktionsanfang: Fiir ¢ = 1 gilt nach Konstruktion

Aa(C1) = Mg(B1) > Ma(A1) —6/2 > Ng(Ar) —6(1 —271).

Induktionsschritt: Sei i € N so gewihlt, dass A\g(C;) > Ag(A;) — (1 —27%) gilt. Aus
der Konstruktion erhalten wir

i+1 i
Cit1= ﬂ B = ﬂ B; N Biy1 = C;N Biyy,
j=1 j=1

CiUBj11 CBiUB;1 CA;UA 1 = A,

also folgt mit (2.11))

Ad(Cit1) = Aa(Ci N Big1) = Aa(Cs) + Aa(Bit1) — Aa(Ci U Biyr)
> Xa(Ci) + Aa(Aigr) — 027771 = Aa(4))
> Ag(A) = 6(1 = 27 + Ag(Aip1) — 627771 — Ag(Ay)
= Ad(Aig1) = 0(1 =27 4277 = Ag(Aipr) —6(1 —2771).

Damit ist der Induktionsbeweis vollstdndig.
Dank Ag(A;) > ¢ erhalten wir insbesondere

A(Ci) 2 MalA) = 6(1-27) 2 6 = 6(1 - 27) = 27" > 0,

also insbesondere C; # () fiir alle i € N.

Dann ist (C;);en eine monoton fallende Folge kompakter nicht-leerer Teilmengen, muss
also nach Erinnerung einen nicht-leeren Schnitt besitzen, so dass wir

@#ﬂ@gmgigﬂflé

ieN 1€EN i€N

erhalten und bewiesen haben, dass \; (-stetig und damit nach Lemma [2.23| auch ein
Prama#f ist. ]

2.5 Male

Wie wir bereits gesehen haben, bieten o-Algebren wesentlich bessere Moglichkeiten,
Mengen zu approximieren. Beispielsweise lassen sich mit dem Mengenring §4 lediglich
rechtwinklige Geometrien darstellen, wihrend sich mit der von ihm erzeugten o-Algebra
B, der BOREL-Mengen unter anderem beliebige offene und abgeschlossene Teilmengen
des R? behandeln lassen.

Es ist erstrebenswert, auch solchen Mengen eine Maflzahl zuordnen zu kénnen.
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Definition 2.27 (Maf}) Sei 2 eine o-Algebra auf Q. Eine Abbildung

p: 2 — [0, 00],
die die Figenschaften
u(0) =0, (2.21a)
1 (U AZ-) = Z,u(Ai) fiir alle paarweise disjunkten Mengen (2.21b)
e v Ay, Ag,.. €

besitzt, nennen wir Mafﬂ auf 2A.

Bemerkung 2.28 (Rechenregeln) Da jede o-Algebra ein Mengenring ist, ist jedes
Maf3 auch ein Primaf, so dass die in den Bemerkungen [2.15 und [2.21] bewiesenen Re-
chenregeln giiltig bleiben.

Durch neu hinzu kommt eine Variante der Ungleichung : Da 2 eine
o-Algebra ist, ist fir jede Folge (A;)ien in 2 auch ihre Vereinigung in 2 enthalten, so
dass wir anwenden dirfen und

i (U Ai> < ZM(Ai) fiir alle Folgen (A;)ien in A (2.22)
i€N i€N
ohne weitere Einschrinkungen erhalten.

Maje (und bei genauerer Betrachtung auch schon Prdimafle) besitzen auferdem der
Stetigkeit dhnliche Eigenschaften: Sei (A;)ien eine monoton wachsende Folge in A, und
set

A=[JA e
1€EN
Falls 1(A) < oo gilt, folgt mit auch p(4;) < p(A) < oo fir alle i € N, also kénnen
wir verwenden. Wir setzen
Aq falls i =1,

B; = fiir alle i € N
A;\ Ai—1  ansonsten

und erhalten
(A = p(An) + 3 p(Ag) = (A1) = > (Bj) fiir alle i € N
mit sowie
w(A) = p (U Ai) =u (U Bi) = u(B) = Sigg;u(Bj) = sup 1u(A;).

ieN ieN ieN ieN

3engl. measure
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Falls die linke Seite dieser Gleichung unendlich ist, muss es wegen auch die rechte
sein, also gilt die Gleichung fiir beliebige monoton wachsende Folgen (A;)ien in 2.
Sei nun (A;)ien eine monoton fallende Folge in 2. Wir setzen

€N
und stellen fest, dass (A;\A);en eine monoton gegen () fallende Folge ist. Mit Lemma

folgt
1 (ﬂ Ai) = u(A) + p <ﬂAi\A>
i€EN €N

= pu(A) +p <m(Ai \ A)) = p(A).

i€N

Insgesamt haben wir also

(U A; > =sup u(A;)  fiir alle monoton wachsenden Folgen (A;)ien in 2A, (2.23a)

ieN €N

(m A; > mf w(Ai)  fir alle monoton fallenden Folgen (A;)ien in A (2.23b)
ieN

bewiesen.

Unser Ziel ist es, zu einem auf einem Mengenring R gegebenen Pramafl 1 eine Fortset-
zung ji auf eine g-Algebra 2l D R zu konstruieren. Als Hilfsmittel fiihren wir Abbildungen
ein, die schwiichere Voraussetzungen als ein ,,echtes Maf erfiillen.

Definition 2.29 (AuBleres MaB) Sei Q) eine Menge. Eine Abbildung

pP(Q2) — [0, 00],
die die Figenschaften

pwr(0) =0, (2.24a)

w*(B) < p*(A) fiir alle A, B € B(Q) mit B C A, (2.24Db)

w* (U Ai> < Zu*(Ai) fir alle Folgen (A;)ien in B(), (2.24c¢)
ieN i€N

besitzt, nennen wir dufleres Maiﬂ auf €.

Unser Ziel ist es nun, zu einem Mafl auf einem Mengenring eine Fortsetzung auf die
Potenzmenge zu definieren, die ein &ufleres Maf ist. Die Idee dafiir ist relativ naheliegend:
Wir iiberdecken die Menge A mit ,,moglichst kleinen“ Elementen A; des Mengenrings
und verwenden das Infimum der diesen Uberdeckungen zugeordneten MaBzahlen (siche
Abbildung [2.5)).

Yengl. outer measure
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Abbildung 2.5: Beispiele fiir Uberdeckungen einer Menge durch Quader

Satz 2.30 (AuBeres MaB) Seip ein Pramaf auf einem Mengenring R auf einer Men-
ge Q. Fiir jede Menge A C Q) definieren wir

UR(A) = {(Az)zeN A, eR f’dr allei e N, A C U Al} ,

€N

die Menge Ur(A) besteht also aus allen Folgen von Mengen aus R, deren Vereinigung
A enthdlt.
Dann ist die durch

J(A) = {inf{ZieN (A (Aiien € Ur(A)}  falls Ur(A) # 0, fir alle A C Q

o0 ansonsten
(2.25)

definierte Abbildung p* : B(2) — R>o U {oo} ein duferes Mafs, das

p(A) = u(A) fir alle A € R, (2.26a)

P (A) =p* (AN B)+ u*(A\ B) fir alle A € P(N), BeR (2.26Db)
erfillt.
Beweis. (vgl. [, Satz 5.1]) Die Folge ) = A; = As = ... gehért nach zu Ug(0)
und fithrt nach (2.10a]) zu

pr(0) < () =0.
1€EN
Da der Inhalt p nach Definition keine negativen Werte annehmen kann, folgt p*(0) = 0,

also (2.244)).

Seien nun A, B C Q mit B C A gegeben. Nach Definition gilt dann Ur(A) C Ur(B),
also auch p*(A) > p*(B), und damit (2.24b]).

Sei nun (A;);en eine Folge in der Potenzmenge (£2), und sei

A::UA,-.

1€EN
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2.5 MaBe

Sollte ein i € N mit pu*(A;) = oo existieren, gilt (2.24d) trivial. Wir diirfen also im
Folgenden davon ausgehen, dass 1*(A4;) < oo fiir alle i € N gilt, und damit auch Ugr(4;) #
(). Sei € € Rso. Fiir jedes ¢ € N muss dann nach Definition eine Folge (A;;) en in Ur(A;)
mit 4

D n(Ay) < pt(Ai) + 277

JjeN
existieren. Fiir die Doppelfolge (A;;); jen gilt

A=JacJU4s=U 44
1€EN 1€N jEN 1,jEN

also gehort (A;;)ijen (abgesehen von einer geeigneten Umnumerierung) zu Ugr(A) und
es folgt

WA < 3 uAy) = 303 nlAy) < YA + 277)

i,jEN i€N jeN iEN
= Z,u*(Ai) + EZQ_i = Zu*(Ai) +e.
i€N iEN iEN
Da wir diese Abschitzung fiir alle € € Rsg bewiesen haben, folgt (2.24c)).
Sei A € R. Dann gehort die Folge Ay = A, ) = Ay = A3 = ... zu Ur(A), und wir

erhalten

W (4) < 3 ul(Ai) = (A).
1€N
Sei (A;)ien eine beliebige Folge aus Ur(A). Nach (2.20) gilt

n(A) < p <U A ﬂA) <D u(AinA) <3 u(4),

ieN 1€EN 1€EN

also muss auch p(A) < p*(A) gelten und wir haben (2.26al) bewiesen.
Sei nun A C Q und B € fR. Sei (A;);en eine Folge aus Ugr(A). Nach (2.10b]) gilt

w(Ai) = u(A; N B) + p(A4; \ B) fiir alle i € N,
also erhalten wir auch

> u(A) =Y wAinB)+ Y u(Ai\ B).
i€N ieN i€N
Da die Folge (A; N B)ien in Ur(A N B) und die Folge (A; \ B)ien in Ur(A \ B) liegen,
folgt nach Definition des dufleren Mafles
> u(Ai) = (AN B) + i (A\ B).
1€EN

Da wir diese Abschétzung fiir alle Folgen (A;);eny aus Ur(A) bewiesen haben, folgt
w (A) > p* (AN B) 4+ p*(A\ B). Indem wir (2.24c) auf Ay = ANB, Ay = A\ B
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2 Grundlagen der MafBtheorie

und ) = A3 = A4 = ... anwenden, erhalten wir auch p*(A) < p*(AN B) + p*(A\ B),
also ist ([2.26b]) bewiesen. ]

Wir kénnen also ein Pramafl y auf einem Mengenring immer zu einem &ufleren Maf
w* auf der Potenzmenge P(£2) fortsetzen. Wenn p* ein Mafl wire, miisste fiir
alle A, B € B(Q) gelten, statt nur fiir B € R. Im Allgemeinen ist das nicht der Fall,
allerdings konnen wir p* auf eine Teilmenge der Potenzmenge einschréanken, auf der die
Gleichung gilt. Es stellt sich heraus, dass diese Teilmenge eine o-Algebra ist und p* auf
ihr ein Maf.

Satz 2.31 (CARATHEODORY) Sei u* ein dufleres Maf auf Q. Eine Menge A C Q heifst
w*-messbar, falls

pw(Z)=p (ZNA) +p*(Z\A) fir alle Z C Q (2.27)

gilt. Die Menge
A:={ACQ : A ist u"-messbar}

ist eine o-Algebra, und p* ist ein Maf$ auf 2A.
Beweis. (vgl. [5, Lemma VI.7.3]) Da die Gleichung
wNZ)=p (ZN0)+ u*(Z\0) fiir alle Z C Q

gilt, ist die leere Menge in 2l enthalten.
Wir kénnen (2.27) auch in der Form

PHZ) = (ZNA)+ ut(ZN(Q\ A)) fiir alle B C Q

schreiben und folgern, dass fiir ein A € 2 auch Q \ A € 2 gelten muss, also (2.5b)). Aus
() € A folgt damit (2.5a)).

Seien A, B € 2 gegeben. In einem Zwischenschritt miissen wir nachweisen, dass ANB €
A gilt. Sei Z C Q. Da A p*-messbar ist, gilt

1w(2) = 112N A) + 172\ A),
und da B ebenfalls p*-messbar ist, erhalten wir

W(2) = "((ZOA) A B) + 1 (20 A)\ B) + (2 \ A)
— "(ZO(ANB) + 1 ((Z\ B) N A) + (2 \ A).

Wir nutzen wieder aus, dass A p*-messbar ist, um

W(Z\(ANB)) = 1*((Z\ (AN B)) N A) + 1*((Z\ (AN B))\ 4)
— F(Z\BYNA) + "2\ 4)

zu zeigen und haben

p(Z) = p(ZNn(ANB)) +p (Z\ (AN B))
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2.5 MaBe

bewiesen, also AN B € 2. Wir haben bereits (2.5b)) bewiesen also gilt auch
AUB=Q\((Q\A)N((Q\B)) e

Es bleiben noch und zu zeigen. Da wir von einer beliebigen Folge (A;);en
immer zu der Folge (A;\ (A1U...UA;_1))ien paarweise disjunkter Mengen mit derselben
Vereinigung iibergehen kénnen, geniigt es, fiir letztere zu zeigen.

Sei also (A4;)ien eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 2. Wir zeigen induktiv,
dass

w* <Z nlJ A,~> => p(ZN4) fiir alle Z C Q (2.28)
=1 =1

fiir alle n € N gilt.

Induktionsanfang: Der Fall n = 1 ist trivial.

Induktionsschritt: Gelte fiir ein n € N. Sei Z C . Da die Vereinigung der
Mengen Ay, ..., Ay in 2 liegt, erhalten wir

n+1 n+1 n
p (Zﬂ U Ai) =" (Z) -’ (Z\ U Ai) =" (Z) - ((Z\ UAi) \An+1> :
i=1 i=1 i=1

und da auch A, € 2 gilt, folgt

= 1*(2) — " (Z\UAi> +u* ((Z\ UAZ-> ﬂAn+1> :

und indem wir fiir den letzten Term ausnutzen, dass A, disjunkt von Ay,..., A, ist,
finden wir

n
=u(Z)—p* (Z\ U Ai) +u (Z N0 A1)
i=1
Indem wir (2.27) auf die Vereinigung der Mengen Aj, ..., A, anwenden, folgt somit
n
=u* <Z N U Ai> +u(Z N0 Ang1),
i=1
und mit der Induktionsvoraussetzung erhalten wir
n+1

—Z,u, (ZNA)+p(Z 0 App) Z“ (Z N 4)
=1

Damit ist der Induktionsbeweis vollstéindig.
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2 Grundlagen der MafBtheorie

Wir setzen

A::UAl-.

€N
Fiir beliebige Z C € ergibt sich aus der Monotonie-Ungleichung ([2.24b|) und der soeben
bewiesenen Gleichung ([2.28)) die Abschétzung

w(Z) = p* <Zﬂ UAZ) + (Z\ UAZ) >t (Zm UAZ»> +u*(Z\ A)
i=1 i=1 i=1
=Y W (ZNA)+p*(Z\ A) fiir alle n € N,
i=1
also folgt per Grenziibergang und

W(2) = S (20 A) + it (20 A) (2.29)
1€EN

> (U(Z n An) FIZ\A) = 5 (20 A) + 57 (2 A)
1€N
Indem wir (2.24c) auf die Folge Z N A, Z \ A,0,... anwenden folgt auch
WH(2) < (20 A) + (20 A),
also haben wir
w(Z)=p (ZNA)+u (Z\ A fiir alle Z C Q

und damit gerade (2.5d]) fiir 2 bewiesen. Also ist 2 eine o-Algebra. Indem wir in ([2.29))
Z = A einsetzen, folgt

W <U Ai) = WA =D (A = pt(A) = <U Ai) :

i€N i€N €N
also erfiillt p* auch (2.21b]) und ist somit ein Maf3 auf 2. ]

Wir haben unser Ziel fast erreicht: Ein Pramafl y auf einem Mengenring R kann zu
einem Maf} p* auf einer o-Algebra 2 O R fortgesetzt werden.

Bemerkung 2.32 Fir das in Satz definierte duflere Maf$ p* gilt , also
enthdlt die o-Algebra der p*-messbaren Mengen insbesondere den Mengenring R, also
auch die von R erzeugte o-Algebra.

Beispielsweise konnen wir das LEBESGUE-Pramafl Ay zu einem LEBESGUE-Maf3 auf
einer o-Algebra fortsetzen, die den Mengenring §4 der Figuren enthélt, und damit auch
die von ihm erzeugte BORELsche o-Algebra 98B,;. Wir kénnen also jeder BORELmenge
eine Mafizahl zuordnen.
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2.5 MaBe

Eine Frage bleibt allerdings noch zu klédren: Ist das Mafl p* auf der von R erzeugten
o-Algebra bereits durch sein Verhalten auf R eindeutig bestimmt?

Diese Frage lisst sich besonders einfach beantworten, wenn wir uns auf Pramafle be-
schrinken, zu denen es eine Folge von Teilmengen mit endlicher Mafizahl gibt, deren
Vereinigung den gesamten Raum ausschopft:

Definition 2.33 (o-endliches Pramafl) Sei R ein Mengenring auf 2, und sei ju ein
Primaf auf R. Falls eine Folge (€2;);en von Mengen mit

Q; e R, p(§) < oo fir alle i € N,
Uai=9
€N
existiert, nennen wir p o-endlich auf fR.

Satz 2.34 (Eindeutigkeit) Sei 2 eine o-Algebra auf einer Menge Q, und sei R C A
ein Mengenring, der 2 erzeugt. Sei p ein Maf auf A, und sei p* das gemdf Satz[2.30
durch ply definierte dufere Maf. Falls p o-endlich auf R ist, gilt u = p* auf 2.

Beweis. (vgl. [5, Theorem VI.7.1, Seite 157]) Nach sind alle Mengen in R p*-
messbar, und da R die o-Algebra 2 erzeugt, miissen auch alle Mengen in 2l p*-messbar
sein. Insbesondere ist p* also ein Maf} auf 2.

Sei (£2;)ien die nach Voraussetzung existierende Folge aus Definition m Bevor wir
uns dem allgemeinen Fall zuwenden, behandeln wir zunéchst nur solche Mengen, die in
einer der Mengen §2; enthalten sind.

Sei j € N, und sei B € 2 mit B C Q; gegeben. Aus folgt dann p(B) < p(Q;) <
0o. Wir erhalten mit die Ungleichung

p*(B) = inf {Z 1(Ci) + (Ci)ien € UR(B)}
1€EN
> inf {M (U Ci) t (Ci)ien € UR(B)} > u(B),
1€N
denn Ugr(B) enthilt insbesondere die konstante Folge (£2;);en, ist also nicht leer.
Wir kénnen die umgekehrte Abschitzung beweisen, indem wir zu dem Komplement

Q; \ B der Menge B iibergehen: Dank (2.1b)) gilt ©; \ B € 2, und es folgt mit (2.13]) die
Ungleichung

p(B) = u(5) — p(Q5\ B) = p(€y) — (25 \ B) = " () — p* (@5 \ B) = p*(B),

also haben wir u(B) = p*(B) fiir alle B C Q; bewiesen.
Nun kénnen wir uns allgemeinen Mengen zuwenden. Wir wihlen A € 20 und untersu-
chen die durch

1

Q1NA falls i =1
{ ! ats e ’ fiir alles € N

(QNA)\ U;;11 B;  ansonsten
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2 Grundlagen der MafBtheorie

definierte Folge (B;);en. Nach Konstruktion sind die Elemente der Folge paarweise dis-

junkt, und es gilt

UBi={J®un4) = (U Q) NA=A.

i€N iEN iEN
Fiir jede Menge B; gelten B; € 2 und B; C 2; nach Konstruktion, also nach dem zuvor
Gezeigten auch p*(B;) = p(B;), so dass wir mit (2.21b) schlieBlich

pHA) = i (Bi) = u(Bi) = p(A)
€N €N

erhalten. ]

Folgerung 2.35 (Eindeutigkeit) Sei 2 eine o-Algebra, und sei R C A ein Mengen-
ring, der 2 erzeugt. Seien py und po Mafle auf A, die

w1 (A) = pa(A) fiir alle A € R
erfillen, und seit puy o-endlich auf R. Dann gilt
p1(A) = ua(A) fiir alle A € 2,
ein Mafs ist also durch seine Werte auf einem Mengenring bereits eindeutig definiert.

Beweis. Wir stellen zunéichst fest, dass puo ebenfalls g-endlich auf R sein muss, da
und pg auf diesem Ring iibereinstimmen.

Seien p] und pi die durch Satz definierten dufleren Mafle zu p; und po. Nach
Satz muss pi|o = p5]o gelten. Da pg und po auf R iibereinstimmen, gilt fiir jedes
A € R die Gleichung

p11(A) = inf {ZMI(Ci> 1 i € UR(A)}

1€EN
= inf {Z p2(Ci) + G € UR(A)} = p3(A),
1€EN
also folgt p11 = pj = pd = po. ]

Das Ergebnis unserer Arbeit ist eines der zentralen Resultate der modernen Maf3theo-
rie:

Satz 2.36 (Fortsetzung von Maflen) Seiu ein o-endliches Pramaf auf einem Men-
genring R, und sei A die von R erzeugte o-Algebra. Dann existiert genau eine Fortset-
zung des Primafles pu zu einem Maf p* auf 2.

Beweis. Wir definieren die Fortsetzung p* wie in Satz [2.30] und die o-Algebra 2 wie in
Satz Aus Satz folgt dann die Eindeutigkeit des Mafles. [
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Folgerung 2.37 (LEBESGUE-Maf}) Das LEBESGUE-Prdimafi \g ist o-endlich, ldsst
sich also eindeutig zu einem Maf$ X auf einer o-Algebra £4 2 §q fortsetzen. Dieses
Mafl nennen wir das LEBESGUE-MaB, und die £5 nennen wir die LEBESGUEsche
o-Algebra. Die LEBESGUEsche o-Algebra enthdlt die BORELsche o-Algebra B,.

Beweis. Zu zeigen ist nur, dass Ay o-endlich ist. Offenbar erfiillen die Quader E; :=

[—i,i)? die Voraussetzung der Definition also ldsst sich Satz anwenden.
Da B, die kleinste o-Algebra ist, die §4 enthilt, ist sie in £, enthalten. [

Im Folgenden unterscheiden wir nicht zwischen dem LEBESGUE-Priamafl Ay und dem
LEBESGUE-Maf} )}, sondern werden beide einheitlich mit Ay bezeichnen.
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3 Einfiihrung des allgemeinen Integrals

Auf der Grundlage des Begriffs des Mafles konnen wir uns nun der Frage widmen, wie sich
ein Integral auf einem moglichst grofen Raum von Funktionen sinnvoll definieren ldsst.
Wir gehen dabei von Treppenfunktionen aus, also von Funktionen, die nur endlich viele
Werte annehmen koénnen. Fiir derartige Funktionen ldsst sich mit Hilfe des Mafles relativ
einfach ein Integral definieren, das wir mit Hilfe von Grenzwerten auf einen gréfleren
Raum von Funktionen fortsetzen kénnen.

Da das Integral iiber einen Grenzwert definiert ist, ben6tigen wir moglichst flexible
Konvergenzaussagen, um Beweise iiber sein Verhalten fiihren zu kénnen. Ausgangspunkt
vieler Beweise ist dabei die punktweise Konvergenz einer Folge von Funktionen, die unter
bestimmten zusétzlichen Voraussetzungen bereits die Konvergenz des Integrals nach sich
zieht.

3.1 Motivation

Ein wesentliches Ziel bei der Einfithrung des allgemeinen Integralbegriffs besteht darin,
bereits aus der punktweisen Konvergenz einer Folge von Funktionen auf die Konvergenz
der zugehorigen Integrale schliefen zu kénnen. Die punktweise Konvergenz lédsst sich
in der Praxis oft besonders einfach nachpriifen, so dass ein mit ihr gut vertriglicher
Integralbegriff sich als sehr niitzlich erweist.

Das RIEMANN-Integral einer Funktion f : [a,b] — R wird in der Regel iber Ober- und
Untersummen definiert: Wir zerlegen ein Intervall [a, b] in n € N Teilintervalle [x;_1, z;]
mit a = rg < 11 < ... < x, = b und untersuchen, wie sich die Ober- und Untersummen

R, = Z(xj —xj—1) max _f(2), R_:= Z(x] —xj—1) min f(2)

z€[x;—1,3;] 2€[zj-1,75]

verhalten. Falls beide in einem geeigneten Sinn gegen denselben Grenzwert konvergieren,
ist die Funktion RIEMANN-integrierbar und ihr Integral ist der Grenzwert. Dieser Inte-
gralbegriff bietet den groflen Vorteil, direkt mit dem Begriff der Ableitung vertréiglich
zu sein, so dass uns wichtige Aussagen wie der Hauptsatz der Integral- und Differential-
rechnung zur Verfiigung stehen.

Allerdings ist er weniger gut fiir punktweise Konvergenzaussagen geeignet, denn der
Grenziibergang, durch den das Integral beschrieben wird, spielt sich im Definitionsbe-
reich der Funktion ab, wihrend punktweise Konvergenz im Bildbereich stattfindet. Aus
diesem Grund lassen sich Konvergenzaussagen fiir das RIEMANN-Integral in der Regel
nur unter relativ starken Voraussetzungen treffen, die bei vielen Anwendungen nicht
erfiillt sind.
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3 Einfiihrung des allgemeinen Integrals

Abbildung 3.1: Idee des RIEMANN-Integrals (links) im Vergleich zu der des LEBESGUE-
Integrals (rechts): Im ersten Fall wird der Definitionsbereich unterteilt,
im zweiten der Bildbereich

Die Idee des LEBESGUE-Integrals besteht darin, die Definition des Integrals auf einem
Grenziibergang im Bildbereich aufzubauen: Falls das Bild der Funktion f in einem Inter-
vall [c, d[ enthalten ist, zerlegen wir dieses Intervall in disjunkte Teilintervalle [y;_1,y;]
mit ¢ = yo < y1 < ... < y, = d und untersuchen die Urbilder f~1([y;_1,y;[) dieser
Intervalle. Unter relativ schwachen Voraussetzungen kénnen wir diesen Urbildern eine
Maflzahl zuordnen und so alternative Ober- und Untersummen

Ly = yinlf (-1 u0), L= yiap(f ([yj-1,950)
=1 =1

definieren. Falls diese Summen in geeigneter Weise gegen denselben Grenzwert kon-
vergieren, ist die Funktion LEBESGUE-integrierbar und das LEBESGUE-Integral ist der
Grenzwert.

3.2 Messbare Abbildungen

Um die vorgestellte Idee fiir die Definition des LEBESGUE-Integrals in die Tat umset-
zen zu konnen, ist es erforderlich, dass wir die in L, und L_ auftretenden Mafizahlen
w(f~Y([yj—1,v;[)) berechnen konnen, dass also die Urbilder der von uns verwendeten
Intervalle in der o-Algebra enthalten sind, auf der p definiert ist. Funktionen, die diese
Eigenschaft besitzen, werden wir nun naher untersuchen.

Definition 3.1 (Messbare Abbildung) Seien 20y und s o-Algebren auf Mengen
und Qs. Bine Abbildung f : Q1 — Qo heifit Ay -As-messbar, falls

fH(B) ey fiir alle B € s
gilt.

Ahnlich wie bei stetigen Abbildungen wird der Nachweis der Messbarkeit einer Abbil-
dung in der Regel gefiihrt, indem man sie aus anderen messbaren Abbildungen zusam-
mensetzt:
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Lemma 3.2 (Verkettung messbarer Abbildungen) Seien 2y, 2y und A3 jeweils
o-Algebren auf Mengen Qq, Qo und Q3. Seien f : Q1 — Qo und g : Qo — Q3 Abbildungen.
Falls f Ay -RAo-messbar und g Ao-Az-messbar ist, ist die Verkettung go f : Q1 — Q3 A;-
A3-messbar.

Beweis. Seien f und g messbar. Sei C' € 23. Da g messbar ist, muss B := g~ (C) € 2s
gelten. Da f messbar ist, muss damit A := f~1(B) € 2 gelten. Also folgt

(go /) HC) =g 1 (C) =1 (B)=Aec,
und g o f muss messbar sein. [

Wir haben bisher Mafle auf moglichst grofien Mengen definiert, beispielsweise das
Lebesgue-Mafl \; auf R?. Die Abbildungen, die wir integrieren wollen, werden in der
Regel nicht auf der Gesamtmenge definiert sein, so dass es niitzlich ist, o-Algebren
einschréanken zu konnen.

Da uns schon bei der Definition von Maflen und o-Algebren die Zuriickfithrung auf
erzeugende Mengensysteme von Nutzen war, liegt es nahe, auch die Untersuchung der
Messbarkeit von Abbildungen auf dieser Grundlage durchzufiihren.

Lemma 3.3 (Kriterium fiir Messbarkeit) Seien 20y und s o-Algebren auf Mengen
Q1 und Q. Sei f: Q1 — Qo eine Abbildung, und sei € C Ay eine Menge, die die o-
Algebra s gemdfs Satz[2.10 erzeugt. Falls

f4(B) ey fiir alle B € &

qilt, ist f bereits Ay-As-messbar. Es geniigt also, die Messbarkeit fiir eine erzeugende
Menge nachzupriifen.

Beweis. Wir definieren das Mengensystem
U:={BCQ : fYB)eA}

und stellen fest, dass € C 4 nach Voraussetzung gilt.
Wir weisen nach, dass i eine o-Algebra auf )y ist. Offenbar gilt f~1(0)) = ) € U, also
ist (2.6a]) erfiillt. Fiir eine beliebige Menge B € 4l gilt

FHN\B) = fTH(Q)\ [TH(B) =\ fH(B) € 2y,
also erhalten wir (2.5b)) und in Kombination mit (2.6al) auch (2.5a). Sei (By)nen eine

Folge von Mengen in il. Dann erhalten wir

! (U Bi) =J (B e,

S ieN

also (2.5c)). Somit ist 4l eine o-Algebra, die € enthélt. Da 203 nach Satz die kleinste
o-Algebra mit dieser Eigenschaft ist, folgt 2o C 4, also gilt insbesondere fiir alle B € 20
auch f~1(B) € 2y, und damit ist f 2A;-2As-messbar. ]
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Erinnerung 3.4 (Stetige Abbildungen) Seien n,m € N gegeben, und sei f : R" —
R™ eine Abbildung. f heifit stetig, falls zu jedem € € R<q und jedem z € R™ ein § € Ryg
so existiert, dass

o =yl <= [f(z) = Flyll <e fir alle y € R”

gilt. Stetige Abbildungen lassen sich allgemeiner auch dadurch charakterisieren, dass das
Urbild einer offenen Menge wieder offen ist: Sei U C R™ eine offene Menge, und sei
x € f~YU). Da U offen ist, muss ein € € Rq so eristieren, dass die Kugel um f(x) € U
mit Radius € ganz in U enthalten ist, dass also

|f(z) =z <e=2z€U fir alle z € R™
gilt. Nach Definition der Stetigkeit finden wir dann ein 6 € Rsg mit
lz =yl <= [If(@) = fW) <e= fly) eU=ye f'(U) firaleyeR"

Also liegt die Kugel um x mit Radius § in f~1(U), und diese Menge muss damit offen
sein.

Lemma 3.5 (Stetige Abbildungen) Seien n,m € N, und sei f : R® — R™ eine
stetige Abbildung. Dann ist f auch 9B,-B,,-messbar.

Beweis. Nach Lemma|3.3| gentiigt es, ein Mengensystem zu untersuchen, dass B, erzeugt.
Dank Satz wissen wir, dass die offenen Mengen in R™ so ein System sind, und
der Erinnerung [3.4] entnehmen wir, dass die Urbilder offener Mengen unter stetigen
Abbildungen wieder offene Mengen und damit in B,, enthalten sind. ]

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir sehr viele hidufig verwendete Abbildungen bereits
als messbar identifizieren, beispielsweise die Addition, Subtraktion und Multiplikation
oder die Bildung des Maximums oder Minimums. Um aus diesen Abbildungen weitere
zusammensetzen zu konnen, benttigen wir eine Moglichkeit, mehrere Komponenten zu
kombinieren.

Definition 3.6 (Produkt-o-Algebra) Seien 2; und 2y o-Algebren auf Q1 und Qo.
Sei 2 die durch

¢ .= {Al x Ay 1 Ay EQll,AQGQlQ}

erzeugte o-Algebra. Wir nennen 2 die Produkt-o-Algebra von 241 und 20s und bezeichnen
sie mit A; R As.

Bemerkung 3.7 (BOREL-0-Algebra) Da die BOREL-o-Algebren gerade durch Qua-
der, also durch Tensorprodukte eindimensionaler Intervalle, erzeugt werden, ist fiir be-
liebige n,m € N die Produkt-o-Algebra von B, und B, gerade By, .

40



3.3 Reellwertige messbare Abbildungen

Bemerkung 3.8 (Projektionen) Die Definition der Produkt-o-Algebra ist gerade so
gewdhlt, dass die Projektionen

m o X Qg — (1, 2) = 21,

o 1 01 X Qo — o, («T17«T2) = X2,
messbar sind: Fir Ay € A4 gilt 7'('1_1(141) = A1 xQq, fiir As € Ay entsprechend 7r2_1(A2) =

Qq X As, und Schnitte dieser Urbilder ergeben die erzeugende Menge €. Die Produkt-o-
Algebra ist also die kleinste o-Algebra, beziiglich der w1 und wo messbar sind.

Lemma 3.9 (Messbare Komponenten) Seien 21, 2y und A o-Algebren auf Mengen
1, Qo und Q. Seien f1 : Q — Q1 und fo : Q — Qo Abbildungen, und sei f = (f1, f2) :
Q- Ql X QQ.

f ist genau dann A-(Ay ® Ag )-messbar, wenn f1 A-A;- und fo A-Ay-messbar sind.

Beweis. Sei f messbar, und seien A; € 201 sowie Ay € 2y. Dann gelten
firl(An) = f7H (A x Qo) €2, f3H(A2) = f7H( x Ap) €2,

also sind f1 und fo messbar.
Seien nun umgekehrt f; und fo messbar. Nach Lemma [3.3| geniigt es, eine erzeugende
Menge fiir 2; x 2y zu untersuchen. Nach Definition bietet sich die Menge

QS:{AleQ : Altel,AQEng}
an. Seien also A; € 2; und Ay € A5 gegeben. Dann folgt
AL x Ag) = (AN N f 1 (Ag) €4,

wobei im letzten Schritt (2.6b)) benutzt wird. |

Folgerung 3.10 (Vektorraum) Sei 2 eine o-Algebra auf Q. Die Menge der 2A-B,,-
messbaren Abbildungen ist ein reeller Vektorraum.

Beweis. Seien f,g : Q@ — R™ 2A-9B,,,-messbare Abbildungen. Dann ist nach Lemma [3.9
auch (f, g) A-Bay,-messbar. Die Addition + : R™ x R™ — R™ ist eine stetige Abbildung
und damit nach Lemma insbesondere B9,,-B,,-messbar, also ist f + ¢ nach Lem-
ma [3.2] als Kombination beider Abbildungen 2-B,,-messbar. Entsprechend kénnen wir
auch mit der Skalarmultiplikation verfahren. [

3.3 Reellwertige messbare Abbildungen

Wir sind besonders an reellwertigen Funktionen interessiert, die fiir unsere Definition des
Integrals eine entscheidende Rolle spielen. Die eindimensionalen BORELmengen lassen
sich mit Hilfe besonders einfacher erzeugender Mengensysteme beschreiben:
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3 Einfiihrung des allgemeinen Integrals

Lemma 3.11 (Eindimensionale BORELmengen) Die Mengen

¢s = {[a,00[ : a € R}, ¢ :={]oo,a] : a €R},
¢ :={Ja,00[: a €R}, €. :={]oo,a[: a € R}

erzeugen die eindimensionale BOREL-c-Algebra 8.

Beweis. Wir untersuchen zunéchst €-. Sei a € R. Nach Definition gilt

[CL,OO[: U [CL+7’L— 1,a—|—n[6 %17
neN

denn es ist eine abzihlbare Vereinigung der Mengen [a+n —1,a+n[€ §1 C B;. Daraus
folgt &> C *B;.
Seien a,b € R gegeben. Dann gilt

[a, b= [a, 00[\[b, 0],

also muss die von € erzeugte o-Algebra auch [a, b[ enthalten, und damit die gesamte
Menge §1, die die BOREL-0-Algebra B erzeugt. Also ist &> eine erzeugende Menge fiir
B1.

Als nichstes widmen wir uns €. Sei a € R. Dann gilt

la, oo[= U [a+1/n,00],

neN

also ist € nach (2.5¢) Teilmenge der durch € erzeugten o-Algebra B;. Umgekehrt gilt

[a, oo[= ﬂ la —1/n, 0],

neN

also ist &> nach Teilmenge der durch €- erzeugten o-Algebra, und damit auch
B1. Damit ist gezeigt, dass auch €. eine erzeugende Menge fiir die BOREL-0-Algebra
B ist.

Die restlichen Aussagen folgen, indem wir ausnutzen: Es gelten

| — 00, a] = R\]a, o], | —o00,a[ =R\ [a,00] fiir alle a € R,

also erzeugen €< und €. ebenfalls die BOREL-0-Algebra. [

Im Folgenden widmen wir uns Funktionen, die in die Menge R der reellen Zahlen
abbilden. Dabei gehen wir, sofern nicht anders erwihnt, davon aus, dass R mit der
BORELschen o-Algebra B versehen ist und bezeichnen 2-2B;-messbare Abbildungen
kurz als 2l-messbar.

Erinnerung 3.12 (Infimum und Supremum) Sei (z,)nen eine Folge in R. Eine
Zahl y € R heifit Infimum der Folge, falls sie ihre grdfste untere Schranke ist, falls
also fiir alle € € Rsg ein m € N so existiert, dass

Tm < Y+ €, y < xp fir allen € N
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3.3 Reellwertige messbare Abbildungen

gelten. Entsprechend heifit eine Zahl z € R Supremum der Folge, falls sie ihre kleinste
obere Schranke ist, falls also fiir alle € € Ry ein m € N so existiert, dass

T > 2 — €, zZ> Ty fiir allen € N
gelten.

Lemma 3.13 (Infimum messbar) Sei 2 eine o-Algebra auf Q. Sei (f)nen eine Folge
von A-messbaren Abbildungen, und sei [ : 2 — R eine weitere Abbildung. Falls

f(z) = 71L1611f\I fn(x) fir alle z € Q

gilt, ist f eine A-messbare Abbildung, die wir das punktweise Infimum der Folge (fy,)nen
nennen und mit inf,cy f, bezeichnen.

Beweis. Nach Lemma [3.3| geniigt es, die Urbilder eines erzeugenden Mengensystems zu
untersuchen. Wir berufen uns auf Lemma Fiir ein @ € R untersuchen wir

fac) ={z€Q: f(2) 2a} ={z € : inf fu(z) > a}.

Fiir ein x € Q gilt inf,cn fr(x) > a genau dann, wenn f,(z) > a fiir alle n € N gilt, also
erhalten wir

f(a,00)) = {z €Q : in%fn(m) >a} ={x€Q : fu(z)>a fir alle n € N}
ne
={2€Q : zc f, ! (a,o0]) fiir alle n € N} = ﬂ £ (a, ool).
ieN
Fiir jedes n € N ist f,, nach Voraussetzung messbar, also muss f, ! ([a, oo[) € 2 gelten.

Mit folgt
FH(la,00) = () fo (@, 00]) €24,

neN
also ist f nach Lemma [3.3] messbar. [

Bemerkung 3.14 (Supremum messbar) Sei 2l eine o-Algebra, und sei (fn)nen eine
Folge A-messbarer Abbildungen. Sei f : Q2 — R eine weitere Abbildung. Falls

f(z) = sup fn(x) fiir alle x € Q
neN

gilt, ist f eine A-messbare Abbildung, die wir das punktweise Supremum der Folge
(fn)nen nennen und mit sup,cy fn bezeichnen.
Diese Aussage ldsst sich mit Hilfe der Gleichung

Supfn = - inf(_fn)
’VLEN T'LEN

auf Lemma|3.15 zurickfithren.
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3 Einfiihrung des allgemeinen Integrals

Erinnerung 3.15 (Grenzwerte) Sei (z,,)nen eine Folge. Dann wird

liminf x,, := sup inf z,
n—o0 meN nSN
n_

der Limes inferior der Folge genannt, wihrend

limsup z; := inf sup z,
n—00 meN peN
n>m

als ihr Limes superior bezeichnet wird. Falls beide tibereinstimmen, konvergiert die Folge
gegen den mit

lim z, = liminf z,, = limsup z,,
n—+00 n—+00 n—00

bezeichneten Grenzwert.

Satz 3.16 (Grenzwerte messbar) Sei 2 eine o-Algebra auf Q, und sei (fn)nen eine
Folge 2A-messbarer Abbildungen. Sei f : Q — R eine weitere Abbildung. Falls

f(z) = lirginf fn(zx) fiir alle z € Q

gilt, ist f A-messbar und wird punktweiser Limes inferior der Folge (fn)nen genannt und
mit liminf, . f, bezeichnet. Fulls

f(x) =limsup f,(x) fiir alle x € Q
n—oo
gilt, ist f A-messbar und wir punktweiser Limes superior der Folge genannt und mit
limsup,,_,, fn bezeichnet.
Falls die Abbildung f punktweiser Limes Inferior und Superior der Folge ist, nennen
wir sie thren punktweisen Grenzwert und bezeichnen sie mit lim,_ o fy,.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt jeweils, dass sich Lemma beziehungsweise
Bemerkung [3.14] anwenden lassen. n

3.4 Treppenfunktionen

Messbare Funktionen besitzen bereits viele der Eigenschaften, die wir von einer Menge
integrierbarer Funktionen erwarten: Sie bilden mit der punktweisen Addition und Ska-
larmultiplikation einen Vektorraum, und punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen
sind wieder messbar. Unsere Aufgabe besteht nun darin, einen Teilraum dieses Raums zu
identifizieren, auf dem sich ein Integral sinnvoll definieren lédsst. Dabei gehen wir analog
zu der Definition des LEBESGUE-Mafles vor: Wir definieren zunéchst ein Integral fiir sehr
einfache Funktionen, nédmlich die Indikatorfunktionen messbarer Mengen. Dann gehen
wir zu dem von ihnen aufgespannten Teilraum iiber, dem Raum der Treppenfunktionen.
Anschlielend suchen wir nach einer sinnvollen Fortsetzung auf einen moglichst grofien
Raum.
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3.4 Treppenfunktionen

Voraussetzung 3.17 (2 und p) Wir gehen im Folgenden davon aus, dass eine o-
Algebra A auf einer Menge Q und ein MafS p auf A gegeben sind.

Definition 3.18 (Indikatorfunktion) Sei A € 2 eine Menge. Die Funktion

| fallsz e A
L QSR m{ falls v € 4,

0 ansonsten

nennen wir die Indikatorfunktion oder charakteristische Funktion der Menge A. Es lisst
sich leicht nachprifen, dass sie A-messbar ist.

Definition 3.19 (Partition) Seien A € A undn € N. Ein Tupel (A,)%_, von Elemen-
ten von 2 nennen wir messbare Partition von A, falls

k
A= A4, (3.1a)
n=1
0=A,NA, fir alleny,m € {1,...,k} mit n #m (3.1b)

gelten, falls es sich also um eine disjunkte Uberdeckung handelt.

Definition 3.20 (Treppenfunktion) Sei f : Q@ — R eine Funktion. Falls eine Men-
ge A € A mit u(A) < oo, eine messbare Partition (A,)E_, von A und Koeffizienten
fi,---, fr € R so existieren, dass

k
f = Z fnlAn (3.2)
n=1

gilt, nennen wir f eine u—Treppenfunktionm (oder kurz Treppenfunktion ).

Die Menge aller u-Treppenfunktionen auf Q bezeichnen wir mit S(Q, u). Sie ist of-
fenbar ein reeller Vektorraum. Eine Darstellung der Form nennen wir kanonische
Darstellung der Treppenfunktion f.

Da sich das Urbild einer beliebigen Menge unter einer Treppenfunktion als endliche
Vereinigung der Mengen (An)flz1 der Darstellung (3.2) ergibt, ist jede Treppenfunktion
messbar. Also ist nach Satz auch der Grenzwert von Treppenfunktionen wieder
messbar.

Definition 3.21 (u-messbare Funktionen) Sei f: Q) — R eine Funktion. Falls eine
Folge (fn)nen von Treppenfunktionen in S(Q, u) existiert, die punktweise gegen f kon-
vergiert, nennen wir f p-messbar. Offenbar bilden die p-messbaren Funktionen einen
reellen Vektorraum, den wir mit M(Q, u) bezeichnen.

Yengl. step function
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3 Einfiihrung des allgemeinen Integrals

Aus Satz folgt, dass jede pu-messbare Funktion auch messbar sein muss. Da die
Messbarkeit einer Funktion einfacher nachzuweisen ist als die u-Messbarkeit, sind wir an
einer Umkehrung dieser Aussage interessiert.

Erinnerung 3.22 (c-endliche Priamafle) Ein Primaf u auf einem Mengenring R
auf  heifit o-endlich (vgl. Definition , falls eine Folge (2,)nen in R mit
w(2,) < oo fiir alle n € N,

0C UQn
neN

existiert, falls sich also die gesamte Menge Q durch Mengen endlichen Prdmajfes
ausschopfen lisst.

Dank wird fir die durch

= Om fiir alle n € N

m=1

definierte Folge (Qn)nEN in R ebenfalls

n

w(€,) < Z () < 00 fiir alle n € N, (3.3a)
m=1
aclJwmc (3.3b)
neN neN

gelten, also konnen wir uns ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf monoton wach-
sende Folgen beschrdnken.
Nach Folgerung [2.57 ist insbesondere das LEBESGUE-Maf Ay o-endlich.

Satz 3.23 (u-Messbarkeit) Falls o o-endlich ist, ist eine Funktion f:Q — R genau
dann A-messbar, wenn sie p-messbar ist.

Beweis. Sei pu o-endlich, und sei eine Funktion f: ) — R gegeben.

Falls f p-messbar ist, ist sie punktweiser Grenzwert von Treppenfunktionen aus
S(92, p). Diese Treppenfunktionen sind 2-messbar, also muss nach Satz auch ihr
punktweiser Grenzwert 2-messbar sein.

Sei nun f A-messbar. Um nachzuweisen, dass f auch p-messbar ist, miissen wir eine
Folge von Treppenfunktionen konstruieren, die punktweise gegen die Funktion konver-
giert. Dazu verwenden wir den bereits in Abbildung [3.1] angedeuteten Ansatz: Fiir ein
n € N zerlegen wir den Wertebereich der Funktion in Streifen der Breite 27" und ersetzen
sie auf diesen Streifen durch eine obere Schranke. Da sowohl Werte- als auch Definiti-
onsbereich unbeschrinkt sein konnen, schopfen wir den Wertebereich durch die monoton
wachsende Folge [—n, n[ von Teilmengen aus, withrend wir uns im Definitionsbereich die
o-FEndlichkeit zunutze machen.
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Sei also eine monoton wachsende Folge (ﬁn)neN mit den Eigenschaften || fixiert.
Fiir jedes n € N definieren wir

Apm = Q0 F([(m = 1)27", m277)),

fam i=m27" fir alle m € {1 —n2",...,n2"}.
Da die Mengen [(m — 1)27", m2~"[ paarweise disjunkt sind, sind es auch ihre Urbilder,
also auch die Mengen A, ,,. Da f A-messbar ist, gilt A, € 2 fir alle m € {(1 —
n)2",...,n2"}, und aus (3.3a) folgt

n2™

1(Ay) < () < oo, A= | A
m=1—n2"
Also ist on
fn = Z fn,mlAmm
m=1—n2m

eine Treppenfunktion in S(€2, ). Unsere Aufgabe besteht darin, nachzuweisen, dass die
Folge (fn)nen punktweise gegen f konvergiert.
Sei dazu ein x € 2 gewéhlt. Nach (3.3b) und dank der Endlichkeit von f(z) finden

wir ein ng € N mit
z ey, f(z) € [-n,n| fiir alle n € N>p,,.

Fiir jedes n € Ns,, existiert dann ein m € {1 —n2",...,n2"} mit f(z) € [(m —
1)27",m27"], also x € Ay, ;n,, und wir erhalten

Fal@) = F(@) = fam — fl2) =m2™" = f(z) < m2™" = (m—1)27" = 27",

also folgt
lim f,(z) = f(z).
n—oo

Damit ist f der punktweise Grenzwert von Treppenfunktionen, also p-messbar. [

3.5 Integration von Treppenfunktionen

Wir erwarten, dass das zu definierende ein Integral linear von seinem Integranden
abhéngt, also liegt auf der Hand, wie das Integral einer Treppenfunktion zu definieren
ist. Ahnlich wie bei der Konstruktion des JORDAN-Inhalts in Satz miissen wir
dabei allerdings sicherstellen, dass das Integral von der konkreten Wahl der Darstellung
unabhéngig ist.

Lemma 3.24 (Kombinierte Partition) Seien (A,)_, und (Bn) ,_, Partitionen
von ). Die durch

Chm := A, N By, fir allemn € {1,...,k}, me{l,..., 0}
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3 Einfiihrung des allgemeinen Integrals

definierten Mengen bilden eine Partition (C’nm)M Auflerdem gelten

7
nm=1"

.
3

I
3
E

fir allen € {1,...,k}, (3.4a)

C-iC-

>
3
I
3
E

fir alle m € {1,...,(}. (3.4b)

i
I

Beweis. Sei x € . Dann existieren ein n € {1,...,k} mit x € A, und ein m € {1,...,¢}
mit x € By, also folgt « € C),;, und damit

k¢
o= U Cum.
n=1m=1

Dass die Mengen C,,,,, paarweise disjunkt sind, beweisen wir per Kontraposition. Seien
dazu ni,ng € {1,...,k} und mq,me € {1,...,¢} mit Cp m; N Crym, # 0 gegeben. Aus
der Definition folgt

0 7é Cnlml N Cn2m2 - (Anl N Bml) N (ATZQ N Bm2) - (Am N An2) N (Bml N Bm2)7

also miissen A,, NA,, # 0 und B,,, N By, # 0 gelten, und damit n; = ng und my = meo.
Also ist (C’nm)ﬁ’fn:l eine Partition.

Sein € {1,...,k}. Fiir jedes z € A, C Q muss ein m € {1,...,¢} so existieren, dass
x € By, gilt, also folgt x € Chyp,. Also ist

12
A, € | Coum € An,
m=1

und wir haben (3.4a) bewiesen. Mit der Gleichung (3.4b)) kénnen wir entsprechend ver-
fahren. [

Satz 3.25 (Eindeutigkeit) Sei f € S(Q, u), und seien kanonische Darstellungen

k 4
f = anlAna f = ngle
n=1 m=1

mit k,0 € N, Familien (f,)5_, und (g,n)%,_, in R und Partitionen (A)E_, und (Bm)b
in A gegeben. Dann gilt auch

k l
> FailAn) = gmp(Bum).

48



3.5 Integration von Treppenfunktionen

Beweis. Sei (C’nm)ﬁ’fn:l die in Lemma definierte Partition. Aus (2.10b]) sowie ()
und (3.4b|) folgen

1(Crm) fir alle n € {1,...,k},
w(Chrm) fir alle m € {1,...,¢}.

Falls u(Cpm) # 0 fiir n € {1,...,k} und m € {1,...,¢} gilt, impliziert (2.10a)) insbeson-
dere Cpp, # ). Also kénnen wir ein z € Cy,, = A, N B,, fixieren und

k m
fo =Y fila,(@) = f(2) =D glp,(x) = gm
j=1 =1

folgern. Daraus ergibt sich

k k ¢ ¢ k l
Z fnp(An) = Z Z fat(Crm) = Z ngM<Cnm) = Z gmi(Bm),
n=1 n=1m=1 m=1n=1 m=1
also die zu zeigende Gleichung. |

Definition 3.26 (Integral einer Treppenfunktion) Sei f € S(Q,u) eine Treppen-
funktion, und sei eine kanonische Darstellung

k
f = Z fn]-An
n=1

mit k € N, einer Familie (f,)%_, in R und einer Partition (A,)E_, in A gewdhlt. Dann

bezeichnen wir i
[ in =" fuan)
n=1
als das LEBESGUE-Integral der Funktion f. Nach Satz[3.25 ist es von der Wahl von k,
fi,-.. fx und Aq, ..., A unabhdngig, also wohldefiniert.

Nach Deﬁm’tz’on existiert ein A € A mit flo\a = 0, also folgt firn € {1,...,k}
aus fn # 0 bereits Ay, C A, also ist das Integral dank auch ein endlicher Wert.

Lemma 3.27 (Rechenregeln) Seien f,g € S(Q, u) und o € R. Dann gelten

[+agdu= [ raura [ san (3.52)
f<o= [ran< [gdn (3.5b)
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’/fdu' < [171dn (3.50)

das Integral ist also eine lineare und monotone Abbildung. kann als eine Verall-
gemeinerung der Dreiecksungleichung von Summen auf Integrale interpretiert werden.

Beweis. Nach Definition finden wir k,¢ € N und Familien (f,)*_; und (g,,)%,_; in
R sowie Partitionen (4,)%_, und (B,,),_, in 2, die

k 0
f:anlAm g = ngle
n=1 m=1

erfiillen. Dank Lemma ist auch (C’nm)M _, mit
Cpm = Ay N By, fir allen € {1,...,k}, me {1,...,¢}

eine Partition, fiir die

k ¢ ¢ k
F="FY 1c,., 9= gm Y lc..
n=1 m=1 m=1 n=1

gelten. Damit steht uns mit

koot koot koot
FHag=> > falcu, +aY Y gmlc,, =Y, > (fa+agm)lc

n=1m=1 n=1m=1 n=1m=1

auch eine kanonische Darstellung der Linearkombination f + ag zur Verfiigung, und wir
erhalten nach Definition

k

l

n=1m= 1 n=1 m=1 m=1 n=1

—/fd,u—l—oz/gdu.

Damit ist (3.5a) bewiesen.
Gelte nun f < g. Falls u(Chy) # 0 fiir n € {1,...,k} und m € {1,..., ¢} gelten sollte,
muss nach (2.10a)) auch Cy,, # () gelten, also kénnen wir ein x € C,,, withlen und

fn —fnlAn ij]-A Zgle —gmle(x) =9m

folgern. Damit erhalten wir

k/ kL

/fdu=z Fat(Crm) <D gt Crum Z/gd,u

n=1m=1 n=1m=1
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und haben (3.5b]) bewiesen.
Offenbar gilt

—f(x)| < f(z) < |f ()] fiir alle x € Q,

also folgt mit (3.5b)) auch
- 1t [ fan< [is1an

und somit (3.5d). ]

3.6 LEBESGUE-Integrale

Die Konstruktion von Maflen aus Pramaflen in Abschnitt beruht auf der Idee, eine
allgemeine Menge durch endliche Vereinigungen von ,einfachen“ Mengen anzunéhern.
Das so definierte d&uflere Maf} erweist sich dann als Mafl auf einer geeignet konstruierten
o-Algebra.

Bei der Definition des LEBESGUE-Integrals gehen wir dhnlich vor: Wir wissen bereits,
wie das Integral fiir ,,einfache* Funktionen, ndmlich die Treppenfunktionen, zu definieren
ist, also liegt es nahe, das Integral fiir allgemeinere Funktionen zu definieren, indem man
sie durch Treppenfunktionen annéihert.

Es stellt sich die Frage, in welchem Sinn wir ,, Annéherung durch Treppenfunktionen®
verstehen wollen. Gleichméflige Konvergenz zu fordern wiirde beispielsweise viele wich-
tige Anwendungen, etwa bei der Integration unbeschrinkter Funktionen, ausschliefen.
Attraktiv wire ein Konvergenzbegriff, der sicher stellt, dass der resultierende Raum der
LEBESGUE-integrierbaren Funktionen ein vollstindiger Raum ist.

Erinnerung 3.28 (Halbnorm) Sei V' ein R-Vektorraum, und sei f : V — Rxq eine
Abbildung. Falls sie

f(0) =0, (3.6a)
flav) = |alf(v) fir allev e V und o € R, (3.6b)
flo4+w) < f(v) + f(w) fiir alle v,w €'V (3.6¢)

erfiillt, bezeichnen wir als Halbnorm und notieren sie hiufig als |v| = f(v).

Erinnerung 3.29 (Caucny-Folgen und Vollstindigkeit) Sei V' ein R-Vektorraum
und |- | : V. — Rxq eine Halbnorm auf V. FEine Folge (vp)nen heifft CAUCHY-Folge,
(beziiglich dieser Halbnorm) falls fiir jedes € € Rsg ein ng € N mit

|vn — vm| <€ fir alle n,m € N>y,

existiert. Der Raum V heifit vollstindig (beziiglich dieser Halbnorm), falls fir jede
CAUCHY-Folge (vp)nen €inv € V mit

lim (v —v,|=0
n—oo
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3 Einfiihrung des allgemeinen Integrals

existiert, falls also jede CAUCHY-Folge in der Halbnorm gegen einen Grenzwert in V
konvergiert.

Fiir unsere Zwecke bietet es sich an, eine Halbnorm zu definieren, die mit unserem
Integralbegriff vertraglich ist:

Definition 3.30 (L'-Halbnorm) Wir definieren eine Abbildung |-|p1 : S(Q, 1) — R
durch

|flra :=/!f!du fir alle f € S(Q, ).

Diese Abbildung nennen wir die L'-Halbnorm auf S(€2, ).

Bemerkung 3.31 (Rechenregeln) Zundichst untersuchen wir, ob |-|r1 tatsdchlich ei-
ne Halbnorm ist. Die Eigenschaft ist offensichitlich erfillt. Zum Nachweis der
Homogenitdtseigenschaft wdihlen wir f € S(Q, p) und o € R. Es gilt

laf (z)| = || f[(z) fir alle x € Q,
also folgt mit auch

af|ps = / jof | dy = |af / Fldu= o] |l

so dass bewiesen ist. Zum Nachweis der Dreiecksungleichung wéhlen wir
f,9 € S(Q, 1) und erhalten

[(f+9) @) =f(x) +g(@)| < [f(@)] + |g(@)] = [fl(x) + |g/(x)  fiir alle x € Q.
Mit und folgt daraus

gl = / Frgldu< /m 4 gl du —/|f|du+/!9!du = £l + lglos,
also ist auch bewiesen.

Bei der Arbeit mit Integralen spielen die Mengen A € 2 eine besondere Rolle, fiir
die pu(A) = 0 gilt. Im Allgemeinen handelt es sich dabei nicht nur um die leere Menge,
beispielsweise folgt aus (2.25)) die Gleichung A\g({x}) = 0 fiir beliebige 2 € RY.

Definition 3.32 (Nullmengen) FEine Menge N € 2, fir die u(N) = 0 gilt, nennen
wir eine p-Nullmenge.
Man sagt, dass eine Funktion f : Q — R eine Figenschaft p-fast tiberall besitzt, falls
eine Nullmenge N € A so existiert, dass die Figenschaft fir alle x € Q\ N erfillt ist.
Wir sagen beispielsweise , dass eine Folge (fn)nen von Funktionen p-fast iiberall
punktweise gegen eine Funktion f konvergiert, falls eine Nullmenge N € 2 so existiert,
dass fn(x) fir alle x € Q\ N gegen f(x) konvergiert.
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Die Konstruktion des Raums der integrierbaren Funktionen beruht auf punktweisen
Grenzwerten von CAUCHY-Folgen von Treppenfunktionen:

Definition 3.33 (Integrierbare Funktionen) Sei f : Q@ — R eine Funktion. Wir
nennen f p-integrierbar, falls eine L'-CAUCHY-Folge (fn)nen in S(Q, ) existiert, die -
fast tiberall punktweise gegen f konvergiert. Die Menge alle u-integrierbaren Funktionen
bezeichnen wir mit L1 (2, ).

Lemma 3.34 (Vektorraum) Die Menge LY(Q, i) ist ein R-Vektorraum.

Beweis. Seien f,g € £1(Q, 1) und o € R gegeben. Nach Definition finden wir CAUCHY-
Folgen (fn)neny und (gn)nen, die p-fast iiberall punktweise gegen f und g konvergieren.
Fiir jedes € € R existieren dann ng, mg € N mit

|frn — fnlpr < e fiir alle n,m € N>,

lgn — gmlr < e fiir alle n,m € N>,

also folgt mit (3.6¢c|) und (3.6b)) auch

|(fn + agn) - (fm + agm)’Ll = ‘(fn - fm) + a(gn - gm)‘Ll
< |fa = fmlpt +al |gn — gmlp < L +]al)e  fiir alle n,m € Nxy,

mit ko := max{ng, mo}, also ist (f,, + agn)nen eine CAUCHY-Folge.
Da (fn)nen und (gn)nen p-fast iiberall punktweise gegen f und g konvergieren, exi-
stieren p-Nullmengen Ny und Ny mit

ILm fu(z) = f(x) fir alle x € Q \ Ny,
le gn(z) = g(x) fir alle z € Q\ Ny,
also folgt auch
Ii_)m (fn + agn)(x) = (f + ag)(x) fir allex € Q\ N

mit N := Ny U Ny. Aus (2.12)) folgt (V) < pu(Ny) + pu(Ng) = 0, also ist (fn + agn)nen
eine CAUCHY-Folge in S(Q, ), die u-fast iiberall gegen f + ag konvergiert. Aus unserer
Definition folgt f + ag € L1(, u). [ |

Natiirlich wollen wir auf dem Raum der integrierbaren Funktionen auch ein Inte-
gral zur Verfiigung haben. Da nach Definition jede Funktion f € £(Q, ) Grenzwert
von Treppenfunktionen ist, deren Integrale wir bereits kennen, bietet es sich an, den
Grenzwert dieser Integrale zu verwenden. Da f Grenzwert verschiedener Folgen von
Treppenfunktionen sein kann, miissen wir nachweisen, dass das so definierte Integral
von der Wahl der Folge unabhéngig ist. Zu diesem Zweck ist es niitzlich, die Konvergenz
in der L'-Halbnorm zu der punktweisen Konvergenz und der gleichméBigen Konvergenz
in Bezug setzen zu kénnen.
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3 Einfiihrung des allgemeinen Integrals

Erinnerung 3.35 (GleichméBlige Konvergenz) Eine Folge (fn)nen von Funktionen
fn i Q= R heifit gleichméBig konvergent gegen eine Funktion f : Q) — R, falls fiir jedes
€ € Ryg ein ng € N so existiert, dass

[fn(z) — f(2)] <€ fir allen € N>, © € Q
gilt. Die gleichmafige Konvergenz lisst sich mit Hilfe der Supremumsnorm
l9]loo := sup{|g(x)| : = € Q} fir alle beschrinkten Funktionen g : Q — R

in der Form

T [[fy — Flloo = 0

schreiben. Sie impliziert die punktweise Konvergenz, ist in der Regel aber eine wesentlich
stirkere Forderung.

Lemma 3.36 (L!-Caucuy-Folgen) Sei (f,)nen eine L'-CAucHY-Folge in S(S2,p).
Dann existiert eine Teilfolge, die p-fast iberall punktweise konvergiert. Fir jedes € € Rsq
existiert auflerdem eine Menge Z € A mit (Z) < € so, dass diese Teilfolge auf Q\ Z
gleichmdf$ig konvergiert.

Beweis. (vgl. [0, Lemma VI.3.1]) Da (f,)nen eine CAuCHY-Folge ist, konnen wir fiir
jedes k € N ein ng € N so fixieren, dass

|fn_fm’L1 §4ik fiir alle n,meNan

gilt. Wir setzen

falls k = 1
g, 1= {”1 A ’ fiir alle k € N.

max{ng, mr_1 + 1} ansonsten
Damit ist (myg)gen eine streng monoton wachsende Folge. Wir untersuchen die durch
9k = S fiir alle kK € N
definierte Teilfolge (gx)ren von (fn)nen. Nach Konstruktion gilt
lgn — gl < 47F fiir alle n € N>. (3.7)

Wir stellen g durch Teleskopsummen dar

k—1
gk = g1+ Z(gnJrl — gn) fiir alle k € N

n=1

und werden nachweisen, dass die rechte Seite dieser Gleichung die gewiinschten Konver-
genzeigenschaften besitzt.
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3.6 LEBESGUE-Integrale

Sei k € N. Da gx+1 und g Treppenfunktionen sind, ist auch g1 — g eine Treppen-
funktion, und damit insbesondere 2f-messbar. Also ist die Menge

Vii={z€Q : |gp (@) — gr(@)] > 27} = (g1 — gx) 7' (] — 00, =27 [ U ]27%, 00

in der o- Algebra 20 enthalten, und es gilt |gry1(z) — gr(z)| < 27F fiir alle 2 € Q\ Y.

Aus und (| - folgt
w(Ye) = /1Yk dp < /2k|9k+1 = 9kl Ly, dp
< 2" / |9k+1 = gkl dpp = 2% (g1 — gilpr <27°
Wir definieren die Mengen

Zy = | Ya fiir alle k € N

und stellen fest, dass nach ([2.20))

oo oo e.9]
Zr) <> p(Yr) <Y 27 =2y o =2tk fiir alle k € N
n=k n=k n=0

gilt. Seien nun k& € N und ein « € Q\ Z;, gegeben. Fiir alle n € N>, gilt dann z € Q\Y,,,
also

D lgnar(@) —gn(@)| <> 27 <279y 2 =21 <2!7F iy alle j € Nay. (3.8)

n=j n=0
Damit existiert
o
Z ’gn—l—l(x) - gn($)|7
n=1
also auch
7—1
9(x) = lim g;(z) = gi(x )+Jlggoz Int1(x) = gn(2)) = g1 (@ +Z Int1(x) = gn()).

Aus dieser Definition und (3.8]) folgt

1

l9(x) — g;(2)| = |q1(x +Z (gn+1(2) = gn(®)) — 91(x) = D> _(gn+1(2) — gn(®))

1

<.
|

n

<Zygn+1 (z)] <2'9  firallex € Q\ Z, j € Ny,
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3 Einfiihrung des allgemeinen Integrals

also konvergiert die Folge (g;|q\ z, )jen gleichméBig gegen g|q z, -

Wir setzen N := (), oy Zx und stellen fest, dass aus - ) bereits u(N) < u(Zy) <
21=F fiir alle k € N folgt, also u(N) = 0. Fiir jedes x € Q\ N findet sich ein k € N mit
x € Q\ Z, und wir haben bereits gesehen, dass dann lim,,_ o gn(z) = g(z) gilt, also
konvergiert (gn)nen auBerhalb der Nullmenge N gegen

lim; o gj(x) fallsx € Q\ N,
g(ac) ::{ J— g]( ) \

0 ansonsten

fir alle x € Q.

Fiir jedes € € R+ finden wir ein k& € N mit 2% < e. Wir setzen Z := Z;, und haben
bereits gezeigt, dass p(Z) < 217 gilt und die Folge (9nlo\z)nen gleichmiéfig gegen glq\ z
konvergiert. ]

Mit diesem Ergebnis kénnen wir direkt eine niitzliche Eigenschaft integrierbarer Funk-
tionen folgern:

Lemma 3.37 (Fast messbar) Sei f € £L}(Q, 1). Dann ezistiert eine p-Nullmenge N €
A so, dass f = lo\nf p-messbar ist. Offenbar sind f und f wu-fast tiberall identisch.

Beweis. Nach Definition existiert eine L!-CAucHY-Folge (fy)nen, in S(Q,u), die p-
fast iiberall punktweise gegen f konvergiert. Also existiert eine p-Nullmenge N € 2
so, dass f der punktweise Grenzwert der Folge (Lo\wfn)nen ist. Fiir alle n € N gilt
lownfn € S(Q, 1), also ist f punktweiser Grenzwert einer Folge in S (©, 1) und damit
nach Definition p-messbar und nach Satz auch 2[-messbar. [ ]

Nun koénnen wir nachweisen, dass die Integrale zweier CAUCHY-Folgen integrierba-
rer Treppenfunktionen, die punktweise gegen dieselbe Funktion konvergieren, denselben
Grenzwert besitzen.

Satz 3.38 (Eindeutigkeit) Sei f € £1(Q, ), und seien (fn)nen und (gn)nen zwei L-
CAUCHY-Folgen in S(Q, 1), die punktweise u-fast iberall gegen f konvergieren. Dann
konvergieren die Folgen

(fm) ., (fot)..,

gegen denselben Grenzwert, es gilt also

lim [ fpdp = lim / In dp.

n—o0

Aufserdem gilt
lim |fp, — gn|rr =0.

n—oo

Beweis. (vgl. [5 Lemma VI.3.2]) Da R vollstindig ist, folgt die Konvergenz der Folgen
der Integrale bereits, wenn wir zeigen kénnen, dass es sich um CAUCHY-Folgen handelt.
Fiir ein € € Ryq existiert, da (f,)nen eine L'-CAucHY-Folge ist, ein ng € N mit

|frn — fmlp < € fiir alle n,m € N>p,.
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3.6 LEBESGUE-Integrale

Daraus folgt mit (3.5a) und ([3.5b]) auch

/fndu—/fmdu‘:'/fn—fmdu‘

§/|fn—fm|du:fn—fm|L1 fur alle n,m € Nx,,.

Also ist die Folge der Integrale eine CAUCHY-Folge und damit konvergent. Dasselbe
Argument lésst sich auf die Folge (gp)nen anwenden.

Es bleibt zu zeigen, dass beide Grenzwerte iibereinstimmen. Dazu definieren wir h,, :=
fn — gn fiir alle n € N und miissen

Hm |fan|p1 = 0
n—oo

beweisen, denn daraus folgt auch

nlgr;o‘/fn du/gn du‘ anggo‘/hn du’ < nlggo/lhnldu < lim |hy|p = 0.
Wir fithren den Beweis, indem wir die Folge auf drei Teilmengen untersuchen: Auf einer
Menge, auf der sie wegen des endlichen Mafles des Tréigers der Funktionen aus S(€2, i)
gegen null konvergiert, auf einer zweiten Menge, auf der sie dank Lemma(3.36|gleichmafig
konvergiert, und auf einer Restmenge, die wir klein genug wihlen kénnen.

Sei € € R-g. Da (fn)nen und (gpn)nen CAUCHY-Folgen sind, gilt dasselbe dank der
Dreiecksungleichung auch fiir die Folge (hy)nen. Also finden wir ein ny € N so,

dass
|hy — bl < €/5 fiir alle n,m € N>, (3.9)

gilt. Da hy, € S(€, 1) gilt, muss nach Definition ein A € A mit p(A) < oo und
hngloya = 0 existieren. Daraus folgt

/\hn|1Q\A dp :/\hn — hno |1\ a dp
g/\hn—hn0|du: Vi — fig |1 < €/5 fiir alle 1 € Nong,

also haben wir die gewiinschte Konvergenzaussage immerhin schon auf der Menge Q2 \ A
bewiesen.

Aus folgt, dass auch (hpla)nen eine CAUCHY-Folge in S(€2, i) ist, also muss
nach Lemma [3.36] eine Menge Z € 2 mit

w(z) < —L

A — (3.10)
1+ [[hng lloo

so existieren, dass eine Teilfolge auf A\ Z gleichméifig konvergiert. Da (hy,)nen punktweise
gegen null konvergiert, muss auch diese Teilfolge gegen null konvergieren, also kénnen
wir wegen p(A\ Z) < p(A) < oo ein mg € N>p, mit
€/b
Pme1 < —
H mo A\ZHOo = 1+[,L(A\Z),
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3 Einfiihrung des allgemeinen Integrals

finden, so dass mit (3.5b)) auch
/\hmollA\Z du < / [hmoLa\z oo L avz dpe

€/5
< [Py 1 A\Z) < ——F———
gilt. Damit haben wir auch auf der Menge A \ Z eine Abschétzung erhalten. Es fehlt
noch die Menge A N Z, fiir die sich dank (3.5b)) und (3.10) die Abschéitzung

(A\ Z) <¢€/5

/ g [ Lan dpt < / g — hna [ Lanz d + / (o[ Lanz d

< g — hngp1 + / Vo lloeLanz d

< ’hmo - hnO‘Ll + thoHoo,“(Am Z)
€/5

< Ny — Png |1 + thonoom
no || oo

<€/5+¢€/5=2¢/5
ergibt. Insgesamt haben wir
[ gl die = [ Uingl (L + Lz + Lanz)
— [ hmoltonadiet [ Tbmoltaz it [ VhnglLanz du < ac/5.
bewiesen. Aus mg > ng und folgt damit auch

/|hn|d,u:/|hn—hmoldu+/\hm0|d,u§6/5—1—46/526 fiir alle n € N>y,

und damit die gewiinschte Aussage. ]

Definition 3.39 (LEBESGUE-Integral) Sei f € LY(Q,u). Nach Definition existiert
dann eine L'-CAUCHY-Folge (fn)nen in S(Q, i), die punktweise p-fast tiberall gegen

f konvergiert. Wir nennen
/fdu = nlggo/fndu

das LEBESGUE-Integral von f. Nach Satz[3.38 existiert ein von der konkreten Wahl der
Folge unabhingiger Grenzwert, also ist das Integral wohldefiniert.

Lemma 3.40 (Rechenregeln) FEs gelten

/f—l—oegdu—/fdu—i—a/gdu fiir alle f,g € LY(Q, ), o €R, (3.11a)
f<g= [fans [gau  firate fge £'@n), (3.11D)

‘/fdu‘ §/]fdu fiir alle f € LY(Q, p), (3.11c¢)

auch das allgemeine LEBESGUE-Integral ist also linear und monoton.
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3.6 LEBESGUE-Integrale

Beweis. Da das Integral als Grenzwert der Integrale von Treppenfunktionen definiert ist,
iibertragen sich die in Lemma |3.27] gezeigten Eigenschaften auf allgemeine Funktionen
aus L1(Q, p):

Seien f,g € £1(Q, i), und seien (f;)nen und (gn)nen L'-CavucHY-Folgen in S(, p),
die punktweise u-fast iiberall gegen f und g konvergieren.

Sei a € R. Dann ist (f, + agn)nen eine L'-CaucHY-Folge in S(€2, i), die punktweise
u-fast tiberall gegen f + ag konvergiert, und wir erhalten mit die Gleichung

/f+agdu= lim /fn+agndu= lim /fndu+a lim /gndMZ/fdqua/gdu
also (31T3).

Gelte nun f < g. Dann gilt auch h := f — g > 0, und mit
hy, = max{g, — fn,0} fir allen e N

erhalten wir eine Folge in S(2, u), die punktweise p-fast iiberall gegen h konvergiert.
Wir definieren

Ay ={z€Q : go(x) = fulx) >0} = (9, — fn) 1 ([0,00[) €A  fiir allen € N

und erhalten h,, = (g, — fn)14, fir alle n € N.
Da (f)nen und (gn)nen L'-CAvucHY-Folgen sind, gilt dasselbe fiir (g, — fn)nen, also
konnen wir fiir jedes € € Ry ein ng € N so finden, dass

lgn — fro = (Gm — fm)|r2 < € fiir alle n,m € N>,
gilt. Dann folgt aus ({3.5b))
o = lis = [ Vo= honldis = [ g0 = £ = (g = Fo) L, di
< /|gn_fn_(gm_fm)‘d:u

= |gn — fn — (gm — fm)| 12 fir alle n,m € N>,

also ist (hp)nen eine L-CaucHY-Folge. Da h,, > 0 fiir alle n € N nach Konstruktion

gilt, folgt aus (3.5b)) auch

/hdu:nh_g)lo/hnduzo.

Mit der Linearitét (3.11a)) des Integrals erhalten wir

/fdu:/g—hdu=/gdu—/hdu§/gdu,

also (3.11bf). Die Ungleichung (3.11c) folgt wie im Beweis des Lemmas ]

Da wir das Integral auf den Raum £!(€, u) fortsetzen kénnen, bietet es sich an, auch
nach einer Fortsetzung der L!-Halbnorm auf diesen Raum zu suchen.
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Lemma 3.41 (L'-Halbnorm) Fiir jedes f € L1(Q, u) ist auch |f| € LY(Q, i), und

Flo = / Fldp fir alle f € £(9, )

definiert eine Halbnorm auf L*(Q, u), die wir die L'-Halbnorm nennen.
Falls (fn)nen eine L'-CAuCHY-Folge ist, die punktweise p-fast iiberall gegen f kon-
vergiert, gilt
|flpr = lim [fp[pr.
n—oo

Beweis. (vgl. [5, Lemma 3.3]) Sei f € L£Y(Q,p). Nach Definition existiert eine L!-
CaucHy-Folge (fp)nen in S(, 1), die punktweise gegen f konvergiert. Aus

| fn(@)] = [fm(@)] | < [ful2) = fin(2)| fir alle n,m € N, €
folgt mit (3.5b)) auch

1l = 1 om] L1 =/| Fal = 1ol | dp

</|fn—fm’dM:\fn—fm|L1 fiir alle n,m € N,

und da (fp)nen eine L-CaucHY-Folge ist, muss auch (|f,|)nen eine sein. Letztere Folge
konvergiert offenbar punktweise gegen |f|, also folgt per Definition |f| € £1(Q, u).
Aus der Definition des Integrals und Bemerkung folgt, dass

|flpr = lim | fo[p
n—00

in der Tat eine Halbnorm ist. ]

Lemma 3.42 (Stetige Fortsetzung) Sei f € LY(Q,p), und sei (fn)nen eine L'-
CAUCHY-Folge in S(Q, 1), die punktweise u-fast iberall gegen f konvergiert. Dann gilt

nh_>nolo |f - fn|L1 = 07

das Integral und die L'-Halbnorm auf £'(Q, u) sind also die beziiglich der L'-Halbnorm
stetigen Fortsetzung ihrer Gegenstiicke auf dem Raum S(Q, ) der Treppenfunktionen.

Beweis. Sei n € N. Dann ist (f,, — fn)men eine L'-CaucHy-Folge in S(€, 1), die punkt-
weise gegen f — f, konvergiert, und aus Lemma folgt

|f_fn|L1 = lim |fm_fn‘L1'
m—00
Sei nun € € R+, und sei ng € N so gewahlt, dass
|fro = frlpr <€ fiir alle n,m € N>y,
gilt. Dann gilt insbesondere auch
lf = folpr = Um |fo, — folp <€ fiir alle n € N>y,
m—00 -

und das ist die gewiinschte Aussage. [
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Satz 3.43 (Vollstindigkeit) Der Raum LY(Q,p) ist mit der L'-Halbnorm | - |
vollstindig.

Beweis. (vgl. [5, Theorem 3.4]) Sei (f;)nen eine CAUCHY-Folge in £1(€, ). Nach Defi-
nition finden wir fiir jedes n € N ein g, € S(2, ) aus der f, approximierenden Folge
von u-Treppenfunktionen, das

‘fn - gn‘Ll <1/n

erfiillt. Wir untersuchen die so konstruierte Folge (gn)nen in S(€2, ). Wir fixieren ein
€ € R-¢ und wihlen ein ng € N so, dass 1/ny < ¢/3 und

|fro — fmlr <€/3 fiir alle n,m € N>,
gilt. Dann folgt

|90 — gmlrr < |gn — falpr + o = fmlpr + |gm — fmlpr <€ fiir alle n,m € N>p-

Also ist (gn)nen eine L1-CaucHy-Folge in S(Q, u1).

Nach Lemma3.36]existieren dann eine Funktion f : € — R und eine Teilfolge (g, )nen
der Folge (gn)nen, die punktweise p-fast iiberall gegen f konvergiert. Also folgt bereits
f € LY, 1) per Definition.

Wir miissen zeigen, dass (f,)nen in der L'-Halbnorm gegen f konvergiert. Sei € € Rxy.
Dank Lemma gilt

lim ‘f _gmn|L1 = 07
n—00

also konnen wir insbesondere ein ng € N mit

1/n0 36/3,
|f = gnolrr < €/3,
lgn — gm| < €/3 fiir alle n,m € N>,

finden. Fiir die zweite Ungleichung nutzen wir dabei aus, dass (g,)nen bereits als Ll-
CAucHy-Folge erkannt ist. Wir erhalten

|f = falpr <1f = Gnolot +19ne — gnlrr + 190 — falm
<e€¢/3+4+¢€¢/34+1/n<e€ fir alle n € N>,

und die gewiinschte Konvergenzaussage ist bewiesen. ]

Notation 3.44 (Integral auf Teilmengen) Sei A € A, seiC D A, undsei f : C — R
eine Abbildung. Wir kénnen sie durch null zu einer Abbildung

FiOoR, xl_){f(x) falls x € A,

0 ansonsten,
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fortsetzen. Falls f w-integrierbar ist, nennen wir f u-integrierbar auf A und bezeichnen

das Integral mit
/ fdu = /fdu.
A

Falls f p-integrierbar auf B € A mit A C B C C ist, folgt aus
[ fdn=[ fra+ fipada= [ fans [ pan
B B A

B\A

Falls f > 0 gilt, erhalten wir mit

AﬂMSéf@-
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4 Eigenschaften des Integrals

Wir haben bereits gesehen, dass das LEBESGUE-Integral vorteilhafte Eigenschaften be-
sitzt: Das Integral kann fiir Abbildungen auf sehr allgemeinen Definitionsbereichen (2
definiert werden, es ist beziiglich der L'-Halbnorm stetig, und der Raum £'(2, u) der
integrierbaren Funktionen ist vollstandig.

In diesem Kapitel untersuchen wir weitere Eigenschaften, die es uns ermdglichen, das
Integral praktisch einzusetzen: Zunéchst interessieren wir uns dabei fiir Grenzwertsétze.
Wir haben bereits gesehen, dass punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen wieder
messbar sind, und wir untersuchen, unter welchen Bedingungen Grenzwerte integrier-
barer Funktionen wieder integrierbar sind. Zentral sind in diesem Bereich die Sétze
iiber monotone und majorisierte Konvergenz sowie das Lemma von FATOU, die es uns
ermoglichen, die Integrierbarkeit von Grenzwerten von Funktionen unter relativ allge-
meinen Voraussetzungen zu analysieren.

Da das LEBESGUE-Integral mit dem LEBESGUE-MaB auch auf R¢ definierte Funktio-
nen behandeln kann, stellt sich die Frage, wie sich der Wert des Integrals fiir solche
Funktionen konkret berechnen oder abschétzen lédsst. Von entscheidender Bedeutung
sind die Sétze von FUBINI und TONELLI, mit dem sich mehrdimensionale Integrale auf
eindimensionale zuriickfithren lassen.

SchlieBlich sind wir daran interessiert, zu untersuchen, wie sich Koordinatentrans-
formationen im Definitionsbereich einer Funktion auf ihr Integral auswirken. Falls bei-
spielsweise eine Funktion in Zylinderkoordinaten (Hohe, Radius, Winkel) beschrieben ist,
liegt es nahe, auch diese Koordinaten statt der bei der Definition des LEBESGUE-Mafles
verwendeten kartesischen Koordinaten (Hohe, Breite, Tiefe) einzusetzen.

4.1 Grenzwertaussagen

Zunichst benétigen wir eine Verallgemeinerung des Lemmas die wir auch auf Folgen
integrierbarer Funktionen anwenden kénnen.

Lemma 4.1 (L'-Nullfolgen) Sei (f,)nen eine L'-Nullfolge. Dann besitzt sie eine Teil-
folge, die punktweise u-fast iberall gegen null konvergiert. Fiir jedes € € Rsq existiert
eine Menge Z € A mit u(Z) < € so, dass die Teilfolge auf Q\ Z gleichmdfig konvergiert.

Beweis. (vgl. [5, Theorem 5.2]) Da (fy)nen eine L'-Nullfolge ist, kénnen wir fiir jedes
m € N ein n,, € N mit

| frmlor <477, N < N1 fiir alle m € N (4.1)
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4 Figenschaften des Integrals

finden. Nach Lemma existiert eine Folge (gm )men von A-messbaren Funktionen und
eine Folge N,, € 2 von u-Nullmengen so, dass

gm‘Q\Nm = fnm|Q\Nm fir alle m e N
gilt. Dann muss nach (2.22)) auch

N = U N,,
meN

eine p-Nullmenge sein. Wir kénnen wie im Beweis des Lemmas fortfahren: Da fiir
alle m € N die Funktion g,, 2-messbar ist, gilt

Yo ={x € : |gn(x)]>2""}
=g, (] —00,27™ U [27™,00]) € 2 fiir alle m € N.

Sei m € N. Da g,, keine pu-Treppenfunktion ist, ist nicht offensichtlich, dass u(Y;,) < oo
gilt, wir miissen diese Aussage also beweisen. Aus g,, € £(Q, ) folgt nach Definiti-
on, dass eine Familie (h)ren in S(Q, ) existiert, die punktweise p-fast iiberall gegen
Jgm konvergiert. Nach Definition existiert dann auch eine Folge (Ag)gen in 2 mit
hiloya, = 0 und p(Ag) < oo, und aus der punktweisen Konvergenz folgt

p(Yn) = (J 1Yo 0 Ag). (4.2)
keN

Mit Definition (3.11b) und (4.1)) erhalten wir

p(Ym N Ag) = Qm/Q_lemmAk dp < 2™ / |9m|1y,,na, dp < 27 / |9l dp

=2" g <247 =27 fiir alle k € N,

also haben wir dank (4.2)) und (2.22)) insbesondere
w(Yp) <27™ fiir alle m e N

gezeigt. Wir setzen wieder

(o]
YA UY] fir alle m € N
=m

und erhalten mit (2.22)) und der geometrischen Summenformel

[ee] oo oo
W(Zn) < p(Y) <> 277 =27y a7 <ol fiir alle m € N.
j=m j=m 7=0

Fiir jedes m € N, jedes x € 2\ Z,, und jedes j € N>, gilt dann € \ Y}, also nach
Definition |g;(x)| < 277. Damit konvergiert die Folge (10\2,,9m)men gleichméfig gegen
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4.1 Grenzwertaussagen

null, also konvergiert auch (1o (z,,un)frn, Jmen gleichmiBig gegen null. Da wir fiir jedes
€ € Rog ein m € N mit u(Z,,) < 2'7™ < ¢ finden kénnen, ist damit bereits der zweite
Teil der Behauptung bewiesen.
Die Menge
Z:=NU () Znm
meN
erfiillt dank und insbesondere p(Z) = 0, und fiir jedes z € Q \ Z existiert
ein m € N mit x € Z,,, also muss (g;());en gegen null konvergieren. Aus x € N folgt

gj(x) = fn,; () fiir alle j € N. u

Folgerung 4.2 (L!'-CauchHy-Folgen) Sei (fn)nen eine CAUCHY-Folge in L'(S2, p).
Nach Satz existiert dann ein f € LY(Q, 1), gegen das die Folge in der L'-Halbnorm
konvergiert. Die Folge besitzt eine Teilfolge, die punktweise p-fast iberall gegen f kon-
vergiert, und fiir jedes € € R~ existiert eine Menge Z € A mit u(Z) < € so, dass die
Teilfolge auf Q\ Z gleichmdfig konvergiert.

Beweis. (vgl. [5, Theorem 5.2]) Wir wenden Lemma auf die Nullfolge (f,, — f)nen
an. [

Folgerung 4.3 (Halbnorm) Sei f € £Y(Q, ). Es gilt |f|;r = 0 genau dann, wenn f
w-fast tberall gleich null ist.

Beweis. (vgl. [B, Corollary 5.3]) Die Folge (0),en erfiillt |f — 0z = 0, konvergiert also
insbesondere in der L'-Halbnorm gegen f. Nach Lemma muss sie punktweise u-fast
iiberall gegen f konvergieren, also ist f p-fast iiberall gleich null. ]

In der Regel sind wir daran interessiert, zu untersuchen, ob der punktweise Grenzwert
einer Folge integrierbarer Funktionen wieder eine integrierbare Funktion ist. Eine erste
Aussage erhalten wir mit dem folgenden Satz von BEPPO LEVT:

Satz 4.4 (Monotone Konvergenz) Sei (f,)nen eine punktweise monoton wachsende
Folge in LY (2, 1), und gelte

sup/fndu < 0.

neN

Dann ist (fn)nen eine CAUCHY-Folge, die sowohl in der L'-Halbnorm als auch punkt-
weise p-fast iiberall gegen eine Funktion f € LY(Q, p) konvergiert, und es gilt

] saw=sun [ uae

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

o= sup/fnd,u e R.
neN
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4 Figenschaften des Integrals

Sei € € Ry gegeben. Nach Voraussetzung existiert ein ng € N mit

Oga—/fnoduge.

Da die Folge (fn)nen monoton wichst und das Integral nach (3.11b)) monoton ist, folgt

Oga—/fnduga—/fnoduge fiir alle n € N>y, (4.3)

Damit erhalten wir

’fn_fm‘Ll:/fn_fmdﬂz/fndﬂ_/fmdu
§o¢—/fmdu§e fiir alle n, m € N>, mit n > m,

und mit |f, — finlpt = |fm — falpr folgt, dass (fn)nen eine CAUCHY-Folge sein muss.
Nach Satz existiert ein f € £(Q, i), gegen das diese Folge in der L!-Halbnorm
konvergiert.
Nach Folgerung konvergiert eine Teilfolge dieser Folge pu-fast iiberall gegen f, und
da die Folge monoton wachsend ist, muss sie auch selbst fast iiberall gegen f konvergieren.
Sei nun ng € N so gewihlt, dass

lf = falr <€/2, Oga—/fndu§6/2 fiir alle n € N>y,

gelten. Mit (3.11b)) erhalten wir
o [t | [ 5.~ 1

a—/fdu’= a—/fndwr/fn—fdu’é

ge/2+/]fn—f]duge/2+\fn—f\L1 <e  firallen € Nop,

also muss « das Integral der Funktion f sein. [

Folgerung 4.5 (Monoton fallende Folge) Sei (f,,)nen eine punktweise monoton fal-
lende Folge in LY(Q, i), und gelte

inf /fn dp > —oo0.
neN

Dann ist (fn)nen eine CAUCHY-Folge, die sowohl in der L'-Halbnorm als auch punkt-
weise p-fast iiberall gegen eine Funktion f € L1(Q, u) konvergiert, und es gilt

[ ran=int [ 5.dn

Beweis. Wir wenden Satz auf die Folge (— fn)nen an. ]
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4.1 Grenzwertaussagen

Erinnerung 4.6 (RIEMANN-Integral) Seien a,b € R mit a < b gegeben, und sei f :
[a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Zu einem Tupel (yo,...,yx) mit a = yo < y1 <
... < yr = b heiffen

k k
Ry(y) =) (yj —yj—1) max f(2) R—(y):Z(yj—yj-l) min f(z),

= 2€[y;-1,Y;] = 2€[y;j-1,Y;]

die Ober- und Untersumme der Funktion f. Falls sich zu jedem ¢ € Rsq ein Tupel
(Yo, ..., yx) mit den oben beschriebenen Eigenschaften finden lisst, das

Ri(y) —R-(y) <e

erfillt, heifit f RIEMANN-integrierbar. In diesem Full existiert eine Zahl s € R so, dass
R_(y) <s < Ri(y)

fiir alle Tupel (yo, - ..,yx) gilt. Diese Zahl nennen wir das RIEMANN-Integral der Funk-
tion f, wir schreiben sie als

/abf(x) do = 5.

Folgerung 4.7 (RIEMANN-Integral) Seien a,b € R mit a < b gegeben, sei Q := [a,b]
und sei f : la,b] — R eine RIEMANN-integrierbare Funktion. Dann ist sie auch \p-
integrierbar, und beide Integrale stimmen diberein.

Beweis. Wir setzen p := p. Nach Definition existiert fiir jedes n € N ein Tupel y, =
(Y105 -+ s Yn,ke, ) Mt

[ rwar-t << [

Offenbar gilt

kn

Ro(yn) =Y (Ynj —tnj-1) _min f(2)
j=1 Ze[yn,jflzyn,j]
kn

= Z:u([yn,jfla Yn,j D min ]f(z) = /fn du

= 2€[Yn,j—1:Yn.j

mit der durch

kn
fn = 1y, ., min f(z
n ]Zl [yj 17y][26[yj—17yj] ( )
definierten p-Treppenfunktion. Die durch
gn :=max{f1,..., fn} fiir alle n € N
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4 Figenschaften des Integrals

definierten u-Treppenfunktionen bilden dann eine monoton wachsende Folge, die

b 1 b
/f(a:)dm—ng/gnd,u,gf f(z)dx fir allen € N

erfiillt. Damit lédsst sich Satz anwenden, um zu folgern, dass (g,)neny punktweise
p-fast iiberall und in der L!'-Halbnorm gegen eine Funktion g € £(Q, ) konvergiert

und ,
/gdu—sup/gndu—/ f(z)dx
neN a

gilt. Nach Konstruktion gilt g, < f fiir alle n € N, also auch g < f p-fast iiberall.

Analog kénnen wir mit Hilfe der Obersummen eine monoton fallende Folge (hy,)nen
von p-Treppenfunktionen konstruieren, die in der L'-Halbnorm gegen eine Funktion
h € LY(Q, p) konvergiert und

b
hdp = inf [ hydp= d
/ 1 fféN/ 1 /Gf(az)x

sowie f < h p-fast iiberall erfiillt. Damit folgt mit (3.11b))

!h—gluI/h—gduz/hdu—/gdﬂzo,

also stimmen A und g nach Folgerung p-fast iiberall iiberein. Da g < f < h u-fast

tiberall gilt, miissen beide Funktionen auch p-fast iiberall mit f iibereinstimmen, und es
folgt f € £1(Q, p). [ |

Lemma 4.8 (Maximum) Seien f,g € L1(, 1), und seien max(f, g) definiert durch
max(f, g)(z) := max{f(z), g(z)} fir alle x € Q. (4.4)
Dann gilt max(f,g) € L1(Q).

Beweis. Da £1(Q, 1) ein Vektorraum ist, gilt auch f—g € £(, i), und nach Lemma
folgt |f — g| € LY(Q, ), und aus

max(f,g) = %(f+g+ lf —gl)

folgt die Behauptung. [

Folgerung 4.9 (Supremum) Sei (f,)nen eine Folge in £1(Q, ). Falls eine Funktion
g € LY, 1) und eine p-Nullmenge N € 2 mit

|fu(2)| < g(7) fir allen €N, x € Q\ N
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4.1 Grenzwertaussagen

existieren, konnen wir eine p-Nullmenge Z € A so finden, dass

sup frn(x) < 0o fiir alle x € Q\ Z
neN

gilt und die durch

(sup fn)(z) =

n—N

2 I Q\ Z,
{SuPneN fo(x)  falls z € Q\ fiir alle x € Q (4.5)

0 ansonsten

definierte Funktion sup,, _, fn in LY(Q, 1) liegt und ihr Integral die Abschitzung

sup [ fudu< [sup fudu< [ lglau
neN neN
erfillt.

Beweis. Fiir alle n € N definieren wir Funktionen s, : 2 — R durch
Sp(x) := max{fi(x),..., fu(x)} fiir alle x € Q.

Nach Lemma gilt s, € L£Y(Q, ), und die Folge (s,)nen ist punktweise monoton
wachsend.
Aus unserer Voraussetzung und (3.11b)) folgen

sup/sn dp < sup/ |sn| dp < /\g\ du, fiir alle n € N,
neN neN

also konnen wir Satz anwenden, um eine Funktion s € £!(£2, ) und eine y-Nullmenge
Z € 2 mit

s(x) = sup sp(x) = sup fn(z) fiir alle x € 2\ Z,
neN neN

/sd,u:sup/snd,u
neN

zu finden. Insbesondere existiert das punktweise Supremum fiir alle x € Q \ Z, so dass
die in gegebene Funktion wohldefiniert ist.

Da s und sup,,_,y fn sich nur auf einer py-Nullmenge unterscheiden kénnen und da
fn < sy fiir alle n € N gilt, erhalten wir mit schliellich

Sup/fnduésup/sndMZ/sduz/supfndu,
neN neN neN

und das ist die gewiinschte Aussage. ]

Wichtig an diesem Resultat ist, dass aus der punktweisen Beschrinktheit der Funk-
tionen f,, durch die p-integrierbare Funktion g bereits die Integrierbarkeit der Funktion
f folgt. Der punktweise Grenzwert einer Folge von Funktionen lisst sich ebenfalls mit
Hilfe dieser Eigenschaft beschreiben:
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Lemma 4.10 (FATOU) Sei (fn)nen eine Folge nicht-negativer Funktionen in LY(S), )
mit

liminf/fndu < 00
n—o0
Dann existiert eine p-Nullmenge Z € 2 so, dass Uminf, _,~ fn(z) fir alle x € Q\ Z

existiert und endlich ist und die durch

liminf, ,o fn(z) fallsx € Q\ Z,

fiir alle z € (4.6)
0 ansonsten

n—

(liminf f,)(x) := {
definierte Funktion liminf,, . f, liegt in LY(Q, p) und erfillt

/hnlgloréf fndu < llnrr_1>101.}f/fn du.
Beweis. (vgl. [5, Corollary 5.7]) Wir definieren

gek ‘= min(ffa ferla cee f€+k) fiir alle £,k € N

und stellen fest, dass fiir jedes ¢ € N die Folge (gr 1 )ken monoton fallend ist. Aus (3.11b)
erhalten wir deshalb

/g&k du < /fg du fiir alle ¢,k € N,

und mit Folgerung [4.5| folgt, dass die Folge (g )ken fiir jedes ¢ € N in der L'-Halbnorm
und auBerhalb einer u-Nullmenge Z, € 2 auch punktweise gegen eine gegen eine Funktion
gr € LY(Q, 1) konvergiert. Nach Definition muss dann

g[(a:) < fk(ﬁ) fiir alle x € \ Zy, k€ NZZ

gelten, und aus (3.11b) folgt
/gg dp < inf /f;.C du fiir alle £ € N. (4.7)
kGNzé

Nach Definition gilt

ge(x) = ir;fe fn(x) firr alle z € Q\ Zy,

also konnen wir

Z::UZg

leN

setzen und aus (2.22)) folgern, dass auch Z eine u-Nullmenge ist. Nach Definition gilt
aber

ge(z) = inf f(z) firalle e N, 2 € Q\ Z,

n>¢
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4.1 Grenzwertaussagen

also ist die Folge (g¢)sen p-fast iiberall punktweise monoton wachsend. Nach (4.7)) und
unserer Voraussetzung haben wir

sup/ggdu <sup inf /fn dyu = liminf/fn < 00,
(eN ¢eN n€N>, n—roo

also erfiillt auch die Folge (g¢)sen die Voraussetzungen des Satzes muss also in der L'-
Halbnorm und p-fast iiberall punktweise gegen eine Funktion f € £1(€, 1) konvergieren,

die
/fd,uzsup/ggd,ugsup inf /fnd,u:liminf/fndu
¢eN ¢eN n€N>y n—00
erfiillt. ]

FEines der wichtigsten Kriterien fiir die Integrierbarkeit des punktweisen Grenzwerts
integrierbarer Funktionen ist der Satz von LEBESGUEEL der besagt, dass eine u-messbare
Funktion integrierbar ist, falls sich ihr Betrag durch eine integrierbare Funktion be-
schrinken l&sst.

Satz 4.11 (Majorisierte Konvergenz) Sei (f)nen eine Folge im Raum LY, p),
die punktweise p-fast tiberall gegen eine Funktion f konvergiert. Seien g € LY (2, 1) und
etne p-Nullmenge N € A so gegeben, dass

|fr(x)| < g(x) fiir allex € Q\ N, n €N

gilt. Dann folgt f € LY(Q, i), und die Folge (fn)nen konvergiert auch in der L'-Halbnorm
gegen f.

Beweis. (vgl. [5, Theorem VI.5.8]) Sei Ny € 2 eine p-Nullmenge mit

lim f,(z) = f(x) fir alle z € 2\ No. (4.8)

n—oo
Nach Voraussetzung gilt
[fr(x) = fr(@)| < |fn(2)| + | fm(2)| < 2¢(2) fiir alle z € Q\ N, n,m € N,

also finden wir nach Folgerung [4.9] fiir jedes k& € N eine pu-Nullmenge Ny, € 2 so, dass

fir alle z € Q\ Ng, k€N

h (.Z') . ) SUPp m>k |fn($) - fm($)| falls x € Ny,
) . 0 ansonsten

eine Funktion hy € £Y(Q, ) mit

/hkdu§2/gdu

tengl. dominated convergence theorem
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definiert. Dank (2.22)) ist auch

N::NOUUNk

keN
eine p~-Nullmenge, und die Funktionen
hi == hylg\n fiir alle k € N
bilden eine monoton wachsende Folge mit
/ﬁkdu§2/glg\Ndu§2/gdu<oo fiir alle £ € N.

Aus Satz folgt, dass (ilk) ren eine L'-CavucHy-Folge ist, die punktweise u-fast iiberall
gegen eine Funktion h € £Y(Q, 1) konvergiert. Da die Folge (f,)nen punktweise u-fast
tiberall gegen f konvergiert, muss hy, punktweise p-fast iiberall gegen null konvergieren,
also muss h p-fast iiberall gleich null sein. Damit folgt

lim sup |fn — finlp = lim Al = |k| =0,
k=00 p m>k k—ro0

also ist (fy)nen eine CAucHY-Folge. Nach Folgerung [4.2| muss die Folge in der L'-
Halbnorm und punktweise p-fast iiberall gegen eine Funktion fe L£1(€2, i) konvergieren.
Da sie nach Voraussetzung auch punktweise p-fast iiberall gegen f konvergiert, miissen
f und f p-fast iiberall identisch sein, also gilt auch f € L1, ). ]

Mit Hilfe dieses Ergebnisses lassen sich Aussagen iiber die Integrierbarkeit einer grofien
Klasse von Funktionen treffen: Wir haben in den Abschnitten [3.2] und B.3] relativ einfach
zu erfiillende Bedingungen kennen gelernt, die sicher stellen, dass eine Funktion messbar
ist. Der Satz stellt eine Beziehung zwischen messbaren und p-messbaren Funktionen
her, trifft also eine Aussage dariiber, unter welchen Bedingungen sich messbare Funktio-
nen punktweise durch Treppenfunktionen approximieren lassen, so dass sich Satz
anwenden ldsst:

Folgerung 4.12 (Integrierbarkeit messbarer Funktionen) Sei f € M(Q, u) eine
p-messbare Funktion, und seien eine p-integrierbare Funktion g € LY(Q,u) und eine
p-Nullmenge N € A mit

|f(z)] < g(x) fir alle x € Q\ N
gegeben. Dann gelten f € LY(Q, p) und | f| < gl

Beweis. Nach Definition existiert eine Folge (fn)nen von Treppenfunktionen in
S(Q, ), die punktweise gegen f konvergiert. Unser Ziel ist es, eine Folge zu konstruieren,
die punktweise p-fast iiberall durch 2g beschriinkt ist, denn dann kénnen wir Satz [4.11]
anwenden.
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Nach Lemma [3.37| existieren eine pu-Nullmenge N € 2l und eine p-messbare Funktion
g € L1Q, p) so, dass gloyy = dloyw gilt.

Sei nun n € N. Da f,, und g p-messbar sind und M (€2, 1) ein R-Vektorraum ist, miissen
auch 2g — f, und 29 + f,, p-messbar sein, und damit nach Satz auch messbar. Also
gilt

Ap={z € Q : |fa(z)] = 2(x)}
=29— )" —00,0)) U245+ f) (] —00,0]) €A fiir alle n € N,

und damit insbesondere
| fr(z)| < 2¢(x) fir alle z € '\ A,,.

Wir definieren die Funktionen f, € £1(, 1) durch

~

In = falo\a, fur alle n € N
und stellen fest, dass
| fn(2)] < 24(2) firalleneN, z € Q

gilt. Da die Folge (fn)nen punktweise u-fast iiberall gegen f konvergiert, muss auch die
Folge (fn)nen diese Eigenschaft besitzen. Da g € £1(€, i) gilt, kénnen wir Satz und
(3.11b)) anwenden, um zu folgern, dass f € £(Q, 1) und

|fl = nlgﬂgo |fulr < nhjolo |frlor < lglr

gelten. [

Fiir nicht-negative 2-messbare Funktionen lésst sich die p-Integrierbarkeit besonders
einfach charakterisieren: Fiir jede solche Funktion l&sst sich eine monoton wachsende
und punktweise konvergente Folge von Treppenfunktionen konstruieren. Die Funktion
ist genau dann p-integrierbar, wenn die Folge der Integrale dieser Treppenfunktionen
beschrankt ist.

Folgerung 4.13 (Nicht-negative Funktionen) Sei das Mafi p o-endlich, und sei
f:Q = R>o eine A-messbare Funktion. Fir jede solche Funktion existiert eine mono-
ton wachsende Folge ( fn)nen nicht-negativer u-Treppenfunktionen, die punktweise p-fast
tiberall gegen f konvergiert.

f ist genau dann p-integrierbar, wenn

sup/fn dp < o0 (4.9)
neN
gilt, und in diesem Fall haben wir
/fdu = sup/fn du. (4.10)
neN
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Beweis. Bei der Konstruktion der Folge (fn)nen konnen wir wie in Satz vorgehen:
Da p o-endlich ist, finden wir eine Familie (Q,)nen mit den Eigenschaften (3.3)).
Sei n € N. Wir definieren

A = Q0 7 ([(m = 1)277", m277)),
fam i=(m—1)27" fir alle m € {1,...,n2"}

und setzen

n2™

fni= Z Jam1Aa, ., fiir alle n € N.
m=1

Wie im Beweis des Satzes lasst sich zeigen, dass die Folge (fy,)nen punktweise gegen
f konvergiert. Aus

An,m = An+1,2m—1 U An+1,2m7
fn,m = fn+1,2m—1 < fn+1,2m firallen € N, m € {1, - ,n2”}

folgt, dass (fn)nen auch monoton wachsend ist.
Falls (4.9) gilt, konnen wir den Satz iiber die monotone Konvergenz anwenden.
Falls umgekehrt f u-integrierbar ist, gilt

[fu(@)| = fa(z) < f(2) fir alle 2 € 2, n €N,

also kénnen wir den Satz[L.11]iiber die majorisierte Konvergenz anwenden, um zu folgern,
dass (fyn)nen in der L!'-Halbnorm gegen f konvergiert. Mit (3.5b)) und Lemma folgt

Sup/fnduz lim /fnduz/fdu,
neN n—oo

und der Beweis ist vollstandig. ]

Bemerkung 4.14 (Integral messbarer Funktionen) Wir kinnen als alter-
native Definition des Integrals verwenden, die jeder nicht-negativen 2A-messbaren Funk-
tion ein Integral zuordnet. Folgerung besagt dann, dass die Funktion genau dann
w-integrierbar ist, wenn das durch definierte Integral endlich ist. In diesem Fall
stimmt sein Wert mit dem der bisherigen Definition des Integrals tiberein. Mit Hilfe des
Satzes kann man aus der Integrierbarkeit des Betrags einer Funktion auf die Inte-
grierbarkeit der Funktion selber schlieflen, deshalb wird in der Literatur hdufig der Raum
LY(Q, 1) als die Menge aller messbaren Funktionen f mit |f|;1 < oo definiert.

FEin Blick auf den Beweis der Folgerung zeigt, dass wir jede beliebige monoton wach-
sende und punktweise konvergente Folge einsetzen konnen. Falls wir eine Folge finden
kénnen, fir die @ gilt, muss wegen dasselbe auch fiir alle anderen derartigen
Folgen gelten, also ist der Wert des Integrals von der Wahl der Folge unabhdingig.
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4.2 [P-Raume

Wir haben bereits gesehen, dass die Summe zweier integrierbarer Funktionen wieder inte-
grierbar ist. Das Produkt zweier integrierbarer Funktionen ist im Allgemeinen nicht wie-
der integrierbar, aber es ist moglich, den Raum £!(€2, 1) durch verallgemeinerte Riume
zu ersetzen, mit deren Hilfe sich Aussagen iiber die Integrierbarkeit von Produkten tref-
fen lassen.

Lemma 4.15 (YouNG-Ungleichung) Seien p,q € Rs1 mit

1 1
S+ =1 (4.11)
p g
gegeben. Es gilt
Pyl
Yy < — + =— fir alle z,y € R>q. (4.12)
p q -
Beweis. Wir untersuchen die Funktion
fiR>0 = Rx, z (14 2)/P.
Ihre Ableitung ist durch
1
fl(z) = =(1 4 2)t/r! fiir alle z € R>g
P >

gegeben, also folgt mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, dass fiir jedes z €
Rs ein n € [0, z] mit

f(z) = f(0)

= f'(n) = ;(1 +a)tP

existiert. Aus p > 1 folgt 1/p < 1, also 1/p — 1 < 0, und wir konnen die rechte Seite der
Gleichung durch 1/p abschétzen:

f(2)~f(0) _1

z p

fir alle z € Ryg.

Indem wir mit z multiplizieren und f(0) auf die rechte Seite bringen, folgt

11 1 1
gyl 22,0 fiir alle 2 € Rso, (4.13)
p p P 4 p q -
1
A<y fiir alle z € R>q. (4.14)
P g -

Seien nun z,y € R>o gegeben. Falls x = 0 oder y = 0 gilt, ist (4.12)) trivial erfllt. Wir
koénnen also x # 0 und y # 0 voraussetzen. Falls P > y? gilt, wenden wir (4.14) auf
z=2P/y? > 1 an und erhalten
1 P P q
oy P =<2 2 2 zy = py?YP) = gymalpys < L Y

)

p g py o q p g
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4 Figenschaften des Integrals

Anderenfalls, also fiir P < y?, vertauschen wir p und ¢ in (4.14)) und wenden die Un-
gleichung auf z = y?/2P > 1 an, und

T I

9

yr P/ = 11 < z
qg p qxP p q p

Zu zeigen. ]

Folgerung legt nahe, dass u-Messbarkeit einer Funktion und die Beschrinktheit
ihres Betrags durch eine integrierbare Funktion bereits die Integrierbarkeit sicherstellen.
Die YounG-Ungleichung bietet uns eine Moglichkeit, das Produkt zweier Zahlen zu
beschrianken, also bietet es sich an, sie punktweise anzuwenden und so eine Aussage
iiber Produkte von Funktionen zu erhalten.

Definition 4.16 (LP-Raum) Seip € Rs;. Wir setzen
LPQ ) :={f: Q=R : fist u-fast p-messbar mit |f|P € L(Q, p)}.

Die Formulierung ,u-fast u-messbar ist so zu verstehen, dass eine u-messbare Funktion
[ € M(Q,n) und eine p-Nullmenge N € & mit flo\n = flo\n ewistieren. Die Menge
LP(Q, ) bezeichnen wir als den Raum der p-fach integrierbaren Funktionen.

Nach Lemma und Lemma ist jedes f € £1(, p) auch p-fast p-messbar mit
|f| € £, 1), und indem wir Folgerung auf g := |f| anwenden, erhalten wir auch,
dass jede p-fast p-messbare Funktion mit |f| € £1(€2, u) auch p-integrierbar ist. Also ist
Definition fiir p = 1 mit der bisherigen Definition von £(€, 1) vertriiglich.

Definition 4.17 (LP-Halbnorm) Seip € R~;. Wir setzen

1/p
o = ( / prdu> fiir alle f € £2(9, ).
Die so definierte Abbildung nennen wir die LP-Halbnorm.

Lemma 4.18 (HOLDER-Ungleichung) Seien p,q € R~ mit gegeben, und seien
feLr(Qu) und g € LY, p). Dann gelten fg € LY(Q, u) und

|faler < [fleelglre. (4.15)

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir davon ausgehen, dass f und
g p-messbar sind. Dann ist fg als Produkt p-messbarer Funktionen selber p-messbar,
denn wir kénnen mit Lemma [3.24] eine Folge von u-Treppenfunktionen konstruieren, die
punktweise gegen fg konvergiert.

Falls |f|z» = 0 gilt, besagt Folgerung dass f punktweise u-fast iiberall gleich null
ist, also gilt dasselbe fiir fg, und wir erhalten |fg|;1 = 0. Entsprechend kénnen wir den
Fall |g|r« = 0 behandeln.
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4.2 LP-R&ume

Wir diirfen also von |f|z» > 0 und |g|ra > 0 ausgehen. Dann sind
f=F/f, §:=9/lglLs

wohldefiniert und erfiillen | f|z» = 1 und |§|ze = 1.
Mit der YOUNG-Ungleichung (4.12) erhalten wir

@ | @l

f91(z) = 1/ (2)||a(2)] <

fir alle z € €,

p q
und dank (3.11b]) folgt daraus
R 1 [ » 1 FIe g9, 1 1
Jistas [ipaps? [lapap="ee g Wi 12y g
p q p g P q

Also kénnen wir Folgerung anwenden, um zu folgern, dass f g € LY, p) gilt. Durch
Multiplikation mit |f|z»|g|re folgt direkt fg € £1(, ), und (4.16)) nimmt die Form

folu = [ Vfoldn = 11sloles [ 1731 du < 1flusloles
an, also ist (4.15)) bewiesen. [ |

Da wir £P(Q, ) als Raum bezeichnen, wire es natiirlich von Vorteil, wenn es sich
tatsdchlich um einen Vektorraum handeln wiirde. Angesichts der Definition [4.16| geniigt
es, nachzuweisen, dass die LP-Halbnorm tatséchlich eine Halbnorm ist. Die einzige Her-
ausforderung stellt dabei die Dreiecksungleichung dar.

Lemma 4.19 (Konvexitéit) Seip € R>y. Es gilt

R A 8
2 - 2

fiir alle z,y € R,

die Funktion x — xP ist also konvex.
Beweis. Wir definieren die Funktion
f:RZO%RZ(]a Zi—>Zp,

und stellen fest, dass ihre Ableitung f’(z) = pzP~! eine monoton wachsende Funktion
ist. Seien z,y € R>¢ gegeben, und sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit z < y
angenommen. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

s -2 (S50) v 1@ = (10 -1 (52) - (1 (552) - 1)

Y y—x / y—x
= P P

fiir Zwischenpunkte n_ € [z, (x + y)/2] und n+ € [(z + y)/2,y]. Aus n— < ny folgt
f'(n=) < f'(ng), also

s —2f (S50 + ) 20

und damit die Behauptung. [
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4 Figenschaften des Integrals

Lemma 4.20 (MiNkOwSKI-Ungleichung) Sei p € R>y. Seien f,g € LP(2, ). Dann
gelten f+ g € LP und
|+ glee < |flee + glLe. (4.17)

Beweis. Fiir p = 1 folgt die Ungleichung bereits aus Lemma Also konnen wir uns
auf den Fall p > 1 beschrinken.

Wir diirfen wieder ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass f,g €
M(Q, ) gilt, und da wir mit Hilfe von Lemma eine Folge von p-Treppenfunktionen
konstruieren kénnen, die |f + g|P punktweise approximiert, folgt |f + g|P € M(Q, u).

Dank Lemma [£19 erhalten wir

|f+glP(x) = |f(x) + g(x)]P = 2P

< @ +lg@PP
- 2

f(z) + g(x)
2

<o (ML ltol Y

fir alle x € €,

und da [f|?, |g|P € L£L*(, 1) nach Voraussetzung gelten, erhalten wir mit Folgerung [4.12
auch |f + g|P € LY(Q, p), also f + g € LP(Q, u).

Falls |f + g|r» = 0 gilt, ist trivial erfiillt. Also diirfen wir im Folgenden von
|f + glr > 0 ausgehen. Wir definieren ¢ € R+ iiber (.11, also als 1/g =1 —1/p =
(p — 1)/p, und stellen fest, dass die Funktion

hi=|f+gP!

die Gleichung

/\h\qdu:/(\f+g!p1)qdu=/\f+g|(p”p/(”” du=/|f+9!pdu

erfiillt, haben also h € £9(Q, ) und |h|pe = |f + g|P/? bewiesen. Deshalb diirfen wir die
HOLDER-Ungleichung (4.15) anwenden und erhalten

\f+glb, =/|f+g|”du=/|f+g| |f +g/Ptdu
s/ﬂﬂ+@Mf+mp%m
Z/If\ |f+g|”_1du+/|9! |f+glPtdu
1/q
gvmwm+mmwm—wm+mm(/mw)
1/q y
=<vup+muw(/Wf+mWF”mQ = (Fler + lgln)lf + of2/8

-1
= (Iflee + lgleo)lf + 9l

Wir dividieren beide Seiten durch |f + g|’£;1 und erhalten (4.17]). ]
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4.2 LP-R&ume

Folgerung 4.21 (£P-Raum und LP-Halbnorm) Sei p € R>;. LP(Q, ) ist ein R-
Vektorraum und die LP-Halbnorm ist eine Halbnorm auf diesem Raum.

Fiir eine Funktion f € LP(Q, ) gilt | f|lrr = 0 genau dann, wenn f punktweise p-fast
dberall gleich null ist.

Beweis. Aus Lemma folgt, dass die Summe zweier Funktionen aus £P(, ;1) wieder
in LP(Q, u) liegt. Das Produkt einer p-fach integrierbaren Funktion mit einer reellen Zahl
ist offensichtlich auch wieder p-fach integrierbar, also ist £P(€2, ) ein R-Vektorraum.
Die Eigenschaften und erfiillt die LP-Halbnorm offensichtlich, die Drei-
ecksungleichung folgt aus der MINKOWSKI-Ungleichung .
Falls eine Funktion f € £P(€Q, u) mit |f|r = 0 gegeben ist, gilt nach Definition

JlR

also ist die L'-Halbnorm der Funktion |f|? gleich null, so dass mit Folgerung auch f
punktweise p-fast {iberall gleich null sein muss. [

Da ein wesentliches Resultat der Untersuchung des Raums £!(€, 1) der u-integrierba-
ren Funktionen darin bestand, dass dieser Raum vollstindig beziiglich der L!-Halbnorm
ist, sind wir auch daran interessiert, ein entsprechendes Ergebnis fiir die Raume £P(£2, u)
zu zeigen. Gliicklicherweise geniigt es dazu, den Beweis des Lemmas leicht zu mo-
difizieren und so auch noch Aussagen iiber punkweise Konvergenz und gleichméfige
Konvergenz zu erhalten.

Satz 4.22 (Vollsténdigkeit) Sei p € Rx>q. Sei (fn)nen eine LP-CAUCHY-Folge in
LP(Q, ). Dann existiert ein f € LP(Q, u) so, dass

lim ’f_fn’LP =0
n—o0

gilt, dass die Folge also in der LP-Halbnorm gegen f konvergiert. Eine Teilfolge der Folge
(fn)nen konvergiert punktweise p-fast iberall, und fiir jedes € € R~ existiert ein Z € 2
mit u(Z) < e so, dass die Teilfolge auf Q\ Z gleichmdjig konvergiert.

Beweis. (vgl. [5 Theorem 1.4]) Wie in den vorangehenden Beweisen diirfen wir ohne
Beschrinkung davon ausgehen, dass die Funktionen f,, u-messbar sind.

Da (fn)nen eine LP-CAucHY-Folge ist, finden wir wie im Beweis des Lemmas eine
Teilfolge (gn)nen der Folge (fn)nen so, dass

|9n — gmlf, <477 fiir alle n,m € N, m >n (4.18)
gilt. Sei n € N. Wir definieren

Vi={ze€Q : |gnt1(z) — gnl2)" 227"}
= (gn+1 = gn) "' (] =00, —27PJU 277, c0]) € 2
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4 Figenschaften des Integrals

und wollen nachweisen, dass 1(Y;,) < 27" gilt. Da |gnt1—gn|? € £1(Q, 1) nach Definition
gilt, konnen wir eine Folge (hm)men in S(2, 1) finden, die |gn+1 — gn|P unter anderem
punktweise p-fast iiberall approximiert. Da h,, eine p-Treppenfunktion ist, finden wir

nach Definition|3.20

punktweise p-fast i

eine Menge A, € A mit p(A;,) < oo und hylo\4,, = 0. Da (hm)men
erall gegen |gn4+1 — gn|P konvergiert, muss insbesondere

lim M(Yn N Am) = N(Yn) (4'19)

m—r0o0

gelten. Aus (4.18) und (3.11b) folgt

47" > |gny1 — gnlts = / \9n+1 — gnl|P dp > / |gnt1 — gnl Ly, nA,, dp

>27"

/1YnmAm dp=2""u(Y, N Ap) fiir alle m € N,

also erhalten wir mit (4.19) auch p(Y,) <27™.
Nun konnen wir wie im Beweis des Lemmas fortfahren: Wir definieren

oo
Ty 1= U Ys fiir alle n € N.
k=n

Firn € Nund z € Q\ Z, folgt mit der Definition der Mengen Y}, bereits

lgrr1 () — gr(x)P < 27F fiir alle £ € N>,

also gilt mit £ := 2~

1/p < 1 auch

\grr1 () — gr(x)| < & fiir alle £ € N>,

also ist

n—oo

J(@) = lim go(@) = g1(2) + 3 grsr (@) — gul2)
k=1

wohldefiniert und erfiillt nach geometrischer Summenformel

k
|f(z) — gr(z)| < 15_ ¢ fiir alle £ € N>,,.
Die Menge
N = ﬂ Z,
neN
erfiillt nach (2.14))
w(N) < u(Z,) < 1§_§ fiir alle n € N,

ist also eine p-Nullmenge. Da fiir jedes z € Q\ N ein n € N mit z € Q\ Z,, existieren
muss, ist f(x) auf der gesamten Menge 2\ N definiert, und wir kénnen es auf der
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4.2 LP-R&ume

Nullmenge durch f|y = 0 fortsetzen. Also ist f eine Funktion, gegen die die Teilfolge
(gn)nen auBerhalb der Nullmenge N punktweise konvergiert.
Fiir jedes € € Ry existiert ein n € N mit u(Z,) < €¥/(1 — £€) < ¢, und wir haben
bereits gezeigt, dass die Teilfolge (gn |\ z, Jnen gleichmiBig gegen flo\ 7, konvergiert.
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Folge (f,,)nen in der LP-Halbnorm gegen f konver-
giert. Sei € € Ry, und sei ng € N so gewahlt, dass

\gn — gmlh, <€ fiir alle n,m € N>,
gilt. Fiir ein m € N>, folgt insbesondere

hnrglogf’ 90 — gm|? |11 = 1inn_1>i£f |gn — gm‘]zp < e < oo,

so dass mit dem Lemma von FATOU eine Funktion f € L1(Q, ) gefunden werden
kann, die punktweise p-fast iiberall mit | f —g,,,|P iibereinstimmt. Also gilt auch | f—g,,|P €
L1, p), und damit f—g,, € LP(Q, ). Da LP(Q, 1) nach Folgerungein Vektorraum
ist, erhalten wir f = f — gy + gm € LP(Q, p).

Lemma beinhaltet auch die Abschéitzung

/ ’f - gm‘p dp < lim inf ‘gn - gm’%p <,
n—oo
also haben wir bewiesen, dass auch

lim |f _gm|ip =0
m—00

gilt. Um zu zeigen, dass auch die urspriingliche Folge ( f,,)nen gegen f konvergiert, fixieren
wir ein € € R-g. Da die Teilfolge (gn)nen gegen f konvergiert, finden wir ein ng € N so,
dass

|f — fnolzr < €/2, |fro — fnlor < €/2 fiir alle n,m € N>,
gelten. Es folgt
|f — fuloe < |f — froloe + | frno — fulor <€/2+€/2=¢ fiir alle n € Nx,,,

also konvergiert die Folge (fy,)nen in der LP-Halbnorm gegen f. ]

In manchen Anwendungen ist es unpraktisch, mit einer Halbnorm anstelle einer ,,ech-
ten“ Norm arbeiten zu miissen. Dank Folgerung |4.3| wissen wir, dass sich mehrere
Funktionen mit verschwindender L'-Halbnorm nur auf p-Nullmengen voneinander un-
terscheiden koénnen. Diese Unterschiede kénnen wir formal beseitigen, indem wir statt
mit Funktionen mit A quivalenzklassen von Funktionen arbeiten. Wir definieren fiir alle

f,g: Q=R

f~g D= es existiert eine y-Nullmenge N € 2 mit f|o\n = glo\n,
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4 Figenschaften des Integrals

zwel Funktionen sind also genau dann #dquivalent, wenn sie sich héchstens auf einer u-
Nullmenge unterscheiden. Der Raum der Abbildungen von € nach R zerfallt damit in
Aquivalenzklassen der Form

[f]l={9g: Q=R : f~g} fiir alle f: Q — R,

und indem wir uns auf die Aquivalenzklassen der Funktionen aus einem der Riume
LP(€, 1) beschrinken, erhalten wir geeignete R-Vektorraume:

Definition 4.23 (LP-Raum) Seip € R>;. Wir setzen
LP(Q, p) = A{[f] + feLP(Qu)}
und stellen fest, dass die Rechenoperationen

1+ 1g] = [f + 4] fiir alle f,g € L7(2, ),
alf] == [af] fir alle f € LP(Q,p), a €R

von der konkreten Wahl des Reprdsentanten unabhdingig, also wohldefiniert sind. Im Fall
p =1 ist auch das Integral

/[f] dp = /fdu fiir alle f € LY(Q, 1)
wohldefiniert.

Folgerung 4.24 (BANACH-Raum) Seip € R>1. Dann ist die durch

I ze = 1f e fir alle f € LP(Q, p)

definierte Abbildung auf LP(S), 1) eine Norm, die wir die LP-Norm nennen, und der
Raum ist beziiglich dieser Norm vollstindig, somit ein BANACH-Raum.

Die HOLDER-Ungleichung und die MINKOWSKI-Ungleichung tibertragen
sich entsprechend.

Beweis. Nach Folgerung [4.3] ist die LP-Norm wohldefiniert und tatséchlich eine Norm.
Die Vollsténdigkeit des Raums LP(£2, u) folgt mit Satz ]

Folgerung 4.25 (HiLBERT-Raum) Die Gleichung

(1. l9Dee = [ Fodu fiir alle f,g € £2(, )
definiert ein Skalarprodukt auf L?(Q, p1), das wir das L?-Skalarprodukt nennen. Es erfiillt

(1D 22 = ILF11132 fiir alle f € £2(Q, ),

also ist L?(Q, 1) ein HILBERT-Raum.
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Beweis. Da das Integral sich von Anderungen der Funktion auf einer y-Nullmenge nicht
beeindrucken lisst, ist das L?-Skalarprodukt wohldefiniert. Die restlichen Eigenschaften
folgen aus der Linearitat (3.11al) des Integrals und Folgerung |4.24] |

Um die HOLDER-Ungleichung (4.15) auch auf den Fall p = 1 iibertragen zu konnen,
wére es niitzlich, die Rdume £(€, ) und L*°(Q, u) zur Verfiigung zu haben, damit
(4.11)) mit ¢ = oo gilt.

Definition 4.26 (L*°-Raum) Wir definieren die L*°-Halbnorm durch
|flree == inf{[| flo\wllo : N €2, u(N)=0} fir alle f: Q — R,

also das kleinste Supremum, das der Betrag einer Funktion auflerhalb einer pu-Nullmenge
annehmen kann.
Den Réiumen LP(2, p) und LP(Q, 1) entsprechen dann die Riume

LOUup):={f: Q=R : fist u-fast p-messbar mit | f|p~ < 0o},
L2, p) :=A[f] : fe L n)},

und der LP-Norm entspricht die durch

If1llzoe == [f]Lee fiir alle f € L5(9, )

definierte L>°-Norm. Mit Hilfe des Satzes[{.11] folgt, dass die MINKOWSKI-Ungleichung
auch fir p = 1 und q = oo gilt. Aus der Vollstindigkeit des Kérpers R und
der Eigenschaft folgt, dass L>®(2, 1) vollstindig ist, also L>°(, u) ein BANACH-

Rdaume.

Bemerkung 4.27 (Sprechweise) In der Prazis wird hiufig nicht zwischen einer Funk-
tion f € LP(Q, ) und der ihr entsprechenden Aquivalenzklasse [f] € LP(S, ) unterschie-
den, es wird also beispielsweise f € LP(Q2, ) oder || f|lLr geschrieben.

Dadurch reduziert sich der Schreibaufwand erheblich, allerdings sollte man mnicht
vergessen, dass mit Aquivalenzklassen von Funktionen gearbeitet wird. Beispielswei-
se gilt \i({z}) = 0 fiir alle x € R, also ist {x} eine A\i-Nullmenge und damit fir
f e LP(Q,u) der Ausdruck ,f(x)“ nicht wohldefiniert, da er von der Wahl des konkre-
ten Reprisentanten der Aquivalenzklasse abhdingt.

4.3 ProduktmaB und Doppelintegral

Wir haben die BOREL-o-Algebra B, als von d-dimensionalen Quadern erzeugte o-
Algebra definiert. Da das kartesische Produkt eines d- und eines n-dimensionalen
Quaders gerade ein (d + n)-dimensionaler Quader ist, folgt nach Definition bereits
By ® B, = By, Durch wiederholtes Anwenden dieser Gleichung kénnen wir die
d-dimensionale BOREL-o-Algebra auf ein kartesisches Produkt der eindimensionalen
BOREL-0-Algebren zuriickfithren, mit denen sich in bestimmten Situationen besonders
einfach arbeiten lésst.
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Wenn wir mit Hilfe des kartesischen Produkts eine o-Algebra definieren konnen, wire
es hilfreich, wenn wir auch ein Mafl auf der Produkt-o-Algebra konstruieren kénnten,
das mit den Maflen der Faktoren vertriglich ist. In einem letzten Schritt wire es hilf-
reich, auch ein Integral fiir auf dem kartesischen Produkt definierte Funktionen finden
zu konnen.

Im Fall des LEBESGUE-Integrals wird es so moglich, Integrale iiber d-dimensionale
Gebiete auf solche iiber eindimensionale Gebiete zuriickzufithren, die sich haufig mit
Hilfe der Folgerung [£.7] als RIEMANN-Integrale entpuppen, die sich per Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechnung berechnen lassen.

Seien also zwei o-Algebren 2(; und 2y auf Mengen 1 und €y gegeben, und sei €2 :=
Q1 x Q9. Seien p1 und po o-endliche Mafle auf diesen o-Algebren. Unser Ziel ist es, ein
Mafl p auf der Produkt-o-Algebra 21 := 24; ® 2As auf © zu finden.

Bei der Definition des Mafles gehen wir wie im Fall des LEBESGUE-Mafles vor: Der
Flacheninhalt eines Rechtecks ergibt sich als Produkt der Breite und der Hohe, also liegt
es nahe, die Gleichung

M(Al X AQ) = ul(Al)ug(Ag) fiir alle A; € Ay, Ay € 2As (4.20)
zu fordern.

Lemma 4.28 (Mengenring) Sei A C Q. Falls k € N und Ayq,..., A1, € 21 und
A271, RN A27k € Ay mat

k
A= ] Ainx Ay, (4.21a)
n=1

0= (A1, x Ao ) N (A1m X Ao)  fiir allen,m € {1,...,k} mit n #m  (4.21b)

existieren, nennen wir A eine verallgemeinerte Figur. Die Menge § der verallgemeiner-
ten Figuren ist ein Mengenring, der die Produkt-o-Algebra A erzeugt. Ein Maf p, das
14.20) erfiillt, muss auch

k
p(A) =" (A1) pa(Azn)

n=1

fiir jede verallgemeinerte Figur A in der Darstellung erfillen.

Beweis. Offensichtlich gelten ) = () x ) € F und Q = Q; x Qs € §. Die zweite Eigenschaft
hat zur Folge, dass wir wesentlich einfacher als in Satz nachweisen kénnen, dass
§ ein Mengenring ist, indem wir lediglich den Schnitt von Mengen untersuchen: Seien
A,B € § gegeben, und seien k,/ € N sowie Ay 1,..., A1 € Ay, Big,...,Biyg € 24,
Ao1,...,Asp €Az und Ba1,..., By € Ay so gewdhlt, dass jeweils fiir A und B
(im zweiten Fall mit By ,,, B2, und ¢ anstelle von A ,,, Az, und k) gilt. Dann erhalten
wir mit dem Distributivgesetz

k l
ANB= <U Al,n X Ag’n> N (U Bl,m X BQ,m)
n=1 m=1
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koot
= U U (A1,n N Bim) X (A2, N Bam),

n=1m=1

und da die Mengen auf der rechten Seite dieser Gleichung disjunkt sind, folgt
ANBeg fiir alle A, B € 3. (4.22)

Mit den Regeln von DE MORGAN erhalten wir

k k
Q\A=0\ (U Ay, x Ag,n> = [\ Arn) x (Q2\ Azn),
n=1

n=1
und da Q; \ A;, € 24 und Q9 \ As,, € Ay gelten, folgt
(N \A1p) X (Q2\ A2pn) €T
und konnen anwenden, um
O\ Aeg, B\A=BnNQ\A)egF

zu zeigen. Die restlichen Aussagen folgen direkt aus unseren Definitionen. [

Folgerung 4.29 (Produktmafl eindeutig) FEs kann hichstens ein Mafi auf 2 geben,
dass erfillt.

Beweis. Sei i ein Maf§ auf der Produkt-o-Algebra 2, das erfiillt. Nach Lemmam
ist es durch bereits auf dem Mengenring § der Figuren eindeutig festgelegt, und
da § die Produkt-o-Algebra erzeugt und die Mafle 11 und ue o-endlich sind, kénnen wir
uns auf Folgerung berufen. [

Falls es das gesuchte Maf} p gibt, ist es durch bereits eindeutig festgelegt. Wir
miissen also ,nur noch® zeigen, dass ein Mafliy mit dieser Eigenschaft existiert. Die
Konstruktion beruht auf der Idee, die Querschnitte einer zu messende Menge A € 2
zu untersuchen. Wir werden zeigen, dass diese Querschnitte in 2l; beziehungsweise 2y
liegen, so dass sie sich mit pu; beziehungsweise p2 messen lassen. Durch Integration dieser
Maf3zahlen erhalten wir das gewiinschte Produktmaf.

Definition 4.30 (Schnitte einer Menge) Sei A C Q) x Qo. Wir definieren

Ay i ={y e : (z,y) € A} fir alle x € Qq,
Ay={zr e : (z,y) € A} fir alle y € Q.

Die Menge A, nennen wir den x-Schnitt der Menge A, A, entsprechend den y—SchnittEL
vgl. Abbildung [{1]

2Die Bezeichnung ist dadurch motiviert, dass A, der Querschnitt der Menge A senkrecht zur , -
Koordinate* ist.
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4 Figenschaften des Integrals

Abbildung 4.1: Schnitt einer Menge A der Produkt-o-Algebra: Fiir ein x € 1 werden
alle y € Qy gesammelt, die (z,y) € A erfiillen. So ergibt sich eine Menge
A; C Qs, die anschaulich dem Querschnitt der Menge A entlang der
,Koordinate“ x entspricht.

Lemma 4.31 (Schnitt) Sei A € Ay x 2y. Dann gelten

Ay €Ay, A, ey fir alle x € Qq, y € Q.

Beweis. (vgl. [Il, Lemma 23.1]) Wir gehen &hnlich wie im Beweis des Lemmas Vor:
Wir definieren das Mengensystem

W:={BC O xQy : B, €U fiir alle x € Oy}

und wollen nachweisen, dass i eine o-Algebra ist. Offenbar gilt (), = 0 fiir alle x € Q,

also auch ([2.6al).
Sei B € 4. Dann gilt

(Q\ B)y = Q2 \ B, € Ao,
also folgen (2.5b)) und ({2.5al).

Sei (B )nen eine Folge in 4. Dann gilt

(U Bn> = U (Bn)x € 9[2’

neN neN

also auch (2.5d), und ${ muss eine o-Algebra sein.
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4.3 Produktmaf und Doppelintegral

Seien A1 € 2A; und Ay € 25 gegeben. Dann gilt

Ay fallsze A
@thﬂI:{ 2l weAn fiir alle 2 € O,

0 ansonsten,

also insbesondere A; x Ay € 4. Da 2(; x 2o die kleinste o-Algebra ist, die die kartesischen

Produkte A; x As fiir alle A; € 21 und Ay € 25 enthilt, muss sie in 4 enthalten sein.

Also folgt nach Definition der Menge 4l insbesondere A, € s fiir alle A € A; x As.
Entsprechend kénnen wir mit den y-Schnitten verfahren. ]

Wir sind daran interessiert, wie sich die Mafe der Schnitte A, und A, einer Menge
A in Abhéngigkeit von x beziehungsweise y verdndern: Die Idee der Konstruktion des
Produktmafes besteht gerade darin, die Mafle der Schnitt zu integrieren und so ein Maf}
der gesamten Menge zu finden. Um Schwierigkeiten mit dem Wert co zu vermeiden,
untersuchen wir zunéchst nur den Fall, dass wir sowohl in der z- als auch in der y-
Richtung auf eine Menge endlichen Mafles beschrénkt sind.

Lemma 4.32 (Maf3 der Schnitte) Seien QO C Q und Qs C Qo mit ,ul(ﬁl) < oo und
w2(Q2) < 0o gegeben.
Fiir alle A € A sind die Funktionen

QN A, ls z € Qy,
Sa1: Q1 — Rso, = {M( 2 ) fallsx €

ansonsten

O NA llsy € Q
542 Q2 — Ry, — {’ul( ! v Jallsy »

0 ansonsten
wohldefiniert und p1- beziehungsweise po-integrierbar.

Beweis. Wir verfahren dhnlich wie im Beweis des Lemmas [4.31
Aus Symmetriegriinden geniigt es, sich auf den ersten Fall zu konzentrieren, also
konnen wir 54 := 54,1 als Abkiirzung einfiihren. Sei

:={AeA : sy ist u-integrierbar}.

Wir wollen nachweisen, dass i eine o-Algebra ist, die die Mengen A; x A mit A € 24
und Ay € 2As enthilt, denn dann muss 2 nach Definition in 4 enthalten sein und die
Aussage ist bewiesen.

Seien zunichst A; € 2y und Ay € Ay gegeben. Fiir A := A; x Ay gilt dann

S41 = 1ﬁlmA1M2(QQ N Asg),
und da ul(ﬁl NA)) < ul(ﬁl) nach 1) gilt, ist 54,1 eine pq-Treppenfunktion und

damit p-integrierbar.
Offenbar gilt sp; = 0, also () € 4 und damit (2.6al).
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Als néichstes weisen wir nach, dass zu jeder Menge A € 4 auch ihr Komplement O\ A
zu 3 gehort. Sei also A € 4 gegeben. Fiir x € Ql erhalten wir mit

Sona(@) = 12(Q2 N (Q\ A)g) = 12(Q2 N (R \ Az)) = 12(0a2\ (2N A,))
= p2(Q2) — p2(Q2 N Ay) = 3q(@) — 3a(2),

also Q\ A € 4 und damit (2.5b)). Da wir () € { bereits gezeigt haben, folgt auch Q € 4,
also (2.5a)).

Jetzt bleibt nur noch (2.5¢) nachzuweisen. Fiir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter
Mengen in i erhalten wir

A= | Ay, A = J(An)e fiir alle & € Q,
neN neN

und die Mengen ((An)z)nen sind fiir jedes x € Q1 paarweise disjunkt. Sei z € Q;. Falls
x & Qq gilt, erhalten wir direkt

2)=0=Y 0= sa,(z)

neN neN
Falls dagegen x € O gilt, folgt aus (2.21b]) auch
sa(r) = p2(Q N Ay) = > pa(Q2 N (An)s) = D 8a,(2).
neN neN

Um den Satz [£.4 anwenden zu konnen, miissen wir nachweisen, dass die Integrale der
Partialsummen beschrénkt bleiben. Da

> 5a,(@) = 84,0040 (@) = 122N (A1 U ..U Ap),) < p2(Qp)  fiir alle m € N

gilt, folgt mit (3.11bf) auch

/Z SA, d,ul < //.1,2(@2) d,ul = /J,l(@l),u,g(ﬁg) fiir alle m € N,
und mit Satz 4.4 erhalten wir 4 € £1(Qq, p1), also A € 4 und damit (2.5d). [

Mit Hilfe der Mafle der Schnitte einer Menge kénnen wir nun das gewiinschte Pro-
duktmaf} definieren.

Satz 4.33 (Produktmafl) FEs existiert genau ein Maff p @ A — [0,00], das
erfillt. Dieses Maf ist o-endlich, und fir jedes A € 2A mit p(A) < oo existieren sa1 €
LY, 1) und saz € LY(Qa, p2) sowie eine py-Nullmenge Nai € 21 und eine pa-
Nullmenge N o € Ao mit

p(A) = /8A,1 dpy = /8A,2 dus,
san(z) = pa(Az), s42(y) = pi(Ay) fir allex € Q \ Na1, y € Q2 \ Napo.
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4.3 Produktmaf und Doppelintegral

Beweis. (vgl. [1, Satz 23.3]) Da p; und pe o-endlich sind, kénnen wir nach Erinne-
i

rung monoton wachsende Folgen (Ql n)nen und (Qg n)neN Mmit
,ul((AZLn) < 00, Mg(ﬁgm) < 00 fiir alle n € N,
U ﬁl,n = Ql, U QZn = Q?
neN neN

finden. Sei A € 2. Fiir jedes n € N definieren wir

Oy, NA,) fall Q1

0 ansonsten.

Mit Lemma folgt, dass (54,5 )nen eine Folge pi-integrierbarer Funktionen ist, und
diese Folge ist offenbar auch monoton wachsend. Wir definieren

n(A) = sup/éA,n dua.

neN

Unsere Aufgabe besteht darin, nachzuweisen, dass das so gegebene p ein Mafl auf 2 ist

und ([4.20)) erfiillt.
Zunéchst priifen wir (2.21a]) nach: Es gilt
§@n(33) = p2(0y) = p2(0) =0 fiir alle x € (AZLn,

und da 8y, auf O\ Q1 ., nach Definition verschwindet, folgt 1(@) = 0.
Nun miissen wir zeigen, dass auch ([2.21b)) gilt. Sei dazu eine Folge (A, )men paarweise
disjunkter Mengen in 2 fixiert. Wir setzen

— U A
meN

und erhalten, da die Mengen (A4,,), fiir alle € ©Q; disjunkt sein miissen, die Gleichung

§A,TL( ) M2(Q1nmA <U an m at>

meN

= (@ N(An)e) = D Sa,n(@)  firallen €N, z € Q.
meN meN

Da §4,, und §4,, » auf ; \ €, nach Definition verschwinden, folgt
SAn = Z 5Am.n fiir alle n € N.
meN

Nach Lemma [4.32]ist 34, p1-integrierbar, also muss nach dem Satz [£.4] iiber die mono-
tone Konvergenz auch die rechte Seite dieser Gleichung pi-integrierbar sein und

/SAndul Z/SAm,

meN
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gelten. Alle Integrale sind positiv, also folgt

p(A) = Sup/éA,n dpy = sup /§Am,n dpp = sup/§Am,n dpr = > p(Am),
eN

neN nGNm meN neN meN

und wir haben die o-Additivitit (2.21b)) nachgewiesen. Also ist p ein Ma#fl.
Als néchstes weisen wir nach, dass p die Produktmaf-Eigenschaft (4.20]) besitzt. Seien
dazu A; € 21 und As € s gegeben. Wir setzen A := A X Ay € 2 und stellen fest, dass

(ﬁgm N AQ) falls z € A,

firallen e N, z € Qy,
ansonsten

San(@) = p2(Q20 N Ay) = {g”
gilt. Also ist 54, eine pi-Treppenfunktion, deren Integral durch
/éA,n dpy = (ﬁl,n N Al),u,Q(ﬁgm N AQ) fir allen € N

gegeben ist. Nach Konstruktion sind (ﬁln N Aj)pen und (§2n N A3)pen monoton wach-
sende Folgen, deren Vereinigung jeweils A; beziehungsweise As ist, also kénnen wir die
»Stetigkeit des Mafles (2.23a]) anwenden, um

n(A) = SUIR)]/§A,n dpr = sup 11 (D0 N AL i (Q20 N Az) = p1 (A1) pz(Az)
ne ne
zu erhalten, und damit ist (4.20]) nachgewiesen.

Als néchstes zeigen wir, dass p o-stetig ist. Das ist relativ einfach: Wir haben

1 % Qo) = 11 (Q10)p2(Qan) < 00,

Q :Ql S QZ = (U Ql,n) X (U ﬁ2,n> = U ﬁl,n X §2,n7

neN neN neN

also ist (§1n X ﬁgm)neN eine monoton wachsende Folge von Teilmengen endlichen Mafles,
deren Vereinigung {2 ist.

Jetzt ist nur noch die Darstellung des Mafles iiber das Integral nachzuweisen. Sei A €
mit p(A) < oo gegeben. Da (§4.,)nen nach eine monoton wachsende Folge in £1(Q1, 1)
ist, die nach Voraussetzung

sup 54, dpy = p(A) < oo
neN

erfiillt, muss nach dem Satz eine Funktion s4 € £1(Qy, 1) existieren, die
/SA dpy = SUP/S‘A,n dpy = pu(A)
neN

erfiillt und punktweise p1-fast iiberall der Grenzwert der Funktionen 84 , ist. Sei N4 1 €
2y also eine pi-Nullmenge, mit der

sa(x) = Slelg SAn fir alle z € Q1 \ Nay
n
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gilt. Sei x € Q1 \ Na,1. Wir konnen ein ng € N so finden, dass = € §1,n fiir alle n € N>,
gilt, und infolge der ,,Stetigkeit* des Mafles (2.23a]) folgt daraus

sa(r) =supdan(r) = suguz(ﬁzn NAz) = p2(Az),
neN ne

also die gewiinschte Gleichung.

Wir kénnen den gesamten Beweis auch fiir die y-Schnitte anstelle der x-Schnitte
durchfithren und erhalten wieder ein Mafl mit den gewiinschten Eigenschaften. Da es
nach Folgerung nur genau ein Mafl geben kann, miissen beiden iibereinstimmen. m

Bemerkung 4.34 Ignoriert man die Tatsache, dass sa1 und sa2 den Wert unendlich
annehmen konnen, und interpretiert man das Integral im Sinn der Bemerkung 50
kann man Satz[{.33 auch kurz fassen:

w(A) = /MQ(AJC) dpy = //J,l(Ay) dpo fir alle A € A
definiert das einzige Maf$ auf A, das die Produktmaf$-Figenschaft besitzt.
Definition 4.35 (Produktmaf) Das nach Satz[4.39 eindeutig durch

w(Ay x Ag) = p1(Ar)p2(As) fir alle Ay € Ay, Ay € As

definierte MafS auf A = Ay @As nennen wir das Produktmafl von p1 und pe und notieren
es als p1 @ p2 = .

Fiir den Rest dieses Abschnitts gehen wir davon aus, dass p = 1 ® pe gilt. Unser Ziel
besteht darin, die Eigenschaften des Produktmafles etwas genauer zu untersuchen, insbe-
sondere sind wir daran interessiert, Integrale beziiglich des Produktmafes auf Integrale
beziiglich der eventuell zugéinglicheren Mafle u1 und ps zuriickzufiihren.

Definition 4.36 (Schnitt einer Funktion) Sei f : Q@ — R eine Funktion. Wir defi-
nieren

fo: Qo = R, y— f(z,y) fiir alle x € Oy,
fy: 1 =R, x— f(x,y) fiir alle y € Qa.

Die Abbildung f, nennen wir den x-Schnitt der Funktion f, f, entsprechend den y-
Schnitt.

Da wir im Folgenden mit Funktionen in zwei Variablen arbeiten miissen, bietet es sich
an, die Notation des Integrals so zu modifizieren, dass die jeweilige Integrationsvariable
klar angegeben ist: Wir schreiben

[ f@ynt) = [ sau
und bezeichnen mit

/fwyd/m /facd,UQ; /fxydm /fydul

die Integration beziiglich jeweils nur einer Variablen.
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Lemma 4.37 (Treppenfunktion) Sei f € S(Q, u) eine u-Treppenfunktion. Dann exi-
stieren eine p1-Nullmenge Ny1 € A1 und eine po-Nullmenge Ny € Ay mit

fo € S(Qa, u2) fiir alle x € Q1 \ Ny,
fy € S(Q, 1) fiir alle y € Q9 \ Ny .

Die Abbildungen

F:Q >R AN ffmd,u2 f(llls:L‘GQl\Nf’l,
| 7 0 ansonsten,

Fr: Q=R g L dydin falls w e Qs \ N
| 7 0 ansonsten

sind - beziehungsweise ps-integrierbar und erfillen

/de:/Fldﬂlz/F2dﬂ2~

Beweis. Nach Definition [3.20] existieren eine Menge A € 2, eine messbare Partition
(An)F_, und Koeffizienten f1, ..., fr € R so, dass u(A) < oo und

n=1
k
f = Z fnlAn
n=1

gelten. Insbesondere muss dann nach auch p(A,) < p(A) < oo fir alle n €
{1,...,k} gelten.

Sei n € {1,...,k}. Nach Satz finden wir eine pi-Nullmenge N, ; € 2, eine
po-Nullmenge N, 2 € 2o und Funktionen s,1 € £1(Q1, 1) und sp 2 € L£1(Q2, p2) mit

p(A,) = /Sn,1 dpy = /Sn,2 dpi2,

sp1(x) = pa((An)z), sn2(y) = p1((An)y) fir alle z € Q1 \ N1, y € Q2 \ Ny 2.

Nach (2.21bf) sind dann auch

k k
Nf71 = U Nn,l, Nf,2 = U Nn,2

n=1 n=1

w1- beziehungsweise po-Nullmengen, und wir erhalten dank der Linearitét (3.11a)) des
Integrals und der Tatsache, dass das Integral sich nicht &ndert, wenn der Integrand auf
der p1-Nullmenge Ny verdndert wird, die Gleichung

k k k
[ran=>3"fana) =3 s [sundir = [ 3 fusna(e)dpn(a)
n=1 n=1 n=1
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4.3 Produktmaf und Doppelintegral

Z/nf:lfnuz((/ln)x)dﬂl(fﬂ) ://fwd#2d,ul($) :/Fl dp.

Entsprechend kénnen wir mit der zweiten Integrationsvariablen verfahren. ]

Dieses Ergebnis soll nun auf beliebige p-integrierbare Funktionen iibertragen werden.
Dazu miissen wir nach Definition L'-Caucny-Folgen von p-Treppenfunktionen un-
tersuchen, die auflerhalb einer u-Nullmenge punktweise gegen die zu integrierende Funk-
tion konvergieren. Also miissen wir zunéchst die Eigenschaften von u-Nullmengen néher
untersuchen.

Lemma 4.38 (Nullmenge) Fir jede p-Nullmenge N € 2 existieren eine uy-Null-
menge N1 € Ay und eine puz-Nullmenge Ny € s so, dass

p2(Nz) =0 fiir alle x € Q1 \ Ny,
pi(Ny) =0 fiir alle y € Qo \ Ny

gelten.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Kontraposition. Sei N € 2A so gegeben, dass eine
Menge Ny € 204 mit p1(N1) > 0 und

p2(Ny) > 0 fiir alle x € Ny

existiert. Nach Folgerung 4.3| kann das Integral einer nicht-negativen Funktion nur dann
gleich null sein, wenn die Funktion fast iiberall gleich null ist. Wir haben gezeigt, dass
die Funktion x +— pa(N,) diese Eigenschaft nicht besitzt, also folgt

n(N) = /ﬂz(Na:)dm(ﬂf) >0,

so dass NV keine pu-Nullmenge sein kann.
Entsprechend kénnen wir bei der zweiten Integrationsvariablen vorgehen. [

Mit Hilfe dieser Vorbereitungen kénnen wir nun das zentrale Ergebnis dieses Ab-
schnitts beweisen: Den Satz von FUBINI-TONELLI iiber die Integration beziiglich eines
Produktmafes.

Satz 4.39 (Produktintegration) Sei f € LY(Q,u). Dann existieren eine pi-Null-
menge Ny € 20y und eine pz-Nullmenge Nyo € o mit

fo € L1(Qa, po) fir alle ¥ € Q1 \ Ny 1,
fy € LY, 1) fiir alle y € Q2 \ Ny o.

Die Abbildungen

d ll M \N
B0 SR, M{fﬂx,y) no(y)  Jalls x € 4\ Ny,

0 ansonsten,
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FQZQQ%R,

y s f f(x,y)dpi(x)  fallsy € Q2 \ Ny,
0 ansonsten

sind - beziehungsweise ps-integrierbar und erfillen

/fdMZ/FldM:/deMz-

Beweis. Nach Definition finden wir eine Folge (f,)nen von p-Treppenfunktionen
und eine p-Nullmenge N € 2 so, dass

Ii_>m fndp = /fd,u, li_>m fulz,y) = f(z,y) fir alle (z,y) € Q\ N

gelten. Nach Lemma gibt es eine pi-Nullmenge Ny € 2y so, dass pi(N,) = 0 fiir
alle x € Q1 \ Ny gilt, fiir derartige = konvergiert also (fy,), punktweise po-fast iiberall

gegen fz.
Da die Folge in der L'-Halbnorm konvergiert, muss auch

a:=sup|fnlp < o0 (4.23)
neN

gelten. Mit Lemma m finden wir Folgen (Fy)nen und (ﬁn)neN von Funktionen in
LY(Q1, p1) sowie eine Folge (N, )nen von pi-Nullmengen so, dass

[ tndn= [ Fudin, Fu@) = [ fulo.) duato) (4.240)

/\fnldu = /ﬁ dpa, Fo(z) = / |fu(z,y)| dpa(y)  fir allen €N, z € Q \ N,
(4.24b)

erfiillt sind. Nach (4.23) gilt

/ﬁndm:yfnmga fiir alle n € N,

also folgt mit dem Lemma von FATOU, dass die Folge (ﬁn)neN in der L'-Halbnorm
gegen eine Funktion F' € £'(Qy, p1) konvergiert und eine y;-Nullmenge Ny € 21 mit

F(z) = linrr_1>ioréf Fy(z) < o0 fir alle z € Q; \ Np (4.25)

existiert. Wir setzen
Ny :=NogUNpU | J N,
neN

und stellen fest, dass diese Menge Ny € 2(; nach ([2.21b]) als abzéhlbare Vereinigung von
pi-Nullmengen selber eine p11-Nullmenge ist. Fiir jedes € € \ Ny gilt nach (4.24b))

und (4.25)

lilginf/ | fr(z,y)| dua(y) = lirginf F(z) = ﬁ(x) < 00,
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4.3 Produktmaf und Doppelintegral
also existieren nach dem Lemma von FATOU eine po-Nullmenge N, € {3 und eine
Funktion f, € £1(Qg, u2) mit

f(y) = liminf | fo(z, )] fiir alle y € Qo \ N,
n—oo
/fw dpg < liminf F,(z) = F(x).
n—oo

Wir haben bereits gesehen, dass (f,), fir © € No C Ny punktweise po-fast iiberall
gegen f, konvergiert, also muss fm po-fast iiberall mit |f,| {ibereinstimmen und wir
haben bewiesen, dass |fz| € £1(Q2, u2) gilt. Also folgt f. € LY(Qa,p2) und mit dem
Satz iiber die majorisierte Konvergenz auch

F(x):= /fx dpg = 1i_>m /(fn);Ij dpg = 1i_>m F,(x) fir alle € 1 \ Ny.
Wir wissen bereits, dass F € £1(y, yi2) wegen

/fx dpiz

eine pi-integrierbare Majorante der Funktion F' ist, also ist nach dem Satz iiber die
majorisierte Konvergenz auch

|F(z)] =

§/|fx]du2:/fxdu2:ﬁ(x) fiir alle 2 € Q \ Ny

d fall N
F:Q — R, xH{ff(%y) wa(y) alls x € Ny,
0 ansonsten,

eine pp-integrierbare Funktion mit

/qul = nh_)rrolo/Fn dpy.

Dank (4.24a)) folgt

/Fd,ul— lim /Fnd,ul— lim /fndu—/fd,u,
n—oo n—oo

und das ist die gewiinschte Aussage. Wie bei den vorangehenden Beweisen kénnen wir
fiir die zweite Integrationsvariable entsprechend vorgehen. [

Bemerkung 4.40 Auch in diesem Fall konnen wir die Notation abkiirzen, indem wir
zulassen, dass Integranden auf einer Nullmenge undefiniert sein kinnen. Der Satz[{.39
nimmt dann die Form

/fduz//f(x,y) dp2(y) dp ()

- / / fla,y) dun(2) dpaly)  fiir alle f € £1(9, 1)

an, wobei impliziert ist, dass die inneren Integrale nur bis auf Nullmengen definierte
integrierbare Funktionen sind.
Insbesondere spielt es keine Rolle, ob wir zundchst iber 1 oder tiber Qo integrieren.

95



4 Figenschaften des Integrals

4.4 Variablentransformation

FEin weiteres wichtiges Hilfsmittel, sowohl fiir die theoretische Untersuchung als auch
die praktische Anwendung des Integrals, ist die Transformationsformel, die beschreibt,
wie sich das Integral der Verkettung zweier Funktionen verhélt. Eine wichtige Anwen-
dung ist die Koordinatentransformatiorﬂ Viele Integrale lassen sich wesentlich leichter
handhaben, wenn man den Integranden in geeigneten Koordinaten darstellt, beispiels-
weise sind Kugelkoordinaten (also Radius und zwei Winkel) hiufig wesentlich besser als
kartesische Koordinaten geeignet, um das Verhalten einer Funktion in der Néhe einer
Punktsingularitédt zu beschreiben.

In einem ersten Schritt untersuchen wir, wie sich ein Mafl mit Hilfe einer messbaren
Abbildung von einer o-Algebra auf eine andere tibertragen lasst.

Lemma 4.41 (Bildmaf3) Seien 20y und 20y o-Algebren auf Mengen Q1 und Qs. Sei
g : Q1 — Qo eine Ay -Ay-messbare Abbildung, und sei pq : A1 — [0,00] ein Maff. Dann
15t

w2 = Az — [0, 00], A (g (A)),

ein Maf auf s, das Bildmajﬂ genannt wird.
Falls g bijektiv, g~ Ag-Aq-messbar und p1 o-endlich ist, ist auch poy o-endlich.

Beweis. Offenbar gilt p9(0) = p1(g7*(0)) = w1 (0) = 0, also ist (2.21a)) erfiillt. Sei
(A)nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 2As. Dann ist (¢71(A,))nen eine
Folge paarweise disjunkter Mengen in 2, also gilt

(U)o () ) (Yre)

= (g An) = D pa(An),

neN neN

also ist auch (2.21b|) erfiillt, also ist puo in der Tat ein Maf.

Seien nun g1 o-endlich und g bijektiv mit A5-2;-messbarer Umkehrabbildung. Nach
Definition [2.33| existiert dann eine Folge (£2,)neny von Mengen mit

U Qn =, 111 () < 00 fiir alle m € N.
neN

Wir definieren

Q= g(Qn) fiir alle n € N

3engl. change of variables
Yengl. pushforward measure
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4.4 Variablentransformation

und stellen fest, dass

U Qn = U g(ﬁn) =g (U Qn) :g(Ql) = QQ,
neN neN neN

~ ~

12(m) = 11 (g7 Q) = 11 (D) < 0 fiir alle m € N

gelten, also ist auch o o-endlich. [

Den Ausgangspunkt unserer Untersuchung bildet die Untersuchung des Falls einer
affinen Transformation, also der Kombination einer Translation und einer linearen Ab-
bildung.

Lemma 4.42 (Affine Transformation) Sei d € N, sei T € R eine regulire Ma-
triz, und sei z € R% ein Vektor. Dann gelten

Aa(A+ 2) = Ag(A), M(T(A)) = |det T|Aq(A) fiir alle A € By.
Beweis. Wir weisen zunachst die Translationsinvarianz nach. Die Funktion
g:Rd%Rd, rT—T—z,

ist stetig, also nach Lemma [3.5] auch messbar, also kénnen wir wie in Lemma ein
Bildmaf auf 2 definieren. Wir bezeichnen es mit A\;. Wenn wir zeigen kénnen, dass Ay
und Ay auf dem Mengenring der Figuren iibereinstimmen, miissen sie nach Folgerung
identisch sein. Sei also ein Quader Q = [a,b[C RY fixiert. Fiir Q = 0 ist die Aussage
trivial, also diirfen wir im Folgenden von @ # ) ausgehen. Es gilt

d

2(Q) = Xalg71 (@) = Xa(Q + 2) = [ [ (0 + 2) — (@, + 2))

=1
d
= HbL —a, = )\d(Q)y
=1

also folgt mit Satz auch, dass \; und \; auf §; iibereinstimmen, und damit nach
Folgerung [2.35| auch auf L.

Nun wenden wir uns linearen Transformationen zu. Dabei bietet es sich an, eine all-
gemeine Matrix auf ein Produkt einfacherer Matrizen zuriickzufiihren. Besonders ein-

fach sind Permutationsmatrizen: Sei k € {1,...,d} gegeben. Wir definieren die Matrix
P € R™? durch

1 fallsn=m¢{1,k},
Pnm = 1 falls (n,m) = (1,k) oder (n,m) = (k,1), firallen,me {1,...,d}.

0 ansonsten

Es gilt P2 = I, also ist P eine reguliire Matrix. Fiir alle nicht-leeren Quader @ = [a, b[C
R? gilt

P(Q) = P([al,bl[x oo X [ak,bk[x oo X [ad,bd[)
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= [ak,bk[x .o X [al,bl[x ..o X [ad,bd[,
also folgt
d
Aa(P@Q) =[]t — a0 = 2a(@),
=1
und wir kénnen wie zuvor zeigen, dass
A(P(A)) = Xa(A) fiir alle A € By (4.26)

gelten muss. Der zweite Spezialfall sind Frobeniusmatrizen: Seien fs, ..., fq € R gegeben.
Wir definieren die Matrix F' € R durch

1 falls n = m,
fom =< fn fallsn>1m=1, fiir alle n,m € {1,...,d}.

0 ansonsten

Wir wihlen wieder einen nicht-leeren Quader Q = [a,b[C R? und stellen fest, dass

F({x} X [CLQ, b2[>< e [ad, bdD
={z} X [ag + fax,ba + fox[x ... X [ag + fax,bqg+ fax| fiir alle = € [ay, by

gilt, also kennen wir die z-Schnitte der Menge F'(Q) und kénnen mit dem Satz iiber
das Produktmafl und der bereits bewiesenen Translationsinvarianz auch

MF@) = [ Aa(F(Q)) o)
- //\dl([ag oy bo + ol oo x [ag + fawba + fal) dh(2)
- /Ad_l([@,b2[x... « [aa; bal) ()
= [ A1(@u an@) = 2a(Q),
erhalten, so dass wie zuvor
Aa(F(A)) = Aa(A) fiir alle A € By (4.27)

folgt. Der dritte Spezialfall sind transponierte Frobeniusmatrizen: Seien go,...,g4 € R
gegeben. Wir definieren die Matrix G € R4*? durch

1 falls n = m,
Inm =R gm fallsm >1,n=1, fiir alle n,m € {1,...,d}.
0 ansonsten
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Fiir einen nicht-leeren Quader Q = [a, b[C R? gilt

G(la1,b1[x{(y1,---,ya-1)}) =

d d

ar+ Y gy 1,01+ Y g [ {1, ya-1)}
=2 =2

fir alle (yl, R ,yd_l) S [ag,bg[x oo X [ad,bd[,

also kennen wir die y-Schnitte von G(Q), und mit dem Satz iiber das Produktmafl

und mit der Translationsinvarianz folgt

d d
2(G(Q)) = / Al ( ar+ ) g1, +ZgbyHD drg-1(y)
=2 =2

= /)\1([@17 by D d)\dfl(y) = )\d(Q)y

so dass wir mit Folgerung [2.35| wieder
M(G(A)) = Aa(A) fiir alle A € By (4.28)
erhalten. Jetzt konnen wir uns der gewiinschten Aussage zuwenden. Wir zeigen
Ai(T(A)) = | det T|A\g(A) fiir alle d € N, A € By, T € R regulir  (4.29)

per Induktion iiber d.
Sei zundchst d = 1. Wir wihlen wieder einen nicht-leeren Quader @ = [a,b[. Falls
t11 > 0 gilt, erhalten wir

M(T(Q)) = M([tiar, t11b1]) = t1br — ti1a1 = t11(b1 — a1) =t (Q).
Im Fall t1; < 0 dagegen folgt
M(T(Q)) = M ([tirb1, tiiai]) = tiar — tiibr = —t11(b1 — a1) = —t11 M1 (Q),

so dass wir wie zuvor Folgerung verwenden kénnen.
Gelte nun (4.29)) fiir ein d € N. Wir untersuchen zunéchst den Spezialfall einer Block-
diagonalmatriz

t ~
D= < H f) , T € R regulir.
Sei @ = [a,b[C R*™! ein nicht-leerer Quader. Wir setzen Q= [ag, ba[x ... X [adt1,bat1]
und erhalten mit der Induktionsvoraussetzung \;(7(Q)) = |det T'|\4(Q), also nach De-
finition des LEBESGUE-Mafles auch

~

Ai+1(D(Q)) = Aag1((tazlar, bi]) x (T(Q))) = A (turfas, b)) Aa(T(Q)))
= [t11|A1([a1, 1)) det TIA(Q) = |t11 det T|Aqs1(Q) = | det D|Ags1(Q),

99



4 Figenschaften des Integrals

so dass wir wieder mit Folgerung die Gleichung
Ad+1(D(A)) = | det D|Ng+1(A) fiir alle A € By (4.30)

gezeigt haben. Sei nun T € R(EHDX(@+1) oine regulire Matrix. Da die erste Spalte der
Matrix nicht gleich null sein kann, muss eine Permutation P so existieren, dass der linke
obere Eintrag der Matrix S := P7T ungleich null ist. Unser Ziel ist es, diese Matrix
als Produkt eine Frobeniusmatrix, einer Blockdiagonalmatrix und einer transponierten
Frobeniusmatrix darzustellen. Indem wir die Gleichung

511 S\ o (1 di1 1 Gis
(3 &) =s=rme=(a ) (" 2) (0 )
_( du dinGre
Fadyy FadnGia+T
auflosen, erhalten wir
Fa = Sa/dii, G1s = S14/d11, T = 84y — Fu1di1Ghs.
Insbesondere gilt 0 # det S = dq1 det T = det D, also muss auch T € Rixd reguldr sein,

so dass wir fiir D die Gleichung (4.30]) zur Verfiigung haben. Fiir A € 2 folgt mit (4.26]),
(4.27), (4.30) und (4.28)) die Gleichung

Ad+1(T(A)) = A1 (PT(A)) = Aa+1(S(A)) = Ag11(FDG(A)) = A1 (DG(A))
= |det D|Ags1(G(A)) = | det D|Agy1(A) = | det T|Agi1(A),

also ist der Induktionsbeweis vollstandig. [

Dieses Resultat lasst sich auf beliebige Diffeomorphismen {ibertragen, also auf stetig
differenzierbare bijektive Abbildungen mit in jedem Punkt invertierbarer Ableitung.

Da wir im Folgenden ausschliefilich das LEBESGUE-Maf} untersuchen, fixieren wir ein
d € N und kiirzen Ay mit A ab und B, mit 2 ab.

Um die Verdnderung des Mafles einschéitzen zu konnen, bietet es sich dabei an, auf
dessen Monotonizitét zuriickzugreifen: Wenn wir fiir das Bild eines Quaders unter
der Abbildung zwei Quader finden kénnen, von denen der eine im Bild enthalten ist
und der andere das Bild enthélt, kénnen wir das durch den JORDAN-Inhalt induzierte
LEBESGUE-Maf} nach unten und oben abschétzen.

Wie schon in Satz kénnen wir jeden Wiirfel als ,, Kugel“ beziiglich der Maximum-
norm behandeln. Indem wir die einzelnen Achsen unterschiedlich skalieren, wird auch
ein beliebiger Quader zu einer ,,Kugel“ beziiglich einer modifizierten Norm. Da nach
dem Satz von HEINE-BOREL alle Normen auf R? dquivalent sind, bleiben bei Verwen-
dung dieser an das Problem angepassten Norm alle fiir uns relevanten Eigenschaften
unverindert, aber die Priasentation wird erheblich vereinfacht.
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4.4 Variablentransformation

Abbildung 4.2: Das Bild ¢(Q) eines Quaders (blau) enthélt einen Quader (links) und ist
in einem weiteren Quader (rechts) enthalten, also muss sein LEBESGUE-
Mafl zwischen den Maflen der beiden Quader liegen.

Lemma 4.43 (Deformierte Kugel) Sei ¢ € [0,1[. Sei g : K(0,1) — R? eine Abbil-
dung der d-dimensionalen Einheitskugel, die
9(0)=0,  Dg(0)=1,  |[[Dg(z)—Dg(0)] <e fiir alle z € K(0,1)

erfillt. Dann gilt
K(0,1—¢€) Cg(K(0,1)) C K(0,1+¢).

Beweis. (vgl. [5, Lemma XIV.1.3]) Seien y,z € K(0,1). Dann gilt nach Hauptsatz der

Differential- und Integralrechnung

1
o) =9(2) = [ Do+ (=252 ds,
und nach Mittelwertsatz der Integralrechnung finden wir ein n € [0, 1] mit

9(y) —g(2) = Dg(z + (y — 2)n)(y — 2) = (y — 2) + (Dg(z + (y — 2)n) — Dg(0))(y — 2),

also folgt

[y —2) = (9(y) — g()Il = [(Dg(z + (y — 2)n)(y — z) — Dg(0))(y — 2)|
<|[Dg(z+ (y — 2)n)(y — 2) — Dg(0)|| lly — 2|l < elly — z||. (4.31)

Fiir jedes z € K(0, 1) erhalten wir damit wegen g(0) = 0 die Abschétzung
lg@)l = llz =z +g(x)| < |zl + |z —g(@)[ <1+

also g(K(0,1)) C K(0,1+¢).
Sei nun = € K(0,1 — €) gegeben. Wir suchen ein y € K(0,1) mit

r=g(y) <= 0=2—-9g(y) <= y=y—g(y) +

Diese Fixpunktgleichung 16sen wir mit dem Fixpunktsatz von BANACH (vgl. Erinne-
rung |5.7)). Wir definieren

®:K(0,1) — R% y—y—gy) +,
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und stellen zunéchst fest, dass mit (4.31) und ¢g(0) = 0 die Abschétzung
1R = lly = 9(y) +zll < lly =gl + [lz]] <ellyl +1—-e<1 firalle y € K(0,1)

gilt, also bildet ® die Einheitskugel in sich ab. Um nachzuweisen, dass ® eine Kontraktion
ist, wihlen wir y, 2z € K(0,1) und erhalten mit (4.31]) die Abschétzung

1@(y) — 2(2)[ = lly — 9(y) + = — 2+ g(2) —zll = [ly — 2 = (9(y) — 9(2))|l
< ¢lly - #| fir alle y,z € K(0,1).

Also muss nach Fixpunktsatz ein y € K(0,1) mit y = ®(y) existieren, also mit z = g(y).
Damit ist K(0,1 —¢€) C g(K(0,1)) bewiesen. |

Mit Hilfe dieser Aussage konnen wir nun eine Formel fiir das LEBESGUE-Maf des Bilds
eines Quaders unter einem Diffeomorphismus gewinnen:

Lemma 4.44 (Deformierte Quader) Sei Q C R? ein Quader. Sei g : Q — R? eine
injektive stetig differenzierbare Abbildung mit in jedem Punkt invertierbarer Ableitung.
Dann gilt

Ag(@)) = /Q | det Dyl d.

Beweis. (vgl. [3, Theorem XXI.2.4]) Fiir den leeren Quader ist die Aussage trivial, des-
halb gehen wir im Folgenden davon aus, dass Q # () gilt.
Seien a,b € R? mit Q = [a, b[ gegeben. Mit

b, :=b,—a,>0 fiir alle e € {1,...,d}
definieren wir eine Norm || - || auf R? durch
||| := max{2|z,|/¢, : € {1,...,d}} fiir alle z € R%

Nach dem Satz von HEINE-BOREL ist diese Norm zu jeder beliebigen anderen Norm
dquivalent, besitzt aber die fiir uns interessante Eigenschaft, dass

[a,b[={z cR? : ||z —m| <1} = K(m,1), m:= (a+b)/2

gilt, der Quader @ sich also als abgeschlossene Kugel des Radius 1 um seinen Mittelpunkt
m darstellen l&sst.

Die totale Ableitung Dg(x) ist nach Voraussetzung fiir alle z € @ invertierbar, also
muss nach Umkehrsatz die Abbildung = +— Dg(x)~! stetig sein. Auf der kompakten
Menge @ muss deshalb die Norm dieser Abbildung beschriinkt sein, so dass wir eine

Konstante
C := max{||Dg(z)7'|| : € Q} < (4.32)

finden konnen. Sei nun € €]0,1/C[ gegeben. Da Dy stetig ist, muss es auf der kompakten
Menge @ auch gleichmifig stetig sein, wir kénnen also ein §; € Rq so finden, dass

llx —y|l < 01 = ||Dg(x) — Dg(y)|| < € fiir alle z,y € Q (4.33)
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gilt. Indem wir dieselbe Argumentation auf det Dg anwenden, finden wir auch ein d9 €
R>0 mit

lx — y|| < d2 = | det Dg(z) — det Dg(y)| < € fiir alle z,y € Q. (4.34)

Unser Ziel besteht darin, den Quader ) in Teilquader zu zerlegen, die so klein sind, dass
sich dank (4.33)) und (4.34) die Ableitung und ihre Determinante auf ihnen kaum noch
andert, so dass sich Lemma anwenden lisst.

Sei also k € N mit 1/k < 0; und 1/k < dy gewéhlt. Wir zerlegen @ regelméBig in
k? disjunkte Teilquader, indem wir jede Kante des Quaders in k gleichgrofie Segmente
zerlegen:

h:=(b—a)/k,
Q, = [a1 + hl(l/l — 1),@1 + hll/l[X Lo X [ad + hd(Vd — 1),ad + hdl/d[
fiir alle v € K := {1,..., k}%.

Auch diese Quader lassen sich dank der speziellen Wahl unserer Norm als Kugeln in-
terpretieren: Sei v € K, und sei m, der Mittelpunkt des Quaders (J,. Dann erhalten
wir

Q, = K(my,1/k).

Wir untersuchen das Bild von @, unter der Abbildung g. Um Lemma [4.43] anwenden zu
koénnen, verschieben wir @, zunichst in den Nullpunkt, indem wir g(m, ) subtrahieren:

9(Qv) — g(my).

Dann multiplizieren wir mit der Inversen der Ableitung Dg(m, ), um sicher zu stellen,
dass auch die Ableitungsbedingung des Lemmas erfiillt ist:

Dg(my)~!(9(Qw) — g(my))-

Da das Lemma sich auf K(0,1) bezieht, skalieren wir @, schliellich mit k. Insgesamt
erhalten wir so die Hilfsabbildung

G K(0,1) > RY, 7 > kDg(my) " (g(m,, + 3/k) — g(m,)),
die die Bedingungen

G,(0) = kDg(my)_l(g(my) —g(m,)) =0,
D§,(0) = kDg(m,) ™' Dg(m,)(Z/k) = I,
1Dg,(z) — 1| = k||Dg(m,,)*1Dg(mV +2/k)(Z/k)|| < Ce fiir alle ¥ € K(0,1)

erfiillt, auf die wir also Lemma anwenden diirfen. Wir erhalten

K(0,1—Ce) C §,(K(0,1)) C K(0,1+ Ce). (4.35)
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Nach Definition gilt
9u(K(0,1)) = kDg(my,) ™ (g(K (my, 1/k)) — g(my)),
also kénnen wir mit k multiplizieren, um
K(0,(1—Ce)/k) € Dg(my,) ™ (g(K (my, 1/k)) — g(my)) C K (0, (1 + Ce)/k)
zu erhalten, und die Multiplkation mit Dg(m, ) fithrt uns zu
Dg(m,)K(0, (1 — Ce)/k) € g(K(my,1/k)) — g(my) € Dg(my,)K(0, (1 + Ce)/k).
Mit Lemma und folgt die untere Abschitzung

AM9(Qv)) = Ag(Qv) — g(my)) = A(g(K (mw, 1/k)) — g(my))
> | det Dg(m,)IA(K(0, (1 — Ce)/k)) = | det Dg(m,)|(1 — Ce)*A(K(0,1/k))
= |det Dg(m,)|(1 — Ce)d/\(K(m,,, 1/k)) = |det Dg(my)|(1 — Ce)d)\(Ql,).

Wir kénnen entsprechend verfahren, um die obere Abschitzung

Ag(Q)) < | det Dg(m,)|(1 + Ce)A\(Qy)

zu erhalten. Da g bijektiv ist, konnen wir mit (2.21b|) folgern, dass

(1= Ce)* Y " [ det Dg(m,)IMQw) < A(g(Q))

veK

< (1+Ce)* Y | det Dg(m,)|A(Q.)
veK

gilt. Indem wir

fer=">_|det Dg(m,)[1q,
veK

definieren, nimmt diese Abschitzung die Form

(1-co! [ far<2@(@) < @+ o [ fix (4.36)

an. Damit muss insbesondere A\(g(Q)) < oo gelten.
Wir untersuchen den Grenziibergang ¢ — 0. Aus (4.36) folgt

lim [ fed\ = Mg(Q)),

also miissen nach dem Lemma von FATOU die Funktionen f. einen punktweisen
Limes inferior besitzen, der A-integrierbar ist. Nach (4.34) gilt

|det Dg(x) — det Dg(m,,)| < e firallex € Q,, ve K
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also konvergieren die Funktionen f, fiir € — 0 sogar gleichméBig gegen | det Dgl|. ]

Unser Ziel besteht darin, diese Aussage von Quadern auf allgemeine BOREL-Mengen
A € A zu iibertragen. Dazu kénnen wir dhnlich wie im Fall des Produktmafles vor-
gehen, indem wir das Integrationsgebiet durch Mengen mit geeigneten Kigenschaften
ausschopfen und nachpriifen, dass dadurch ein Maf} definiert wird.

Der Einfachheit halber behandeln wir nur den vollstindigen Raum Q = R? Ein-
schrinkungen der folgenden Resultate auf Teilmengen Q lassen sich relativ einfach ge-
winnen, indem wir zu der Spur-c-Algebra

A :={ANQ : AcA}

tibergehen und das Maf} entsprechend einschréinken. Da die Quader 2l erzeugen, erzeugen
die Schnitte der Quader mit {2 gerade 2|, so dass unsere Aussagen giiltig bleiben.

Erinnerung 4.45 (Diffeomorphismen) Seien Q1,Qy C R? offene Mengen. Eine Ab-
bildung g : Q11 — Qo heifft C'-Diffeomorphismus, falls sie

o bijektiv sowie
o in jedem Punkt x € Q1 stetig differenzierbar mit
e invertierbarer Ableitung Dg(x) ist.

1

Mit dem Umbkehrsatz folgt, dass dann auch g—' ein C'-Diffeomorphismus ist.

Lemma 4.46 (Transformiertes Maf3) Seig ein C'-Diffeomorphismus. Es gibt genau
ein Maff A : 2 — [0, 00|, das

AMA) = A(g(A)) fiir alle A € A, (4.37a)
AMA) = /1A| det Dg| dX fiir alle A € A mit \(A) < 0o (4.37b)
erfillt.

Beweis. Wir definieren

)

]d fir allen € N

ni=[—-n,n

und stellen fest, dass (ﬁn)neN eine monoton wachsende Folge kompakter Mengen bildet,
deren Vereinigung €2 ist. Fiir jedes n € N nimmt |det Dg| ein endliches Maximum auf

Q,, an. AuBerdem gilt A(Qy,) = (2n)? < oo, so dass
A (A) = / 1,6, |det Dg|dA fiir alle A € 2A (4.38)

nach Satz [A.11] wohldefiniert ist. Wir setzen

A(A) := sup AW (A) fir alle A € A
neN
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und weisen nach, dass es sich dabei um ein MaB handelt. Offenbar gilt A(0) = 0, also
(2.21a). Sei (A )men eine Folge disjunkter Mengen in 2. Es gilt

k
> 1g,

m=1

na,, |det Dg| < 1g |det Dy fiir alle n,m € N,

also folgt mit dem Satz [4.11{ und ([2.23a)) auch

A ( U Am> = Z ;\(")(Am) fir alle n € N,

so dass wir

meN meN

A ( U Am) = sup A" ( U Am> = sup Z A (A)

meN neN meN nENmeN
= Z sup AW (4,,) = Z AMAm)
mGNnEN meN

erhalten, und daH}it (2.21b)). Also ist \ ein Ma8.
Sei A € 2 mit A(A) < oo gegeben. Dann folgt mit dem Satz dass die Funktionen

1,5, |det Dgl in
gegen 14| det Dy|

4.38]) punktweise A-fast iiberall konvergieren. Offenbar kénnen sie nur
konvergieren, also ist (4.37b|) gezeigt.

Da g~ ! als stetige Funktion nach Lemma auch messbar ist, ist A — A(g(4))
ebenfalls ein Maf, und nach Lemma stimmen A(Q) und A(g(Q)) fiir alle Quader
Q@ € 2 iiberein. Mit der Eindeutigkeitsaussage der Folgerung erhalten wir, dass
beide {ibereinstimmen miissen, also gilt auch . ]

Satz 4.47 (Variablentransformation) Seig: Q — Q ein C'-Diffeomorphismus, und
sei f: Q0 — R eine Abbildung. Es gilt f € LY(Q,\) genau dann, wenn f o g|det Dg| €
LY(Q,\) gilt, und in diesem Fall stimmen die Integrale iiberein:

/fd)\:/fog|deth|d)\.

Beweis. Wir untersuchen zunéchst A-Treppenfunktionen

Indem wir

k
f = Z fmlAm-
m=1

By =g H(An) fir alle m € {1,...,k}

setzen, folgt mit der Bijektivitéit der Abbildung g auch g(B,,) = A, also
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Fiir das Integral erhalten wir mit Lemma [4.46| so

k k
[ 1= £aMo(Bu)) = Y fun [ 15,1 det Dgldn
m=1 m=1

k k
— |3t ldet Dgldr = [ 37 s, o gldet Dyl
m=1 m=1
:/fog|deth|d)\, (4.39)

also die gewiinschte Gleichung.

Sei f € £1(Q2,\). Nach Definition existiert dann eine L!'-CaucHY-Folge (fy)nen
von A-Treppenfunktionen, die aulerhalb einer A-Nullmenge N € 2 punktweise gegen f
konvergiert. Entsprechend setzen wir

fn := f og|det Dg| fiir alle n € N

und stellen fest, dass wegen
| fo = Flir = / [f = finl 0 gl det Dg| dX = / [fo = fmldX  fiir alle n,m € N

auch ( fn)neN eine L'-CAucnHy-Folge ist. Offenbar konvergiert diese Folge auBerhalb der
Menge g~ (V) gegen fog|det Dg|, wir miissen also nur noch zeigen, dass g~ (NN) eine \-
Nullmenge ist. Diese Eigenschaft erhalten wir, indem wir Lemma auf g~ anwenden,
also ist f o g|det Dg| integrierbar und erfiillt nach die behauptete Gleichung.

Sei nun f o g|det Dg| € £1(2, \). Indem wir die Ergebnisse des vorigen Beweisschritts
auf g~! statt g anwenden, folgt f € £1(2,)). [ ]

Bemerkung 4.48 (Teilmengen) In der Praxis arbeitet man hdufig mit Diffeomorphis-
men, die nicht auf dem gesamten Raum R? stetig differenzierbar sind. Nach Satz
lisst sich jede offene Menge Q@ C R® als Vereinigung abzihlbar vieler Quader darstellen,
so dass sich die Argumentation des Lemmas[{.40 und das Ergebnis des darauf aufbauen-
den Satzes auf den allgemeineren Fall eines C'-Diffeomorphismus von € auf g()
tibertragen ldsst.

Dann ist f € LY(g(),\) dquivalent zu f o g|det Dg| € LY(Q, \), und die Transforma-
tionsformel nimmt in diesem Fall die Gestalt

fd)\:/fog\deth\d)\
9(2) Q

an. Ein wichtiger Unterschied zu dem bisherigen Resultat besteht darin, dass sich im
allgemeinen Fall die Integrationsgebiete unterscheiden.
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5 Gewohnliche Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wenden wir uns der Untersuchung gewohnlicher Differentialgleichun-
gen zu. Differentialgleichungen spielen sowohl bei vielen Fragestellungen innerhalb der
Mathematik als auch bei Aufgaben aus den Natur-, den Ingenieur- oder auch Wirt-
schaftswissenschaften eine Rolle: Beispielsweise wird in der Physik die Geschwindigkeit
eines Objekts als Ableitung ihres Orts nach der Zeit charakterisiert. Falls die Geschwin-
digkeit gegeben ist, miissen wir den Ableitungsvorgang ,umkehren“, um den Ort des
Objekts zu einem bestimmten Zeitpunkt zu bestimmen. Haufig wird die Geschwindig-
keit vom Ort abhéngen, beispielsweise wenn ein Fahrzeug bergauf langsamer als bergab
fahrt, so dass sich die Losung nicht einfach mit Hilfe des Hauptsatzes der Integral- und
Differentialrechnung bestimmen lésst, sondern aufwendigere Techniken erforderlich wer-
den.

Mit dem Wort ,,gew6hnlich® wird dabei ausgedriickt, dass die Losung auf einem In-
tervall definiert ist, also nur von einer einzelnen Variablen abhéingt. Dank dieser Ein-
schrankung lasst sich eine relativ allgemeine Theorie entwickeln, die nicht nur Aus-
sagen iiber Existenz und Eindeutigkeit von Losungen bietet, sondern auch iiber die
Abhéngigkeit der Losungen von Parametern. Wir konzentrieren uns in diesem Kapitel
auf die grundlegenden Ideen und Resultate.

5.1 Problemstellung

Als Beispiel untersuchen wir die Bewegung eines Objekts im Gravitationsfeld zweier
Massen, beispielsweise die eines Raumschiffs, das von der Erde zum Mond fliegen soll.
Wir bezeichnen mit z, € R? die Position der Erde und mit m. € Rs¢ ihre Masse, fiir
die Position des Mondes verwenden wir entsprechend z,, € R? und m,, € Rsg. Wenn
sich das Raumschiff mit einer Masse m, € R~ zu einem Zeitpunkt ¢t € R an einem Ort
z(t) € R3 befindet, sind die Gravitationskrifte nach NEWTON durch

xe — () o Em = x(t)
loe— 2@ " o — x(tw%)

gegeben, wobei 7 € Ry die Gravitationskonstante ist.
Die Axiome der klassischen Mechanik besagen, dass die Geschwindigkeit v(t) des
Raumschiffs die Ableitung des Orts nach der Zeit ist, dass also

v(t) = 2'(t)

F(t) = 7m, <m

gilt, und dass die Beschleunigung a(t) die Ableitung der Geschwindigkeit ist, dass also
auch
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5 Gewdhnliche Differentialgleichungen

gilt. Die Beschleunigung schliellich ergibt sich aus der wirkenden Kraft durch
mya(t) = F(t),

so dass wir insgesamt das System

a(t) = ~ <me Ze — (1) ffm—x(t))

+m
5 lem — ()13

[ze = z(t)]]

erhalten. Indem wir v(¢) und a(¢) eliminieren, gelangen wir zu der kompakten Gleichung

Te — (1) T — z(t) ) |

+m
lze —z@)3 " lam —2@)]3

2(t) = <m

die die zweite Ableitung der Funktion x an die Werte der Funktion koppelt. Diese Glei-
chung ist ein Beispiel fiir eine gewohnliche Differentialgleichung.

Definition 5.1 (Gewd6hnliche Differentialgleichung) Sei d € N, sei m € N, und
seien offene Mengen Qq, ..., C RY sowie ein nicht-leeres Intervall I C R gegeben.
Sei eine Funktion

g:IxQyX...xXQn1—

fixiert. Fine differenzierbare Funktion x : I — Qg bezeichnen wir als Losung der durch
g gegebenen gewohnlichen Differentialgleichung, falls

@) = gt z(t), 2 (), ..., 2" V(@)  fir allet € 1, (5.2a)
O (t) e Q firallete I, £€{0,...,m—1} (5.2b)

gelten. In diesem Kontext nennt man m die Ordnung der Differentialgleichung.

Offenbar fiihrt das Beispiel des Raumschiffs im Gravitationsfeld zu einer gewohnlichen
Differentialgleichung zweiter Ordnung, indem wir Qg = R?\ {m., m,,}, Q1 = Qy = R3
und

g: I xQoxQ — Qo (t,x,v)b—wy(me Te — 2(t) W>7

PR A _|_m
lze —2z@®I3 " 2w — 2(®)]3

setzen. Fiir die theoretische Untersuchung gewohnlicher Differentialgleichungen ist es
wiinschenswert, sich auf den Fall m = 1 beschrinken zu koénnen. Gliicklicherweise
lasst sich jede gewdohnliche Differentialgleichung auf eine #dquivalente Differentialglei-
chung erster Ordnung zuriickfithren: In der urspriinglichen Form des Raumschiff-
Beispiels traten nur erste Ableitungen auf, allerdings auch zusétzliche Variablen. Diese
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5.1 Problemstellung

zusétzlichen Variablen konnen wir auch allgemein verwenden: Wenn x Losung der durch
eine Abbildung
g:IxQyxX...xQn1— QO

gegebenen gewdhnlichen Differentialgleichung m-ter Ordnung ist, fithren wir die Hilfs-
funktion

y(t) == : fir allet € I
:I:(m_l)(t)

ein und stellen fest, dass sie die Gleichung

x;/(t) Yyo(t)
y/(t) = ) :(t) = yg.(t) firallet eI
2™ (t) gty (), y2(t), ... ym(t))

erfiillt. y ist also die Losung einer gewthnlichen Differentialgleichung erster Ordnung,
die sich mit Hilfe der Funktion

22
23
fo: IxQ—Q, (t,z) —
g(t7 R1yR2y ¢ v vy Zm)
und der Mengen
Q=0 x...x o1, Q=0 x...x U,
in der gewohnten Form
y(t) € Q, Y (t) = f4(t,y(t)), fiir alle t € T (5.3)

schreiben ldsst. Wir diirfen uns also darauf beschrianken, gewohnliche Differentialglei-
chungen erster Ordnung zu untersuchen.

Definition 5.2 (Vektorfeld) Sei d € N, sei Q C RY. Eine Abbildung
v:Q—R?

nennen wir ein Vektorfeld.
Sei I C R ein nicht-leeres Intervall. Eine Abbildung

f:IxQ—RY

nennen wir ein zeitabhingiges Vektorfeld. Wir konnen es als eine Abbildung interpre-
tieren, die jedem ,Zeitpunkt“t € I ein Vektorfeld v = f(t,-) zuordnet.
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5 Gewdhnliche Differentialgleichungen

In der Regel ist die Losung y durch (5.3]) noch nicht eindeutig festgelegt: die Gleichung
y'(t) =2t fiir alle t € R

beispielsweise wird durch y(t) = t? + ¢ fiir jedes ¢ € R gelost. Um die Eindeutigkeit
sicher zu stellen, wird deshalb in der Regel eine zuséitzliche Bedingung an y gestellt,
beispielsweise dass y(a) einen bestimmten Wert annimmt.

Definition 5.3 (Anfangswertproblem) Sei f : I x Q — R? ein zeitabhingiges Vek-
torfeld, und seien a € I und yg € Q) gegeben. Eine differenzierbare Funktion y : I —
bezeichnen wir als Losung des durch f, a und yg gegebenen Anfangswertproblems, falls

y(a) = o, y'(t) = fty(t) fiir alle t € 1 (5.4)
gelten. In diesem Fall nennen wir a den Anfangszeitpunkt und yy den Anfangswert.

Anfangswertprobleme werden in der Praxis haufig verwendet, um das Verhalten eines
Systems zu beschreiben: Die Elemente der Menge {2 beschreiben die Zusténde, die das
System annehmen kann, und die Funktion f beschreibt, wie sich die Zusténde verdndern.
Das Losen des Anfangswertproblems entspricht dann der Vorhersage des Verhaltens des
Systems ausgehend von einem bekannten Zustand gy zu einem Zeitpunkt a. In unserem
Beispiel kann man so die Flugbahn des Raumschiffs voraussagen, sobald seine
Ausgangsposition z(a) und seine Anfangsgeschwindigkeit v(a) bekannt sind.

5.2 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen ein Anfangswertproblem der Form
eine Losung besitzt und ob diese Losung eindeutig ist.

Ein sowohl fiir die Theorie als auch fiir die Praxis niitzliches Hilfsmittel besteht darin,
die Gleichung in die Form einer Integralgleichung zu bringen, die ohne Ableitungen
auskommt und sich deshalb einfacher analysieren ldsst.

Fiir die folgenden Beweis miissen wir auf einige grundlegende Ergebnisse der Integral-
und Differentialrechnung zuriickgreifen. Ein sehr wichtiges Hilfsmittel in den folgenden
Beweisen ist der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung:

Erinnerung 5.4 (Integral- und Differentialrechnung) Sei f : [a,b] — R? eine ste-
tig differenzierbare Funktion. Dann gilt

b
1)~ f@ = [ f)ds
a
Ein weiteres wesentliches Hilfsmittel ist der Mittelwertsatz der Integralrechnung:

Erinnerung 5.5 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f : [a,b] — RY eine
stetige Funktion. Dann existiert ein n € |a,b] mit

b
/f@@zwﬂww.
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5.2 Existenz und Eindeutigkeit von Lsungen

Lemma 5.6 (Integralgleichung) Sei f: I x Q — R? ein stetiges zeitabhingiges Vek-
torfeld, und seiy : I — € eine stetige Abbildung. y ist genau dann Losung des Anfangs-

wertproblems , wenn

t
y(t) = yo +/ f(s,y(s))ds fir allet e I (5.5)
gilt. Insbesondere ist y in diesem Fall stetig differenzierbar.

Beweis. Sei zunéchst y Losung des Anfangswertproblems ((5.4)), und sei ¢ € I. Nach dem
Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung aus Erinnerung [5.4] gilt

y(t) — o = y(t) — y(a) = / (s) ds = / F(s,9(s)) ds,

und indem wir gy auf beiden Seiten addieren folgt .

Gelte nun umgekehrt . Fiir t = a verschwindet das Integral, und wir erhalten
y(a) = yo, also ist die erste Bedingung in erfiillt. Sei nun ¢ € I gegeben, und sei
h € R so gewihlt, dass t + h € I gilt. Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus
Erinnerung |5.5| erhalten wir

t+h t
Y+ B~y =gt [ Flsy(s))ds —yo— / f(s,(s)) ds

a

t+h
_ /t f(s,y(s)) ds = hf (m y(nm)

fiir ein ny, € [t,t + h], also

y(t+h) —y(t)

- = f(nn,y(nn)).

Fiir A — 0 konvergiert 1, gegen ¢, und da f und y stetige Funktionen sind, konvergiert
dann die rechte Seite dieser Gleichung gegen f(¢,y(t)). Also muss auch die linke Seite
konvergieren, und damit ist y in ¢ differenzierbar mit der durch

oy — iy YEER) —y(t)
y(t)—hmT

70 = lim f(n, y(nn)) = f (8 y(2)

gegebenen Ableitung. Da f und y stetig sind, muss auch 3/ stetig sein, also ist y in der
Tat stetig differenzierbar. [

Mit Hilfe der alternativen Formulierung des Anfangswertproblems als Integralglei-
chung konnen wir Aussagen iiber Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gewinnen:
Bei genauerer Betrachtung entpuppt sich die Gleichung als Fixpunktgleichung, denn
die Funktion y tritt auf beiden Seiten auf. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Untersuchung
solcher Gleichungen ist der Fizpunktsatz von BANACH:
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5 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Erinnerung 5.7 (Fixpunktsatz von BANACH) Sei (F,0) ein wvollstindiger metri-
scher Raum mit E # (). Sei L € [0,1], und sei ® : E — E eine Abbildung, die

0(P(x), (y)) < Li(z,y) fiir alle x,y € B (5.6)

erfillt (solche Abbildungen bezeichnet man als Kontraktionen ). Dann ezistiert genau ein
xx € E mit ®(x,) = .. Fiir jedes x1 € E konvergiert die durch

Tpy1 = P(zy) fiir alle n € N
definierte Folge (xp)nen gegen ..

Mit Hilfe der in Lemma [5.6] gewonnenen Integralgleichung und des Fixpunktsatzes
konnen wir ein zentrales Existenzresultat fiir Anfangswertprobleme beweisen: Den Satz
von PICARD und LINDELOF.

Satz 5.8 (PICARD-LINDELOF) Sei f : I x Q — R? ein stetiges zeitabhingiges Vektor-
feld, sei a € I und yg € Q. Seien € € Ry sowie M, L € R>q so gegeben, dass

K(yo,€) € Q, (5.7a)
|f(t, )| <M fiir alle t € I, x € K(yo,e€), (5.7b)
f(t,z1) — f(t,x2)|| < L||z1 — 22| fir allet € I, x1,x9 € I_((yo,ﬁ) (5.7¢)

gelten. Wir definieren J := I N K(a,e/M). Dann existiert genau eine stetige Funktion
y:J = K(yo,e) C Q so, dass fiir alle t € J gilt. Nach Lemma ist diese
Funktion stetig differenzierbar und Lésung des Anfangswertproblems.

Beweis. (vgl. [, Abschnitt 4.11], [7, Satz IT1.13.11] und [9]) Sei w := K(yo,€). Nach
Voraussetzung gilt w C . Auf dem Raum F := C(J,w) der stetigen Abbildungen von
J nach w definieren wir durch

Byl(t) == yo + / F(s,9(s)) ds firalleyc F, teJ  (5.8)

eine Abbildung ® : 7 — F. Wir miissen nachweisen, dass ® wohldefiniert ist, dass also
fiir alle y € F auch ®[y] € F gilt. Sei y € F, und sei ¢t € J. Dann erhalten wir

HéwKﬂ—yM-yo+/%ﬂ&y®Dds—m

€

M

:/Vwmm@fw—dM< M=¢

also ®[y](t) € K(yo,€) C w. Fiir beliebige t1,ts € J mit ¢; < ty erhalten wir

t1

w+ | Feu)ds—yo— [ F(s.y(s)ds

a a

néwag—éwwgnz‘
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5.2 Existenz und Eindeutigkeit von Lsungen

to
< / 1 (s, 9(s))ll ds < [t — ta] M,
t1

also ist ®[y] sogar Lipschitz-stetig, und wir haben ®[y] € F bewiesen.

Um den Fixpunktsatz von BANACH (vgl. Erinnerung anwenden zu kénnen, miissen
wir nachweisen, dass die Abbildung & in einer geeigneten Metrik die Kontraktionseigen-
schaft besitzt. Seien dazu yi1,y2 € F gegeben. Fiir t € J mit t > a gilt

1@ L] (t) — By2)(8)]| = [0 + / £(s,1(s)) ds — 3o — / F(s,yals)) ds

< / 1£(5.1(8)) — F (s, a(s))l] ds < / Lllyn(s) — als)] ds,

wéhrend wir fiir ¢ € J mit ¢ < a entsprechend

1@y (t) — Blya) (1) < / 17 (5 1(8)) — £ (5. a(s) | ds < / " Llna(s) - ya(s)]| ds

erhalten. Auf den ersten Blick bietet sich die Supremumsnorm an, um die rechte Seite
dieses Ausdrucks zu beschranken. Wir kénnen das Ergebnis allerdings verfeinern, indem
wir eine geschickt gewichtete Supremumsnorm verwenden, ndmlich die durch

lylle :=sup{e 25 |ly(s)|| : s € J} fiir alle y € F

definierte. Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass es sich dabei tatséchlich um eine Norm
handelt, und da J C K(a,e/M) beschrinkt ist, ist sie auch dquivalent zu der iiblichen
Supremumsnorm. Damit ist F auch beziiglich der neuen Norm vollstédndig. Wir erhalten
flirteJmitt>a

t t
J0[y](1) — Bl 0)]] < / Lly(s) — ya(s)] ds < / LM [y — ], ds
1 Lot 2L(s—a) 1 2L(t—a)
= 5“1/1 —yolle [ 2Le ds = §Hy1 — y2l|ee
sowie fiir t € J mit ¢t < a entsprechend
1®l] (1) — Bya)(8)] < / Llya(s) — ya(s)] ds < / LMy, — o], ds
t t

- 5”‘% - yQHe/ 2Le?Ha=5) gg = 5”3/1 — y2HeeQL(a t)
t

Indem wir beide Seiten mit e~2Et=al multiplizieren und das Supremum iiber alle ¢t € .J
bilden, erhalten wir

1
| @[y1] — Plya]lle < §Hy1 —y2lle fir alle y1,y2 € F,
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5 Gewdhnliche Differentialgleichungen

also ist @ in der Tat eine Kontraktion. Mit dem Fixpunktsatz folgt, dass genau ein y € F
existiert, dass ®[y] = y erfiillt, also die Integralgleichung (5.5)) fiir alle ¢ € J. [ |

Der Beweis dieses Satzes beruht auf der durch (5.8) definierten PICARD-Iteration,
die nicht nur fiir die Theorie wichtig ist, sondern auch bei der Konstruktion konkreter
Losungen eingesetzt werden kann. Als Beispiel untersuchen wir das Anfangswertproblem

y(0) =1, Y (t) = y(t) fiir alle ¢t € R.

Wir konstruieren per (5.8) eine Folge (y™),en von Funktionen, die gegen y konvergiert.
Der Fixpunktsatz besagt, dass die Folge fiir jedes y® konvergiert, also kénnen wir
mit der besonders einfachen konstanten Funktion y(!) := 1 beginnen und der Reihe nach

t t
y(2)(t)—1+/ y(l)(s)ds_1+/ lds =1+t
0 0

t t 2
y(?’)(t)—l—i-/y@)(s)ds-l—i-/l—i—st—l—i-t—i-t,
0 0

2
t t 82 t2 t3
y@(t) :1+/ y(3)(s)ds:1+/ I4s+—ds=1+t+—+ —,
0 0 2 276
berechnen, um schliellich
n—1 gm
(n) 4\ _ t ..
Yy (t)—zm! firallene N, teR
m=0
zu erhalten. Der Grenzwert ist offenbar
y(t) = Zom!:e fiir alle t € R,
m=

das Anfangswertproblem beschreibt also gerade die Exponentialfunktion.

Bemerkung 5.9 (Globale LipscHITZ-Stetigkeit) Die Bedingung besagt gera-
de, dass das Vektorfeld f(t,-) zu jedem Zeitpunkt t € I LIPSCHITZ-stetig ist. Da die
LiPSCHITZ-Stetigkeit nur auf der Kugel K(yo,€) gefordert ist, spricht man von loka-
ler LipSCHITZ-Stetigkeit. Die Bedingung verwenden wir in Kombination mit der
Wahl des Teilintervalls J, um sicher zu stellen, dass die konstruierte Losung die Kugel

K (yo, €) nicht verldsst, damit wir die LIPSCHITZ-Stetigkeit nicht verlieren.
Falls das Vektorfeld f(t,-) global LIPSCHITZ-stetig ist, falls also

f:IxRY— R
|f(t,z1) — f(t,z2)|| < L||x1 — 22| fiir alle t € I, z1,29 € RY
gilt, sind die Bedingungen (5.7d) und (5.78) nicht mehr erforderlich, und wir kénnen
den Beweis leicht modifizieren, um zu zeigen, dass eine Losung y : I — R? auf dem

gesamten Intervall I existiert.
In der Prazis ist die globale LIPSCHITZ-Stetigkeit allerdings eher der Ausnahmefall.
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Die Voraussetzungen des Satzes[5.§sind in der Praxis hiufig etwas unhandlich, deshalb
bietet es sich an, einen geeigneten Begriff einzufiihren:

Definition 5.10 (Lokale LipscHITz-Stetigkeit) Sei f : I x Q@ — RY ein stetiges
zeitabhdingiges Vektorfeld. Wir nennen es lokal LiPSCHITZ-stetig, falls fiir jedes a € I
und jedes yo € 2 Umgebungen J C I von a und w C Q von yg sowie eine Konstante
Loy, € R>o so existieren, dass

| f(t,z1) — f(t,22)|| < Lay,llz1 — 22| fiir allet € J, x1,22 € w (5.9)
gilt.

Fiir lokal LipscHITZ-stetige Vektorfelder ldsst sich die Aussage des Satzes von PICARD-
LINDELOF wesentlich vereinfachen:

Folgerung 5.11 (Lokale Lésung) Sei f : I x Q — R? ein lokal LIPSCHITZ-stetiges
zeitabhdngiges Vektorfeld. Sei a € I und yog € Q. Dann existieren ein € € Ry und eine
stetig differenzierbare Funktion y: I N K(a,e) — Q so, dass

y(a) = yo, Y (t) = f(t,y(t)) fir allet € I'N K(a,e€)

gilt, dass also in einer Umgebung des Punkts a eine Ldosung des Anfangswertproblems
existiert. Jede andere Losung auf I N K (a,€) definierte Losung stimmt auf diesem
Intervall mit y iberein.

Beweis. Nach Definition existieren Umgebungen J C I von a und w C £ von yg so,

dass (5.9) gilt.
Da w C 2 eine Umgebung ist, existiert ein €; € R mit

K(y07 61) Cw.
Da f stetig ist, existiert ein €5 € Rsg so, dass
Hf(a7y0) - f(ta l’)” <1 fiir alle x € K(y0762)7 le K(a7 62)

gilt, also folgt auch

£t )] < 11 (awo)ll + 11 f (@ yo) = f(& @)
<||fla,yo)|]| +1 =M fir alle z € K(yo, €2), t € K(a,e€2).

Wir definieren € := min{e;, e} und L := Lg 4, und stellen fest, dass die Voraussetzungen
des Satzes [5.§ erfiillt sind. In Kombination mit Lemma [5.6] folgt damit die gewiinschte
Aussage. ]

Die lokale LipscHITZ-Stetigkeit ist zwar in Hinblick auf die Verwendung des Fixpunkt-
satzes von BANACH im Beweis des Existenzsatzes eine naheliegende Voraussetzung, al-
lerdings etwas ungewohnt.

Gliicklicherweise kénnen wir uns auf eine stiarkere, aber zugénglichere Voraussetzung
beschrinken, indem wir einen weiteren Mittelwertsatz, diesmal den der Differentialrech-
nung, verwenden.
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Erinnerung 5.12 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) SeiQ C R? eine of-
fene Menge, und sei f : Q — R"™ eine stetig differenzierbare Abbildung. Seien x1, 2 € §)
so gegeben, dass alle Punkte zwischen ihnen in S liegen, dass also

(1 —=s)xy +sz2€Q fir alle s € [0, 1]

gilt. Dann existiert ein ns € [0,1] so, dass fiir den Zwischenpunkt n := (1—ns)x1+nsx2 €
Q die Gleichung
f(@2) = f(21) = Df(n)(x2 — 1)

gilt. Dieser Mittelwertsatz lisst sich einfach auf den der Integralrechnung (vgl. Erinne-
rung zurtckfithren, indem man die Hilfsfunktion

g:[0,1] — €, s f((1 = s)xy + sza),

einfithrt und den Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung (vgl. Em’nnerung
i Kombination mit der Kettenregel verwendet.

Folgerung 5.13 (Differenzierbare Vektorfelder) Sei f : I x Q — R? ein stetig
differenzierbares zeitabhdngiges Vektorfeld, Dann ist f lokal LIPSCHITZ-stetig.

Beweis. Seien a € I und yg € ) gegeben. Da € offen ist, finden wir ein €; € R+ so, dass
K(yOa 61) C Q

gilt. Wir bezeichnen mit Dof : I x Q — R4 die totale Ableitung des Vektorfelds f
nach der zweiten Variablen. Da Dy f nach Voraussetzung stetig ist, existiert ein e € R<q
so, dass

| Daf(a,y0) — Daf(t,x)|| <1 fiir alle © € K(yo, €2), t € K(a,€2)
gilt, und wir erhalten mit der Dreiecksungleichung
| Daf(t,2)|| < || D2f(a,yo)ll +1 =: Lay, fiir alle 2 € K(yo,€2), t € K(a,€3).

Wir setzen J := I N K(a,€e2) und w := K(yo,€1) N K(yo, €2). Mit dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung (vgl. Erinnerung|5.12)) erhalten wir fiir ¢ € J und x1, 22 € w die
Abschétzung

1t 21) = f(E22)ll = [ Daf (E,m) (21 — 22)[| < [ Daf (&) 121 — 22ll < Layollz1 — 22|

fiir einen Zwischenpunkt 7 € K (yo, €2). ]

Der Satz von PICARD-LINDELOF enthilt bereits eine schwache Aussage iiber die
Eindeutigkeit der Losung: Sie ist auf einer Umgebung des Anfangspunkts eindeutig be-
stimmt, allerdings hingt die Groéfle dieser Umgebung von der LipsCHITZ-Konstanten
ab. Wir konnen eine wesentlich stirkere Eindeutigkeitsaussage erhalten, indem wir diese
Umgebungen zusammenfassen.
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5.3 Stabilitat

Erinnerung 5.14 (Zusammenhingende Menge) Sei (E,J) ein metrischer Raum.
Eine Menge A C E heifst zusammenhingend, falls fiir jede nicht-leere Teilmenge B C A
von A, die offen und abgeschlossen ist, bereits B = A gilt.

Die Intervalle sind gerade die zusammenhdngenden Teilmengen der Menge R der re-
ellen Zahlen.

Da das ,,Zeitintervall® I eine zusammenhéingende Menge ist, kénnen wir die lokalen
Aussagen des Satzes [5.8/ von PICARD-LINDELOF zu einer globalen Eindeutigkeitsaussage
zusammensetzen:

Satz 5.15 (Eindeutigkeit) Sei f : I x Q — R? ein lokal LIPSCHITZ-stetiges zeitab-
hingiges Vektorfeld. Seien a € I und yo € 0 gegeben, und seien yi,ys : I — ) stetig
differenzierbare Losungen des Anfangswertproblems . Dann gilt y1 = 2.

Beweis. Wir bezeichnen mit

Ji={tel : yi(t) =y(t)}

die Menge aller Punkte, in denen y; und ys iibereinstimmen. Da y;(a) = yo = y2(a) gilt,
folgt a € J, also ist J nicht leer.

Unsere Aufgabe besteht darin, nachzuweisen, dass J = I gilt. Da I ein Intervall ist,
also insbesondere eine zusammenhéngende Menge, geniigt es, zu zeigen, dass J eine
offene und abgeschlossene Teilmenge von 1 ist.

Da z := y; — 92 eine stetige Abbildung ist, muss J = 271({0}) als Urbild der abge-
schlossenen Menge {0} selber abgeschlossen sein.

Es bleibt zu zeigen, dass J auch offen ist. Sei dazu ein t € J gewihlt. Indem wir
Folgerung auf den Anfangspunkt ¢ und den Anfangswert yy anwenden, erhalten wir
ein € € Ryg so, dass auf J := I N K(t,¢€) die Funktion y|; die einzige Losung ist. Also
folgt y1|7 = y2|s und damit J C I. Somit ist J in I offen. [ ]

5.3 Stabilitat

Wir haben gezeigt, dass das Anfangswertproblem ([5.4) eindeutig losbar ist, falls das
Vektorfeld f lokal LiPSCHITZ-stetig ist, und es dazu bereit geniigt, dass f stetig diffe-
renzierbar ist.

Falls man ein Anfangswertproblem einsetzen moéchte, um beispielsweise das Verhalten
eines physikalischen Systems vorherzusagen, st68t man auf das Problem, dass man den
Ausgangszustand des Systems, also den Anfangswert yg, hdufig nur mit einer gewissen
Genauigkeit bestimmen kann. Falls der tatséchliche Anfangswert von dem gemessenen
etwas entfernt ist, stellt sich die Frage, wie sehr diese Storung die Losung des Anfangs-
wertproblems beeinflusst, wie stabil sie also unter Stérungen ist.

Bei der Losung dieser Aufgabe gehen wir wieder von der in Lemma [5.6| erhaltenen
Integralformulierung des Anfangswertproblems aus. Das entscheidende Hilfsmittel fiir
die Stabilitéitsanalyse der Integralgleichung ist die GRONWALL-Ungleichung;:
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5 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Lemma 5.16 (Gronwall) Sei I C R ein Intervall, seia € I. Seiu: I — R eine stetige
Funktion, und seien a € R und B € R>o Konstanten, die

u(t) <a+ 6 | u(s)ds firallete I, t> a, (5.10a)
u(t) <a+ B | u(s)ds firalletel, t<a (5.10b)

erfillen. Dann gilt
u(t) < ae’lt— fir alle t € 1. (5.11)
Beweis. (vgl. [§]) Um Probleme mit dem Vorzeichen zu vermeiden, fithren wir
I.:={tel : t>a}, I_:={tel : t<a}

ein und untersuchen zunéchst den Fall t € 1.
Wir definieren die stetige Funktion v : I — R durch

o(t) = e Plt=) /t Bu(s) ds fir alle t € I
und erhalten mit der Produktregel die Abschitzung
V' (t) = —BePt=) /t Bu(s) ds + e~ Pt~ gu(t)
= Be Plt-a) (u(t) - /t Bu(s) ds) fir alle t € 1.

Indem wir im rechten Faktor u(t) mit der Ungleichung (5.10al) abschiitzen, ergibt sich

V' (t) < afe Pt fiir alle t € 1. (5.12)

Sei nun t € I fixiert. Aus (5.10a)) und (5.12)) folgt mit dem Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung (vgl. Erinnerung die Abschitzung

t
e Py (1) < ae Pl 4 ge=Alt-a) / u(s)ds = ae P~ 4 o(1)
t
= ae P9 4 y(t) — v(a) = ae P9 +/ v'(s) ds
t
< ae A=) 4 a/ BeBls=a) 4g

= ae Bl=a) _ qe=Bl=a) 4 neBlama) — o

und indem wir beide Seiten mit e#(*~®) multiplizieren ergibt sich (5.11)).
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5.3 Stabilitat

Um auch den Fall ¢ € I_ abzudecken definieren wir auf T := —TI die Funktion
a:1—R, t > u(—t).

Fiir alle £ € I mit f > a := —a folgt aus (5.10b)) mit der Substitutionsformel des

RIEMANN-Integrals
a(t) =u(t) < a+ 5/ s)ds =a — B/

=a+pf ( ds—oz—l—ﬁ/

/-\
>

also konnen wir den ersten Teil des Beweises auf 4 anwenden. Wir wihlen ¢t € I_, setzen
t:=—te I stellen fest, dass ¢ > @ gilt, und erhalten

u(t) = ﬁ(f) < aeBli=a) _ oB(—tta) _ Ozemt*at

und das ist die gewiinschte Aussage. ]

Mit Hilfe der GRONWALL-Ungleichung kénnen wir die Frage nach dem Einfluss von
Storungen des Anfangswerts relativ gut beantworten, falls wir wieder die LIPSCHITZ-
Stetigkeit des Vektorfelds voraussetzen:

Folgerung 5.17 (Storung des Anfangswerts) Sei f: I x Q — R? ein stetiges zeit-
abhingiges Vektorfeld, und sei L € R>o mit

| f(t,x1) — f(t,z2)|| < L||x1 — z2|| fir allet € I, x1,x9 € Q. (5.13)
Seien y1,yo : I — Q stetig differenzierbare Funktionen, die

() = f(t (), Ya(t) = f(t,2(t)) fir allet € 1

erfillen, und set a € I. Dann gilt

ly1(2) = 2D < lly1(a) — ya(a)|"— fir alle t € I,

wir konnen also die Storung zu einem beliebigen Zeitpunkt t € I durch die Storung zu
dem festen Zeitpunkt a abschdtzen.

Beweis. Wie bereits angekiindigt verwenden wir die Integralformulierung ([5.5). Geméf
unserer Voraussetzungen gilt

y1(t) = y1(a /fsy1 ds, ya(t /fsyg ds fir allet e 1.

Fiir die Differenz der Losungen folgt damit

y1() = ya(t) = y(a) — ya(a) + / F(s,91() = f(s,ya(s))ds  fiiralle ¢ € I.
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5 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Wir definieren die Funktion
u: I — Ry, t |y (t) — y2(t)]|.
Sei t € I. Mit der LipsCHITZ-Stetigkeit ([5.13)) folgt

u(®) = I (®) = 1201 < (@) = sa(@)] + [ 15601(9) = S5 3205 ds
< (@ — (@) + [ Lln() - wlds=u@+L [ u(s)ds  fallst>a

u(t) = [y (t) — w2 (D) < llyr(a) — w2(a)]l + /ta 1 (s,51()) — f(s,52(s)) || ds

< lyi(a) — y2(a)|| + /taLHyl(S) —y2(s)||ds = u(a) + L/t u(s) ds falls t < a,

also ist ((b.10)) fiir
a:=u(a) = [lyi(a) — y2(a)l, B:=1L

erfiillt und wir erhalten mit dem Lemma von GRONWALL die Abschétzung

J1(5) = 12Ol = u(t) < ae™=! = ya(a) ~ ya(a) X1~
|

Wenn also die Losung in einem Punkt ¢ um € € Ry gestort wird, entsteht dadurch
in einem Punkt ¢ € I eine Stérung um e“l=9le. Falls die LipscuiTz-Konstante L oder
der Abstand zwischen t und a grof} sind, kann es also zu einer erheblichen Verstirkung
kommen. Dieser Effekt wird beispielsweise in der Chaostheorie durch das Beispiel eines
Schmetterlings illustriert, der durch einen Fliigelschlag einen Sturm verursacht: Eine
kleine Stérung in den Ausgangsbedingungen kann groBe Anderungen des Ergebnisses
zur Folge haben.

In der Praxis hiangt die Funktion f gelegentlich nicht nur von der ,,Zeit“ ¢t € I und
dem ,,Ort* x € Q ab, sondern auch von einem weiteren Parameter p € R™.

Folgerung 5.18 (Abhingigkeit von Parametern) Seien m € N und eine offene
Menge P C R™ gegeben. Sei f : I x Q x P — R eine Abbildung, sei L € Rxq so
gegeben, dass (t,x) — f(t,x,p) fir jedes p € P ein stetiges zeitabhdingiges Vektorfeld ist,
das

||f(t,l'1,p1) - f(t7x27p2)H S L H <';1 :Z;) H f’LLT’ alle t S -[7 X1, T2 S Q? P1,D2 S P
(5.14)

erfillt. Seien p1,ps € P gegeben, und seien y1,y2 : I — O stetig differenzierbare Funk-
tionen, die

Yy (t) = f(t,y1(t), pr), ya(t) = f(t, y2(t), p2) fiir alle t € I
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5.3 Stabilitat

erfillen. Dann gilt

Iy (1) — 1 (t)]] < H (w(;) - y2<a>>‘

ellt=al fir allet e I,
1= P2

wir konnen also die Storung der Lésung durch die Storung des Parameters abschditzen.

Beweis. Wir definieren

Gi(t) = <y;(lt>> , Ga(t) = (y;(;)> fiir alle ¢ € 1
und stellen fest, dass
J,(t) = (%”) , i (t) = (yéét)) fitr alle ¢ € I
gelten, also sind g; und g2 Losungen der Anfangswertprobleme
n@= (") o= feno), (5.150)
go(a) = <y‘;(2°‘)> , Gh(t) = f(t, i) fiir alle t € I (5.15b)
mit der Funktion
FiIxQxP R (t,2,p) = (f(t’g’p)>,

die insbesondere

||f(t,x1,p1) - f(t’$2’p2)” = ||f(t,$1,p1) - f(t7x2ap2)H

<IL'1 - .%‘2)
p1— P2

erfiillt. Also kénnen wir Folgerung auf die Gleichungen (5.15)) anwenden und erhalten

) = e < | (0 = (*20) | = hinte) - o
(yl(a) - y2(a)> ’
p1—p2

Wir haben bereits gezeigt, dass die Losung eines Anfangswertproblems LIPSCHITZ-
stetig von dem Anfangswert abhéngt. falls das Vektorfeld LIPSCHITZ-stetig ist. Es stellt
sich die Frage, ob die Losung auch differenzierbar von dem Anfangswert abhéingt, falls
das Vektorfeld differenzierbar ist. Das ist in der Tat der Fall, und wir kénnen die JACOBI-
Matrix sogar explizit als Losung eines matrizwertigen Anfangswertproblems berechnen:

33

‘ firallet € I, x1,290 € Q, p1,ps € P

< |41 (a) — ga(a)||eHtal = elLlt=dl fiir alle t € 1.

123



5 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Satz 5.19 (Differenzierbare Abhingigkeit vom Anfangswert) Sei f : I x Q —
R ein stetig differenzierbares zeitabhingiges Vektorfeld. Seien a € I und yo € Q gegeben.
Dann existiert ein € € Rsg so, dass fir alle x € K (yp,€) das Anfangswertproblem

y(a,x) =z, Oy(t,x) = f(t,y(t,z)) fir allet € J:=1NK(a,e) (5.16)

eindeutig losbar ist. Die so definierte Funktion y : J x K(yo,€) — € ist fir jedes
t € J im Punkt (t,yp) im zweiten Argument stetig differenzierbar, und die Ableitung
X (t) := Day(t,yo) € R4 st die eindeutig bestimmte Losung des matrixwertigen An-
fangswertproblems

X(a) = I, X'(a) = Daf(t,y(t,a)) X fir alle t € J. (5.17)
Hier bezeichnet I; € R™4 die d-dimensionale Einheitsmatriz.

Beweis. (vgl. [2, Satz 2.2]) Wie in Folgerung finden wir ein €; € R sowie L € R>q
und M € R>q so, dass

K(yanl) g 97
|f(t,z)|| < M fiir alle x € K(yp,e€1), t € INK(a,e€1),
|D2f(t,z)|| < M fiir alle x € K(yp,e€1), t € INK(a,e€),

If(t,x1) — f(t,z2)|| < L||x1 — 2| fiir alle 21,22 € K(yo,€1), t € INK(a,€r)

gelten. Wir setzen € := min{e;/2,¢;/(2M)}. Fiir jedes z € K(yo,€) ist dann K (z,¢€)
in K (yo,€1) enthalten, so dass nach dem Satz von PICARD-LINDELOF die Lésung
y(,z) : I N K(a,e) =  existiert. Indem wir das Anfangswertproblem mit Hilfe der
Integralgleichung darstellen, erhalten wir

t t
Yoz / F(s,(s,2)) ds|| < llyo — 2 + / 1£(s,y(s,2))]] ds

<e€/24|t—alM < e fir alle t € I N K(a,¢€), t > a, v € K(yo,€).

lvo — y(t,2)| = \

Entsprechend kénnen wir fiir ¢ < a verfahren und erhalten fiir J := I N K(a,¢) und
w:= K (yo,€) die Aussage

y(t,x) € K(yo,e€1) firallet € J, z € w, (5.18)

die Losungen konnen also die Kugel K (yp, €1) nicht verlassen, auf der uns die Abschét-
zungen ((5.20)) zur Verfiigung stehen.

Nun konnen wir uns dem Kern des Beweises widmen: Sei ¢ € J. Wir miissen eine
Matrix Z € R%*4 5o finden, dass

0
h—0 IRl

gilt, denn dann ist Z die Ableitung von = — y(¢,x) im Punkt yo. Zur Abkiirzung fithren
wir die Differenz

e(t,h) :=y(t,yo + h) — y(t,yo), fiir alle t € J, h € K(0,¢)
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5.3 Stabilitat

ein, die wir durch Zh approximieren miissen. Unser Ziel besteht darin, e als Losung eines
Anfangswertproblems darzustellen, um die korrespondierenden Stérungssétze anwenden
konnen.

Wir fixieren fiir den Augenblick h € K (0, €). Nach Konstruktion gilt yo+h € K(yo, €),
also ist y(¢, yo + h) nach unserer Vorbetrachtung wohldefiniert und liegt in K (yo, €1). Da
dasselbe fiir y(¢,yo) gilt, folgt fiir alle Punkte zwischen beiden Werten

y(t,90) + se(t, h) = y(t yo) + s(y(t yo + h) — y(t,30))
= (1—s)y(t,yo0) + sy(t,yo + h) € K(yo, €1) fiir alle s € [0, 1].

Also koénnen wir die Hilfsfunktion
F:J—RY s> f(ty(tyo) + se(t, h)),
einfithren und stellen fest, dass

F0) = f(t,y(t, ) = Oy(t,wo),  F(1) = f(t,y(t,yo + h)) = Ouy(t,yo + h),
F'(s) = Daf(t,y(t,yo) + se(t, h))e(t, h) fiir alle s € [0, 1]

gelten. Indem wir ¢ — e(t, h) differenzieren und den Hauptsatz der Integral- und Diffe-
rentialrechnung (vgl. Erinnerung anwenden, erhalten wir

Ore(t,h) = ovy(t,yo + h) — 01y(t,y0) = F'(1) — F(0)

1 1
= / F'(s)ds = / Do f(t,y(t,yo) + se(t,h))ds e(t, h) fiir alle t € J,
0 0

die Funktion t — e(t, h) 16st also das Anfangswertproblem
e(a,h) =y(a,yo+h) —y(a,y0) =h, Oie(t,h) = A(t,h)e(t,h) firallet e J

mit der durch
1
A(t,h) := / Dof(t,y(t,yo) + se(t,h))ds fur allet € J, h € K(0,¢€)
0

definierten rechten Seite.

Unser Ziel besteht darin, e(t,h) durch Zh mit der zukiinftigen JACOBI-Matrix Z zu
approximieren. Dazu gehen wir zu einem matrizwertigen Anfangswertproblem iiber, wir
suchen also eine Losung Z : J x K(0,¢) — R?*? des Anfangswertproblems

Z(a,h) = I, OZ(t,h) = A(t,h)Z(t, h) fiir alle t € J.

Indem wir dem Satz von PICARD-LINDELOF auf die d Spalten der Gleichungen an-
wenden, erhalten wir eine Losung, denn die Multiplikation mit A(¢, h) ist eine LIPSCHITZ-
stetige Abbildung mit der LipscHITZ-Konstanten

1
|rA<t,h>|r=H | ettt + sete ) as| < o
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5 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Es gelten
Z(a,h)h = Izh = e(a,h), 01(Z(t,h)h) = A(t,h)(Z(t,h)h) furallete J, (5.19)
also muss nach Eindeutigkeitssatz |5.15 auch
Z(t,h)h = e(t,h) fir alle t € J, h € K(0,¢)
erfiillt sein. Es folgt

o g0+ ) =yt o) = Z@ ORI | Z(t )b — Z(t,0)0]
h—0 Al h—0 Al

Z(t,h)— Z(t h
< lim IZ(, h) (&, 0|l il = lim || Z(t,h) — Z(t,0)]| fir alle t € J, (5.20)
h—0 Al h—0

wir miissen also nur noch nachweisen, dass Z (¢, h) gegen Z(t,0) konvergiert.
Dazu kénnen wir wieder die Integralgleichung (5.5) und das GRONWALL-Lemma
verwenden: Wir fixieren ¢t € J und h € K(0,¢€). Falls t > a gilt, erhalten wir

\wmm—zmmw—@+Aﬂwmﬂgm—g—lxmpw@mH

S/WM&MH&M—AQMZ@MWm
= /T |A(s,h)(Z(s,h) — Z(s,0)) + (A(s,h) — A(s,0))Z(s,0)| ds

fi/”M@JMHW@JU—Z@ﬂWd&+/|M@JU—A@ﬁWHZ@ﬁHdS
fir alle r € [a, t].

Wir haben e unter anderem gerade so gewihlt, dass ||A(s, h)|| < M fiir alle s € [0,1]
und h € K(0,¢€) gilt, also erhalten wir fiir die durch

u: [a,t] = R>o, r> ||Z(r,h) — Z(r,0)],
gegebene Funktion die Ungleichung
t r
u(r) < [ 4G ) = A(s, O [12(5,0) ] ds + 21 [ u(s) s
a a
=a+ B/ u(s) ds fir alle r € [a, t]
mit den Konstanten

o= / |A(s, h) — A(s,0)|| || Z(s,0)]| ds, B:= M.
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5.4 Lineare Anfangswertprobleme

Indem wir das GRONWALL-Lemma [5.16| anwenden, folgt

1Z(t,h) = Z(t,0)|| = u(t) < aellt=el = Ml=al / [1A(s, h) — A(s, 0)[| 1Z(s, 0)[| ds

firallet € J, t > a, h € K(0,¢).

Den Fall ¢ < a konnen wir entsprechend behandeln. Mit der Folgerung haben wir
eine Abschétzung fiir die Stérung der Losung bei gestortem Anfangswert, die in unserem
Fall limy,_,0 e(t, h) = 0 beinhaltet, und da Dsf stetig ist, folgt limj,_,g A(s, h) = A(s,0),
also dank auch

1m
h—0 Al

= lim || Z(t,h) — Z(t,0)|| = 0,
h—0

somit ist = +— y(t,x) in yo differenzierbar und besitzt dort die Ableitung Day(t,yo) =
Z(t,0). Indem wir in (5.19) h = 0 einsetzen und A(¢,0) = Daf(¢,y(t,yo)) ausnutzen,
erhalten wir das gewiinschte Anfangswertproblem fiir die Bestimmung der Ableitung. m

Bemerkung 5.20 (Fluss) Die durch definierte Abbildung y : J x K(yo,€) — Q
bezeichnet man als den (lokalen) Flusﬂ des Vektorfelds f.

Wenn man das Vektorfeld als eine Abbildung interpretiert, die jedem Punkt eine Ge-
schwindigkeit zuordnet, und die Lisung des Anfangswertproblems als die Kurve, die ein
Partikel beschreibt, das sich mit dieser Geschwindigkeit bewegt, beschreibt der Fluss, wie
sich ein zum Zeitpunkt a an einem Punkt yo befindliches Partikel im Laufe der Zeit
bewegt.

5.4 Lineare Anfangswertprobleme

In Gestalt der Gleichung ([5.17)) sind wir bereits auf einen wichtigen Spezialfall der
gewoOhnlichen Differentialgleichungen gestoflen, ndmlich die lineare gewdhnliche Diffe-
rentialgleichung.

Definition 5.21 (Lineare gew6hnliche Differentialgleichung) Sei I C R ein In-
tervall, seien A : I — R4 ynd b : I — RY stetige Abbildungen. Fine stetig differen-
zierbare Funktion v : I — R® nennen wir Losung der durch A und b gegebenen linearen
gewohnlichen Differentialgleichung, falls

y'(t) = A(t)y(t) + b(t) fir allet € T (5.21)

gilt.

tengl. (local) flow
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5 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Die Besonderheit linearer gewdhnliche Differentialgleichungen besteht darin, dass sie
dghnliche Eigenschaften wie lineare Gleichungssysteme besitzen: Losungen der gewthn-
lichen Differentialgleichung unterscheiden sich nur durch Lésungen der homogenen Glei-
chung

y'(t) = A(t)y(t) fiir alle t € I, (5.22)
denn fiir zwei stetig differenzierbare Funktionen 1,2 : I — R mit
y1(t) = A(t)yr (t) + b(2), yh(t) = A(t)y2(t) + b(t) fiir alle t € T
erhalten wir direkt

(y1 —92)' (1) = 1(t) — ya(t) = Ay (8) + b(t) — A(t)ya(t) — b(?t)
= A(t)(y1 — y2)(t) fir alle t € I, (5.23)

also erfiillt y := y; — yo die Gleichung ([5.22)). Diese Eigenschaft ldsst sich ausnutzen, um
lineare Anfangswertprobleme zu l6sen:

Definition 5.22 (Lineares Anfangswertproblem) Seil C R ein intervall, seien A :
I = R™ ynd b : I — R? stetige Abbildungen, sei a € I und yy € R?. Eine stetig
differenzierbare Funktion y : I — R? nennen wir Losung des durch A, b, a und v
gegebenen linearen Anfangswertproblems, falls die Gleichungen

y(a) = yo, y'(t) = A(t)y(t) + b(t) fir allet € T (5.24)
gelten.

Bemerkung 5.23 (Losbarkeit) Seien A, b, a und yy wie in Deﬁm’tz’on gegeben.
Indem wir f(t,z) = A(t)x + b(t) setzen, lisst sich eine lineare gewéhnliche Differential-
gleichung auf die bereits untersuchten allgemeinen gewohnlichen Differentialgleichungen
zurtickfithren. Offenbar gilt

1f(t,z1) = f(t, z2)|| = [[A(t)z1 + b(t) — A(t)z2 — b()||
= [JA(t)(z1 — z2)||
< JJA@®)|| [|z1 — z2|| fir allet € I, x1,z9 € R,

also ist f lokal LIPSCHITZ-stetig. Nach Folgerung ist dann das lineare Anfangswert-
problem lokal eindeutig lésbar. Falls eine Konstante L € R>q mait

|A@)| < L fir allet € I (5.25)

existiert, ist das Anfangswertproblem global eindeutig ldsbar, es existiert also eine
Lésung auf dem gesamten Intervall I.
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Wichtig ist, dass wir die Behandlung des Anfangswerts auf die Untersuchung der
homogenen Differentialgleichung zuriickfithren kénnen: Falls y, : I — R? eine be-
liebige Losung der linearen gewohnlichen Differentialgleichung @ ist und y : T — RY
eine des Anfangswertproblems , muss die Differenz y, —y nach die homogene
Differentialgleichung 16sen. Diese Eigenschaft konnen wir verwenden, um das Anfangs-
wertproblem zu behandeln: Sofern wir irgendwie eine partikuldre Lésung y, gefunden
haben, kénnen wir das homogene Anfangswertproblem

yn(a) = yo — yp(a), yp(t) = A(t)yn(t) fiir alle t € [

l16sen und erhalten fiir y := vy, + yp

y(t) = yn(a) + yp(a) = o,
n(t) + yp(t) = A(t)yn(t) + A(t)yp(t) + b(t) = A(t)y(t) + b(t) fiir alle t € I.

Wir konnen also die partikuldre Losung y, nachtréglich so korrigieren, dass der
gewiinschte Anfangswert angenommen wird. Besonders hilfreich wire es fiir diesen
Zweck, wenn wir das Losen des homogenen Problems vereinfachen kénnten.

Dazu gehen wir dhnlich wie in dem Beweis des Satzes [5.19| vor: Wir suche eine ma-
trizwertige Losung F : I — R?*? der linearen gewohnlichen Differentialgleichung

F'(t)=A(t)F(t) fiir alle t € I.

Falls uns ein derartiges F' zur Verfiigung steht, erfiillt fiir jedes € R? die Funktion
y(t) = F(t)z die Gleichung

y'(t)=F'(t)r = AR)F(t)x = At)y(t) fir alle t € I,
wir miissen also ,nur® ein z € R so finden, dass
F(a)z = yo — yp(a)

gilt. Falls F' bekannt ist, reduziert sich also das Losen des homogenen Problems auf das
Losen eines linearen Gleichungssystems.

Definition 5.24 (Fundamentalmatrix) Sei A : I — R%*? eine stetige Abbildung. Sei
F : T — R4 eine stetig differenzierbare Abbildung. Falls

F'(t) = A(t)F(t) fiir allet € T (5.26)
gilt und F(t) fir alle t € I invertierbar ist, nennen wir F die Fundamentalmatrix zu
der durch A gegebenen homogenen linearen gewdhnlichen Differentialgleichung.

Falls zusdtzlich F(a) = Iq fir ein a € I gilt, nennen wir F' die Hauptfundamentalma-
trix em Punkt a.
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5 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Falls wir eine Fundamentalmatrix und eine partikulére Lésung kennen, kénnen wir
das Anfangswertproblem fiir jeden beliebigen Anfangszeitpunkt a € I und jeden
beliebigen Anfangswert o € R? 16sen, indem wir F'(a) invertieren.

Aus dem Satz folgt bereits, dass eine Losung besitzt. Zu untersuchen bleibt,
ob diese Losung auch in jedem Punkt invertierbar ist. Einen eleganten Zugang bietet
der Umweg iiber die Determinante: Fiir ein t € I ist F(t) genau dann invertierbar, wenn
det F'(t) # 0 gilt. Falls wir also sicherstellen koénnen, dass alle Determinanten ungleich
null sind, haben wir die Existenz der Fundamentalmatrix bewiesen.

Satz 5.25 (LIOUVILLE) Sei A : I — R4 eine stetige Abbildung. Sei X : I — RIxd
eine stetig differenzierbare Abbildung, die

X'(t) = A(t) X (t) fir allet € T
erfillt. Dann ist
w:l— R, t — det X (),
eine Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung
w'(t) = spur A(t)w(t) fiir alle t € 1. (5.27)
Wir nennen w die WRONSKI-Determinante der matrizwertigen Funktion X.

Beweis. (vgl. [7, Satz II1.15.I11]) Sei ¢ € I. Der Beweis beruht auf der Idee, ein An-
fangswertproblem fiir den Anfangswert ¢ zu untersuchen, um daraus Riickschliisse auf
die Determinante zu ziehen. Nach Bemerkung [5.23] existiert ein in I offenes Teilintervall
J C I mit t € J so, dass das lineare matrixwertige Anfangswertproblem

Z(t) = I, Z'(s) = A(s)Z(s) fiir alle s € J
eine Losung Z : J — R besitzt. Wir definieren
z(s) := det Z(s) fiir alle s € J.

Wir bezeichnen mit e, ..., eq € R? die kanonischen Einheitsvektoren, also die Spalten
der Einheitsmatrix ;. Es gilt

z(s) = det Z(s) = det(Z(s)eq, ..., Z(s)eq) fiir alle s € J.

Da die Determinante eine Multilinearform ist, folgt mit der Produktregel

d
Z(s) = det(Z(s)er,..., Z'(s)es, ..., Z(s)eq)
=1
d
= Zdet(Z(s)el, L AS)Z(s)ey, ..., Z(s)eq),
=1
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5.4 Lineare Anfangswertprobleme

und im Punkt ¢ erhalten wir mit Z(t) = I damit

d d
2(t) =) det(er,..., At)e,,...,eq) = > Ay(t) = spur A(t).
=1 =1
Nun untersuchen wir die matrixwertige Funktion
Y :J — R s Z(s)X(t).

Wir stellen fest, dass sie das lineare Anfangswertproblem

V() = Z()X(t) = X(1), (5.28a)
Y'(s)=Z'(s)X(t) = A(s)Z(s) X (t) = A(s)Y (s) fiir alle s € J (5.28b)

16st. Da X ebenfalls eine Losung dieses Anfangswertproblems und die Losung ein-
deutig bestimmt ist, muss X = Y gelten, also insbesondere nach Determinanten-
Multiplikationssatz

w'(s) = (det X)'(s) = (det Y)/(s) = (det Z)'(s) det X (t) = 2/(s)w(t) fiir alle s € J,
und indem wir s = ¢ einsetzen folgt
w'(t) = 2/ (H)w(t) = spur A(t)w(t).

Da t € I beliebig gewéhlt war, haben wir (5.27)) bewiesen. |

Folgerung 5.26 (LiouviLLE-Faktor) Sei A wie in Satz gegeben. Sei a € I. Fine
Lésung der gewohnlichen Differentialgleichung ist durch

w:R — Ry, t — exp (/t spur A(s) ds) , (5.29)
gegeben.
Beweis. Wir setzen
z(t) :== /t spur A(s) ds fiir alle t € R,
stellen fest, dass nach Hauptsatz
2/ (t) = spur A(t) fiir alle t € R
gilt, und erhalten dank w = exp oz mit der Kettenregel
w'(t) = exp(2(t))2'(t) = exp(z(t)) spur A(t) fiir alle ¢ € R,

also gilt ((5.27)). ]
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5 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Folgerung 5.27 (Existenz der Fundamentalmatrix) Sei A : I — R%9 eine ste-
tige Abbildung, und sei L € R>o so gegeben, dass gilt, dass also A gleichmdfSig
beschrinkt ist. Fir jedes a € I existiert eine Hauptfundamentalmatriz zu der durch A
gegebenen homogenen linearen gewdohnlichen Differentialgleichung.

Beweis. Sei a € I. Nach Bemerkung [5.23| existiert eine stetig differenzierbare matrixwer-
tige Funktion X : I — R4 die die Gleichungen

X(a) = I, X'(t) = A(t)X (t) fiir alle t € T

erfiillt. Nach Folgerung erfiillt die durch (5.29) gegebene Funktion sowohl die
gewohnliche Differentialgleichung (5.27]) als auch die Anfangsbedingung

w(a) = exp(0) = 1 = det X (a),

also muss w die WRONSKI-Determinante zu X sein. Offenbar ist w immer ungleich null,
also ist X immer invertierbar, und damit ist X eine Fundamentalmatrix. [

Bemerkung 5.28 (LiouviLLE-Formel) Sei I : I — R%™*? eine stetig differenzierbare
Funktion, die erfillt, und sei X : I — R4 die Hauptfundamentalmatriz aus

Folgerung . Wie in kénnen wir zeigen, dass
F(t) = X(t)F(a) fir allet e I
qilt, also gilt auch
det F(t) = det X (t) det F'(a) = w(t) det F'(a)

t
= det F'(a) exp </ spur A(s) ds) fir allet e I

mit der in definierten Funktion w. Da der rechte Faktor niemals gleich null ist,
ist F' genau dann in jedem Punkt invertierbar, falls F(a) invertierbar ist.
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit Funktionen f : 2 — C, die auf einer offenen Teilmenge
Q) C C des Korpers C der komplexen Zahlen definiert sind. Insbesondere interessieren
wir uns fiir die Frage, welche Eigenschaften solche Funktionen besitzen, falls sie komplex
differenzierbar sind, falls also der Grenzwert

ICEROEIC)
h—0 h

fir alle z €  existiert. Es stellt sich heraus, dass derartige Funktionen sehr
iiberraschende Eigenschaften besitzen: Sie sind nicht nur einmal, sondern beliebig
oft differenzierbar, die folglich definierte TAYLOR-Reihe konvergiert um jeden beliebigen
Entwicklungspunkt zp € € mit dem grofitmoglichen Konvergenzradius, und es lassen
sich noch viele weitere niitzliche Aussagen treffen.

Viele der im Korper R der reellen Zahlen iibliche Operationen lassen sich auf den
Korper C fortsetzen, so dass wir bei der Analyse reeller Funktionen oft eine Fortsetzung
in die komplexe Ebene finden kénnen, auf die sich die Funktionentheorie anwenden lasst,
um Riickschliisse iiber das Verhalten der Funktion im Reellen zu ziehen.

6.1 Erinnerung: Komplexe Zahlen

Der Korper C der komplexen Zahlen ist definiert als Erweiterung des Korpers R der
reellen Zahlen um die Losungen der Gleichung

2 +1=0, (6.1)

die in R keine Losung besitzt. In C bezeichnen wir eine ihrer Losungen mit ¢ und folgern,
dass dann auch —¢ eine Losung sein muss, weitere Losungen gibt es nicht.
Wir schreiben komplexe Zahlen z € C hiufig in der Form

z =z 41y,

wobei z,y € R reelle Zahlen sind. Wir bezeichnen z als den Realteil von z und y als
den Imagindrteil, notiert als

Rez =z, Imz =y.
Zu jeder komplexen Zahl z = z 4 iy € C bezeichnen wir

Z=x—1
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

als die konjugiert komplexe Zahl zu z. Mit ihrer Hilfe lassen sich Real- und Imaginérteil

kurz als
Re: C — R, zHZ—;Z,
Im:C — R, P
21

schreiben. Aus der Tatsache, dass i Losung der Gleichung (/6.1]) ist, folgen Rechenregeln
fiir komplexe Zahlen. Wir haben

21 4 20 = 21 + iy + 22 + iy = (x1 + 22) +i(y1 + y2), (6.2a)

21— 29 = o1 + iy — x2 — iy = (x1 — x2) +i(y1 — y2), (6.2b)
2120 = (w1 +iy1) (22 + iy2) = 2122 + Y122 + iz1Y2 + CY1Y2

= (122 — y1y2) + i(y122 + T1Y2) fur alle z1 = x1 + iy1, 29 = 22 + iyo € C.

(6.2c)

Die Division ist etwas schwieriger, ldsst sich aber einfach auf die Multiplikation
zuriickfithren: Wir stellen fest, dass

27 = (z +iy)(x — iy) = 2% + iyx — izy — i%y?
:x2+y2€R20 fir alle z =z 4+ iy € C

gilt, und definieren den Betrag einer komplexen Zahl durch
2| == V2z = Va2 + ¢ fiir alle z = x + iy € C.

Wenn wir Real- und Imaginérteil als z- und y-Koordinate in der zweidimensionalen
Ebene interpretieren, entspricht der Betrag offenbar gerade dem EUKLIDischen Abstand
zu null. Insbesondere ist der Betrag reell, so dass wir bereits wissen, wie durch ihn
zu dividieren ist. Indem wir den Kehrtwert mit dem konjugiert komplexen Element
erweitern, erhalten wir

B Z
P

1/z = fir alle z € C\ {0},

8“t\z|

also eine praktisch benutzbare Formel fiir die Berechnung des Kehrwerts. Es folgt

2129 _ (.Tl + iy1)(x2 — iyg)

21/22 = =
|22/ 3+ 3
(@2 +y1y2) +i(y1w2 — T1Y2) fiir alle z; = x1 + iy € C,
w%—ky% zo = x9 +iyz € C\ {0}.

Das komplexe Konjugieren ist mit den Rechenoperationen vertréaglich, es gelten

21+ 20 = 21 + 29, 2122 = 2129 fiir alle z1, 20 € C,

21/720 = 21/ Zo fiir alle z; € C, z € C\ {0}.
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6.2 Holomorphe Funktionen

6.2 Holomorphe Funktionen
Sei im Folgenden 2 C C eine offene Teilmenge des Korpers C.

Definition 6.1 (Holomorphe Funktion) FEine Funktion f :Q — C ist komplex dif-
ferenzierbar in einem Punkt z € Q, falls der Grenzwert

o) i tim JEEN = SE)

h—0 h

(6.3)

existiert. Falls f in jedem Punkt z € Q komplex differenzierbar ist und die dann definierte
Ableitung f': Q — C stetig ist, nennen wir f holomorph auf Q.

Holomorphe Funktionen sind der zentrale Gegenstand der Funktionentheorie. Sie sind
wichtig, weil sich viele fiir die Praxis interessante Funktionen zu holomorphen Funktionen
fortsetzen lassen, und weil fiir holomorphe Funktionen {iberraschende Aussagen gelten.
Beispielsweise sind holomorphe Funktionen immer unendlich oft differenzierbar, ihre
TAYLOR-Reihe konvergiert auf einer Umgebung jedes beliebigen Entwicklungspunkts,
holomorphe Funktionen sind bereits durch ihr Verhalten auf dem Rand des Gebiets €2
vollsténdig definiert, und Real- und Imaginérteil sind eng aneinander gekoppelt.

Wir widmen uns zunichst dieser letzten Eigenschaft. Dazu stellen wir fest, dass

k:R? - C, (Zj)»%x+iy,

eine bijektive lineare und differenzierbare Abbildung ist, mit deren Hilfe wir jeden Punkt
(x,7) € R? der zweidimensionalen Ebene mit einer komplexen Zahl s(z,y) = x + iy
identifizieren konnen. Deshalb bezeichnet man C auch als die kompleze Ebene und stellt
die Korperelemente z € C als Punkte in dieser Ebene dar. Der Betrag fillt mit der
EukLibpischen Norm zusammen:

|z| = ”’f_l(z)Hz = [|2]|2 fiir alle z € C. (6.4)

Wir ordnen jedem z € C den Vektor 2 := x~!(2) zu und stellen fest, dass umgekehrt
auch k(2) = z gilt. Jede Funktion f: Q — C konnen wir mit

Q:=r"1Q)
als Funktion
f:Q R 2 ko fon(2), (6.5)
interpretieren.

Definition 6.2 (Reell differenzierbar) Eine Funktion f : Q — C nennen wir reell
differenzierbar in einem Punkt z € C, falls f differenzierbar in 2 = k~'(z) € R? ist. In
diesem Full bezeichnen wir die JACOBI-Matriz mit Df(2) € R2%2.

Wir nennen f: Q — C reell stetig differenzierbar auf €2, falls f in jedem Punkt z € Q
differenzierbar ist und die JACOBI-Matrizen stetig von Z abhdngen.
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

Es gibt Funktionen, die reell differenzierbar sind, aber nicht komplex differenzierbar.
Als Beispiel untersuchen wir die Abbildung

Z—Z

Im:C — C, zZ > —,
29

die jeder komplexen Zahl ihren Imaginérteil zuordnet. Es gelten
Imz =0, Im(iy) =y fiir alle =,y € R,

also erhalten wir

—~_ (0 1Y\, . . 2
Imz—<0 0>z fur alle 2 € R?,

und diese Abbildung ist als lineare Abbildung zwischen R? und R? sicherlich stetig
differenzierbar. Ware Im in einem Punkt z € C auch komplex differenzierbar, miisste ein
Im/(z) € C so existieren, dass fiir alle Nullfolgen (h;,)nen in C\ {0} auch

Im'(2) = lim fm(z + hn) = Im(z)

n—o0 hy,

gilt. Wir untersuchen zunéchst die Folge (i/n)en, fir die wir

fim ET ) ZIn(E) gy ) g, U

n—00 hy n—oo  h, n—00 Z/n

erhalten. Wir kénnen auch die Folge (1/n),en untersuchen, fiir die sich

lim Im(z + hy,) —Im(z) - Im(hy,) _ 0 0

n—00 hn, n—oo n—oo 1/n N

ergibt. Also miisste Im’(z) gleichzeitig die Werte —i und 0 annehmen, und das ist nicht
moglich.

Es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen eine reell differenzierbare Funktion
f: Q2 — C auch komplex differenzierbar ist. Um diese Frage zu klidren, nehmen wir an,
dass f komplex differenzierbar in einem Punkt z € € ist. Wir bezeichnen die Ableitung
mit d := f'(z) € C und stellen fest, dass sich in der Form

0 = lim f(z+h)— f(z) —dh
h—0 h

schreiben ldsst. Diese Gleichung ist dquivalent dazu, dass eine Funktion ¢ auf einer
Umgebung w C Q) — z von 0 so existiert, dass

f(z+h) = f(z) +dh + |h|e(h), }llir% e(h) =0 fiir alle h € w
—>

gelten, denn wir kénnen
f(z+h)— f(z) —dh
I

p(h) ==
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verwenden. Mit (6.4]) und (6.5]) erhalten wir

Fz+h) = f(2) + 5 (dh) + |h|@(h)
= f(2) + k7 (dh) + ||hll2¢(h) (6.6)

Da komplexe Differenzierbarkeit insbesondere reelle Differenzierbarkeit impliziert, muss
f in z differenzierbar sein, also miissen eine JACOBI-Matrix D f(2) und eine auf einer
Umgebung @ C ) — 2 definierte Funktion v so existieren, dass

F(z+ 1) = F2) + DF(2)h + |z (h), lim () = 0

gelten. Indem wir diese Gleichung in einsetzen, erhalten wir
Df(2)h— w4 (dh) = [[hll2(¢(h) = w(h)),

wir miissen also D f(2)h zu £~ (dh) in Bezug setzen kénnen. Dazu bringen wir letzteren
in die Form eines Matrix-Vektor Produkts: Nach Definition gelten

d = dy + ido, h = hy + iha,
und das Produkt ist nach durch
dh = (dyhy — dahs) + i(d1hy + hidy)
gegeben, so dass sich
_ dihi — dah di —dy\ (h
<= (i) = (G a) G) oD
ergibt. Wenn gelten soll, muss also die JACOBI-Matrix die Gestalt

. di  —dy
D = | = ~
o= )
aufweisen. Daraus ergibt sich eine Charakterisierung der komplexen Differenzierbarkeit.

Satz 6.3 (CAaucHY-RIEMANN-Differentialgleichungen) Sei f : Q — C eine Funkti-
on. f ist in einem Punkt z € Q genau dann komplex differenzierbar, falls f in dem Punkt
z differenzierbar ist und die CAUCHY-RIEMANN-Differentialgleichungen

01f1(2) = Dafo(2), 02 f1(2) = —01 f2(2) (6.8)

gelten. In diesem Fall haben wir f'(z) = 81f1(2) + i01f2(2).

o~

Falls die Differentialgleichungen fir alle Z € Q) gelten, ist f holomorph.
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

Beweis. Sei z € C, und sei f in Z differenzierbar. Nach Definition existieren dann eine
Umgebung @, C R? der Null mit &, + 2 C €, eine Matrix Df(2) € R?*2 und eine
Abbildung v : @, — R? so, dass

fZ+h)=f(2)+ Df(2)h + ||h]j22)(R) fiir alle h € &y, (6.9a)
lim »(h) = 0 (6.9b)
h—0

gelten.

Wir nehmen zunéchst an, dass f in z komplex differenzierbar ist. Dann finden wir
eine Umgebung w. C C der Null mit w. + z C €, eine Zahl d := f’(z) € C und eine
Abbildung ¢ : w. — C so, dass

f(z+h) = f(2) + dh + |h|p(h) fiir alle h € we,
li h) =
lim p(h) =0
gelten. Indem wir zu f, d := k1(d), $ :== k ' opor und @, := k (w.) iibergehen,

erhalten wir mit (6.7

~

A A di —do)\ » o s

fE+h)=f(2)+ <ch i 2> h+ ||h]|2¢(h) fiir alle h € we,
2 1

lim ¢(h) = 0.

h—0

Indem wir in einsetzen, folgt
. di —d . A .~
DfE) - (50 ) ) h=lhlla(¢(h) = d(h)),
d2 dy
A di  —ds . A s .
Df(z)— |- 12ll2 < [[2ll2]l¢(R) = P (h)]l2,
dy di /||,
PN 621 —CZQ
D —( % ~
H f&) (dz dy >
und da die rechte Seite fiir h — 0 gegen null geht, folgt

Di(2) = (j ‘C{f?) ,

< (R = d(h) 2

2

also die Giiltigkeit der CAUCHY-RIEMANN-Differentialgleichungen.
Zum Beweis der Gegenrichtung gehen wir nun davon aus, dass f reell differenzierbar
in z ist und dass die CAUCHY-RIEMANN-Differentialgleichungen gelten. Dann folgt

F5) = alfl(f) 82f1(5) _ CZI —5022
b )_<31f2(73) 32f2(5)> <d2 dl)
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mit dp = 81f1 (%) und do := 81f2(2), und wir erhalten mit die Gleichung
Df(2)h = s~ (dh).
Mit ergibt sich
FE+h) = f(2)+ xHdh) + ||h]2tb(h) fiir alle b € &y..

Indem wir w, := k(@) und ¢ := Kk o ¥ o k! setzen und 1) ausnutzen, folgt

f(z+h) = f(z) +dh+ |h|p(h) fiir alle h € w,
li =
lim 4»(h) =0,
also ist f in z komplex differenzierbar mit f’(z) = d. |

Die uns bereits bekannten Funktionen auf C sind holomorph: Addition, Subtraktion
und Multiplikation sind es in beiden Argumenten auf ganz C, die Division im zweiten
Argument nur auf C\ {0}.

Daraus folgt, dass auch jedes Polynom

m
p(z) = Zanz" fiir alle z € C
n=0
mit Koeffizienten ag, ..., a, € C holomorph ist.

6.3 Potenzreihen

Eine Erweiterung der Polynome sind die Potenzreihen. Zur jeder Folge (an)nen, in C
konnen wir untersuchen, auf welcher Menge die Abbildung

o0
Z E anz"
n=0

definiert ist, die Reihe also konvergiert. Die Menge der z, fiir die das geschieht, ist
kreisférmig;:

Lemma 6.4 (Konvergenzkreis) Sei zy € C so gegeben, dass die Reihe

(e.o]
E anzy
n=0

konvergiert. Dann konvergiert fir jedes z € C mit |z| < |zo| auch

o
E anz",
n=0

und zwar liegt sogar absolute Konvergenz vor.
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

Beweis. (vgl. etwa [3, Kapitel 1.2]) Aus der Konvergenz der Reihe in 2 folgt, dass die
Folge (anzy)22, eine Nullfolge sein muss, also insbesondere beschrénkt. Somit existiert
ein C € RZO mit

lanzy] < C fiir alle n € N.

Fiir z € C mit |2| < |20| setzen wir ¢ := |2|/|z0| < 1 und erhalten mit der geometrischen
Summenformel

m m n m

1— m—+1

Z\anz”\ :Z\anzg\ <|Z> SC’Zq":CL fiir alle m € N,

n=0 n=0 |Zo‘ n=0 1- q

. 1

> lanz"| < CI—2

n=0 —4

also ist die Reihe .
> o
n=0
sogar absolut konvergent. [

Das Konvergenzverhalten kénnen wir durch den Konvergenzradius charakterisieren:
Wir setzen

o(a) :==sup{|z| : die Reihe Z anz" konvergiert}  fiir alle a = (a,)%, € CNo.

n=0

und folgern aus Lemma dass
oo
|z] < o(a) = Z anz" ist absolut summierbar fiir alle z € C
n=0

gilt, wir haben also einen Kreis gefunden, in dem die Reihe fiir jeden Punkt konvergiert,
und aus der Definition des Konvergenzradius folgt, dass sie auflerhalb dieses Radius nicht
konvergiert. Fiir z € C mit |z| = p erhalten wir keine Aussage.

Ein besonders wichtiges Beispiel ist die Fxponentialreihe

1
>
=0 n.

die fiir jedes z € C absolut konvergent ist: Aus der STIRLING-Formel erhalten wir die
Abschétzung

n
n! > — fiir alle n € N,
e

und indem wir ein ng € N mit e|z| < ng/2 wihlen, folgt

T o, e . elz|\" \" )
ﬁ’Z‘ S E|Z’ = T S 5 fir alle n S NZ”O’
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6.3 Potenzreihen

also die absolute Konvergenz der Reihe. Damit ist die durch diese Reihe gegebene FEz-
ponentialfunktion

o0
1
exp:C—C, ZHZEZH,
n=0 "

wohldefiniert. Entsprechend kénnen wir mit dem Sinus und dem Cosinus verfahren und
erhalten

s - (_1)71 2n+1
SIH.C%C, Z|—>nzo(27l—i_1)‘2 s
o~ (=D
cos: C — C, Z'—)Z 2",
= (2n)!

Mit Hilfe dieser Reihendarstellungen lésst sich direkt die EULER-Formel
exp(iz) = cos(z) + isin(z) fiir alle z € C

nachpriifen, denn wir kénnen die Exponentialreihe in geradzahlige und ungeradzahlige
Terme zerlegen und erhalten

exp(iz) = Z %(ZZ)H = Z 2;)! (iz)* + - !(Z'Z)Q”'H

n=0 n=0

— —1)" 2n —1)" 2n+1
7;)(271)!( )’z +n§](2n+1)!( )’z
= cos(z) + isin(z) fiir alle z € C.

In diesem Kapitel sind Potenzreihen vor allem von Interesse, weil sie in einer engen
Beziehung zu holomorphen Funktionen stehen.

Lemma 6.5 (Potenzreihen differenzierbar) Sei a = (a,)5%, eine Folge in C, und
sei = p(a) € Rxg ihr Konvergenzradius. Falls o > 0 gilt, ist

f:K(0,0) = C, zHZanz",
n=0
eine holomorphe Funktion, deren Ableitung durch
f'(z) = Z annz""t fiir alle z € K(0, p)
n=1

gegeben ist.
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

Beweis. (vgl. [3, Abschnitt 1.2]) Wir zeigen zunéchst, dass die (zunéichst nur formale)
Ableitung

oo
g1(z) = Z annz""1 fiir alle z € K(0, o)
n=1

wohldefiniert ist, dass also die Reihe konvergiert. Sei z € K (0, 0). Nach Definition des
Konvergenzradius finden wir dann ein zy € C mit |zg| > |z|, fiir das die Reihe

o0
> onh
n=0
konvergiert. Wir zuvor muss dann (a,z{ )~ eine Nullfolge sein, so dass wir
q:i=— <1, C :=sup{lanzy| : n €N} < o0

setzen konnen und feststellen, dass

Z lapnz""t = Z |anzy tng"t = ol Z |anz|ng" " < Tzol Z Cng" ™!
n=1 n=1 0 n=1 0 n=1

gilt. Wir wihlen ein p €]g, 1[ und stellen fest, dass es ein ng € N geben muss, fiir das

(n+1)¢"

1
— :(1+>q§p<1 fiir alle n € N>y,
ng n

gilt. Mit dem Quotientenkriterium folgt, dass

00
§ : nqnfl
n=1

summierbar ist, also ist g1(z) absolut summierbar und somit wohldefiniert.
Fiir den Beweis benétigen wir auch eine Abschétzung fiir eine Variante der zweiten
Ableitung, die sich &hnlich berechnen ldsst: Fiir die Reihe

o C oo
Z lapn(n —1)2"72| < Z n(n —1)g" 2
n=2 n=2

R

finden wir ein ng € N>o mit
(n+1)ng" ! 2 .
nn—ng2 \!Taoqp)esp<l fiir alle n € Nap,,

also ist auch

(o]
g2 K(0,0) = C, 2> n(n—1)a| [2[*?,
n=2
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6.3 Potenzreihen

summierbar und auf K (0, o) definiert.
Sei z € K(0, ). Unser Ziel ist es, nachzuweisen, dass

0= lim flz+ h})L — ) —g1(2)

h—0

gilt. Wir wihlen r €]|z|, o[ und setzen ¢ := r — |z| > 0. Sei h € K(0,0) beliebig, aber
fest. Dann gilt

fz+h) = f(2) = (EEh)" -z et
Y g1(2)| = nzzoan W nz
K (( o () -7 ) |
n=0
IS (35 (7)ot )
n=0 k=1
— ian ( ; <Z>z”_khk_1)|
n=0 k=2
= Zanh Z <Z> Zn_khk_2> ‘
n=0 k=2
n n o -
< |h| Z Jan| Y <k> 2|2
k=2
[e%s) n—2 n
n=0 £=0
0 n—2
_ n(n —1) n—2 n—2—L7 (£
103 lanl 3 g (e
n=0 =0
o) n—2 n—9
< |h] Z lan|n(n — 1) Z ( ) >\z["‘2_£’h’5
n=0 =0

= 11 3 lanln(n = 1)(12] + D)2

n=0

< B> lan|n(n = 1)r" "% = |h|ga(r).
n=0

Also haben wir

UChs h}i =& _ o)l < hlgar) fiir alle & € K(0,6)
erhalten und diirfen schlieflen, dass ¢g; die Ableitung der Funktion f ist. ]
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

6.4 Kurvenintegrale

Im Korper R der reellen Zahlen steht uns der Hauptsatz der Integral- und Differen-
tialrechnung (vgl. Erinnerung zur Verfiigung, um beispielsweise Stammfunktionen
zu konstruieren oder Mittelwertsidtze zu verwenden. Um &hnliche Hilfsmittel auch in
der komplexen Ebene C verwenden zu konnen, untersuchen wir Integrale entlang von
Kurven in dieser Ebene.

Definition 6.6 (Kurve) Seien a,b € R mit a < b gegeben. Sei ) C C. Eine stetig
differenzierbare Abbildung
v i [a,b] = Q

nennen wir eine Kurve in ().

Um Ergebnisse der Theorie der RIEMANN-Integrale anwenden zu kénnen, miissen wir
einen Integralbegriff definieren, der moglichst nahe mit dem RIEMANN-Integral verwandt
ist. Ist beispielsweise F' : [a,b] — R eine Stammfunktion einer Funktion f : [a,b] — R,
und ist v : [¢,d] — [a,b] eine differenzierbare Funktion mit v(¢) = @ und y(d) = b, so
folgt mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung und der Kettenregel

b d
[ #@1ds = F) - Fl@) = F(@) - Po(@) = [ P/ (s)ds
d
— [ 16 e s

Die rechte Seite dieser Gleichung lésst sich auch noch verwenden, wenn f auf einem
mehrdimensionalen Definitionsbereich gegeben ist, in den « abbildet. Diese Formel ist
unsere Inspiration fiir die Definition des Kurvenintegrals:

Definition 6.7 (Kurvenintegral) Sei Q C C, und sei f : Q — C eine stetige Funkti-
on. Sei~ : [a,b] — Q eine Kurve in Q. Dann ist foy " auf dem kompakten Intervall [a, b]
stetig, also RIEMANN-integrierbar, und wir konnen das Kurvenintegral von f entlang ~

durch .
/ f(2)dz = / FO @) () dt

definieren.

Bemerkung 6.8 (Rechenregeln) Viele der FEigenschaften des RIEMANN-Integrals
dbertragen sich auf das Kurvenintegral. Beispielsweise ist das Kurvenintegral linear, fir
eine Kurve 7y : [a,b] — Q und stetige Funktionen f,g:Q — C und a € C gilt

b
/ (f + ag)(z) dz = / (f + ag) (v (B)/ (1) de
’7 a
b b
- / SO (1) dt + o / g(4()'(¢) dt

:[yf(z)dz—i—a/vg(z)dz-
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6.4 Kurvenintegrale

Wir sind in einigen Beweisen darauf angewiesen, Kurvenintegrale abschéitzen zu
konnen, beispielsweise um Konvergenzaussagen nachzuweisen. Im Fall des RIEMANN-
Integrals konnen wir dazu

/abf(:c) dx

verwenden. Fiir das Kurvenintegral miissen wir den Term + beriicksichtigen und erhalten
den Begriff der Kurvenldnge:

b b
< / f(@)] d < / 1 ot 4 = (b — @)1 Floo s (6.10)

Definition 6.9 (Kurvenlinge) Sei~ : [a,b] — C eine Kurve. Dann ist || stetig auf
[a,b], also RIEMANN-integrierbar, und wir bezeichnen

b
L) = [ /(o) de
als die Lange der Kurve ~.

Mit Hilfe der Kurvenlinge koénnen wir (6.10) auf den Fall der Kurvenintegrale
iibertragen:

Lemma 6.10 (Obere Schranke) Sei v : [a,b] — Q eine Kurve, und sei f : Q@ — C
eine stetige Funktion. Dann gilt

/f(Z) dz| < L(Y)|[flloory < L[ flloc.05 (6.11)
V

[flloo.y == sup{|f(v(1))] : t € la,b]}, [f oo :=sup{|f(z)| : z€Q}.
Beweis. Wir gehen wie in (6.10]) vor, um

/7 £(2)dz

b b b
/ f(v(t))v’(t)dt‘ﬁ / FO@)] Y ()] de < / 1 lloons |7 (8)] dt

b
= Hf”oo,’y/ Y @) dt = | flloonL(7)

zu erhalten. Der Rest der Abschétzung ist wegen ~([a,b]) C Q trivial. n

Gelegentlich erhalten wir Kurven, indem wir eine gegebene Kurve ~ mit ei-
ner reell stetig differenzierbaren Abbildung & verketten. In diesem Fall lassen sich
Léngenédnderungen mit Hilfe der JACOBI-Matrix abschétzen. Wir verwenden in diesem
Fall die Schreibweise D®, um zu betonen, dass ® nicht komplex differenzierbar zu sein
braucht, reelle Differenzierbarkeit geniigt.

Lemma 6.11 (Lingeninderungen) Sei Q C C, und sei vy : [a,b] — Q eine Kurve in
Q. Sei @ : Q — C eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist auch ® o~y : [a,b] —
O () eine Kurve.

L(®ov) < ML(y), M = max{||D®(v(t))|| : t € [a,b]}.
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

Fiir Punkte z1,z9 € Q, die (1 —t)ze + tz1 fir alle t € [0,1] erfillen, deren Verbindungs-
gerade also in Q) verlduft, erhalten wir

|®(21) — ®(22)| < M|21 — 22|, M :=max{||D®((1—t)ze +tz1)| : t€0,1]}.

Beweis. Die erste Abschitzung folgt per Kettenregel aus

L@ o) = /rcxm |dt</\D<I> Nl w<>rdt<M/ ()] dt = ML(3).
Die zweite erhalten wir, indem wir die Verbindungsstrecke zwischen z; und zy durch
v:10,1] = Q, t— (1 —t)zg + tz,

darstellen und den Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung (vgl. Erinne-
rung auf die Funktion ® o v anwenden, um
/ Do (v '(t) dt

/HD@ DI zl—ZQ\dt<M/ 21 — 2ol dt = Mzt — 2

[@(21) = @(22)] = |(7(1)) — ©(7(0))| =

zu erhalten. m

Wir werden h&ufiger Kurvenintegrale iiber aneinander anschlieende Kurven berech-
nen miissen. Zur Abkiirzung fithren wir den Begriff des Kurvenzugs ein, der solche end-
lichen Kombinationen von Kurven beschreibt:

Definition 6.12 (Kurvenzug) Sei Q2 C C, und seien n € N und Kurven

Ym : [Gms ] — €, fir allem € {1,...,n}
gegeben, die
Y (bm) = Ym+1(@m+1) fir allem e {1,...,n—1}
erfilllen. Dann nennen wir das Tupel vy := (Y1, ...,7vn) einen Kurvenzug in . Falls auch

Yn(bn) = v1(a1) gilt, nennen wir den Kurvenzug ~ geschlossen.

Das Kurvenintegral einer stetigen Funktion f : 2 — C und der Begriff der Léinge
iibertragen sich per

/ f)dz =S /mf<z>dz, L(%) :—;Lm)

auf Kurvenziige. Falls ® : 2 — C eine stetig differenzierbare Abbildung ist, kénnen wir
den Kurvenzug

m=1

(I)O’)/:: (q)0717'~'aq)07n)
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6.5 CAucHY-Integralsatz

definieren. Falls v geschlossen ist, gilt dasselbe fiir ® o «. Fiir die Konstante
M = max{|ym(t)| : me{1,...,n}, t € [am,bn]}
erhalten wir per Lemma [6.11] die Abschéitzung
L(®ov) < ML(v).

Folgerung 6.13 (Obere Schranke) Sei Q C C, sei v = (y1,...,7) €in Kurvenzug
in Q, und sei f: Q — R stetig. Dann gilt

z)dz| < L(7) [ flloo,02-

Beweis. Mit Lemma und der Dreiecksungleichung erhalten wir

z)dz

f(z)dz| <

71 Ym

< Z )1 flloom < LI lloo,02-

6.5 CAucHY-Integralsatz

Kurven und Kurvenziige stehen in einer engen Beziehung zu der Frage nach der Stamm-
funktion einer Funktion. Falls nidmlich eine holomorphe Funktion F':  — C mit f = F’
existiert, folgt fiir eine Kurve v : [a,b] —  aus dem Hauptsatz der Integral- und Diffe-
rentialrechnung (vgl. Erinnerung [5.4)

Af(z)dz—/abf(v( 1) dt = /F ) di

/(Fo~y><>d — F(y(b)) - F(x(a)).

a

Fiir einen geschlossenen Kurvenzug v = (71, ...,7,) erhalten wir so

/ 2 dz =3 Fm(bm) — Fm(am))
v m=1

n—1

= F(n(a)) — F(n(an)) + Z F(ymii(am+1)) = F(ym(an)) =0

m=1

und stellen fest, dass das Integral iiber einen geschlossenen Kurvenzug immer gleich
null ist. Unter gewissen Bedingungen lésst sich beweisen, dass diese Eigenschaft sogar
dquivalent zu der Existenz eine Stammfunktion ist.
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

Unser Ziel ist es, Kurvenintegrale holomorpher Funktionen zu untersuchen. Als Hilfs-
mittel verwenden wir dazu Integrale iiber spezielle Kurvenziige, namlich Kurvenziige
iiber die Rénder von achsenparallelen Rechtecken.

Definition 6.14 (Rechteck) Seien a,b,c,d € R mit a < b und ¢ < d gegeben. Dann
18t
R:={x+1iy : x €la,b], y €lcd]} (6.12)

ein achsenparalleles Rechteck in der komplexen Fbene, dessen Rand wir durch den ge-
schlossenen Kurvenzug
YR := (YR,1: VR2: VR,3, YR,4)

mit den Kurven

Yr1:[0,1] = R, t— (1 —1t)a+th+ic,
Yr2 : [0,1] = R, t— b+ (1—t)ic+ tid,
Yr3 1 [0,1] = R, t— (1 —1t)b+ta+id,
YR : [0,1] = R, t—a+ (1—t)id+ tic,

beschreiben konnen.
Fiir ein Rechteck der Form ((6.12)) ldsst sich leicht nachpriifen, dass
7}2,1 =b—a, 7}1,2 =i(d —¢), ’733,3 =a—b, 7}%,4 =i(c—d)

gelten, und wir erhalten mit Folgerung [6.13] die Abschétzung

ARf(z)dz

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass bei holomorphen Funktionen f auf der linken Seite dieser
Abschitzung die Null steht, dass also das Integral iiber vr verschwindet. Dazu kénnen
wir einen Punkt 2y € R wihlen und mit der komplexen Differenzierbarkeit schlieflen,
dass ein € € R+ und eine Funktion ¢ : K(0,¢) — C mit

< L(YR) | flloo,r < (2(b = a) 4+ 2(d = €))[| floc, -

lim () =0,
f(zo+h) = f(20) + f'(20)h + ho(h) fiir alle h € K(0,¢€)

existieren. Falls das Rechteck so klein ist, dass R C K (zp, €) gilt, erhalten wir

(2)dz= [ f(z0) + f'(20)(z — 20) + (2 — 20)p(2 — 20) dz.
R R
Die Funktion z — f(z0)+ f'(20)(z—20) besitzt als lineares Polynom eine Stammfunktion,
nimlich ¢ — (z—20) f(20) + f'(20) (2 — 20)? /2, so dass ihr Integral iiber den geschlossenen

Kurvenzug vr verschwindet. Ubrig bleibt

f(z)dz

TR

/ (2 = 20)p(z — 20) dz| < (2(b — a) + 2(d — ¢))€l|@l|co. R,
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TR,3

A

R3 R4

\
\

TR,4 YR,2

A
A

R1 R2

TR,1

Abbildung 6.1: Zerlegung eines Rechtecks in vier kongruente Teile

und indem wir R klein genug wéhlen, kénnen wir den rechten Term gegen null gehen
lassen.
Die Frage ist nur, wie wir R klein genug machen kénnen. Dazu bietet es sich an, das
Rechteck in kleinere Rechtecke zu zerlegen, die sich dann weiter untersuchen lassen.
Wir werden diese Aussage in leicht verallgemeinerter Form bendtigen, ndmlich fiir Bil-
der von Rechtecken: Statt R untersuchen wir ®(R) fiir eine (reell) stetig differenzierbare
Abbildung ® : R — C. Der ,Rand“ ist dann durch

Poygr = (Poyr1,Povr2, PoYr3, Poyr3)

beschrieben, und da @ differenzierbar ist, sind die Komponenten dieses Tupels wieder
Kurven, also ® o I'p wieder ein Kurvenzug.

Lemma 6.15 (Zerlegqng) Seien a,b,c,d € R mit a < b und ¢ < d gegeben. Wir setzen
a,b:= (b+a)/2 und ¢,d := (d+ ¢)/2 und definieren

R:={z+iy : v €]
Ry :={z+iy : =€ la,b],

8
=

)
yeled}, Ry={zx+iy: zclab], yelcd]},
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~

Ry :={zx+iy : v€a,b], y€éd}, Ry={z+iy : x€lab], yeléd}

Sei @ : R — C stetig differenzierbar. Sei 0 C C mit R C Q) gegeben, und sei f : Q) — C
stetig. Dann gilt

[I’O’YRf(Z)dZ:[DO'yR f(z)der[Ixm2 f(z)dz+[bom f(z)dz+[bom £(2) dz.

Beweits. Seien YR, YR, , YRy» YRs und g, wir in Definition gegeben. Aus den Randin-
tegralen der Teilrechtecke lassen sich die des urspriinglichen Rechtecks zusammensetzen:

1
/ f(z)dz = / fo®((1—t)a+th+ic)DP(yr,1(t))(b—a)dt
Poyr 1 0

1/2
= ; fo®((1—t)a+tb+ic)DP(yr1(t))(b—a)dt

+ 1;2 Fo®((1—t)a+th+ic)D®(vr(t)(b— a)dt
— 01/2 fo®((1—t)a+th+ic)DB(yr1(t))(b—a)dt

+ 01/2 fo®((1/2—t)a+ (t+1/2)b+ic)DP(yr1(t +1/2))(b— a)dt
= /01 fo®((1—t/2)a+ th/2 +ic) DB(yr1(t/2))

b—a

dt

b—a

1
+ /0 Fod((1—1t)a/2+ (t+1)b/2 +ic)DB(vp1((t +1)/2))—2 dt
1
:/O Fo®((1—t)a+ ta+ic) DB(yr,1 (1)) (@ — a) dt
1
+/0 Fo®((1 = )+ th+ ic) DB(vgy 1 (1)) (b — &) dt
-/ L / RCLE

Entsprechend kénnen wir mir g 2, vg 3 und g 4 verfahren. Bei den ,,inneren® Integralen
kénnen wir ausnutzen, dass sich jeweils zwei von ihnen gegenseitig aufheben: Indem wir
im zweiten Integral ¢ durch 1 — ¢ substituieren, erhalten wir

A . F(2)dz + [p . F(2) dz

1
:/O Fo®(a+ (1— thic+ tid)D®(vp, 2(t))i(d — c) dt

1
+/O Fo®(a+tic+ (1 —t)id) DB(vr,4(t))i(c — d) dt
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Abbildung 6.2: Konstruktion einer Folge von Teilrechtecken

. /01 Fo®(a+ (1 tyic+ tid)D®(va, o())i(d — ) dt

_ /10 Fo®(a+ (1— t)ic+ tid) D®(yp, a(1 — 1))i(c — d) dt
_ /01 Fo®(at (1— t)ic+ tid)D®(vr, o(t))i(d — c) dt

_ /10 fo®(a+ (1—t)ic+tid) DP(yg, 2(t))i(c — d) dt
_ /01 Fo®(a+ (1 - tyic+ tid) D®(va, o(t))i(d — ) dt

_ /01 Fo®(a+ (1—t)ic+ tid) D®(vr, 2(t))i(d — ¢) dt = 0.

Entsprechend heben sich g, 3 und vg, 1, Yr,,4 und g, 2 Sowie Vg, 1 und Vg, 3 gegenseitig
auf und wir haben die gewiinschte Gleichung bewiesen. ]

Mit Hilfe dieses Ergebnisses konnen wir zu beliebig kleinen Rechtecken iibergehen,
und indem wir die dabei entstehenden Rechtecke in geeigneter Weise wéhlen, kénnen
wir sicher stellen, dass sich trotzdem eine obere Schranke fiir das urspriingliche Rechteck
finden lésst (vgl. Abbildung[6.2).

Lemma 6.16 (Geschachtelte Rechtecke) Sei R ein durch definiertes Recht-
eck. Sei ® : R — C eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann ezistiert eine Folge
(Rn)2, von Rechtecken derart, dass

Ry =R, (6.13a)
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Rpy1 C R, (6.13b)

diam(R,,) := max{|z1 — 22| : 21,22 € R,} <27 "diam(R), (6.13c)

/ f(z)dz| < 4" / f(z)dz|, (6.13d)
Poyp PoyRy,

L(vg,) =27 "L(vr) fiir alle n € Ny (6.13e)

gelten. Es gibt genau einen Punkt zy € ®(R), der in allen Mengen ®(R,,) enthalten ist.

Beweis. Wir gehen induktiv vor. Falls R,, fiir ein n € Ny bereits bekannt ist, kénnen wir
mit Lemma vier Teilrechtecke Ry, 1, ..., Ry 4 finden, fir die

AoRnf (2) dz A o, [ [} S A RCL [} RS

AoRmf(z)dz A o, T [p Gl [D S

gilt. Wir wihlen dasjenige Teilrechteck, fiir das der Betrag des Integrals maximal wird,
fixieren also ¢ € {1,...,4} mit

A " £(2) dz L . F(2) dz

Nun kénnen wir R, 11 := R, , setzen und folgern

/I)ORH f(z)dz /1>0Rn+1 f(z)dz|.

Alle weiteren Eigenschaften der Folge ergeben sich aus der Tatsache, dass R,11 aus R,
durch Halbierung der Kantenldngen hervorgeht.

Als beschrinkte und abgeschlossene Mengen sind die Rechtecke der Folge (R,)2,
insbesondere kompakt, also sind es auch ihre Bilder (®(R,,))>2,. Wir haben also eine
monoton fallende Folge kompakter nicht-leerer Mengen gefunden, deren Schnitt nach
Erinnerung nicht leer sein kann. Wegen muss ihr Schnitt den Durchmesser
null besitzen, kann also nur einen Punkt enthalten, ndmlich zg € ®(R). ]

A

+ + +

>

fir alle k € {1,...,4}.

<4

Lemma 6.17 (GOURSAT) Sei Q C C ein offenes Gebiet, und sei f : Q& — C holo-
morph. Sei R C C ein durch definiertes Rechteck. Sei ® : R — C eine stetig
differenzierbare Abbildung, die ®(R) C Q erfillt. Dann gilt

/ f(z)dz=0.
Poyr
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Beweis. (vgl. [3, Abschnitt 2.2]) Seien eine Folge (R,)72, und ein zp € ®(R) wie in
Lemma gegeben.
Da @ stetig differenzierbar ist, ist D® stetig auf der kompakten Menge R, nimmt also
ein Maximum
M =14+ max{||D®(z)|| : z € R}

an. Mit Hilfe dieser Konstanten kénnen wir kontrollieren, wir stark die Abbildung ® das
Rechteck verformt.

Um die Behauptung zu beweisen, geniigt es, zu zeigen, dass der Betrag des Integrals
beliebig klein werden kann. Sei dazu ein € € Rs g gegeben.

Da f holomorph auf Q O R ist, ist es insbesondere in zy komplex differenzierbar, wir
konnen also ein €; € R5g und eine Abbildung ¢ : K(0,€;) — C so finden, dass

K(Z()a 61) - Q7 }LE)I%) ()0<h') = 07
f(zo+h) = f(20) + hf'(20) + ho(h) fiir alle h € K(0,¢€1)

gelten.
Dank limp_,g ¢(h) = 0 finden wir ein €3 € R+ so, dass

lo(h)] < e fiir alle h € C, |h| < €2
erfiillt. Mit Lemma finden wir ein n € N so, dass

min{e, €1, €2}

M

gilt. Seien z € ®(R,) gegeben. Wir wihlen Urbilder yp,y € R, mit ®(yo) = 2o und
®(y) = z. Mit Hilfe des Lemmas erhalten wir

|2 = 20| = |2(y) — ®(yo)| < Mly — yol-
Da y,yo € Ry, gilt, folgt mit (6.13c]) somit
|z — 20| < M diam(R,,) = M2™" diam(R) < min{e, €1, €2}

diam(R,,) = 27" diam(R) <

also haben wir insbesondere ®(R,,) C K (2o, €1) bewiesen.
Jetzt kénnen wir die gewiinschte Abschéatzung nachrechnen. Es gilt

L . £(2)dz A o £(2)dz

[ o)+ =20 o) + (2 = )tz — o).
PovRy,

<4n

— 4"

Da z +— f(z0) + (2 — 20) f'(20) eine Stammfunktion besitzt, verschwindet das Kurvenin-
tegral iiber diesen Teil des Integranden. Es bleibt

[Dom f(z)dz

<4n

/ (2 — 20)p(z — 20) d
PoVR,
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

Abbildung 6.3: Doppelkreis als verformtes Rechteck

< 4”/ 12— 20| (= — 20)| dz
Poyry,

< 4" / M27" diam(R)edz = M2" diam(R)L(® o yg,, )e.
PovR,,

Mit Lemma [6.11| und (6.13€)) folgt

[Dom f(z)dz

< M2" diam(R)L(® o g, e

< M2™ diam(R)M L(vyg, )e
< M?2" diam(R)2 " L(ygr)e = M? diam(R)L(vg)e,
und da € beliebig gewéhlt war, haben wir die Behauptung bewiesen. ]

Mit Hilfe des Lemmas von GOURSAT kénnen wir auch Integrale iiber differenzier-
bar verformte Gebiete berechnen. Wir sind besonders an Kreise interessiert, da sie fiir
Potenzreihen eine besondere Rolle spielen. Fiir Kurvenintegrale iiber Kreise fithren wir
die folgende Abkiirzung ein: Falls f : 2 — C stetig ist und falls 7 € R>o und 2zp € 2 mit

K (zp,7r) C Q gegeben sind, definieren wir die Kreisbahn
Yzo,r ¢ [07 1] — Q, t— 2o+ TGXp(Qﬂit),

und bezeichnen das korrespondierende Kurvenintegral mit

/ f(z)dz := f(z)dz.
|z—z0|=r Yzoor
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6.5 CAucHY-Integralsatz

Fiir derartige Integrale ergibt sich aus dem Lemma von GOURSAT eine iiberraschende
Konsequenz: Falls eine Kreisscheibe in der anderen enthalten ist, besitzen die beiden
Kurvenintegrale denselben Wert.

Lemma 6.18 (Doppelkreis) Sei f : — C holomorph, sei z1,z2 € €2, und seien
r1,72 € Ryg mit K(z1,71) C K(22,72) und K(z2,72) \ K(21,71) C Q gegeben. Dann gilt

AR CL IS

Beweis. (vgl. [3, Abschnitt 2.3]) Wir untersuchen das Rechteck
R:={z+iy : z€[0,1], y €[0,1]}
und die Abbildung
®:R—C, z=x+iy — (1 —x)z1 +z22 + (1 — x)r1 + zrg) exp(2miy).

Diese Abbildung ist reell stetig differenzierbar und besitzt die niitzliche Eigenschaft,
dass sie den rechten Rand des Rechtecks auf den dufleren und den linken Rand auf
den inneren Kreis abbildet, wihrend der obere und untere Rand die Verbindungslinie
beschreiben (vgl. Abbildung|6.3]). Diese Eigenschaft kann man leicht an den Gleichungen

(I)(t) = (1 — t)(zl + 7’1) + t(zz + 7‘2)7
O(t+1i) = (1 —t)(z1 +71) +t(z2 + 7o),
P(it) = 21 + r1 exp(2mit),
O (1 +it) = 29 + o exp(2mit) fiir alle ¢ € [0, 1]

ablesen, die sich direkt aus der Definition ergeben. Um das Lemma von (GOURSAT
anwenden zu kénnen, miissen wir sicherstellen, dass ®(R) C Q gilt. Nach Voraussetzung
geniigt es, zu zeigen, dass ®(R) C K (z9,72) \ K(21,71) gilt. Fiir z = x +iy € R erhalten
wir mit Hilfe von z; + r1 exp(2miy) € K(21,71) C K(z2,72) die Ungleichung

|P(2) — 22| = |(1 — z)(21 + r1 exp(2miy) — 2z2) + x(22 + ro exp(2miy) — 22)|
= [(1 — x)(z1 + 1 exp(2miy) — z2) + xre exp(27iy)|
< (1 —a)|z1 + 1 exp(2miy) — 22| + xry < (1 — x)re + 219 = 19,

also gilt ®(R) C K(z9,72). Um zu zeigen, dass auch ®(R) N K(z1,72) = 0 gilt, gehen
wir per Kontraposition vor: Fiir alle 2/ € K(z1,71) und = € [0,1] ergibt sich dank der
Voraussetzung K (z1,71) C K(22,72) die Ungleichung

|2/ — (1 —2)21 +220)| = |(1 — 2)(2 — 21) + 2(2/ — 29)]
<(1—2)|]2 —z1| + 2|2 — 22| < (1 —2)r) + a79,

also 2/ € K((1 — x)z1 + xz2, (1 — z)r1 + xrg). Fiir z = x + iy € R gilt

|P(2) — (1 —x)z1 + x20)| = |(1 — )1 + roz| = (x — 1)1 + roxz,
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

also 2/ := ®(2) € K((1—x)z1+x22,(1—x)r1+2re), und wir erhalten per Kontraposition
®(2) ¢ K(z1,71). Insgesamt haben wir damit ®(R) C K (20, 72)\ K (20,71) C Q bewiesen,
diirfen also Lemma [6.17] anwenden.

Wenn wir die geméfl Definition gegebenen vier Kanten des Rechtecks durch die
Kurven

7371:[0,1]HR, t—t, ")/RQ'[O 1]'—>R, t— 1+t
’)/373:[0,1]'—)}%, t'—)(l—t)-i—i, YR : [0 1]'—>R, t'—)i(l—t),

beschreiben, stellen wir fest, dass

D(yr2(t)) = 22 + 12 exp(27it) = Y2y 1y (1), (6.14a)
P(yra(t)) = 21 + r1exp(2mi(l — 1)) = 7z, (1 — 1), (6.14b)
(@ ovpa) (t) = =% (1= 1), (6.14c)
D(vra (1) = (21 +711)(1 — 1) + (22 + 12)t = B(yr3(1 — 1)), (6.14d)
(®ovr1)(t) = —(Povrs) (1 —1) fiir alle ¢ € [0, 1] (6.14e)

gelten, und mit dem Lemma von GOURSAT folgt

O:/ f(z)dz :/ f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(z)dz.
Poyr Poyg,1 Povg,2 Poypr,3 PovR,4
Fiir das erste Integral erhalten wir per Substitution und (6.14d)) sowie (/6.14¢])

1
L/ f@ﬁu=;/.ﬂ@ovaxwxéovan%wdt
Poygr 1 0
1
== [ @ oamali = )@ o rmaV (1 -t
0
= /1 F(®ovrs(t))(Poyrs) (t)dt

1
——/f@omdm@omﬁ@ﬁz—/ f(2) dz
0 Poyg,3

so dass es das dritte Integral gerade aufthebt.
Fiir das zweite Integral haben wir dank (/6.14a))

[ s@a= [ p@d= | fea
Povyg,2 Vzg,ro |z—z2|=m2
und fiir das vierte ergibt sich mit (6.14b)) und (6.14c) die Gleichung

1
l/ fuwu-i/(ﬂ¢owRan¢ovﬁo%ﬂdt
PovR,4 0

1 0
- / f(72177’1 (1 - t))7;17T1 (1 - t) dt = / f(fyzlﬂ"l (t))’y,lzlﬂ‘l (t) dt
0 1
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6.5 CAucHY-Integralsatz

1
- /0 Fmrars (O ()

= —[y f(z)dz=— /Zle:rl f(z)dz.

#1571

Insgesamt haben wir

0= /|z_z2|r2 f(z)dz — /|z—z1r1 f(z)dz

bewiesen, und diese Gleichung ist dquivalent zu unserer Behauptung. [

Eine erste Folgerung aus diesem Resultat ist der Integralsatz von CAUCHY in einer
Version fiir Kreisscheiben, der sich durch einen einfachen Grenziibergang ergibt:

Satz 6.19 (CAucHY) Sei f : Q — C eine holomorphe Funktion. Sei zo € Q, und sei
r € Rog mit K(zo,7) C Q gegeben. Dann gilt

/z,z0|:r f(z)dz=0.

Beweis. (vgl. [3, Abschnitt 2.3]) Da f stetig ist muss |f| auf der kompakten Menge
K (20,7) ein Maximum

M :=max{|f(z)] : z € K(z0,7)}

besitzen. Sei € €]0,r| gegeben. Indem wir Lemma auf z1 = 29 = 29, r1 = € und
ro = r anwenden, erhalten wir

| tee=] e

Mit Lemma [6.10] und 1
L(P)/zo,e) - / |627T'i627rit| dt = 27e
0

erhalten wir

< ML(7z,e) = 2mMe.

|/ZZO|:€ f(z)dz

Da wir diese Ungleichung fiir beliebige € > 0 bewiesen haben, folgt die Behauptung. =

Eine sehr bemerkenswerte Eigenschaft holomorpher Funktionen besteht darin, dass sie
im ,,Inneren“ eines Kurvenzugs bereits durch ihr Verhalten auf dem Kurvenzug eindeutig
bestimmt sind: Es gilt die CAUCHY-Integralformel. Obwohl wir uns hier auf den Fall einer
Kreisscheibe beschianken, soll nicht unerwahnt bleiben, dass sich dieses Resultat auch
fiir wesentlich allgemeinere Kurven giiltig ist.
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6 Grundlagen der Funktionentheorie

Satz 6.20 (CaucHy-Integralformel) Sei f : Q — C eine holomorphe Funktion. Sei
20 € Q, und sei v € Rsg mit K(z9,7) C Q gegeben. Dann gilt

211 Z—w

flw) = 1/ S dz fir alle w € K(zo,7). (6.15)
|z—z0|=r

Beweis. (vgl. [3, Satz 3.1]) Sei w € K (2o, r) gegeben. Die Funktion

g:Q\{w} = C, ZHM,

Z—w

ist infolge der Kettenregel holomorph. Sei € € R+ so gewihlt, dass K (w,e) C K(zq,7)
gilt. Nach Lemma [6.18] angewendet auf z; = w, z0 = 2g9, r1 = € und ro = r, gilt

/|Z_ZO|T Zfizq)u dz = /|Z_wE Zfizq)ﬂ dz = /Z_wE W dz + /Z_w|E zf(_wi dz.

Fiir das zweite Integral gilt

T @) it —oms [ ) di = oni
/Zw:E dz—/o 2meexp(2mt)dt—2m/0 flw)dt =2mif(w),

z—w e exp(2mit)
wahrend wir fiir das erste Integral feststellen, dass dank

L 1) = f(w)

z—w Z— W

= f'(w)

der Integrand fiir ¢ — 0 beschriankt bleibt, wihrend die Kurvenlinge L(7v,¢) = 2me
gegen null geht. Also folgt

f(z) f(z) = f(w)

/ ——dz = 2mif(w) + lim dz = 2mif(w).
|z—z0|=r Z—w e—0 lz—w|=e Z—w
Division durch 27 ergibt die gewiinschte Gleichung. ]

Aus der CaucHY-Formel ergeben sich iiberraschende Konsequenzen. Nach Definition
ist eine holomorphe Funktion einmal komplex differenzierbar. Mit Hilfe der CAUCHY-
Formel lésst sich einfach zeigen, dass sie dann auch schon unendlich oft komplex diffe-
renzierbar sein muss.

Folgerung 6.21 (CAucHY-Formel fiir Ableitungen) Sei f : Q — C eine holomor-

phe Funktion. Sei zg € Q, und sei v € Rsg mit K(z0,7) C Q gegeben. Dann ist f in
K (zo,r) unendlich oft differenzierbar und es gilt

m! f(z) )
1 (w) = / —~"—dz  fir alle m € Ny, w € K(z,7). 6.16
( ) 271 |2—z0|=r (z —_ w)m—i—l 0 ( 0 ) ( )
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6.5 CAucHY-Integralsatz

Beweis. Fiir jedes z € 0K (z0,7) = K(z0,7) \ K (20,7) ist die Abbildung

gz : K(29,7) — C, w 1(2) ,
zZ—w

unendlich oft differenzierbar mit

g, m fiir alle m € NO, w e K(ZO,T).

Seien w € K(zg,r) und m € Ny gegeben. Nach dem zuvor Gesagten diirfen wir unter
dem Integral (6.15)) differenzieren und erhalten

) () = L i) _fe)
f (w) - 27 ~/|Z—Zo|—7’ (Z o U))m+1 dz = i /Z_z()'_r (2 — w)m+1 dz.

Wenn holomorphe Funktionen unendlich oft differenzierbar sind, stellt sich die Frage,
ob auch ihre TAYLOR-Reihe konvergiert, ob sie sich also durch eine Potenzreihe darstellen
lassen. Indem wir, wie schon im Abschnitt iiber Potenzreihenfunktionen, die geometrische
Reihe geschickt einsetzen, konnen wir zeigen, dass in der Tat die TAYLOR-Reihe auf der
grofiten in €2 enthaltenen Kreisscheibe konvergiert.

Folgerung 6.22 (Potenzreihe) Sei f : Q2 — C eine holomorphe Funktion. Sei z € 2,
und sei r € Rsg mit K(z9,7) C Q gegeben. Dann gilt

o

_ m 1 f(2) )
flw) = m:O(w —20) o /|ZZO|:T e =zt dz fiir alle w € K(zo,1),

die Funktion ist also durch eine Potenzreihe darstellbar. Laut Folgerung handelt es
sich gerade um die TAYLOR-Rethe.

Beweis. (vgl. [3, Satz 3.3]) Sei w € K(zp,r) gegeben. Daraus folgt d := |w — zo|/r < 1.
Fiir jedes z € 0K (29,7) :={2 € C : |z — 20| =7} = 75,([0,1]) gilt

w—zo| |lw — zo]

=d <1,

z—20| |z— 2]

so dass die geometrische Reihe fiir (w — zp)/(z — 2z9) absolut und gleichméBig fiir alle
z € 0K (zp,r) konvergiert und

[ee] m
Z w — 2o _ 1 2= 20
zZ— 2 1 - 22 zZ—w

m=0 zZ—20

erfiillt. Da f als differenzierbare Funktion auf der kompakten Menge 0K (29, r) insbe-
sondere stetig ist, konvergiert dann auch die Reihe

— f(z) (w—20\"  f(z) z—2  f(2)
mzjoz—zo <z—z0> i w  Z—w

159



6 Grundlagen der Funktionentheorie

gleichméBig fiir alle z € 0K (zp, 7). Da wir in diesem Fall die Summation mit dem Integral
vertauschen diirfen, folgt mit dem CAUCHY-Integralsatz bereits

[e.9]

_ 1 f) 1 f(z) (w—=\"
fw) = QM/Z_ZOT zZ—w dz = 2mi /|Z_ZO|Tm§:02— 20 (z—zo> dz

N m_1 f(2)
- (w - ZO) /|z_zor (z - Zo)m+1 @z,

2mi

m=0

quod erat demonstrandum.
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