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1 Einleitung

FEin FEigenwert eines linearen Operators L : V' — V auf einem K-Vektorraum V ist
ein Element A € K des zugehorigen Korpers, fiir das ein von null verschiedener Vektor
u € V\ {0} mit

Lu = \u (1.1)

existiert. Diesen Vektor u nennt man einen Eigenvektor zu A, das Paar (A, u) nennt man
ein Figenpaar des Operators L.

Eigenwerte sind in naturwissenschaftlichen Anwendungen von Interesse, beispielsweise
bei der Untersuchung des Resonanzverhaltens eines schwingenden Systems, aber auch
bei der Klassifikation von Dokumenten, beispielsweise der Sortierung der Ergebnisse von
Internet-Suchmaschinen, und bei der mathematischen Analyse von linearen Gleichungs-
systemen und linearen Anfangswertproblemen.

Obwohl die Gleichung auf den ersten Blick einem gewdohnlichen linearen Glei-
chungssystem &hnelt, stellt sich bei genauerer Betrachtung heraus, dass durch den Zu-
sammenhang zwischen A und u ein nichtlineares System entsteht, das sich im Allgemei-
nen nicht mehr mit einem aus endlich vielen Rechenoperationen bestehenden Algorith-
mus l6sen l&sst.

Stattdessen kommen iterative Verfahren zum Einsatz, die beispielsweise eine Folge von
Naherungen eines Eigenvektors oder Eigenwerts berechnen, die gegen exakte Losungen
konvergieren.

Dabei sind verschiedene Aufgabenstellung zu unterscheiden: In manchen Anwendun-
gen ist man nur daran interessiert, einen bestimmten Eigenwert zu berechnen, beispiels-
weise um die niedrigste Resonanzfrequenz eines schwingungsfihigen Systems zu ermit-
teln. In anderen sind eine kleine Anzahl der grofiten oder kleinsten Eigenwerte von Inter-
esse oder Eigenwerte, die in der N&he eines gegebenen Punkts in der komplexen Ebene
liegen. In wieder anderen ist eine vollstdndige Orthonormalbasis des gesamten Raums ge-
sucht, mit deren Hilfe sich der Operator diagonalisieren lésst, um weitere Berechnungen
zu vereinfachen.

Um die unterschiedlichen Anforderungen zu erfiillen werden eine Reihe von algorith-
mischen Ansétzen verwendet, beispielsweise lisst sich durch Potenzieren des Operators
L eine Eigenvektor-Ndherung bestimmen, Eigenwerte konnen als Minima oder Maxi-
ma geeigneter Funktionen beschrieben werden, alternativ im endlich-dimensionalen Fall
auch als Nullstellen eines charakteristischen Polynoms.

Eine besondere Herausforderung stellt die Behandlung grofier Matrizen dar, die bei-
spielsweise bei der Analyse strukturmechanischer oder elektromagnetischer Schwingun-
gen von grofler Bedeutung sind. In diesem Fall ist L ein Differentialoperator, der im
Rahmen einer Diskretisierung durch eine Matrix approximiert wird, deren kleinste Ei-
genwerte und zugehorige Eigenvektoren gesucht werden. Die Matrix ist in der Regel



1 FEinleitung

schlecht konditioniert, so dass spezialisierte Iterationsverfahren zum Einsatz kommen
miissen, die mit den bereits erwdhnten verwandt sind, allerdings die besondere Form der

Aufgabe beriicksichtigen.
Ziel dieser Vorlesung ist es, einen Uberblick iiber die grundlegende Theorie, die wich-
tigstens Verfahren und deren Analyse zu geben.

Danksagung

Ich bedanke mich bei Sabrina Reif und Robin-Thomas Léger fiir Hinweise auf Fehler in
fritheren Fassungen dieses Skripts und fiir Verbesserungsvorschlige.



2 Beispiele

In diesem Kapitel werden drei Beispiele fiir Eigenwertprobleme in der Praxis gegeben.
Gleichzeitig werden drei Typen von Eigenwertproblemen charakterisiert: Die Berechnung
eines einzelnen Eigenwert-Eigenvektor-Paares, die Berechnung von wenigen solchen Paa-
ren und die Berechnung aller solcher Paare, also die Schur-Zerlegung einer Matrix.

2.1 Schwingende Saite
Wir untersuchen eine horizontal gespannte Saite der Lange ¢. Ihre vertikale Auslenkung

in Abhéngigkeit von dem Ort = € [0, /] und der Zeit t € R>¢ wird durch eine Funktion
u € C%([0,4] x R>g) modelliert:

u(x,t)

A
Y

X

Da die Saite links und rechts eingespannt ist, gelten die Randbedingungen

u(0,-) =0 und wu(4,-)=0. (2.1)
Das (vereinfachte) Verhalten der Saite wird durch die Wellengleichung
0%u 0%u
@(%t) = C@(%t) + f(, 1) (2.2)

fiir alle (z,t) €]0, ¢[xR>( bestimmt. Hierbei bezeichnet ¢ € R einen Materialparameter,
in den etwa Eigenschaften wie die Dicke der Saite, ihre Elastizitdt und das Mafl der
aufgewendeten Spannkraft eingehen. Die Funktion f € C([0,¢] x R>g) beschreibt die
von Auflen auf die Saite ausgeiibte Kraft.

Wir interessieren uns fiir den Fall, in dem die duflere Kraft lediglich der Anregung
dient und die Saite anschliefend ohne weitere Beeinflussung schwingt. Wir sind also an

Losungen der Gleichung
0%u 0%u
@(%t) = C@(%t) (2.3)
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interessiert. Da die auftretenden Differentialoperatoren linear sind und keine vom Ort
abhingigen Koeflizienten auftreten, entscheiden wir uns fiir den folgenden Separations-
ansatz:

u(z,t) = up(x) cos(wt) (2.4)

fiir eine Funktion ug € C%(]0,£]). Dann gilt

2
gtg(x,t) = —w?u(z,t)

fir alle (z,t) €]0,{[xR>p und die Wellengleichung (2.3) nimmt die Form

cgzg(x,t) = —w?u(z,t)
an. Mit den Abkiirzungen
2
L:= 53 und ) = w?

und durch Elimination des Cosinus aus u erhalten wir die Gleichung
L'LLQ = )\UO. (25)

Sie besitzt offenbar immer die triviale Lésung ug = 0, die einer ruhenden Saite entspricht.
Fiir eine schwingende Saite fordern wir deshalb ug # 0 und erhalten das folgende Pro-
blem:

Finde ug € C%([0,4]) \ {0} und X\ € R derart, dass
LUO = )\UO
erfiillt ist.

In diesem Kontext bezeichnet man \ als Figenwert und ug als Figenvektor (beziehungs-
weise in diesem Fall als Eigenfunktion).

Da der Separationsansatz zur Elimination der Zeit aus der Gleichung hilfreich
war, liegt es nahe, ihn auch auf das Eigenwertproblem anzuwenden. Wir nehmen an,
dass

up(z) = sin(ax)

fiir ein a € R gilt. Da diese Funktion nur dann gleich Null ist, falls ax € nZ erfiillt ist,
folgt aus der Randbedingung (2.1)) die Gleichung

al € nZ, also a=kn/l
fiir ein k € Z. Der Operator L lésst sich fiir ein ug von dieser Gestalt als

Lug(z) = ca’ug(x)



2.1 Schwingende Saite

schreiben, so dass aus der Gleichung (2.5)) die Beziehung

2

ca? =\ = w?

folgt. Wir koénnen also zu jedem « den entsprechenden Eigenwert A und die korrespon-
dierende Eigenfrequenz w = v/A berechnen und erhalten das Ergebnis, dass fiir jedes

keN -
eine Eigenfrequenz ist, die zu einem nicht-trivalen Eigenvektor
uo(z) = sin(kw/0)

gehort.

Falls der Materialparameter ¢ in der Wellengleichung nicht konstant, sondern vom
Ort abhéngig ist (falls sich beispielsweise die Dicke der Saite dndert), ldsst sich der
Separationsansatz ug(x) = sin(ax) nicht mehr anwenden.

In diesem Fall behilft man sich mit einer numerischen Approximation des Operators L,
um aus der kontinuierlichen Gleichung (2.5]) eine Matrixgleichung zu machen, die dann
mit Standardverfahren behandelt werden kann.

Ein Ansatz fiir diese Approximation ist die Finite-Differenzen-Methode, die im We-
sentlichen auf der Taylor-Entwicklung von ug basiert: Fiir z €]0,¢[ und h € R mit
x+ h,x — h €]0,£] gibt es 4 €|z, x + h[ und 1_ €]z — h, x| derart, dass

. / 2. n 3,,(3) 4, (4)
(@ + h) = o () + huip(x) + h2uf(2)/2 + Bul® @) /6 + Wl (1) /24,
ug(z — h) = uo(x) — hupy(x) + huf(x)/2 — h3u(()3)(:c)/6 + h4u(()4)(77_)/24
gelten, wobei uég) und u(()4) die dritte und vierte Ableitung von ug bezeichnen. Durch

Addition dieser Gleichungen erhalten wir

uo(x + h) + uo(z — h) = 2ug(z) + h2uf(x) + h4(u[()4) (ny) + u(()4) (n-))/24

und konnen folgern, dass

2up(x) —uo(x + h) —ug(x — h)

Dug(z, h) :== 2 (2.6)
eine Approximation fiir —uf(z) ist, die die Fehlerabschétzung
h2
|Dug (e, h) + uf ()] < 7=l e (2.7)

- 12
erfiillt.
Um nun L zu approximieren, wéihlen wir eine dquidistante Partitionierung 0 = x¢ <
x1 < -+ < Ty < Tpg1 = £ des Intervalls [0, £]: Wir setzen x; = hi mit h = ¢/(n+ 1). Fiir
jedes i € {1,...,n} ersetzen wir dann —u((z;) durch

2ug (i) — i+1) — i—
Dug(x;, h) = uo(:) Uo(z;l) uo(® L
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Indem wir die Werte von ug in den Punkten 1, ..., x, in dem Vektor up = (uo(z;))"
zusammenfassen, nimmt das Eigenwertproblem (12.5)) die Form
Auo = )\110 (2.8)

mit der Tridiagonalmatrix

an. Damit ist das kontinuierliche Problem in ein diskretes Problem in R"™ iiberfiihrt.
Da die Genauigkeit der Approximation wesentlich von dem Diskretisierungsparameter
h abhéngt, der wiederum proportional zum Kehrwert der Problemdimension n ist, ist
klar, dass eine hohe Genauigkeit bei der Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren
auch eine hohe Dimension des Gesamtproblems erfordert.

Andererseits ist auch klar, dass beispielsweise fiir up(x) = sin(az) die fiir die Fehler-
abschétzung wichtige vierte Ableitung von ug sich wie a? verhalten wird. Damit
der Fehler beschrinkt bleibt, muss also h? ~ o~ gelten, was zur Folge hat, dass Eigen-
vektoren zu hoheren Frequenzen auch wesentlich feinere Gitterschrittweiten erfordern.

Aus diesem Grund wird man sich in der Regel nur fiir eine geringe Anzahl der zu den
kleinsten Eigenfrequenzen gehdrenden Eigenvektoren interessieren, man wird also nicht
darauf abzielen, alle Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen, sondern nur eine sehr
kleine und von n unabhingige Anzahl.

2.2 Minipoly

Als néchstes wenden wir uns einer stark reduzierten Version eines altbekannten Brett-
spiels zu. Das Spielfeld besteht aus vier Feldern und hat die folgende Form:

Ol O

A

e

10
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Die Spielregeln sind einfach:
e 7Zu Beginn steht eine Spielfigur auf einem beliebigen Feld.

e Falls die Figur auf einem der Felder 1, 2 oder 3 steht, wird ein iiblicher sechsseiti-
ger Wiirfel geworfen, dessen Augenzahl angibt, wieviele Schritte im Uhrzeigersinn
durchzufiithren sind.

e Falls die Figur auf dem ,,Gefingnisfeld“ 4 steht, wird wieder gewiirfelt. Falls eine
6 herauskommt, kann die Figur auf Feld 1 fliehen, sonst bleibt sie im Geféingnis,
also auf Feld 4.

Da die Position der Spielfigur nach einer Reihe von Schritten vom Zufall abhéangt, kénnen
wir keine prizisen Vorhersagen treffen. Wir kénnen allerdings nach der Wahrscheinlich-
keit fragen, mit der eine Spielfigur auf einem bestimmten Feld stehen wird.

Eine dhnliche Technik wird beispielsweise bei der Bewertung von Internet-Seiten durch
Suchmaschinen verwendet: Die urspriingliche Idee der Suchmaschine Google beruhte auf
dem Modell eines Anwenders, der ausgehend von einer Webseite zufillig einen der auf
dieser Seite enthaltenen Verweise anklickt. Diejenigen Seiten, auf denen sich der simu-
lierte Anwender mit hoher Wahrscheinlichkeit aufhielt, wurden als besonders attraktiv
bewertet und in der Ergebnisliste der Suchmaschine als erste angegeben.

Die Folge der von einer Spielfigur eingenommenen Positionen bildet eine sogenann-
te Markoff-Kette, deren wahrscheinlichkeitstheoretische Eigenschaften durch die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten zwischen den einzelnen Feldern eindeutig bestimmt ist.

So betrigt die Wahrscheinlichkeit, von Feld 1 auf Feld 1 zu wechseln, gerade 1/6, da
dazu eine 4 gewlirfelt werden muss. Um von Feld 1 auf Feld 2 zu wechseln, geniigen
dagegen eine 1 oder eine 5, so dass diese Wahrscheinlichkeit 1/3 betrégt. Wir kénnen die
Ubergangswahrscheinlichkeiten in einer Matrix P € R*** zusammenfassen, indem wir
in der j-ten Spalte und i-ten Zeile eintragen, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, von
Feld j auf Feld ¢ zu wechseln:

1/6 1/6 1/3 1/6
1/3 1/6 1/6 0
1/3 1/3 1/6 0
1/6 1/3 1/3 5/6

(2.10)

Fiir den Vektor e; = (0,1,0,0) gibt Pes an, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Spielfigur
sich auf den einzelnen Feldern befindet, wenn von Feld 2 ausgehend ein Zug durchgefiihrt
wurde. Der Vektor P2ey beschreibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung nach 2 Ziigen, der
Vektor P"es die nach n Ziigen. Die Matrix P ordnet also der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung in einem Zug die fiir den folgenden Zug zu.

Es stellt sich die Frage, ob ein Grenzwert existiert, ob sich also nach einer gewissen
Anzahl von Spielziigen eine stabile Wahrscheinlichkeitsverteilung einstellt. Ein solches
sogenanntes invariantes Wahrscheinlichkeitsmafs w ist durch die Fixpunktgleichung

Pw=w (2.11)

11
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charakterisiert. Offensichtlich kann w auch als Eigenvektor zum Eigenwert 1 aufgefasst
werden, wir erhalten also wieder ein Eigenwertproblem, diesmal allerdings mit bekann-
tem Eigenwert und unbekanntem Eigenvektor.

Existenzsitze fiir Eigenwerte lassen sich auf die Matrix P anwenden und fithren zu dem
Ergebnis, dass sie einen Eigenwert 1 besitzt, zu dem es einen Eigenvektor mit positiven
Koeffizienten gibt. Mit geeigneter Skalierung kann er als das gesuchte invariante Maf}
interpretiert werden.

Es lassen sich aulerdem Standardverfahren anwenden, um diesen Eigenvektor zu be-
rechnen: Man erhélt ndherungsweise

0.185
0.097
0.113
0.605

die Spielfigur wird also im Durchschnitt iiber 60% der Spielziige im Geféingnis verbringen
und am seltensten auf dem Feld 2 anzutreffen sein.

Das wiederholte Anwenden von P auf Wahrscheinlichkeitsverteilungen ldsst sich als
ein Verfahren zur Bestimmung des grofiten Eigenwerts, in diesem Fall 1, interpretieren,
so dass sich die im Rahmen der Analyse dieses Verfahrens erzielten Konvergenzaussagen
direkt auf das Beispiel iibertragen.

Das in diesem Kontext auftretende Eigenwertproblem kann als Spezialfall des im Fal-
le der schwingenden Saite behandelten gesehen werden: Es wird lediglich nach einem
Eigenvektor zu einem bestimmten Eigenwert gesucht.

2.3 Lineares Anfangswertproblem

Zum Abschluss des Beispiel-Kapitels untersuchen wir ein lineares Anfangswertproblem:
Wir méchten zu einer Matrix A € R™™ und einem Vektor yg € R" eine vektorwertige
Funktion y € C1(R>o, R") finden, die die Gleichungen

y(0) =yo und y'(t)=Ay(t) (2.12)

fiir alle t € Ry erfiillt. Aus der Analysis ist bekannt, dass sich y durch

y(t) = exp(tA)yo

ausdriicken ldsst. Um nun fiir ein konkretes ¢ € R-g den Wert y(¢) zu bestimmen,
miissen wir die Exponentialfunktion der Matrix tA auswerten. Per Taylor-Entwicklung
um 0 erhalten wir die Beziechung

exp(tA) = Z EA’
i=0

Fiir numerische Zwecke ist diese Formel unbrauchbar, da die Berechnung der Matrizen
A fiir i zwischen 0 und einer Obergrenze p immerhin O(pn?) Operationen erfordert und

12



2.3 Lineares Anfangswertproblem

p infolge der langsamen Konvergenz der Exponentialreihe fiir grofe Werte von ¢ ebenfalls
grof3 sein muss.

Das Problem lasst sich wesentlich vereinfachen, wenn man voraussetzt, dass yq ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, denn dann gilt

Ayo = Ayo, A2y = Ny, Ay = Ny,

also ldsst sich die Exponentialfunktion wesentlich einfacher darstellen:

o) ti . 00 ti .
y(t) = exp(tA)yo = Z EA Yo = Z 5>\ Yo = exp(tA)yo,

die Auswertung von y(t) erfordert also nur noch die Berechnung des Werts der Expo-
nentialfunktion fiir eine reelle Zahl. Diese Aufgabe lisst sich mit einem Aufwand von
hochstens O(p) bewerkstelligen, ist also wesentlich giinstiger als der urspriingliche An-
satz.

In der Praxis wird der Startvektor yg eher selten ein Eigenvektor von A sein. Falls
eine Basis (v/)j_, aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten (A¢)j_, von A existiert, ldsst

sich yg durch
n
Yo = Z AL
(=1

darstellen, so dass sich

y(t) = exp(tA)yo = Z agexp(tA)vy = Zag exp(tAg)v
/=1

ergibt und sich somit mit einem Aufwand von O(np + n?) berechnen lisst, falls die
Koeffizienten ay vorliegen.

In der Regel werden die Koeffizienten nicht vorliegen, so dass sie erst berechnet werden
miissen. Fiir eine allgemeine Basis (v¢)7_, erfordert das einen Aufwand von O(n?), ist
also unattraktiv.

Falls die Basis (v;)}_; allerdings orthonormal ist, kann auch diese Hiirde iberwunden
werden, weil dann

Qp = <Vf, y0>

gilt und sich die Koeffizienten also mit einem Aufwand von O(n?) bestimmen lassen.
Fiir die Berechnung von y(¢) sind wir also daran interessiert, alle Eigenwerte und
Eigenvektoren einer Matrix A zu berechnen und sicherzustellen, dass die Eigenvektoren
eine orthonormale Basis bilden.
Schreibt man die Eigenvektoren (v¢)j_; als Spalten einer Matrix Q € R™*", so gilt
Q*Q =1, da wir eine orthonormale Basis verwenden, Q ist unitéir, und aus

AQIY) = Av; = \vi = AQ80,

13
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wobei () den i-ten kanonischen Einheitsvektor bezeichnet, folgt die Gleichung

A1
A2
Q*AQ = ;
An—l
An

=D

wir haben also eine orthonormale Matrix Q gefunden, die A diagonalisiert. Daraus lasst
sich wiederum

ableiten, also die negative Aussage, dass A symmetrisch sein muss, damit eine ortho-
normale Basis existiert, die diese Matrix diagonalisiert. Wir werden spéter nachweisen,
dass diese Bedingung bereits hinreichend ist.

14



3 Theoretische Grundlagen

Dieses Kapitel hat zwei Ziele: Einerseits sollen die elementaren Aussagen iiber die Eigen-
werte und Eigenvektoren quadratischer Matrizen zur Verfiigung gestellt werden, ande-
rerseits werden einige grundlegende Begriffe aus der linearen Algebra rekapituliert, die
fiir die Untersuchung der in den spéteren Kapiteln eingefithrten Verfahren niitzlich sein
werden.

3.1 Existenz von Eigenwerten

Wir arbeiten im Folgenden im Koérper K € {R,C} der reellen oder komplexen Zahlen.
An einigen Stellen greifen wir auf den Fundamentalsatz der Algebra zuriick, so dass wir
uns auf den Fall K = C beschrénken miissen.

Die Dimensionen der behandelten Matrizen werden wir mit n, m € N bezeichnen.

Definition 3.1 (Eigenwerte und Eigenvektoren) Sei A € K"*". Eine Zahl A € K
heifit Eigenwert von A genau dann, wenn es einen Vektor x € K" \ {0} gibt, der die
Gleichung

Ax = \x (3.1)

erfillt. Jeden derartigen Vektor bezeichnet man als Eigenvektor der Matriz A zu dem
Eigenwert .

Falls x und y Eigenvektoren einer Matrix A zum gleichen Eigenwert A sind, gilt
dasselbe fiir alle von null verschiedenen Linearkombinationen der Vektoren:

Ax+ay) =Ax+ aAy = Xx+ aly = A\(x + ay).

Insbesondere sind Eigenvektoren zu einem Eigenwert niemals eindeutig bestimmt, statt-
dessen definieren sie einen Teilraum.

Definition 3.2 (Eigenridume) Sei A € K™*", sei A € K ein Figenwert von A. Dann
bezeichnet E4(\) den Raum, der von den Eigenvektoren von A zu A aufgespannt wird.
Es gilt

Ea(A) == Kern(A\I — A).

Der Raum E4(X) heifst Eigenraum von A zu dem Figenwert A.

Lemma 3.3 (Charakterisierung der Eigenwerte) Sei A € K™ und sei A € K.
Es sind dquivalent:

15
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1. X st ein Eigenwert von A,
2. M — A ist singuldr,
3. det(\I— A) =0.
Beweis. ,1 = 2“: Sei zunéchst A ein Eigenwert. Dann gilt insbesondere
Kern(AI — A) = £4(X) # {0},

also ist AI — A nicht injektiv und damit insbesondere singulér.

»2 = 1“: Sei nun AI— A singuldr. Damit existiert insbesondere ein x € Kern(AI-A)\{0},
und es folgt Ax = Ax, wir haben also einen Eigenvektor zu A gefunden.

»2 < 3“: Die Determinante einer Matrix verschwindet genau dann, wenn die Matrix
singulédr ist. ]

Mit Hilfe der dritten Eigenschaft aus Lemma kénnen wir die Eigenwerte einer
Matrix als Nullstellen eines Polynoms charakterisieren:

Definition 3.4 (Charakteristisches Polynom) Sei A € K"*". Dann ist
pa(A) :=det(AI — A)
ein Polynom n-ten Grades. Es heifft das charakteristische Polynom der Matriz A.

Lemma 3.5 (Nullstellen von py) Sei A € K™, Dann ist A € K genau dann eine
Nullstelle von pa, wenn \ ein Figenwert von A ist.

Beweis. Folgt direkt aus Lemma |3.3 ]

Ubungsaufgabe 3.6 (Begleitmatrix) (vgl. [2, Abschnitt 7.4.6]) Seien n € N und
Co,- -+ Ccn—1 € K gegeben, und sei

0 0 - 0 —cp
1 0 0 —C1
A—=101 0 —co
0 0 1 —Cnp—1
Beweisen Sie
pa(N) =co+ A+ ... NN fiir alle X € K.

Die Suche nach den Nullstellen eines beliebigen Polynoms ldsst sich also immer auf ein
Eigenwertproblem zuriickfiihren.

Hinweis: Man kénnte den Laplace’schen Entwicklungssatz auf die erste Spalte der Ma-
tric \I — A anwenden.
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3.1 Existenz von Eigenwerten

Ubungsaufgabe 3.7 (GauB-Quadratur) Die Stitzstellen der GauB-Quadraturfor-
meln sind die Nullstellen der Legendre-Polynome, die durch Lo(z) =1, Li(x) = x und
die Rekurrenzgleichung

(n+1)Lpt1(z) = 2n+ 1)axLy(x) — nLy—1(x) fir allen e N, z€C (3.2)

gegeben sind. Die Berechnung dieser Nullstellen lisst sich auf Figenwertprobleme
zurtickfihren: Wenn wir eine Matriz finden, deren charakteristisches Polynom (bis
auf Skalierung) ein Legendre-Polynom ist, sind die Eigenwerte gerade die Nullstellen.

(a) Seien Folgen (a,)5>, und (by,)s2, in C und Matrizen

al 51
T, = |0 2 fiir alle x € N (3.3)
- - bnfl
bn—l Qnp

gegeben. Beweisen Sie, dass die durch po(x) =1, p1(z) =z — a1 und
Prt1(2) = (& — ans1)pn(®) — |bp|*pa_1(z) fiir allen e N, z € C
gegebenen Polynome gerade
det(A\I — T,) = pr(N) fiir allen e N, A e C

erfillen, dass also die charakteristischen Polynome der Tridiagonalmatrizen einer
Rekurrenzgleichung gentigen.

(b) Charakteristische Polynome sind immer normiert, die Koeffizienten ihrer héchsten
Potenzen sind also immer gleich eins.

Beweisen Sie, dass die Koeffizienten der hichsten Potenzen der durch gege-

benen Legendre-Polynome die Gleichungen ag =1, aq =1,

2n+1
n—l—lan

Qi1 = fiir allen € N

erfillen.

(c) Geben Sie Matrizen T,, der Form an, die oy, det(AXI — T,) = Ly (N) fiir alle
n € N, A € C erfiillen.

Bevor wir aus der Charakterisierung der Eigenwerte als Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms einen ersten Existenzsatz gewinnen koénnen, fithren wir einige hilfreiche
Begriffe ein:
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3 Theoretische Grundlagen

Definition 3.8 (Spektrum, Vielfachheiten) Sei A € C"*". Die Menge
o(A)={AeC : NI — A ist singulir}

heiffit Spektrum der Matriz A. Man beachte, dass dabei auch reellwertige Matrizen A
als komplexwertig aufgefasst werden.

Fiir jedes A € o(A) bezeichnen wir mit p%(X\) die Vielfachheit der Nullstelle X des
Polynoms pa und mit p%(X\) die Dimension des Kerns von \I — A. p%(X) und p%(X)
heiffen algebraische und geometrische Vielfachheit des Eigenwerts .

Nun lésst sich fiir den komplezwertigen Fall eine erste Existenzaussage fiir Eigenwerte
mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra gewinnen:

Satz 3.9 (Existenz von Eigenwerten) Sei A € C" ™. Dann ist o(A) # 0 und es
gilt
S A0 =n.
A€o (A)

Beweis. Gemafi Fundamentalsatz der Algebra zerfillt p4 in Linearfaktoren, es gibt also
Ay ooy Ap € C mit

pad) =Jr =) fiir alle A € C.
i=1

Da jedes \; eine Nullstelle von p4 ist, gilt nach Lemma |3.5
o(A) ={\ : ie[l:n]}.
Wegen
pa(Ni) = #{7 = Aj = Ai}
folgt

S o= S #G A=A =n

Aeo(A) AEa(A)
||

Dieser Satz gilt in dieser Form nur fiir den komplexwertigen Fall, wie das folgende
Beispiel illustriert:

Beispiel 3.10 Sei A € R?>*2 durch
0 1
A= (4

pa(N) =det(A\I — A) = A% 41,

gegeben. Es gilt
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3.2 Ahnlichkeitstransformationen

also besitzt pa keine reellen Nullstellen, die Matriz A also keine reellen Figenwerte.
Fasst man A als Matriz iber C auf, so gilt o(A) = {i,—i}, die Matriz besitzt also
zwei rein imagindre Figenwerte, zu denen etwa

() e ()

Eigenvektoren sind, die sogar eine Orthonormalbasis von C? bilden (man beachte, dass im
Komplexen das euklidische Skalarprodukt eine Sesquilinearform ist, keine Bilinearform,).

Im dritten Beispiel aus Kapitel [2| dem linearen Anfangswertproblem, stellte sich die
Frage nach der Existenz einer Basis aus Eigenvektoren einer gewissen Matrix. Da ein Ei-
genvektor nicht zu zwei Eigenwerten gehoren kann, sind die Eigenrdume zu unterschied-
lichen Eigenwerten disjunkt (bis auf den in allen Eigenrdumen enthaltenen Nullvektor),
und es folgt, dass eine Basis aus Eigenvektoren genau dann existiert, wenn

> i) =n

A€o (A)

gilt. Das ist nicht immer der Fall, wie das folgende Beispiel demonstriert:

Beispiel 3.11 Wir untersuchen die Matriz
11
A= (O 1) |

pa(N) =det(\I — A) = (A —1)?

Wegen

gilt o(A) = {1}. Um die geometrische Vielfachheit p% (1) von X\ = 1 zu bestimmen,
miissen wir die Dimension des Kerns von

0 -1
woan (0

berechnen. Da das Bild dieser Matriz eindimensional ist, muss es thr Kern ebenfalls
sein. Demzufolge erhalten wir mit
1
()

zwar einen Figenvektor, kénnen aber keinen zweiten von thm linear unabhdngigen finden.
Es gilt also p%(\) =2 >1 = p9(N).

3.2 Ahnlichkeitstransformationen

Bei einer Diagonal- oder Dreiecksmatrix lassen sich die Eigenwerte und ihre algebraischen
Vielfachheiten direkt an den Diagonalelementen ablesen, also wire es niitzlich, wenn wir
allgemeine Matrizen auf diese spezielle Form bringen kénnten.
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3 Theoretische Grundlagen

Es stellt sich die Frage, wie eine Transformation aussehen muss, die mindestens die
Eigenwerte unverandert lasst. Fiir die Kldarung dieser Frage untersuchen wir eine Matrix
A € K" mit einem Eigenwert A\ € K und einem passenden Eigenvektor x € K™\ {0}.
Nach Definition gilt

Ax = Xx.

Fiir eine beliebige Matrix B € K"*" folgt daraus
BAx = ABx.

Das ist leider keine Eigenwert-Gleichung mehr. Falls B regulir ist, konnen wir allerdings
einen neuen Vektor

X := Bx, x=B7'x (3.4)

definieren und erhalten
BAB 1% = )%,

also wieder eine Eigenwert-Gleichung fiir die neue Matrix
A :=BABL

Der Wechsel von A zu A lisst also FEigenwerte unverédndert, wéihrend sich mit den
Gleichungen ([3.4]) Eigenvektoren ineinander iiberfithren lassen.

Definition 3.12 (Ahnliche Matrizen) Seien A, A € K™". Die Matrizen A und A
heiffen dhnlich, wenn eine requlire Matriz B € K™*™ mit

A =BAB™! (3.5)
existiert. Den Ubergang von A zu A bezeichnen wir als Ahnlichkeitstransformation.

Wir haben bereits gesehen, dass bei einer Ahnlichkeitstransformation Eigenwerte un-
verdndert bleiben. Mit Hilfe der Determinanten-Multiplikationssatzes lasst sich sogar
beweisen, dass das charakteristische Polynom ebenfalls unveréindert bleibt, also insbe-
sondere auch die algebraischen Vielfachheiten:

Lemma 3.13 (Eigenwerte dhnlicher Matrizen) Seien AL\A e K"*" dhnliche Ma-
trizen. Dann gilt pa = p3, also folgt insbesondere o(A) = o(A) und fir alle A € o(A)
gilt p%(A) = p%(A).

Beweis. Sei B € K"*™ eine regulidre Matrix mit A = BAB~!. Aus dem Determinanten-
Multiplikationssatz folgt

pA(N) = det(AI — A) = det(I) det(AI — A)
= det(BB™!) det(A\I — A) = det(B) det(A\I — A) det(B™1)
= det(B(M — A)B™!) = det(ABB™! — BAB™})
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3.2 Ahnlichkeitstransformationen

= det(AL - A) = pz())
fiir alle A € K. [

Eigenvektoren bleiben unter Ahnlichkeitstransformationen nicht unveréindert, aller-
dings lasst sich explizit angeben, wie sie sich d&ndern. Insbesondere folgt, dass auch die
geometrischen Vielfachheiten unverdndert bleiben.

Lemma 3.14 (Eigenvektoren) Seien A A € K™" Ghnliche Matrizen und sei B €
K™ " eine requldre Matriz mit A = BAB™!. Fiir jeden Eigenwert A\ € o(A) = o(A)
gilt die Gleichung
E7(N) = BEA(N).
Insbesondere folgt 1% (\) = u%()\).
Beweis. Sei A € o(A) = o(A).
»2“ Sei x € £4(N). Mit X

A% = BAB 'Bx = BAx = BAx = )%,

also ist X = Bx ein Eigenvektor der Matrix A 7u dem FEigenwert A und somit ein Element
des Eigenraums €7(\).
,C“: Seix € 52()\). Mit x := B7'X gilt

Ax=AB 'X =B 'BAB 'k = B'Ax = B"I)\% = \x,

also ist x = B7!X ein Eigenvektor der Matrix A zu dem Eigenwert A und somit ein
Element des Eigenraums £4(\). ]

Von besonderem Interesse sind Ahnlichkeitstransformationen, die eine Matrix auf Dia-
gonalgestalt bringen, denn bei eine Diagonalmatrix lassen sich nicht nur die Eigenwerte
unmittelbar ablesen, sondern wir kénnen die durch

S) {1 falls i = j,

; fiir alle 4,j € [1: n]
0 ansonsten

definierten kanonischen Einheitsvektoren 6V, ... 6 ¢ K™ als Eigenvektoren verwen-
den, die aufgrund ihrer einfachen Gestalt hiufig grofle Vorziige bieten.

Beispielsweise konnen wir kanonische Einheitsvektoren in Kombination mit einer ge-
eignet gewithlten Ahnlichkeitstransformation verwenden, um eine Beziehung zwischen
der geometrischen und der algebraischen Vielfachheit eines Eigenwert zu gewinnen.

Lemma 3.15 Sei A € K" ", sei A € 0(A). Dann gilt

1< pf(N) < ps ().
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3 Theoretische Grundlagen

Beweis. Die erste Ungleichung folgt direkt aus Lemma Zum Nachweis der zweiten
konstruieren wir eine geeignete Ahnlichkeitstransformation, indem wir p := p9 (X) linear
unabhéingige Eigenvektoren x1,...,x, € K" von A zu dem Eigenwert A\ wihlen und
sie zu einer Basis (x;)}"_; ergénzen. Wir bezeichnen mit X € K"*" die regulidre Matrix,
deren Spalten die Vektoren (x;)!_; sind, die also gerade

X0 = x; fir alle i € [1 : n]
erfiillt. Daraus folgt
AXSD = Ax; = \x; = A\ X6W fiir alle i € [1: p],
so dass wir insbesondere
XTAXE® = )6 fiir alle i € [1 : p

erhalten. Also verschwinden in den ersten p Spalten der Matrix A = X 1AX jeweils
die unteren n — p Zeilen, so dass die Matrix die Form

~ A R

A= 8)
fiir Matrizen R € KP*X("=P) und C € Km=P)X("=p) aqufweist. Da A und A shnlich sind,
gilt nach Lemma pA = pjy, also folgt fiir alle o € K die Gleichung

pa(a) = pz(a) = det(al - 11)
= det(aI — M) det(aI — C) = (a — N\)Ppe(a),

und damit ist A eine mindestens p-fache Nullstelle von p4. ]

3.3 Hilbertraume

Neben den bisher eingefiihrten algebraischen Techniken haben sich auch Konzepte der
Analysis als sehr niitzlich fiir die Untersuchung von Eigenwertproblemen erwiesen. Fiir
uns sind dabei vor allem bestimmte Figenschaften von Bedeutung, die in Hilbertrdumen
gelten, also in Banach-Rdumen, deren Norm von einem Skalarprodukt induziert ist.

Auf dem Raum K" verwendet man typischerweise das euklidische Skalarprodukt, das
durch

n
(x,y) := Zizyz fiir alle x,y € K"
i=1

definiert ist. Es ist eine Sesquilinearform, erfiillt also die Gleichungen

(x+ay,z) = (x,2z) + aly, z), (3.6a)
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3.3 Hilbertrdume

(x,y + az) = (x,y) + a(x, z), (3.6b)
(x,y) = (y,x) fiir alle x,y,z € K", a € K. (3.6¢)

Das euklidische Skalarprodukt induziert die euklidische Norm

1/2
x| = (x,x)"/? = (Z |2 |2> fiir alle x € K",

und aus dieser Beziehung folgt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
[y < Dyl fiir alle x,y € K". (3.7)

Beide Seiten dieser Ungleichung sind genau dann gleich, wenn die Vektoren x und y
linear abhéngig sind.

Eine niitzliche Beziehung zwischen der Matrix-Vektor-Multiplikation und dem Skalar-
produkt kénnen wir mit Hilfe der adjungierten Matriz gewinnen:

Definition 3.16 (Adjungierte Matrix) Sei A € K"*™. Die durch
bij = aj; fir allei € [1:m], j€[l:n]

definierte Matrix B € K™*" heifit Adjungierte von A und wird mit A* = B bezeichnet.
Im Falle K = R entspricht sie der transponierten Matriz AT, im Falle K = C der
hermiteschen Matriz A" = AT,

Bei unseren Untersuchungen spielt die Beziehung zwischen dem Skalarprodukt und
der Adjungierten eine wichtige Rolle.

Lemma 3.17 (Adjungierte und Skalarprodukt) Seien eine Matriz A € K™*™ so-
wie Vektoren x € K™ undy € K" gegeben. Dann gilt

(Ax,y) = (x,A"y).

Beweis. Nach Definition des Skalarprodukts und der Matrix-Vektor-Multiplikation gilt

n m
(Axy) =3 z =33 - zxj (Zamyz) i A"Y)

=1 J=1

Das ist die gesuchte Identitiit. [

Diese Gleichung lisst sich vielfiltig einsetzen. Als Beispiel beweisen wir die folgende
Aussage tiber die Adjungierte eines Produkts zweier Matrizen:

Lemma 3.18 (Adjungierte eines Produkts) Seien A € K™ und B € K™** mit
n,m,k € N gegeben. Dann gilt
(AB)* = B"A*.

Falls A € K™*™ invertierbar ist, gilt (A*)~1 = (A71)*.

23
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Beweis. Nach Lemma gelten die Gleichungen
(x,(AB)*y) = (ABx,y) = (Bx, A*y) = (x, B*A*y) fiir alle x € K*, y € K".
Daraus folgt
(x,((AB)* = B*A")y) =0 fiir alle x € K*, y € K",
und indem wir x := ((AB)* — B*A*)y einsetzen erhalten wir
|((AB)* — B*A*)y||> =0 fiir alle y € K",

so dass sich unmittelbar die erste Gleichung ergibt.
Sei nun A € K™*" invertierbar. Dann gelten mit der ersten Gleichung

I= I* — (AflA)* — A*(Afl)*’ I= I* — (AAfl)* — (Afl)*A*’
also ist (A~1)* eine Rechts- und Linksinverse der Matrix A*, also deren Inverse. ]

Bei der Analyse numerischer Naherungsverfahren stellt sich héufig die Frage danach,
wie sich in den einzelnen Stufen des Algorithmus’ eingefiihrte Approximationsfehler auf
den Gesamtfehler auswirken. Deshalb miissen wir in der Lage sein, zu messen, wie sehr
sich Matrizen unterscheiden. Zu diesem Zweck definieren wir die Spektralnorm:

Definition 3.19 (Spektralnorm) Seien n,m € N. Die Spektralnorm auf K"*™ ist
durch

A
|A|l := max {HZ” cze K™\ {O}} fiir alle A € K™*™

=]l
definiert.

Einige wesentliche FEigenschaften der Spektralnorm fasst das folgende Lemma zusam-
men.

Lemma 3.20 (Spektralnorm) Seien n,m,k € N. Die Spektralnorm ist vertriglich
mit der euklidischen Norm, es gilt ndmlich

|Az| < [|A]l ||zl fiir alle A € K™*™, z € K™. (3.8a)
Die Spektralnorm ist auch submultiplikativ, erfillt also

|AB| < ||A]||B] fiir alle A € K™™ B ¢ K™*F, (3.8b)

Die Spektralnorm lisst sich alternativ durch

|A| = max {W .y € K"\ {0}, z€ K™\ {0}} fiir alle A € K™™  (3.8¢)

darstellen. Aus dieser Gleichung folgen die Beziehungen

Al = [|A*] = |A*A Y2 = ||[AA*||M/? fiir alle A € K", (3.8d)
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3.3 Hilbertrdume

Beweis. Seien A € K™™ und z € K™. Falls z = 0 gilt, folgt ||[Az|| = 0 = ||A]|||z]
unmittelbar.
Ansonsten gilt nach Definition

| Azl
Il

und Multiplikation mit ||z|| fihrt zu (3.8al).
Indem wir (3.8a)) zweimal anwenden erhalten wir

< [lAfl;

|ABz|| < [[A[[[[Bz < A |BI|{|| fiir alle z € K",

so dass sich aus Definition unmittelbar die Ungleichung (13.8b) ergibt.
Sei z € K™ \ {0} gegeben. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (3.7) erhalten wir

(y, Az)| _ |ly[l |Az] _ [[Az]

< = fiir alle y € K™\ {0}. 3.9
Tzl =< Tyl — Tl Vo (39)
Falls y := Az # 0 gilt, haben wir

(3.A7)| _ [(An,Az)| _ [Az? _ |As]

IyTTzl =~ TAzlTz] ~ TAzllzl ~ [l

und gemeinsam mit (3.9) ergibt sich

|Az] _ {r<y,Az>| |
el =" Uyl Tel

Az
2]

Diese Abschitzung bleibt offenbar auch korrekt, falls Az = 0 gilt. Indem wir zu dem
Maximum {iiber alle z € K \ {0} iibergehen folgt (3.8¢]).
Aus dieser Gleichung folgt mit Lemma und (3.6¢)) direkt

(y, Az)|
[N(aiEdl

:max{m .y e K™\ {0}, zeKm\{O}}

:maX{W .y € K"\ {0}, zeKm\{O}}:HA*H.

Mit dieser Gleichung in Kombination mit Lemma (3.8¢c|) sowie (3.8b]) erhalten wir

y K"\ {0}} <

N —max{ y €K™\ {0}, z eKm\{O}}

JAJ? = m {”, H! . eKm\{O}}

:max{W : zeKm\{O}}

:maX{KZﬁT?ZH : zEKm\{O}}
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3 Theoretische Grundlagen

P AAD
Sm“{ Wy Y K0 =k \{0}}

= |ATA| < AT Al = Al
Indem wir dieses Resultat auf A* anstelle von A anwenden folgt die letzte Gleichung. m

In einigen der folgenden Beweise benttigen wir eine Moglichkeit, rechteckige Matrizen
zu ,invertieren“. Diese Pseudo-Inverse kénnen wir mit Hilfe der Adjungierten definieren.
Ein erster Schritt in dieser Richtung ist das folgende Lemma, mit dem sich die Identitét
von Vektoren im Bild der Matrix iiberpriifen lésst.

Lemma 3.21 (Orthogonalitit) Sei A € K"*"™. Es gilt
(x,y)=0 fiir alle x € Bild(A), y € Kern(A™).
Insbesondere haben wir
Az=0 < A"Az=0 fiir alle z € K™.

Beweis. Seien x € Bild(A) und y € Kern(A*) gegeben. Nach Definition finden wir
z € K™ mit x = Az. Mit Lemma [3.17] folgt

(x,y) = (Az,y) = (2,A"y) = (2,0) = 0.

Sei nun z € K™. Offenbar folgt aus Az = 0 unmittelbar auch A*Az = A*0 = 0.

Fiir den Nachweis der Umkehrung setzen wir voraus, dass A*Az = 0 gilt. Also liegt
der Vektor x := Az sowohl im Bild der Matrix A als auch im Kern der Adjungierten
A*. Mit dem ersten Teil unserer Aussage folgt

I1x]|? = (x,x) =0,
also Az =x=0. ]

Aus dieser Eigenschaft folgt bereits, dass zwei Vektoren aus dem Bild einer Matrix
A genau dann identisch sind, falls ihre Produkte mit der Adjungierten A* identisch
sind. Um auch passende Urbilder rekonstruieren zu kénnen, benétigen wir zusétzliche
Eigenschaften der Matrix.

Definition 3.22 (Positiv definit) Sei A € K"*". Die Matriz A heifit positiv definit,
falls

(x,Ax) >0 fir alle x € K™\ {0} (3.10)
gilt. Sie heifst positiv semidefinit, falls die Ungleichung
(x,Ax) >0 fir alle x € K" (3.11)

erfillt ist.
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3.4 Invariante Unterrdume

Eine positiv definite Matrix ist immer invertierbar, denn aus folgt unmittelbar,
dass nur der Nullvektor im Kern der Matrix liegen kann, dass A also injektiv ist. Da A
eine quadratische Matrix ist, muss sie nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen
auch invertierbar sein.

Wenn wir fiir einen Vektor x aus dem Bild einer Matrix A ein Urbild rekonstruieren
wollen, also einen Vektor y mit x = Ay suchen, kénnen wir uns dem Problem néhern,
indem wir beide Seiten der Gleichung mit der Adjungierten A* multiplizieren und

A'x=A*Ay

erhalten. Falls die Gramsche Matriz A*A auf der rechten Seite invertierbar ist, kénnen
wir die Gleichung mit deren Inversen multiplizieren und eine explizite Formel erhalten,
mit der sich y aus x berechnen lésst.

Lemma 3.23 (Gramsche Matrizen) Sei A € K"*™. Dann sind A*A und AA* po-
sitiv semidefinite Matrizen.

A ist genau dann injektiv, wenn A*A positiv definit ist.

A ist genau dann surjektiv, wenn AA* positiv definit ist.

Beweis. Mit Lemma erhalten wir

(A*Ax,x) = (Ax, Ax) = |Ax|? >0, (3.12a)
(AA*x,x) = (A*x, A*x) = |[A*x[|* >0 fiir alle x € K", (3.12b)

also sind A*A und AA™* positiv semidefinit.

Falls A injektiv ist, gilt ||Ax| > 0 fiir alle x € K" \ {0}, also ist nach die
Matrix A*A positiv definit.

Falls umgekehrt A* A positiv definit ist, gilt nach die Ungleichung ||Ax|| > 0
fiir alle x € K™\ {0}, also kann der Kern der Matrix A nur den Nullvektor enthalten.
Damit muss A injektiv sein.

Falls A surjektiv ist, falls wir also Bild(A) = K™ haben, folgt aus Lemma bereits
Kern(A*) = {0}, also gilt insbesondere ||A*x|| = 0 genau dann, wenn x = 0 gilt. Also
muss nach die Matrix AA* positiv definit sein.

Falls umgekehrt A A* positiv definit, also insbesondere invertierbar ist, konnen wir zu
jedem x € K" den Vektor y := A*(AA*)!x definieren und erhalten

Ay = AA*(AAY)x =x,

also folgt x € Bild(A) fiir beliebige x € K", so dass A surjektiv sein muss. [

3.4 Invariante Unterraume

Wie bereits gesehen, lisst sich der Raum K™ im allgemeinen nicht in eine direkte Summe
von Eigenrdumen zerlegen. Es ist allerdings moglich, die Eigenrdume durch allgemeinere
Teilrdume von K™ zu ersetzen, die dann eine direkte Summe bilden:
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Definition 3.24 (Invariante Unterrdume) Sei A € K"*". Ein Teilraum V C K"
heif$t beziiglich A invarianter Unterraum, falls fir alle x € V die Gleichung
Ax eV
gilt, falls also AV CV erfillt ist.

Beispiel 3.25 Sei p € N und (x;)}_, eine Familie von Eigenvektoren der Eigenwerte
(Ni)P_. Dann ist
V :=span{x; : i €[l:p]}

ein beziiglich A invarianter Unterraum.

Beweis. Offensichtlich gilt Ax; = A\;x; € V fiir alle i € [1 : p], also gilt dasselbe auch fiir
den Aufspann dieser Vektoren. [

Beispiel 3.26 Sei R € K"*™ eine obere Dreiecksmatriz. Dann ist fir jedes p € [1 : n]
der Raum ‘
V:=span{0®¥ : ie[l:p]} =K x {0} CK"

mwvariant beziglich R.

Fiir Eigenrdume gilt die Gleichung Ax = Ax mit dem Eigenwert A. Fiir invariante
Unterrdume wird diese Gleichung etwas verallgemeinert, indem wir den Eigenwert A
durch eine kleine quadratische Matrix ersetzen und den Eigenvektor x durch eine aus
mehreren Vektoren gebildete Matrix.

Lemma 3.27 Sei A € K" und sei V C K" ein beziiglich A invarianter Unterraum.
Sei X € K"*P eine Matriz, deren Spalten den Raum V aufspannen, die also die Gleichung

Bild(X) =V
erfiillt. Dann gibt es eine Matriz A € KP*P mit

AX = XA. (3.13)
Falls X injektiv ist, ist A durch die obige Gleichung eindeutig festgelegt.

Beweis. Sei j € [1 : p|. Offenbar gilt X5 € V, und aus der Invarianz folgt AXs0) €
V = Bild(X). Also existiert ein Vektor z/) € KP mit

AXs0) = Xz0).

Wir definieren die Matrix
A = (Z(l) Z(p)) 7

so dass gerade

AW = z(9) fiir alle j € [1: p]
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3.5 Selbstadjungierte und unitédre Matrizen

gilt. Nun folgt
AXSY) = Xz0) = XAV fiir alle j € [1 : p),

so dass unmittelbar (3.13)) folgt.
Sei nun X injektiv, und sei A € KP*? eine Matrix, die (3.13) erfiillt. Nach Lemma

ist X*X invertierbar, so dass aus
AX = XA,
X*AX = X*XA
bereits
A= (X*X)"1X*AX

folgt. Durch diese Gleichung ist A eindeutig festgelegt. ]

Bemerkung 3.28 Sei A € K"*". Falls Matrizen X € K"*P und A € KP*P so gegeben
sind, dass gilt, muss V := Bild(X) bereits ein invarianter Teilraum sein: Fir
jedes x € Bild(X) existiert ein Urbild y € KP mit x = Xy, so dass

Ax = AXy = XAy € Bild(X)
unmittelbar folgt.

Bemerkung 3.29 Seien A,K € K™" Ghnliche Matrizen mit BAB™! = A fiir eine
requldre Matrix B. Dann ist fiir jeden beziiglich A invarianten Unterraum )V C K" die
Menge

V=B 1y

ein beziiglich A invarianter Unterraum.
Bemerkung 3.30 Sei A € K"*" und seien Matrizen X € K"*P ynd A € KP*P g0
gegeben sind, dass gilt. Falls X injektiv ist, ist jeder Eigenwert der Matrix A auch

ein Eigenwert der Matriz A: Fir jedes A € o(A) existiert ein Eigenvektor'y € KP\ {0}.
Da X injektiv ist, ist x := Xy nicht der Nullvektor. Es folgt

Ax = AXy = XAy = Xy = XXy = Ax.

3.5 Selbstadjungierte und unitire Matrizen

Einen invarianten Unterraum kénnen wir durch eine beliebige Basis darstellen. Aus der
Perspektive der Numerik ist es ratsam, eine Orthonormalbasis zu verwenden, denn derar-
tige Basen zeichnen sich durch eine besondere Unempfindlichkeit gegeniiber Rundungs-
fehlern aus.
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Definition 3.31 (Isometrisch und unitir) Sei Q € K™, Falls die Gleichung
Q' Q=1

gilt, nennen wir Q isometrisch.
Falls Q isometrisch und quadratisch ist, falls also auch noch n = m gilt, nennen wir
Q unitér.

Um die Bezeichnung ,,isometrische Matrix“ zu rechtfertigen miissen wir auf eine auch
noch fiir andere Zwecke niitzliche Klasse von Matrizen zuriickgreifen, némlich auf die
selbstadjungierten Matrizen.

Definition 3.32 (Selbstadjungierte Matrix) Eine Matriz A € K™ heifit selbst-
adjungiert, falls A = A* gilt.

Neben vielen anderen vorteilhaften Eigenschaften bieten selbstadjungierte Matrizen

den Vorteil, dass sich viele wichtige Eigenschaften bereits an dem Skalarprodukt (Ax, x)
ablesen lassen. Fiir unseren Zweck geniigt zunéchst die folgende Identitatsaussage:

Lemma 3.33 (Identitit selbstadjungierter Matrizen) Sei A € K"*" eine selbst-
adjungierte Matriz. Falls

(Ax,x) =0 fir alle x € K" (3.14)
gilt, folgt bereits A = 0.

Beweis. Wir nehmen an, dass (3.14]) gilt. Seien x,y € K". Nach Voraussetzung folgt mit
Lemma die Gleichung

0=(A(x+y).x+y) = (Ax,x) + (Ay,x) + (Ax,y) + (Ay.y)
= (Ay,x) + (Ax,y) = (y,A"x) + (Ax,y) = (y, Ax) + (Ax,y).

Nun kénnen wir y = Ax setzen und erhalten 0 = 2||Ax||?, also Ax = 0 fiir jeden
beliebigen Vektor x € K", und damit insbesondere A = 0. [

Mit diesem Hilfsmittel kénnen wir nun eine alternative Charakterisierung isometri-
scher Matrizen angeben:

Lemma 3.34 (Isometrische Matrix) Sei Q € K"*™. Q ist genau dann isometrisch,
wenn

Qx| = ||x]] fiir alle x € K" (3.15)

gilt, wenn die Multiplikation mit Q also die Norm unverdndert lisst.
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Beweis. ,=“: Sei zunéichst Q isometrisch. Nach Lemma folgt
1Qx]1* = (Qx, Qx) = (Q"Qx,x) = (x,x) = [Ix|* fiir alle x € K",

also gerade (3.15)).
»<="“: Gelte nun umgekehrt (3.15). Es folgt

0= Qx| — [lx]? = (Qx. Q) — {x.x) = (@ Q) — (x.x)
=((Q"Q—-I)x,x) fiir alle x € K".

Da die Matrix Q*Q — I selbstadjungiert ist, erhalten wir mit Lemma bereits die
Gleichung Q*Q — I = 0, also muss Q isometrisch sein. [

In Hinblick auf die fiir die Behandlung von Eigenwertproblemen sehr wichtigen
Ahnlichkeitstransformationen bieten unitire Matrizen den Vorteil, dass sich ihre In-
versen besonders einfach berechnen lassen.

Lemma 3.35 (Unitidre Matrix) Sei Q € K"*" unitdir.
Dann gilt QQ* =1, also Q* = Q~!, die Adjungierte ist die Inverse der Matriz Q,

Beweis. Da die Matrix Q nach insbesondere injektiv ist, folgt mit der Dimen-
sionsformel, dass sie als quadratische Matrix auch surjektiv sein muss, es gilt also
Bild(Q) = K".

Sei x € K™. Dank der Surjektivitit gilt x € Bild(Q), also finden wir ein Urbild y € K"
mit x = Qy. Mit Definition [3.31] erhalten wir

x=Qy=Q(Q'Q)y =QQ'Qy = QQ™x.

Da x beliebig gewihlt wurde, folgt daraus bereits I = QQ*. Da wegen Definition [3.31]
auch I = Q*Q gilt, muss Q* die Inverse der Matrix Q sein. [

3.6 Schur-Zerlegung

Nun konnen wir daran gehen, nach einer Moglichkeit zu suchen, um eine Matrix durch
unitdre Ahnlichkeitstransformationen auf obere Dreiecksgestalt zu bringen.

Wir werden dabei induktiv vorgehen und zun#chst versuchen, die erste Spalte der Ma-
trix auf ein Vielfaches des ersten kanonischen Einheitsvektors abzubilden. Fiir derartige
Aufgaben bietet die numerische lineare Algebra ein niitzliches Hilfsmittel: Householder-
Spiegelungen sind unitdre Abbildungen, die einen beliebigen Vektor in den Aufspann
eines beliebigen anderen (von null verschiedenen) Vektors, beispielsweise eines kanoni-
schen Einheitsvektors, {iberfithren.

Erinnerung 3.36 (Householder-Spiegelung) Zu jedem Vektor v € K™\ {0} ist die
Householder-Spiegelung

vv*

Q,=1-2

vV
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eine unitdre Matriz.
Fiir beliebige Vektoren x € K" undy € K"\{0} kénnen wir einen Householder-Vektor
v € K"\ {0} so finden, dass
Qux =ay

mit einem o € K gilt, dass also x in den von'y aufgespannten Raum abgebildet wird.

Ubungsaufgabe 3.37 (Allgemeine Householder-Spiegelung) Fir v € K"\ {0}
und T € K kénnen wir die verallgemeinerte Householder-Spiegelung

Qur =I—-7vv"
definieren.
(a) Beweisen Sie, dass Q,, genau dann unitdr ist, wenn |7|?||v||?> = 2Rer gilt.

(b) Seien a € K"\ {0} und a € K mit |a| = ||a|| gegeben.
Wir setzen v :=a — ad) und nehmen an, dass v # 0 gilt.
Beweisen Sie, dass Q,ra = adW) genau dann gilt, wenn 7(v,a) = 1.

¢) Beweisen Sie unter den Voraussetzungen des Teils (b), dass T = —— die Gleichung
(v.a)
|7|?||v||* = 2Re T erfiillt, wir also eine unitire Matriz konstruieren konnen, die a

auf adW) abbildet.

(d) Seia € K"\ {0}. Beweisen Sie, dass die Wahl o := —sgn(Reay)l||al| die Voraus-
setzungen der Teile (b) und (c) erfillt.

Wir finden also verallgemeinerte Householder-Spiegelungen, die einen Vektor auf ein
reelles Vielfaches des ersten kanonischen Einheitsvektors abbilden.

Damit konnen wir beispielsweise dafiir sorgen, dass bei komplexen QR-Zerlequngen die
Diagonale immer reell ist.

Hinweis: Fir z € C\ {0} gilt Re(1/z) = Re(z)/|2|2.

Erinnerung 3.38 (QR-Zerlegung) Sei A € K"*"™. Dann existieren eine unitire Ma-
trix Q € K™™ und eine obere Dreiecksmatriz R € K™ mit A = QR.

Mit Hilfe der QR-Zerlegung kénnen wir eine isometrische Matrix zu einer unitéren
Matrix ergénzen.

Lemma 3.39 (Basisergiinzung) Sei Q € K™"*P eine isometrische Matriz. Dann exi-
stiert eine unitdre Matriz Q € K™ mit Qlnxp = Q.

Beweis. Nach Erinnerung existiert eine QR-Zerlegung QoRg = Q der Matrix Q
Nach Lemma ist Q injektiv, also muss p < n gelten. Da Ry eine obere Dreiecks-
matrix mit mehr Zeilen als Spalten ist, existiert eine Matrix R € KP*P mit

- (%)
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3.6 Schur-Zerlegung
Es gilt ~ o~
R'R = RjRo = RjQ;QoRo = Q*Q =1,

also ist R eine unitdre Dreiecksmatrix. Wir definieren
R
Q:=Q ( I)

Qs = Qo (f}) - QR =Q

und stellen fest, dass

gilt. Also haben wir die gewiinschte Fortsetzung gefunden. ]

Tatséchlich kénnen wir sogar beweisen, dass sich die ersten p Spalten der Matrix Qg
lediglich durch ihre Vorzeichen von den ersten Spalten der Matrix Q unterscheiden: Man
kann sich iiberlegen, dass jede unitdre Dreiecksmatrix bereits eine Diagonalmatrix sein
muss, und dieses Resultat lasst sich auf die Matrix R anwenden.

Lemma 3.40 (Deflation) Sei A € K™", sei p € N und sei X € K"*P eine isome-
trische Matriz, die AX = XA (siehe ) mit einer geeigneten Matriz A € KP*P

erfillt. Dann existieren eine unitire Matric Q € K™ und weitere Matrizen D €
K(=p)x(n=p) R e KP*("=P) derart, dass die Gleichung

@aa-(y p) (3.16)

erfillt ist und Q|pxp = X gilt.

Beweis. Gemifl Lemma kénnen wir X zu einer unitdren Matrix Q mit Q|,x, =X
erganzen.
Wir zerlegen QQ dementsprechend in

Q=(x )

und stellen fest, dass auch Y € K"*("=P) isometrisch ist und aus

I 0 e (X _(X*X X*Y
<0 I>:I:QQ_(Y*> (X Y)_<Y*X Y*Y>

die Identitdat Y*X = 0 folgt.
Aus der Gleichung (3.13) erhalten wir

(X _ [X*AX X*AY
QAQ= (Y*)A(X Y)= (Y*AX Y*AY>

([ X*XA X*AY) (A X*AY
\Y*XA Y*AY 0 Y*AY )’
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also konnen wir den Beweis abschlieflen, indem wir
R = X*AY, D:=Y*AY
setzen. [ |

Da nach Satz eine komplexe Matrix mindestens einen Eigenwert besitzt, ist der
zugehorige Eigenraum nach Beispiel ein invarianter Unterraum, der mittels Lemma
Anlass zu einer vereinfachenden Ahnlichkeitstransformation gibt. Bei wiederholter
Anwendung erhélt man eine sogenannte Schur-Zerlegung der Matrix:

Satz 3.41 (Schur-Zerlegung) Sei A € C"*". Dann ezistieren eine unitire Matriz
Q € C™™ und eine obere Dreiecksmatriz R € C"*" so, dass die Gleichung

Q*'AQ =R (3.17)
erfillt ist.

Beweis. Per Induktion iiber die Dimension n. Der Induktionsanfang n = 1 ist trivial.

Wir nehmen an, dass n > 1 gilt und die Aussage fiir n — 1 bewiesen ist. Nach Satz
besitzt A mindestens einen Eigenwert A € C. Sei x € C"\ {0} ein zugehoriger Eigenvek-
tor, den wir auf ||x|| = 1 normieren. Indem wir x als Matrix X € C**! und A als Matrix
A € CY™! interpretieren, kénnen wir Lemma anwenden, um eine unitédre Matrix
Q: € C™*" und Matrizen Ry € C'*™ und A; € C(v=Dx(n=1) 3y erhalten, fiir die

Qiaa -y ')

gilt. Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf A; an und erhalten eine orthonormale
Matrix Qy € C~D*("=1) ynd eine obere Dreiecksmatrix Ry € C~Dx(n=1) i

Q5A1Q2 =Ro.

Nun konnen wir

. 1 0 (A RiQo
Q'_Ql <0 Q2>, R := <0 R2 )
definieren und erhalten
* (1 0 " 1 0 (1 O A Ry 1 0
@aa= (5 q)einai(y g,)=(0 o) (o 41) (o @)
_ <)\ R1Q2 ) _ </\ R1Q2>
0 Q3A:1Q2 0 Ry

Da Ry eine obere Dreiecksmatrix ist, muss auch R eine obere Dreiecksmatrix sein, also
ist der Beweis vollstdndig. [

R.
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Bemerkung 3.42 Im Beweis von Satz[3.41 kinnen wir offenbar die Reihenfolge der Fi-
genwerte beliebig wihlen und so beispielsweise auf der Diagonalen von R jede Anordnung
erreichen.

Die Gleichung Q*AQ = R ist dquivalent zu AQ = QR, und indem wir diese Glei-
chung auf die ersten p Spalten einschrdinken und die Dreiecksstruktur von R ausnutzen,
folgt sofort, dass der Aufspann der ersten p Spalten von Q jeweils ein invarianter Teil-
raum von A sein muss.

Ubungsaufgabe 3.43 (Reelle Schur-Zerlegung) Sei A € R™*™ eine reelle Matriz.

(a) Wenn wir A als kompleze Matriz interpretieren, besitzt sie mindestens einen Ei-
genwert A € C mit einem FEigenvektor e € C™\ {0}.

Beweisen Sie, dass dann X\ ein Eigenwert mit dem Eigenvektor & ist.

(b) Beweisen Sie, dass im Fall X # X eine reelle injektive Matriz X € R™*? und eine
reelle Matriz A € R**? mit AX = XA eristieren.

(c) Beweisen Sie, dass eine reelle unitire Matriz Q € R™"™ und m € N, ny,...,ny, €
{1,2} sowie reelle Matrizen R;; € R™*"™ mit

Rii -+ Rim
Q'AQ = :
Rmm

existieren. Diese Zerleqgung nennt man reelle Schur-Zerlegung der Matriz A.

3.7 Diagonalisierbarkeit durch unitdre Transformationen

Die Matrix auf obere Dreiecksgestalt bringen zu kénnen hilft uns zwar bei der Bestim-
mung der Eigenwerte, allerdings nur sehr bedingt bei der Untersuchung der Eigenvek-
toren. Insbesondere wird fiir viele Beweise eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren
benotigt, die wir Satz nicht unmittelbar entnehmen koénnen.

Fiir reelle Eigenwerte lasst sich relativ leicht kldren, welche Eigenschaften eine Matrix
aufweisen muss, um sich unitir diagonalisieren zu lassen: Wenn eine reelle Diagonalma-
trix D € R™™ und einer unitire Matrix Q € K™*" mit

Q*AQ=D
existieren, folgt mit Lemma [3.35
A =QDQ’
und damit bereits
A"=Q"D*Q" =QDQ" = A, (3.18)

also muss A mindestens selbstadjungiert sein.
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Wir kénnen beweisen, dass diese Eigenschaft nicht nur notwendig, sondern auch hinrei-
chend ist. Im Prinzip kénnte man dazu auf Satz zuriickgreifen, allerdings wiirden wir
damit nur die Existenz einer komplezen unitéren Ahnlichkeitstransformation erhalten.
Indem wir den Fundamentalsatz der Algebra durch eine auf selbstadjungierte Matrizen
zugeschnittene Aussage ersetzen, kénnen wir beweisen, dass fiir reelle selbstadjungierte
Matrizen auch eine reelle Ahnlichkeitstransformation geniigt.

Der Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist der Rayleigh-Quotient: Falls e € K™\ {0}
ein Eigenvektor zu einem Eigenwert A € K einer Matrix A ist, konnen wir den Eigenwert
dank aus dem FEigenvektor rekonstruieren:

e = Ae,
Ae,e) = (e, \e) = (e, Ae),
N\ (e, Ae)

(e,e) -

Den Ausdruck auf der rechten Seite bezeichnet man als einen Rayleigh-Quotienten.

Definition 3.44 (Rayleigh-Quotient) Sei A € K"*". Die Rayleigh-Quotientenab-
bildung ist gegeben durch
(x, Ax)

Ag: K"\ {0} - K, X — )

Falls A selbstadjungiert ist, gilt wegen Lemma und (3.6¢) fiir alle x € K™\ {0}
die Gleichung
(x, Ax) = (A*"x,x) = (Ax,x) = (x, Ax),
also folgt (x, Ax) € R. Der Rayleigh-Quotient ist fiir selbstadjungierte Matrizen also
immer reellwertig.

Satz 3.45 (Courant-Fischer) Sei A € K"*" selbstadjungiert. Die Rayleigh-Quotien-
tenabbildung besitzt ein Mazimum, dieses Mazimum ist gerade der grifste Figenwert der
Matriz A, und jedes seiner Urbilder ist ein Eigenvektor zu diesem Eigenwert.

Beweis. Die Rayleigh-Quotientenabbildung ist invariant unter Skalierung, denn fiir alle
a € K\ {0} gilt wegen (3.6a)) und (3.6b))

ox, aAx) o} (x, Ax)

X) = < =
Aa(ax) (ax, ax) la|?(x, x)

= Aa(x), (3.19)
also diirfen wir uns auf der Suche nach dem Maximum auf die Einheitssphére
S ={xeK" : x| =1}

beschrianken. Diese Menge ist beschrinkt und abgeschlossen, also nach dem Satz von
Heine-Borel kompakt. Als stetige Abbildung nimmt A 4 auf der kompakten Menge S ein
Maximum an, das wir mit A € R bezeichnen. Wir fixieren e € S mit A = As(e).
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Seien nun y € K" und « € (0,1/]]y||) (mit 1/0 = c0) gegeben. Dann gilt
le +ayl = [lel —[al[lyll > 1-1=0,
also e + ay # 0. Da A das Maximum der Rayleigh-Quotientenabbildung ist, gilt

(e +ay, Ale + ay))
le+ay,etay)

— Aa(e+ay) < A.

Mit (3.6) folgt

el +2AaRe(y, €) + Aa?|ly]|?

Me,e) + Aaly,e) + Aale,y) + Aa’(y,y)
(e, e) + (ay, e) + (e, ay) + (ay, ay))
=XNe+ay,e+ay) > (e+ay, Ale+ ay))

= (e, Ae) + (ay, Ae) + (e,aAy) + (ay, aAy)
= (e, Ae) + aly, Ae) + a(Ae,y) +a’(y, Ay)
= (e, Ae) +aly, Ae) + aly, Ae) + a*(y, Ay)
= )e||? + 2a Re(y, Ae) + o*(y, Ay).

Wir diirfen A|le||? auf beiden Seiten streichen und durch a dividieren, um

o?({y,Ay) = (v, Ay)) > 2a(Re(y, Ae) — Re(y, Ae)),
aly,\y — Ay) > 2Re(y, Ae — \e)

zu erhalten. Wir setzen y := Ae — e und erhalten
aly, \y — Ay) > 2||Ae — Xe|>.

Da wir « beliebig klein withlen diirfen, folgt 0 > ||Ae — \e||?, also muss Ae = \e gelten.
Damit ist e ein Eigenvektor zu dem Eigenwert A.

Sei nun A € K ein beliebiger weiterer Eigenwert der Matrix A, und sei € € K"\ {0}
ein zugehoriger Eigenvektor, der Einfachheit halber so skaliert, dass |[€|| = 1 gilt. Dann
gilt wegen € € S und der Wahl des Maximums A die Ungleichung

@AY G ®d

(e,6) (e e (e,e)

also ist A nicht nur das Maximum der Rayleigh-Quotientenabbildung, sondern tatséichlich
der grofite Eigenwert. [

Bemerkung 3.46 (Reelle Eigenvektoren) Im Fall K = R besagt der Satz von
Courant und Fischer, dass selbstadjungierte Matrizen A € R™™ ™ immer mindestens
einen reellen Eigenwert haben, der dem Mazimum des Rayleigh-Quotienten entspricht
und zu dem ein reeller Eigenvektor e € R™ \ {0} existiert.
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Mit Hilfe des Satzes von Courant und Fischer konnen wir den Rest des Beweises
des Satzes ohne ,,Umweg iiber C* nachvollziehen.

Satz 3.47 (Hauptachsentransformation) Sei A € K"*". Eine unitire Matriz Q €
K™*™ und eine reelle Diagonalmatriz D € R™ ™ mit

A =QDQ* (3.20)
existieren genau dann, wenn A selbstadjungiert ist.

Beweis. ,=*“: Es gelte (3.20). Aus (3.18]) folgt dann A = A*.

»<=“: Sei A selbstadjungiert. Wie schon bei der Schur-Zerlegung gehen wir induktiv
vor. Der Fall n = 1 ist trivial.

Sei n € N so gegeben, dass die Behauptung fiir Matrizen der Dimension n — 1 gilt.
Sei A € K™*" eine selbstadjungierte Matrix. Nach Satz besitzt A einen Eigenwert
A € R mit einem zugehorigen Eigenvektor e € K™\ {0}.

Sei Q1 € K™ eine Householder-Matrix, die den ersten kanonischen Einheitsvektor
6 auf ein Vielfaches des Eigenvektors e abbildet, es gelte also Q61 = e mit o € K.
Dann folgt

QIAQ 0 = aQrAe = arQle = A6,

Da Q7AQ; wieder eine selbstadjungierte Matrix ist, muss sie die Form

A0
QiaQ - 1)

mit einer selbstadjungierten Matrix A € R(=Dx(n=1) ayfyeisen.
Also konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf A anwenden und wie im Beweis von

Satz [B.41] fortfahren. m

Ubungsaufgabe 3.48 (Ableitung des Rayleigh-Quotienten) Sei A € K™*" eine
selbstadjungierte Matriz, und seien x,p € K" Vektoren mit ||x|| =1 und ||p|| < 1.
Da ||x +tp|| > ||x]| = |t|llpl| = 1 — |t| > 0 fiir alle t € (—1,1) gilt, ist

(x +tp, A(x + tp))
(x +tp,x + tp)

f:(=1,1) =R, t— Ag(x+1tp) =

Y

eine wohldefinierte stetig differenzierbare Abbildung.

(a) Beweisen Sie
<p7 Ax — AA(X)X>
]2

f'(0) =2Re

(b) Beweisen Sie, dass alle lokalen Extremstellen des Rayleigh-Quotienten Eigenvek-
toren der Matrix A sind.
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Wir wissen, dass wir selbstadjungierte Matrizen unitér diagonalisieren kénnen, aller-
dings benétigen wir dafiir das Maximum des Rayleigh-Quotienten, dessen Berechnung
in der Regel nur iterativ erfolgen kann.

Wir koénnen allerdings mit Householder-Spiegelungen eine selbstadjungierte Matrix
direkt auf Tridiagonalgestalt bringen, und mit den in Ubungsaufgabe eingefiihrten
verallgemeinerten Householder-Spiegelungen kénnen wir sogar sicherstellen, dass wir eine
reelle Tridiagonalmatrix erhalten. Mit diesem Vorbereitungsschritt lédsst sich die Berech-
nung der Eigenwerte erheblich vereinfachen.

Ubungsaufgabe 3.49 (Tridiagonalgestalt) Sei A € K™*" selbstadjungiert.

(a) Beweisen Sie, dass im Fall n > 1 eine verallgemeinerte Householder-Spiegelung
Q1 € K™ (siehe Ubungsaufgabe und reelle Zahlen d,f € R sowie eine
selbstadjungierte Matriz A € K—UX(=1) egistieren mit

d /4 o .- 0
¢ ann a2 - Aip—t

QAQ =0 an . - : ’ Q.60 = 61,
0 no11 -+ - Gnoimo1

(b) Verwenden Sie (a), um zu beweisen, dass es eine unitire Matrix Q € K™*™ und
reelle Zahlen dy,...,d, € R, £1,...,0,_1 € R gibt mit

dy 4

dass wir also jede selbstadjungierte Matriz mit einer unitiren Ahnlichkeitstrans-
formation in eine reelle Tridiagonalmatriz dberfihren kénnen.

Nun wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen sich Matrizen mit unitéren
Ahnlichkeitstransformationen in eine komplere Diagonalgestalt iiberfithren lassen.

Sei also A € C™"*™ gegeben. Falls eine unitdre Matrix Q € C™*™ und eine Diagonal-
matrix D € C™*"™ mit

A =Q'DQ
existieren, haben wir mit Lemma |3.35
A'A = (Q'DQ)'Q'DQ = Q'D'QQ'DQ = Q"'D'DQ
=Q'DD'Q = Q'DQQ'D"'Q = AA*, (3.21)
da fiir Diagonalmatrizen D*D = DD* gilt. Diese Gleichung muss also gelten, falls A
diagonalisierbar ist.

Wir werden nun beweisen, dass diese Eigenschaft nicht nur notwendig, sondern auch
schon hinreichend ist.
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Definition 3.50 (Normale Matrizen) Eine Matriz A € K™*™ heifit normal, falls
A*A = AA*.

Beispiel 3.51 (Drehstreckungen) Seien c,s,r € K mit |c|?> + |s|? = 1 gegeben (bei-
spielsweise ¢ = cos(p) und s = sin(p) mit p € R).
Die zugehorige Drehstreckung

erfillt

G'G = |rf? (cc+ss és — ) PPL GG = |rf? < cc + s§ —cs+sc> -

sc—c5 S8s+cc —sc+cs sr—+cc

1st also eine normale Matriz.

Lemma 3.52 (Metrische Aquivalenz) Sei A € K™ " cine Matriz. A ist genau dann
normal, wenn

|Ax|| = ||A*x]| fir alle x € K". (3.22)
Beweis. Zunéchst nutzen wir Lemma und erhalten fiir alle x € K" die Gleichungen
|Ax|? = (Ax, Ax) = (A*Ax,x), |A*x||? = (A*x, A*x) = (AA*X, X).
»= Sei A normal. Dann folgt aus diesen Gleichungen bereits
lAx[* = (A" Ax,x) = (AA"x,x) = | A™x|?

fir alle x € K.
»<="“: Gelte nun die Gleichheit der Normen ({3.22)). Dann folgt

(A*A - AA")x,x) = | Ax|* - [A"x|* =

fir alle x € K”, und da A*A — AA* eine selbstadjungierte Matrix ist, kénnen wir
Lemma [3.33] anwenden, um zu folgern, dass sie gleich null sein muss. [

Lemma 3.53 (Normale Dreiecksmatrizen) Sei R € K"*" eine obere Dreiecksma-
triz. Dann ist R genau dann normal, wenn die Matrixz diagonal ist.

Beweis. Falls R diagonal ist, stehen auf der Diagonalen der Produkte RR* und R*R
jeweils die Eintrige |r;|? fiir i € [1 : n], also ist R auch normal.

Die Gegenrichtung beweisen wir per Induktion. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial.

Sei nun n € N so gegeben, dass jede normale obere Dreiecksmatrix R € K"*™ bereits
diagonal ist.
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Sei R € K(»+1)x(n+1) gine normale obere Dreiecksmatrix. Mit Lemma folgt
n+1
fruaf? = [RSW|? = [R76D 2 =D [

j=1

also |ri;| = 0 fiir alle j € [2: n + 1]. Demnach ist R von der Gestalt

T11 0 -~
R = o R € K"
(™ &) ek

und wir haben

Il N\ _rr—mr- (MF
R*R RR*)’

also folgt insbesondere R'R = f{ﬁ*, R ist normal. Wir kénnen die Induktionsvoraus-
setzung anwenden und folgern, dass R diagonal sein muss, und damit auch R. ]

Folgerung 3.54 (Komplexe Diagonalisierbarkeit) Sei A € C"*". FEine unitdre
Matriz Q € C™*™ und eine Diagonalmatriz D € C™™™ mit

Q*AQ=D (3.23)
existieren genau dann, wenn A normal ist.

Beweis. ,="“: Setze zunéchst voraus, dass Q, D wie in existieren. Dann folgt mit
, dass A normal sein muss.
»,<“: Sei A normal. Wir nutzen Satz um eine unitire Matrix Q € C™*" und eine
obere Dreiecksmatrix R € C™*" mit R = Q*AQ zu finden.

Da A normal ist, gilt mit Lemma [3.1§] und Lemma |3.35

R'R = Q"A*QQ*AQ = Q"A*AQ
=Q'AA'"Q=Q"'AQQ"A"Q =RR",

also ist R normal. Nach Lemma [3.53] muss R damit bereits eine Diagonalmatrix sein. m

Der Name Spektralnorm legt nahe, dass diese Norm in enger Beziehung zu dem Spek-
trum stehen diirfte. Das folgende Lemma bestétigt diese Vermutung.

Lemma 3.55 (Spektralradius) Sei A € C"*" eine Matriz. Das Maximum der Be-
trage ihrer Eigenwerte
o(A) :=max{|A] : N€o(A)}

nennen wir thren Spektralradius. Falls A normal ist, gilt o(A) = ||A].
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Beweis. Sei A € C™*" eine normale Matrix.

Nach Folgerung finden wir eine unitire Matrix Q € C™*™ und eine Diagonalma-
trix D € C™*" mit A = QDQ*.

Mit Definition und sowie der Substitution z = Q*z, Qz = z erhalten wir

HAH:max{”m” : ZGK"\{O}}:maX{HQ]ﬁZ?fZH : zeK”\{O}}
:max{HDH(ZTZH : ZEK”\{O}}:max{”g;{‘ : EEK”\{O}}

:max{“m” : EEK”\{O}} = |D|.

]

Da A und D dhnliche Matrizen sind, muss nach Lemma ein j € [1:n] mit |d;;| =
o(A) existieren. Fiir jeden Vektor z € K" gilt

n n n
IDZ|* = Y |dal?z* < Y 1djs Pl = o(A)? Y [ZIP = o(A)? 2]
i=1 =1 i=1

Andererseits gilt auch
DSV = [ldj;69(| = |djs| [89]] = o(A) 6D
also folgt o(A) = ||D|| und der Beweis ist abgeschlossen. ]

Es stellt sich die Frage, ob sich eine Matrix {iber die Schur-Zerlegung hinaus durch
Ahnlichkeitstransformationen weiter vereinfachen liasst. Um die ,,Einfachheit* messen zu
koénnen, bendtigen wir eine geeignete Norm:

Definition 3.56 (Frobenius-Norm) Die Abbildung

1/2
n m
[ llF: K™ — Rxo, A D > ayl |,
i=1 j=1
ist eine Norm auf K™*™ und wird als Frobenius-Norm bezeichnet.

Eine fiir unsere Untersuchungen wesentliche Eigenschaft der Frobenius-Norm ist ihre
Invarianz unter unitéren Transformationen:

Lemma 3.57 (Invarianz der Frobenius-Norm) Sei A € K"™™. Seien P € KF*"
und Q € KF*™ isometrische Matrizen. Dann gilt

IPAllF = [[AllF = [AQ"|F.
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Beweis. Wir bezeichnen die Spalten der Matrix A mit
a; = AV fir alle j € [1: m).

Nach Definition und Lemma gilt

m m

IAIE =D llajls = > IPaj3 = [IPAI?.

j=1 j=1

Wegen
[AlF = [|A*]F
folgt aus der Orthogonalitéit von Q* und Lemma [3.18| auch
[AllF = [|A%]F = [[QAT[[F = (QA")*|lF = [[AQ"[|F.

Als Maf fiir die ,,Diagonalitdt® einer Matrix verwenden wir die Norm ihrer Auflerdia-
gonaleintrige:

Definition 3.58 Fiir A € K™"*"™ definieren wir

n n 1/2
off(A) := (ZZyazjy?) :
i=1 j=1
J#i
Offenbar gilt oft*(A) = [|A||% — Yi; |aiil*.

Jetzt ldsst sich zeigen, dass diese Grofle fiir jede Schur-Zerlegung einer festen Matrix
dieselbe ist, sich also eine Matrix mit unitdren Transformationen nicht beliebig weit einer
Diagonalmatrix anndhern ldsst:

Satz 3.59 (Invariante) Sei A € C"*". Seien Q1, Q2 € C" ™ wnitire Matrizen und
R, Ry € C" ™ obere Dreiecksmatrizen mit

Q:R:1Q] = A = Q2R>Q3.

Dann gilt
off(R1) = off (Ra).

Beweis. Im Korper C zerfillt das charakteristische Polynom p4 in Linearfaktoren, wir
finden also Nullstellen Aq1,..., A, € C mit
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Da R; und Ry Dreiecksmatrizen sind, liegen ihre Eigenwerte auf ihren Diagonalen. Da
beide Matrizen der Matrix A #hnlich sind, folgt

n n n
Yol =Y P =) Il
=1 =1 =1

Es gelten
of?(R1) = |RallF = D Irval® = Rl — > INI%
1=1 i=1
oft?(Ra) = |Rallz = Y lreal* = [RallF = Y [N
=1 =1

Mit Lemma folgen

of?(R1) = [RalF = D Il = IQuR1Qi 115 = Y I = AlE =D 1N,

i=1 i=1 i=1
n n n
off?(Rg) = [ RalF = D Il = |QaRaQ3 |17 — Y N> = AIF = D[Nl
i=1 i=1 i=1
und daraus ergibt sich unmittelbar die gewiinschte Identitét. [

Fiir alle Schur-Zerlegungen A = QRQ* ist also der Auflerdiagonalteil der Matrix R
gleich grofl. Wir wussten bereits, dass er nur verschwindet, wenn A eine normale Matrix
ist. Nun wissen wir, dass wir ihn auch durch noch so geschickte unitéire Transformationen
nicht reduzieren kénnen.

3.8 Nicht-unitare Transformationen

Lisst man statt der unitiéiren Transformationen allgemeinere Ahnlichkeitstransformati-
onen zu, kann man die in der Schur-Zerlegung auftretende Dreiecksmatrix durch eine
Block-Diagonalmatrix ersetzen.

Dazu betrachten wir eine Blockmatrix

Ay A12>
A =
< A

mit A € K"*™, Ay € K™ Ay € K(n=m)x(n=m) ynd Ay € K™*(=m) ynd suchen
nach einer Ahnlichkeitstransformation der Form

S I
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3.8 Nicht-unitidre Transformationen

mit X € K™*(»=m) die A in Block-Diagonalform iiberfithrt. Aufgrund der Gleichung

—X> <A11 A X+ A12> _ <A11 A X —XAx» +Ap

I
B !AB = 3.24
( I Ao Ao > (3.24)

ist das #quivalent dazu, ein X € K™*("=™) 56 zu finden, dass
A X — XAz =—-Ap
gilt. Gleichungen dieser Form nennt man Sylvester-Gleichungen.

Satz 3.60 (Sylvester-Gleichung) Seien A € C"*" und B € C™*™ gegeben. Die
Sylvester-Gleichung
AX -XB=C (3.25)

(C’nXm

besitzt genau dann fiir alle C € eine Lisung, wenn o(A)No(B) =10 gilt.

Beweis. Wir werden zeigen, dass die lineare Abbildung
L:CY™m — X +— AX - XB,

genau dann injektiv ist, wenn o(A) N o(B) = 0 gilt. Da £ ein Automorphismus zwi-
schen endlich-dimensionalen Rdumen ist, sind Injektivitdt und Surjektivitdt dank des
Dimensionssatzes dquivalent.

Gelte zunichst o0(A) No(B) # (. Dann existiert ein Eigenwert A € 0(A) No(B). Da
AI—B nicht invertierbar ist, kann nach Lemma auch die adjungierte Matrix A\I — B*
nicht invertierbar sein, also ist A ein Eigenwert der Adjungierten B*.

Also finden wir x € C" \ {0} und y € C™\ {0} mit Ax = A\x und B*y = \y. Die
Matrix X := xy™* ist dann ungleich null und erfiillt

L[X] = AX — XB = Axy* — xy*B = Axy* — x(B*y)* = Axy* — x(\y)* = 0.

Wir haben also ein X € C"*™ \ {0} mit £[X] = 0 gefunden, somit ist £ nicht injektiv.
Sei nun umgekehrt ein X € C"*™ \ {0} mit L]X] = 0 gegeben. Dann gilt

AX = XB.

Wir nehmen zunéchst an, dass B eine obere Dreiecksmatrix ist. Sei j € [1 : m] der
kleinste Index mit X8 £ 0, also der Index der ersten Spalte der Matrix X, die nicht
gleich null ist. Da wir X # 0 vorausgesetzt haben, existiert ein derartiger Index. Wir
setzen e := X4U) £ 0. Da B eine obere Dreiecksmatrix ist, gilt

J J
Ae=AX5") = XBsY) = XY “b;;00 =) "5 X610,
i=1 i=1
Aufgrund unserer Wahl des Index j gilt X8 = 0 fiir alle i € [1:7—1], so dass wir

Ae =b;; X5V = bjje
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erhalten. Also ist e ein Eigenvektor der Matrix A zu dem Eigenwert b;;. Da B eine obere
Dreiecksmatrix ist, ist das Diagonalelement b;; auch ein Eigenwert der Matrix B, es gilt
also bj; € o(A) No(B).

Den allgemeinen Fall kénnen wir mit dem Satz iiber die Schur-Zerlegung auf den
bereits behandelten Sonderfall zuriickfithren: Wir finden eine unitéire Matrix Q € K™
und eine obere Dreiecksmatrix R € K™*" mit

B = QRQ",
und es gilt mit Lemma |3.35
AX =XB <= AX =XQRQ" <— AXQ =XQR.
Wir setzen X := XQ und erhalten
AX = XR,

und da R nun eine obere Dreiecksmatrix ist, konnen wir mit dem bereits Gezeigten
folgern, dass A und R einen gemeinsamen Eigenwert besitzen miissen. Da R und B
dhnlich sind, folgt auch o(A) No(B) # 0. [

Satz 3.61 (Block-Diagonalform) Sei A € C"*™. Dann existieren eine regulire Ma-

tric B € C"™ und m := |o(A)|, n1,...,nm € N sowie
R, € C"*™, fiir alle i € [1 : m)]
mit
R4
B~ 'AB =
R

Jede der Matrizen R; ist in oberer Dreiecksform und besitzt genau einen Eigenwert.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber |o(A)].

Induktionsanfang: Falls eine Matrix A € C™*™ nur einen Eigenwert besitzt, ist die
Aussage trivial, denn wir konnen A; = A setzen.

Induktionsvoraussetzung: Sei m € N so gegeben, dass fiir alle Matrizen A € C™*™ mit
|o(A)| = m die Aussage gilt.

Induktionsschritt: Sei A € C"*™ mit |o(A)| = m + 1 gegeben.

Wir wihlen einen Eigenwert A € o(A) und konstruieren mit Satz eine Schur-
Zerlegung

@aq- (M 12,

Dabei wihlen wir die Reihenfolge der Eigenwerte auf der Diagonalen so, dass R; €
C™>™ mit o(R1) = {A} und ny = p%(N) gilt. Es folgt A € 0(Ag), also insbesondere
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o(R1) No(Ag) = 0, so dass wir Satz anwenden konnen, um eine Matrix X €
Crx(n—m) it

RiX —XAgp =—-Ap
zu finden. Gemif (3.24) gilt

(Dese( 1)-( )M 2 T)-(% w)

Wegen o(A) = {A} Uo(Ag) konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf Agy an-
wenden, um eine invertierbare Matrix B € C(»—m1)*(n=m1) ynd obere Dreiecksmatrizen
RQ, e ,Rm+1 mit

Rs

Rm+1

zu finden. Wir setzen

N I S (P [ 1%

und erhalten
Ry

I R I Ry
BAB = < B_l) ( A22) < B)

Rm+1
|

Wenn wir also darauf bereit sind, allgemeine Ahnlichkeitstransformationen zuzulas-
sen, konnen wir zumindest im Komplexen jede beliebige Matrix immerhin auf Block-
Diagonalform bringen, wobei jeder Block eine obere Dreiecksmatrix mit genau einem
Eigenwert ist, also von der Form

Ai T2t T
)\.
R, = i
Tni—l,ni
Ai

Diese Diagonalblocke lassen sich durch geeignete Transformationen noch weiter verein-
fachen.

Satz 3.62 (Jordan-Normalform) Sei A € C"*" eine Matriz. Dann existieren eine
invertierbare Matriz B € C"™, m € N, ny,...,ny, € N, A\, ..., A\ € C derart, dass

J1
B 'AB = . ,
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mit Jordan-Blocken der Gestalt
Ao 1
J; = € Crixm fir alle i € [1:m)].
Ao 1
i
Es ist allerdings zu beachten, dass nicht-unitére Ahnlichkeitstransformationen nume-
risch nicht ungefihrlich sind, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 3.63 Wir betrachten die Matrizen

1 1
Ac= <0 1—|—e>

mit € € Rsq. Die Ahnlichkeitstransformation mit
(11 (1 —1/e
b=y 0): 5= (o 1)

_ 1 0
B 'A.B, = <o 1+6>.

Also ist A fiir jedes € > 0 diagonalisierbar.
Vom numerischen Standpunkt aus gesehen ist diese Diagonalisierbarkeit allerdings
fragwiirdig, da die Kondition beispielsweise in der Zeilensummennorm durch

_ 1 2
(B0 = Bl B o =2 (141 ) =242

fihrt zu

gegeben ist und deshalb fir kleiner werdendes € schnell gegen unendlich strebt.

Ubungsaufgabe 3.64 (Singuldrwertzerlegung) Seien n,m € N und eine Matriz
A € K™*" gegeben.

(a) Beweisen Sie, dass es Vektoren u € K™ und v € K" gibt mit ||u|| = ||v]| = 1 und
[(u, Av)| = max{[(y, Ax)[ : x € K", y e K™, |x| = [lyll = 1}.

(b) Folgern Sie daraus, dass es ein o € K mit Av = ou und A*u = gv gibt.

(c) Folgern Sie daraus, dass es unitire Matrizen Uy € K™ und Vi € K™*™ gibt mit

U*AV; = <" A) : A e Km=Dx(n=1),

(d) Folgern Sie daraus, dass es unitire Matrizen U € K™*™ ynd V € K™*™ und eine
Diagonalmatriz D € K™*™ gibt mit

U*AV =D.

Hinweis: Der Satz von Heine-Borel und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung konnen helfen.
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3.9 Eigenwerte nicht-negativer Matrizen *

Die Matrix des ,Minipoly“-Beispiels weist die Besonderheit auf, ausschliefllich
nicht-negative Eintréige zu besitzen. Da wir den Eigenvektor zu dem maximalen Ei-
genwert 1 als invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf} interpretieren wollen, sind wir daran
interessiert, einen Vektor zu erhalten, der keine negativen Eintrige enthilt.

Derartige Aufgabenstellungen lassen sich mit einer von Oskar Perron [3] und Georg
Frobenius [I] entwickelten Methode untersuchen, die naheliegenderweise in der Literatur
als Perron-Frobenius- Theorie bezeichnet wird.

Definition 3.65 (Nicht-negative Matrizen und Vektoren) Seien A € R"*" und
x € R". Wir definieren

A>0:<= Vi,je[l:n] : a; >0,
A>0:= Vi,je[l:n] : a;; >0,
x>0« Vie[l:n] : x; >0,
x>0:<= Vie[l:n] : z;>0.
Mit K :={x € R" : x>0} bezeichnen wir den Kegel der nicht-negativen Vektoren.
Wir gehen im Folgenden davon aus, dass eine Matrix A € R™ ™ mit A > 0 gegeben
ist.

Fiir unsere Untersuchung verwenden wir einen auf Helmut Wieland [4] zuriickgehenden
Ansatz, der auf der Abbildung

(AX)Z

r: K\ {0} = R>p, XI—>min{
> 7

e€l:n], z # 0} (3.26)
beruht. Fiir einen gegebenen Vektor x € K gilt dann
r(x)z; < (Ax); fir alle i € [1 : n),

wobei fiir den Fall z; = 0 die Nicht-Negativitdt und fiir den Fall xz; # 0 die Definition
der Abbildung r herangezogen wird. Diese Eigenschaft kénnen wir kompakt als

Ax —r(x)x >0 (3.27)

schreiben. Wenn x ein Eigenvektor wire, wiirde in dieser Formel Gleichheit gelten, also
bietet es sich an, nach Vektoren zu suchen, fiir die die linke Seite moglichst klein, also
r(x) moglichst grofl wird.

Lemma 3.66 (Extremalvektoren) Es gibt mindestens einen Vektor x* € K \ {0},
fiir den

r(x) <r(x") fir alle x € K\ {0} (3.28)

gilt, fiir den also r sein Maximum annimmdt.
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Beweis. Sei x € K\ {0}, und sei e € K derjenige Vektor, dessen Eintréige alle gleich eins

sind. Aus (3.27) folgt
n

(e, Ax)s — r(x)(e,x)2 = > (Ax); — r(x)z; > 0,

=1

also insbesondere auch A
r(x) < (S AX2
<e, X>2

Wenn wir mir « den gréfiten Eintrag des Vektors A*e bezeichnen, gilt

n

(e, Ax)2 = (A%e,x)s = Y (A%e)ix; < Y ax; = ale,X)s,
=1 =1

also erhalten wir
<e7AX>2 < a(e,x)2 o

r(x) < (e,x)2 — (e,%X)2

so dass der Wertebereich der Abbildung r in [0, o] enthalten sein muss. Demzufolge ist
das Supremum

o:=sup{r(x) : xe K>\ {0}}

wohldefiniert und nicht-negativ.
Nach Definition des Supremums finden wir eine Folge von Vektoren (x(™))
K \ {0} derart, dass

o0

m=1 1

rx™) >0 —1/m fir alle m € N
gilt. Ein Blick auf die Definition (3.26)) zeigt
r(ax) = r(x) fiir alle a € Ry, x € K \ {0},

die Skalierung der Vektoren spielt also keine Rolle, so dass wir ohne Beschrankung der
Allgemeinheit davon ausgehen kénnen, dass

(e,x(M)y =1 fiir alle m € N

gilt. Die Menge
T:={xeK : (e,x)a=1}

ist abgeschlossen und beschriankt, also nach dem Satz von Heine-Borel auch kompakt.
Die Elemente der Folge (x(m))fnozl liegen in dieser Menge, also muss die Folge mindestens
einen Haufungspunkt x* € T besitzen.

Wenn r stetig wire, konnten wir unmittelbar schlieBen, dass r(x*) = o gelten muss.
Leider ist r ,nicht ganz“ stetig, da sich die Menge, iiber die in das Minimum
gebildet wird, abhéngig von den Nulleintrigen des Vektors x dndert.

50



3.9 Eigenwerte nicht-negativer Matrizen *

Deshalb miissen wir die gewiinschte Gleichung etwas ausfiihrlicher nachpriifen. Dazu

wéhlen wir ein beliebiges € € R und setzen
01 := min{x] : z] # 0}.

Wegen x* € K \ {0} diirfen wir §; > 0 festhalten.

Aufgrund der Stetigkeit der Funktionen

Ax);
xHﬂ fir allei € [1:n], 7 #0
T

in der Niahe des Vektors x* koénnen wir ein do > 0 so finden, dass

(Ax); S (Ax*); fiir alle x € K mit [|x — x*||2 < &2

—€/2

X X und alle i € [1 : n] mit z; #0

erfiillt ist. Wir setzen 0 := min{d1, d2}.
Da x* ein Haufungspunkt ist, finden wir ein m € N derart, dass

%™ — x*[| < 6, r(x™) > o —€/2

gelten. Daraus folgt insbesondere
(m) (m)

x;, =z +x
>x;—0>0 fir alle ¢ € [1 : n] mit =7 # 0,

I P

so dass wir
{iel:n] : 27 #0} C{ie[l:n] : xgm)#()}

erhalten. Daraus folgt insbesondere

o JAXT) , .
T(x)—mln{ o i€ [l:n], 3:2750}
Zmin{(A;f)i s ie[l:n], :L‘Z(m);éO}

Ax(m)), .
Zmin{()im))—eﬂ ciefl:in), 2! ’;éo}
xr

%

=r(x™)—¢/2>0—c
Da e beliebig gewihlt wurde, haben wir r(x*) = o bewiesen. [ ]

Wir sind daran interessiert, Eigenvektoren zu finden, bei denen alle Komponenten po-
sitiv sind. Leider ist das nicht bei allen nicht-negativen Matrizen moglich, beispielsweise
verschwindet bei allen Eigenvektoren der Matrix

(é 1) (3.29)

die zweite Komponente. Um diesen Fall auszuschlieffen, miissen wir eine zuséitzliche
Bedingung an die Matrix A stellen.
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Definition 3.67 (Reduzible und irreduzible Matrizen) FEine Matriz A € K"*"
nennen wir reduzibel, falls ein k € [1 : n — 1], eine Permutationsmatriz P € R™*"
und Matrizen Aqy € KE¥E | Ajy € KEX(=K) ynd Agy € KU—R)I*X(n=k) g6 eqistieren, dass

PAP ' = <A” ii) (3.30)

gilt. Falls eine Matrix nicht reduzibel ist, nennen wir sie irreduzibel.

Irreduzible Matrizen sind also gerade diejenigen, die sich nicht durch das Umsortieren
von Indizes auf Block-Dreiecksform bringen lassen.

Lemma 3.68 (Irreduzible Matrix) Falls A € R™"™ irreduzibel ist und A > 0 gilt,
existiert fiir jeden Vektor x € K \ {0} ein m € Ny mit

(A+I)"x > 0.
Beweis. Sei x € K \ {0} gegeben. Wir definieren
x(M .= (A +1)"x fiir alle m € Ny.
Mit A > 0 folgt daraus unmittelbar

<x(m+1l) _ Ax(m) + x(m) > x(m) fiir alle m € Ny.

In dem Vektor x("+1) kénnen also hochstens diejenigen Koeffizienten gleich null sein, die
auch in x(™) bereits gleich null waren. Da x(© = x = 0 gilt, kann insbesondere keiner
der Vektoren x(™) der Nullvektor sein.

Wiiren fiir ein m € Ny dieselben Koeffizienten in x(™) und x(™*1 gleich null, kénnten
wir diese Koeffizienten mit einer Permutationsmatrix P in die letzten n—k Komponenten
umsortieren und so

g(m) L(m+1)
(m) _ (X (m+1) _ (X
Px < 0 ) , Px < 0 )

mit X, x(m+1) e RE k€ [1:n — 1] sowie X™ > 0 und X(™*1) > 0 zu erhalten.
Wir zerlegen die permutierte Matrix in der Form

(An Aqo

= PAP !, Ay € RF¥K Agy € RIVE)x(n—k)
Ay A22> 11 22

und erhalten

x(m ) (m1) (m) 1 Ax(m) m (A A\ 5
< 0 >—Px =P + Ax'") =Px +<A21 A22)Px

(RN (A Aw (RO RO AR
-\ 0 Az Ay o/ Ay x(m)
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3.9 Eigenwerte nicht-negativer Matrizen *

folgen. Dank %M > 0 und Ag; > 0 miisste dann bereits Ag; = 0 gelten, also wére
(3.30) erfiillt, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Damit kann fiir jedes m € N der Vektor x(™+1 nicht dieselben Nulleintriige wie x(™)
enthalten. Wir haben bereits gesehen, dass er auch nicht weitere Nulleintréige enthalten
kann, also muss die Zahl der Nulleintriige sinken. Da x(®) = x % 0 héchstens n — 1
Nulleintriige aufweisen kann, muss deshalb x("™ > 0 spitestens fiir m = n — 1 gelten. m

Bemerkung 3.69 (Irreduzible Matrix) Ein Blick auf den wvorangehenden Beweis
zeigt, dass (I+ A)""'x > 0 fir alle Vektoren x € K \ {0} gilt. Indem wir fiir x die
kanonischen Einheitsvektoren einsetzen folgt, dass jede Spalte der Matriz (I4+ A)"~! in
jeder Komponente echt grofer als Null ist, also haben wir sogar (I+A)"~! > 0 erhalten.

Falls A irreduzibel ist, konnen wir wie bereits angedeutet folgern, dass ein Vektor
x* € K\ {0} mit der in (3.28) gegebenen Extremaleigenschaft ein Eigenvektor sein
muss.

Lemma 3.70 (Eigenvektor) Sei A € R™" qrreduzibel mit A > 0. Sei x* € K \ {0}
ein Vektor mit der Eigenschaft und sei g := r(x*). Dann gelten x* > 0 und

Ax* = ox*,
x* ist also ein Figenvektor zu dem Figenwert o.
Beweis. Aufgrund der Ungleichung gilt
y = Ax" — ox* > 0.

Wir miissen nachweisen, dass y = 0 gilt.
Dazu verwenden wir einen Widerspruchsbeweis: Wir nehmen y # 0 an. Nach Lem-
ma [3.68] existiert dann ein m € Ny so, dass

I+A)"y>0

erfiillt ist. Fiir den Vektor
z:=(I+A)"x"

folgt daraus

Az —pz=A(I+A)"x* — p(I+ A)"x*
=I+A)I+A)"x" —(o+1)(I+A)"x"
=I+A)"I+A)x" —(o+1)I+A)"x"
=(I+A)"(Ax* —ox") = I+ A)"y > 0.

Da ¢ > r(z) nach (3.28)) gilt, erhalten wir insbesondere

Az —r(z)z > Az — pz > 0.
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3 Theoretische Grundlagen

Nach Definition des Minimums ({3.26)) muss aber ein i € [1 : n] mit z; # 0 und

r(z) = <Az)i, r(z)z; = (Az);, (Az —1r(z)z); =0

Zi

existieren, im Widerspruch zu der obigen Ungleichung.
Also muss y = 0 gelten, somit ist x* ein Eigenvektor zu dem Eigenwert p. ]

In Kombination mit Lemma[3.66]folgt also, dass eine nicht-negative irreduzible Matrix
mindestens einen Eigenvektor zu dem Eigenwert ¢ besitzt und dass die Koeffizienten
dieses Eigenvektors alle echt positiv sind.

Der Eigenwert ¢ lédsst sich sogar als im Betrag maximaler Eigenwert der gesamten
Matrix A identifizieren:

Lemma 3.71 (Maximaler Eigenwert) Sei A € R" " eine irreduzible Matriz mit
A > 0. Sei o wie in Lemma/|3.7(] definiert, und sei x € K™"\{0} ein beliebiger Eigenvektor
der Matriz A zu dem Eigenwert A\ € K. Dann gilt || < p.

Beweis. Wir definieren den Vektor y € K \ {0} durch
yi = |xi] fir alle ¢ € [1 : n]
und folgern mit der Dreiecksungleichung
Myi = [Azi] = [(Ax)il = > aijay| <D agles| = (Ay);  fiirallei € [1:n].
j=1 j=1

Fiir jedes i € [1 : n] mit y; # 0 folgt daraus

A .
i
also nach ([3.26)) insbesondere
Al <r(y) <o,
und damit ist die gewiinschte Aussage bewiesen. ]

Wir kénnen die Ergebnisse dieses Abschnitts in dem folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 3.72 (Perron-Frobenius) Sei A € R™ " irreduzibel mit A > 0. Der Spektral-
radius der Matriz ist durch

o(A) :=max{|A] : N€o(A)}

gegeben. Er ist ein Figenwert der Matrix A, zu dem ein Figenvektor x € R™ mit x > 0
existiert.
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3.9 Eigenwerte nicht-negativer Matrizen *

Beweis. Sei x* € K \ {0} der nach Lemma existierende Vektor mit der Eigenschaft
(3.28). Nach Lemma ist er ein Eigenvektor zu dem Eigenwert o = r(x*) und erfiillt
x* > 0. Nach Lemma muss auch g = p(A) gelten. |

Bemerkung 3.73 (Einfacher Eigenwert) Es lisst sich beweisen, dass o(A) unter
den im vorangehenden Satz gegebenen Bedingungen sogar ein einfacher Eigenwert der
Matriz A ist. Der betreffende Beweis ist in [4, Beweis von Lf-g] zu finden.
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4 Die Jacobi-lteration

In diesem Kapitel soll eines der einfachsten Iterationsverfahren zur Bestimmung der
Schur-Zerlegung einer selbstadjungierte Matrix eingefiihrt werden: Die Jacobi-Iteration.

4.1 Iterierte Ahnlichkeitstransformationen

Sei A € K™ " eine selbstadjungierte Matrix. Unser Ziel ist die Bestimmung der Schur-
Zerlegung

Q*AQ=D
flir unitére Matrizen Q und eine Diagonalmatrix D.

Wenn es moglich wiire, eine derartige Zerlegung in endlich vielen Rechenschritten fiir
eine beliebige Dimension n zu berechnen, kénnte man auch sdmtliche Nullstellen von
Polynomen beliebig hoher Ordnung mit endlich vielen Schritten berechnen. Da bekannt
ist, dass diese Aufgabe nicht l6sbar ist, diirfen wir auch nicht darauf hoffen, die Schur-
Zerlegung mit endlich vielen Rechenoperationen bestimmen zu kénnen.

Stattdessen miissen wir auf Niherungsverfahren zuriickgreifen. Unser Ziel ist es, die
Matrix A mit Hilfe einer unitéren Ahnlichkeitstransformation auf Diagonalgestalt zu
bringen. Die Diagonalgestalt ist durch off (D) = 0 charakterisiert, also ist die Idee nahe-
liegend, nach Verfahren zu suchen, die diese GroBe reduzieren: Wir beginnen mit A0 :=
A und bestimmen zu jedem m € Ny ein unitires Q™) das off ((Q™))* A(M Q™)) ver-
kleinert und setzen dann

A+ — (Qmy* Am Q(m),
Wir brechen ab, sobald off(A("+1) klein genug ist und verwenden
Q:=QqQW...qQm, D:= A = Q*AQ

als Approximationen von Q und D.

Da jeder einzelne Schritt des Verfahrens eine unitire Ahnlichkeitstransformation ist,
muss Q ebenfalls unitér sein, und an der Grofe off (f)) lasst sich direkt ablesen, wie nahe
wir einer durch off (D) = 0 charakterisierten exakten Schur-Zerlegung gekommen sind.

Ein Schritt des Verfahrens, also die Berechnung von A+ = (Qm)*A(mQ(m),
kann in zwei Teilschritte zerlegt werden:

B .= (QM)*A(™) A+ .— BMQm) — ((Q™))*(B(M)*)*,

Der erste Schritt entspricht der Anwendung von (QU™)* auf jede Spalte von A(™),
der zweite der Anwendung derselben Matrix auf jede Zeile von B(™). Sofern sich also
die Multiplikation mit (Q(m))* effizient gestalten lisst, kann auch die Iteration effizient
durchgefiithrt werden.
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4 Die Jacobi-Iteration

4.2 Zweidimensionaler Fall

Wie bei vielen anderen numerischen Verfahren empfiehlt es sich, die Strategie zur Lésung
eines groflen und komplizierten Problems aus Losungen einer Folge kleinerer und einfa-
cherer Probleme zu konstruieren.

Wir untersuchen zunéchst den Fall einer zweidimensionalen selbstadjungierten Matrix

(i

mit a,d € R und b € K\ {0}. Die Eigenwerte dieser Matrix kénnen wir mit Hilfe des
charakteristischen Polynoms einfach bestimmen: Fiir jeden Eigenwert A € o(A) muss

0 = det(AI — A) = det <A__b“ A__bd> =(A—a)(\—d) — |b]?

(d+a)? (d+a)* 4ad

=X —(d+a)X+ad—[b)*> =)\ — (d+a)\ + R +T—|b\2
_(y_d+ta 2 (d—a)® + 4
2 4

gelten, also folgt

d d— a)?
A= —;—a +o (4@)—Hb|2 fir ein 0 € {—1,1}. (4.1)
Nun kennen wir die Eigenwerte, also miissen wir als néchstes die Eigenvektoren bestim-

men. Wir verwenden den Ansatz
c

fiir t,¢ € K mit ¢ # 0. Der Eigenvektor x zu dem Eigenwert A aus (4.1)) ergibt sich als
Losung der definierenden Gleichung

d—a (d—a)? 2
=+ 4+ b —b
0 (M—Ax=| 2z "oV 1 FI i (tc). (4.2)
b 3o/ 1 b2 )\
Aus der ersten Zeile dieser Gleichung folgt
_[(d-a (d—a)? ) _d—a o [(d—a)? )
btc( 5 1o T—i—\b\ ¢, t= TR T—Hb\.

Zur Abkiirzung verwenden wir

T 1= d2—b(l7 t:T+U|Z|\/‘T|2+1. (4.3)
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4.2 Zweidimensionaler Fall

Nun miissen wir die zweite Zeile der Gleichung (4.2)) priifen. Mit der dritten binomischen
Formel erhalten wir

—d d— a)? d— b
i Qﬂb\? t=> ——a+a—”\/|ﬂ2+1 t
2 4 2b b
b b
—T+O"b’\/’7"2+1> (T—l—ob’ yr\2+1>
1
>—#>=bmWhP+w%w%%

_a)? —q)2 2 _
:(1)(d4)+’b‘2_(d4)>:‘bb‘:b (4.4)

=b

Il
o>
7 N 7N
‘E
no
)
\]
T
+
—

und damit

_ —d d—a)? o
Fed (“2+0\/(4“)+|b\21> te = —be+ be =0,

also ist x fiir das in definierte t tatsdchlich ein Eigenvektor. Da wir an einem
normierten Eigenvektor interessiert sind, also ||x||2 = 1 gelten soll, miissen wir ¢ so
bestimmen, dass

L= e + [t?e]* = |e[ (1 + [t]%)

erfiillt ist, also setzen wir
1

VIFHZ

Zur Abkiirzung der Notation verwenden wir

s = tc, X = <§>

Die Bestimmung des zweiten Eigenvektors gestaltet sich wesentlich einfacher: Da A
selbstadjungiert ist, miissen Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht auf-
einander stehen, und im zweidimensionalen Raum ist es leicht, einen auf x senkrecht
stehenden Vektor zu berechnen. Eine naheliegende Wahl ist

<= (7).

und da dieser Vektor ebenfalls normiert ist, muss die gesuchte unitére Transformation

Q durch
c —S
- (¢ 7)

gegeben sein. Da |c|? + |s|? = 1 gilt, konnen wir diese Matrix im Fall K = R als Rotation
um die Null interpretieren, wobei der Rotationswinkel ¢ durch ¢ = cos(¢) und s = sin(yp)

2}27((?) = tan(p).

gegeben ist. Dann folgt ¢t = s/c =

99



4 Die Jacobi-Iteration

Lemma 4.1 (Zweidimensionale Schur-Zerlegung) Fiir eine beliebige selbstadjun-

gierte Matrix
a b
A=)

mit a,d € R und b € K\ {0} setzen wir
d—a

T T

wdhlen ein Vorzeichen o € {—1,1} und verwenden

t:=1+osgn(b)\/|7|2 + 1, €= —F— 5= tc (4.5)

V1+ 2

zur Definition von

Dann gilt
gaq (S +olVIETT 0
0 %—J|b|\/|7'|2+1 ’

wir haben also eine explizite Formel fir die Schur-Zerlegung gefunden.

Beweis. Die Eigenwerte kiirzen wir mit
+d +d
A= T ol L doi= = —oplVIP 1 (@)
ab und berechnen zunéchst
AQ - (® b\ (¢ —8\  [ac+bs —as+bc\ [(a+0bt)e (b—at)c
“\b d)\s &) \bec+ds —bs+de)  \(b+dt)c (d—bb)E)"
Um diesen Ausdruck zu vereinfachen verwenden wir (4.4) und die Definitionen, um
d—
a+bt=a+ T“ Folbl /TP 1= A
- —d
b+ dt = <a2 + alb]\/|7]2 + 1) t 4 dt = \it,
_ —d _ _ _
b—at = <a’ 5+ alb|\/|7]? + 1>t —at = — Mot
_ d—
d—bi=d— = © GblV]TE+ 1 = A

zu erhalten und so zu

ra= (e o) - (3
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4.2 Zweidimensionaler Fall
zu gelangen. Multiplikation mit Q* ergibt
. ¢ 5\ (Mc =X\ A (e? +s|?)  Xa(—c5 + 5¢) A
Q AQ frg . _ g - 2 2 g s
s ¢) \\s e A(=sc+cs)  Xa(]s|” + |e]*) Ao
so dass die gewiinschte Aussage bewiesen ist. [

Falls A schon ,fast“ diagonal ist, konnte es passieren, dass durch die Transformation Q
die Diagonalelemente den Platz tauschen. Das wiirde zu unerwiinschten Problemen bei
der Untersuchung der Konvergenz des Verfahrens fithren und sollte deshalb vermieden
werden. Gliicklicherweise ldsst sich dieser Effekt vermeiden, indem das Vorzeichen o
geschickt gewéhlt wird.

Lemma 4.2 Seien A, Q,7,t,¢ und s wie in Lemma[{.1] gegeben. Dann gilt
. 2
1A - Q'AQJ} = Sp

Beweis. Wir kiirzen die Eigenwerte wie in (4.7)) ab und erhalten

d+a
m—MF:\ AN \ ET
—\2+wwww 1 = |20 + o T

= |b? ‘T—Fasgn \/|T|2+1’ |b|2\t\2.
Fiir den zweiten Diagonaleintrag ergibt sich

a+d

ITI? +

2
a
\+db¢vw+4 oM

und da die beiden Auflerdiagonaleintrage von Q*AQ verschwinden, erhalten wir

|d— Xo|? = '

2JbJ?

1A = Q" AQE = 20b[t]* + 2[b* = 2*(|t)” + 1) = = 5~

also die gewiinschte Gleichung. ]

Wenn wir sicher stellen wollen, dass die Matrix so wenig wie moglich verdndert wird,
miissen wir also darauf achten, dass ¢ moglichst grof ist, also |¢| moglichst klein. Falls
7 = 0 gilt, spielt das Vorzeichen von t keine Rolle. Anderenfalls muss das Vorzeichen
von o sgn(b) gerade dem Vorzeichen von 7 entgegengesetzt sein, so dass wir

7ienll) = Lo L —sen(r).
o = —sgn(b)sgn(r) = —sgn(br) = sgn (d;a) = —sgn(d — a) = sgn(a — d)
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4 Die Jacobi-Iteration

erhalten. Dann entsteht allerdings ein Problem: Bei der Berechnung von

t=71—sgn(r)\/|T]2+1

kann der Algorithmus instabil werden, falls |7| gro8 ist, denn dann gilt \/|7|%2 + 1 = |7,

also
sgn(7)/|7]%2 + 1 ~ sgn(7)|7| = T,

so dass sich die beiden Summanden niherungsweise ausléschen.
Das Problem ldsst sich 16sen, indem wir ¢ indirekt berechnen: Wir wéhlen das entge-
gengesetzte Vorzeichen —o und berechnen die zweite Nullstelle

t:=1+sgn(r)/|T]2 + 1.
Offenbar sind ¢ und # Nullstellen des Polynoms

2 (z—t)(z—8) =22 = (t+ 8z +tt =22 =212+ 7% —sgn(7)*(I7]* + 1)
=22 — 272+ 1% — sgn(7)?|7)? — sgn(7)?

= 2% — 272 —sgn(7)?,
und mittels eines Koeffizientenvergleichs folgt

_Sgn(7)2 _ sgn(7) _ sgn(a — d)sgn(b)
t 7|+ IT2+1 |+ P +1

Diese Gleichung erlaubt es uns, die bendtigte Grofle ¢ auch fiir grofle Werte von 7 noch
stabil zu berechnen.

tt = —sgn(7)?, t=

4.3 Hoherdimensionaler Fall

Sei A € K™ eine selbstadjungierte Matrix. Zwei Indizes i,5 € [1 : n] mit i < j legen
einen Auflerdiagonaleintrag a;; in A fest, genauer gesagt einen Eintrag oberhalb der
Diagonalen. Gesucht ist eine unitéire Ahnlichkeitstransformation Q € K™, die ai; zu 0
macht, die also fiir B := Q*AQ die Gleichung b;; = 0 erfiillt.

Wenn n = 2 gelten wiirde, liele sich Q mit Lemma bestimmen. Es stellt sich also
die Frage, ob sich das n-dimensionale Problem auf das zweidimensionale reduzieren lésst.

Dazu setzen wir
A= (““’ ‘“J’) (4.8)
aji  ajj

und wahlen

gemifl Lemma Es folgt, dass
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4.3 Hoherdimensionaler Fall

eine Diagonalmatrix ist.

Wir definieren Q € K"*", indem wir Q auf den von dem i-ten und j-ten kano-
nischen Einheitsvektor aufgespannten Unterraum & := span{d®, ()} anwenden und
seinen Senkrechtraum £1 := {x € K" : z; = xj = 0} unveréndert lassen.

& wird von der isometrischen Matrix

E .= (60 §)

aufgespannt und wir haben

A =E*AE.
Wir suchen eine unitire Matrix Q € K™*", die in £ dieselbe Wirkung wie Q entfaltet,
die also L

E'QE =Q
erfiillt. Da E isometrisch ist, wére

Q- BQE
ein erster Ansatz, diese Matrix ist allerdings nicht unitér, die Matrix E* besitzt im Fall
n > 2 einen nicht-trivialen Kern.

Das Problem lésst sich 16sen, indem wir den ,, Kern wieder hinzuaddieren“: Die Matrix
I — EE* ist eine orthogonale Projektion auf den Kern.

Lemma 4.3 (Jacobi-Givens-Rotation) Die Matrix
Q := (I1- EE*) + EQE* (4.9)

ist unitdr und erfillt

E*QE = Q, E*Q*AQE = Q*AQ =B. (4.10)
Beweis. Wir halten zunéchst

E'Q = E*I1- EE* + EQE*) = E* —- E‘EE* + E‘EQE* = E* — E* + QE* = QE*
fest. Analog konnen dank Lemma [3.18] auch
E*Q" = E*(I1- EE* + EQ*E*) = Q*E*, QE = EQ
bewiesen werden. Daraus folgen unmittelbar
E*QE = QE'E = Q, E*Q*AQE = Q*E*AEQ = Q*AQ = B.

Es bleibt noch zu zeigen, dass Q unitér ist. Wir rechnen die Gleichung mit Lemma [3.18
direkt nach:

Q*Q = (I- EE* + EQE")*(I - EE* + EQE")
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4 Die Jacobi-Iteration

—1- EE* + EQE* — EE* + EE*EE* — EE*EQE*
+EQ*E* - EQ*E*EE* + EQ*E*EQE*
—1- EE*+ EQE* - EE* + EE* - EQE*
+EQ*E* - EQ*E* + EQ*QE*
—1- EE* + EQE* — EE* + EE* - EQE*
+EQ*E* - EQ*E*+EE* =1
| ]

Die Tatsache, dass Q nur auf die i-te und j-te Komponente eines Vektors wirkt, wird
in der ,,Piinktchennotation“ der Matrix erkennbar:

1 0 - 0 --- 0
0 c —5 0

Q=]: o e (4.11)
0 s c 0
O --- 0 --- 0 --- 1

Da Q eine Rotation ist, ist Q eine Rotation in der (i, j)-Koordinatenebene.
Die fiir uns wichtige Eigenschaft dieser Rotation ist, dass sie die Eintrége a;; und aj;

eliminiert: Fiir B := Q*AQ folgt mit (4.10))

(bﬁ bw‘) —B'BE - B'Q'AQE =B,

und da B eine Diagonalmatrix ist, muss b;; = bj; = 0 gelten.
Es bleibt die Frage, ob die Ahnlichkeitstransformation mit Q tatséichlich den Aufer-

diagonalanteil von B gegeniiber A reduziert hat. Diese Frage beantwortet das folgende
Lemma:

Lemma 4.4 Sei Q wie in firi,5 € [1:n] miti < j definiert. Dann gilt fir die
Matriz B := Q*AQ die Gleichung

off(B) = off>(A) — 2|ay;|*.
Beweis. Wir wenden Lemma @ auf die Matrizen A und B an und erhalten

Jaiil? + 2lai;|* + lag;* = [|AlF = 1Q*AQIE = IBIE = [bil* + [bj;*.
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Die einzigen Diagonalelemente, in denen sich B von A unterscheidet, sind b;; und b;;, so
dass sich wieder mit Lemma fiir die Norm die Auflerdiagonalelemente die Gleichung

n

n
oft?(B) = |BlIE — Y Ibwel* = 1Q*AQIE — > [bwxl* — [bisf* — [bjy]
k=1

k=1
ki, k#

n

=[lAlE— > laml® = lawl® = lagl® — 2|y

k=1
ki k#
n

= AlF =D lawkl® = 2lai;|* = oft*(A) — 2|y

k=1

ergibt. Also bewirkt die Ahnlichkeitstransformation von A mit Q dieselbe Reduktion

der Auflerdiagonalelemente wie die von A mit Q

4.4 Algorithmus

Seien 4,7 € [1 : n] mit i < j gegeben. Wir berechnen ¢, s € K entsprechend Lemma
und sind daran interessiert, die in (4.9)) gegebene Transformation Q moglichst effizient
anzuwenden. Zunéchst betrachten wir dazu die Matrix M = AQ, deren Eintrige durch

ai; - cay+say; - —8ai; + cagj

Qi1 CQi FSQi s —S8Q4 + Cayj
M = :

aj1 - caj+saj; - —8aj; + Cajj;

Qpl  *** COpi + SQApj -+  —S8Gp; + Clnj

A1n

Qin

ajn

Gnn

gegeben sind: Nur die i-te und j-te Spalte wurden verdndert, ein Algorithmus kdnnte

diesen Schritt also in 6n Operationen durchfiihren.
Die Matrix B = Q*AQ = Q*M ist entsprechend durch

m11 ... le e mlj
cm;1 + Smj1 s CMy; + SMj; <o CMy; + SMmyjj
B = : :
—sm;1 +cmy1 - —SMy +Cemyg o —SMyj + ey
Mp1 . My . mn]

min
CMyip, + SMjp

—S8Mjn + CMyjp

mnn

beschrieben: Hier wurden nur die i-te und die j-te Zeile verdndert, also kann auch dieser
Schritt in 6n Operationen durchgefiihrt werden. Wir erhalten den folgenden Algorithmus:
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4 Die Jacobi-Iteration

Algorithmus 4.5 (Jacobi-Iteration) Der folgende Algorithmus iberschreibt A mit
einer zu A dhnlichen Matriz B mit off(B) < e und speichert die korrespondierende
Ahnlichkeitstransformation in der Matriz Q
Q«T;
a < off(A)?%;
while a > €% do begin
Wihle i,j € [1 : n] mit i < j;
o — a — 2|a;;|?;
aji—ai; sgn(a;;—a;i)sgn(a;;
T« Jéai]’ st g (\TH— JIJT)|2g+§ ])}.
c+ 1/3/1T+t%; s+ tc;
fork=1 ton do begin { Berechne A < AQ und Q — QQ }
h < ap;; ag; < he+ags;  agj < —hs+ ag;c;
h < Gri; Qi < he+ qGrjs;  qrj < —hs + qx;C
end;
fork=1 ton do begin { Berechne A < Q*A }
h + ik, Qif < ch + Eajk; Ak < —sh + Cajk
end end

Falls wir in diesem Algorithmus das Paar 1 < i < j < n so wéhlen, dass |a;;| den
maximalen Wert annimmt, kénnen wir eine einfache Konvergenzaussage herleiten:
Satz 4.6 (Konvergenz) Seien i,j € [1:n| miti < j so gewdhlt, dass

lake] < |aij fir alle k,0 € [1:n] mit k </{ (4.12)

gilt. Dann erfillt die Matriz B aus Lemmal[4.4) die Abschitzung

’ ) off2(A),

off?(B) < <1 “ D

also konvergiert der Algorithmus mit mindestens linearer Geschwindigkeit.

Beweis. Seien i,j € [1: n] mit i < j so gewéahlt, dass (4.12)) gilt. Dann folgt

n n n
nin—1
off(A) = Y lare* =2 ) Jare* <2 ) ayl” = 2(2)’%‘!2 = n(n —1)|a;;|*.
k=1 k=1 k=1
hitt k<t k<t

und damit nach Lemma [4.4]

2

off*(B) = off?(A) — 2|a;;|* < off>(A) — nn—1)

off2(A) — (1 - n(n2—1)> off2(A).

Das ist die gesuchte Abschitzung. ]

Lemma legt die Rotation Q nur bis auf das Vorzeichen o € {1, —1} fest. Es stellt
sich die Frage, ob eine geschickte Wahl des Vorzeichens Vorteile fiir das Verfahren bietet.
Das folgende Lemma deutet ein mogliches Auswahlkriterium an:
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4.4 Algorithmus

Lemma 4.7 Sei Q € K™*™ wie in definiert, sei B = Q*AQ. Dann gilt

2
1A =BlE=4(1—¢) > (Janil® + lag;*) + g!%‘!Q-

y
Beweis. Sei M := AQ. Sei k € [1 : n]. Dann gilt
Img; — agi|* = (Mg — ang) (M — i) = |mel + lagi|* — mpi@ri — agimp

= [mpil® + |agil* — 2 Re(mpian;)
= [mpil* + |ari|* — 2 Re((aric + arjs)ar),
iy — argl? = |mug|? + lar;|* — 2 Re(ar; ;)
= |mij|? + |ar;[* — 2 Re(arj(—axis + ar;c))
und durch Addition beider Gleichungen erhalten wir
mi — aril® + [ — ars|* = [mril® + [ + lag|* + larg|? = 2(lapi|* + |ax;[*) Re e,

Da die Transformation mit Q unitér ist, muss ) K K |2 gelten und

wir erhalten

+[mis|* = lagil* + |ak;

Imri — aril® + [mrg — arl* = 2(1 = Ree)(Jagi|* + |ari[*).
Indem wir dieselbe Argumentation auf B = Q*M anwenden, erhalten wir

bie — man|® + [bje — myk|* = 2(1 — Ree)(|max|* + [mjr]?).

Da die Spaltentransformation nur die Spalten 4, j betrifft und die Zeilentransformation
nur die Zeilen ¢, j verdndert, folgt

bk — ari|® + |brej — arj|®* = 2(1 — Ree)(Jaks|* + |ax;|?) fiir alle k ¢ {4,5},
bik — aik)® + |bjk — ajk* = 2(1 — Ree)(|agi|* + |ak;|?) fiir alle k& & {7, 7},

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass A selbstadjungiert ist. Da ¢ in unserem
Fall immer reell und positiv ist, erhalten wir den ersten Summanden unserer Gleichung.

Es fehlt nur noch die Betrachtung der Elemente a;;, a;;, a;; und a;;. Dazu greifen wir
auf Lemma zuriick und erhalten

2
Jasi = bial? + laig = bi[* + lagi = bjil* + lag; — bjl* = Slais |,
und der Beweis ist vollsténdig. [

Wir konnen Spriinge in der Folge der Iterierten vermeiden, indem wir dafiir sorgen,
dass ¢ moglichst grofle Werte annimmt. Nach Konstruktion ist das gerade dann der Fall,
wenn |t| moglichst klein ist, wenn also das Vorzeichen von a; —a;; dem von oa;;|v 72 + 1
entspricht. Oder kiirzer: Wir miissen o negativ wéhlen, falls 7 < 0 gilt, und ansonsten
positiv. Beispielsweise wird auf diese Weise verhindert, dass bei bereits kleinen Auflerdia-
gonaleintriigen die Diagonaleintriige die Plitze tauschen und so zwar off (B)? konvergiert,
nicht aber die Folge der Matrizen selbst.
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4 Die Jacobi-Iteration

Bemerkung 4.8 (Quadratische Konvergenz) Wihit man die Vorzeichen wie oben
erldutert, so kann man unter einigen zusdtzlichen Voraussetzungen nachweisen, dass das
Jacobi- Verfahren lokal quadratisch konvergiert.

Bemerkung 4.9 (Parallelisierung) Fulls zwei Indexpaare (i,7) und (i',j") die Bedin-
gung {i,7}N{', 7'} = 0 erfiillen, kénnen die Berechnung der Zeilen zu beiden Rotationen
parallel erfolgen: Die Rotation zu (i,7) betrifft nur die i-te und die j-te Zeile, wihrend
die Rotation zu (i',j") nur die i'-te und die j'-te Zeile betrifft. Entsprechend konnen wir
auch mit den Spaltenrotationen verfahren.
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5 Die Vektoriteration

Die im letzten Kapitel vorgestellte Jacobi-Iteration berechnet im Falle einer symmetri-
schen Matrix sémtliche Figenwerte und Eigenvektoren. Es gibt viele Fille, in denen man
lediglich an einen Teil des Spektrums und den zugehétrigen Eigenvektoren interessiert
ist, beispielsweise bei der Bestimmung von Eigenschwingungen oder eines invarianten
Wahrscheinlichkeitsmafes.

Zur Losung derartiger Aufgaben werden sehr oft Verfahren auf der Basis der sogenann-
ten Vektoriteration (engl. ,power iteration®, weil Potenzen der Matrix eine entscheidende
Rolle spielen) verwendet. Einigen dieser Methoden ist dieses Kapitel gewidmet.

5.1 Grundidee

Wir erinnern uns an das zweite Beispiel aus Kapitel 2] in dem die Aufgabe darin bestand,
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung y € R\ {0} zu finden, die stabil bleibt, sich also

bei der ,,Durchfiihrung eines Spielzugs* nicht éndert. Ein derartiger Vektor ist durch die
Gleichung
My =y (5.1)

beschrieben. Ein Ansatz zur Bestimmung eines derartigen Vektors besteht darin, zu
untersuchen, unter welchen Bedingungen die Folge (M"™z),,cn fiir eine Startverteilung
z € R, konvergiert.

Falls wir annehmen, dass die Folge gegen einen Vektor z* € R* konvergiert, finden wir
zu jedem € € R+ ein ng € N mit

IM™z —z*|| <€ fir alle m € N>,
so dass wir

Mz — 2| = [Mz" =M™z + M1z — 2°|| < |[M(z" — M™z) || + [M" 'z — 27|
< M| 2" = M™z] + [M™ 'z — 2" < (|M] + e

fiir alle m € N>, erhalten. Da diese Abschétzung fiir beliebige € € R+ gilt, folgt
Mz* = z*,

also ist der Grenzwert der Folge, sofern er existiert, auch Losung der Gleichung (5.1)).
Unsere Aufgabe besteht also darin, fiir eine Matrix A € K™*™ und einen Startvektor
z() die Folge (A™z(9),,cn, zu untersuchen.
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5 Die Vektoriteration

Dazu untersuchen wir zunéchst eine Diagonalmatrix

A1
D: s
An

mit Eigenwerten A1,...,\, € K. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir
annehmen, dass die Eigenwerte nach absteigendem Betrag sortiert sind, dass also

A1 > A2 > [As] > .. > Ay (5.2)
gilt. Wenn wir mit einem Vektor X(?) € K™ anfangen, erhalten wir

L
z(m) — pmx0) — : fiir alle m € Ny.

)\21 ~(0)

Wir konnen sehen, dass die erste Komponente dieses Vektors schneller als alle anderen
wachsen wird, falls [A;| > [A2| und :i"(lo) # 0 gelten.

Falls allerdings A1 # 1 gilt, diirfen wir nicht erwarten, dass die Folge (i(m));’ﬁzo im
konventionellen Sinn konvergiert, da asymptotisch X(™*1D ~ \;x(™) gelten wird. Es ist
deshalb hilfreich, lediglich die von den Vektoren aufgespannten Réume miteinander zu
vergleichen statt die Vektoren selbst. Dafiir ist der Winkel zwischen Vektoren niitzlich.

Definition 5.1 (Winkel) Seien x,y € K"\ {0}. Der Winkel zwischen den Vektoren
ist definiert durch

|, ¥)1

I Iyl

Z(x,y) = arccos

Diese Definition hat den Vorteil, dass eine Skalierung der Vektoren x und y mit beliebi-
gen von null verschiedenen Faktoren den Winkel nicht d&ndert, so dass wir auf Konvergenz
hoffen diirfen.

In der Praxis ist es haufig handlicher, mit von dem Winkel abgeleiteten trigonometri-
schen Funktionen zu arbeiten, die durch

1, )]
/ —
€08 25 ¥) = [Tyl

sin Z(x,y) := /1 — cos? Z(x,y),

sin Z(x,y)

tan Z(x,y) := fur alle x,y € K"\ {0}

cos Z(x,y)

gegeben sind. Ein Blick auf die Taylor-Entwicklung zeigt, dass fiir kleine Winkel sowohl
der Sinus als auch der Tangens ungefdhr gleich dem Winkel sind, so dass Konvergenz-
aussagen iiber diese Funktionen auch Aussagen iiber den Winkel zulassen.
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5.1 Grundidee

Lemma 5.2 (Konvergenz fiir Diagonalmatrizen) Sei X(*) € K™ mit igo) # 0 gege-
ben. Dann gilt
Az

tan £ (6, x(M) < (M) tan Z(6M), %)) fir alle m € No.
1

Beweis. Da (1) € K™ der erste kanonische Einheitsvektor ist, gelten

I R R e &

2 /(51 5(m)
cos” Z(6V),x"™) = =~ = ——,
Sl » At

na(m)2 _ a(m))2 n a(m)2
sin? /(50 %) = 1 — cos? £(60), %) = D e el 2 W WD By 0

O v
) (1) <(m) na(m))2
2 (50 gmyy _ ST LGV, X)) S5, & ] )
tan® Z(0'/,x\"") co? (3, %) |@§m)‘2 fiir alle m € Np.

Sei m € Ny. Mit ((5.2)) folgt

n o a(m)2 n o2m| 12(0)12 n 2m| 4(0)2
tan2 4(5(1)’§(m)) _ Do |E _ Dica A7 |(|):Cz | < Diz2 | A3 ’0|x1 |
™2 Az |22 A3 |22

(PN 1P N ) <)
_<’)\1’ ‘iﬁgo)P - |/\1’ tan 4(5 , X )

Die Behauptung folgt, indem wir auf beiden Seiten die Wurzel ziehen. ]

Auf Konvergenz des Tangens, und damit des Winkels, gegen null diirfen wir demnach
hoffen, falls [A1| > |A2| gilt. Gemé&B unserer Definition bedeutet das gerade, dass ein
Eigenwert im Betrag echt grofler ist als alle anderen.

Definition 5.3 (Dominanter Eigenwert) Sei A € K"*". Ein Eigenwert \y € o(A)
heifit dominant, falls

IA1] > |A| fir alle A € o(A) \ {1}

gilt, falls der Betrag von A1 also echt gréfier als die Betrdge aller anderen Eigenwerte der
Matrixz A ist (Es sei daran erinnert, dass das Spektrum grundsdtzlich diber dem Korper
C der komplexen Zahlen definiert wird, so dass o(A) nicht leer sein kann).

Fiir die Praxis ist ein Verfahren, das sich nur auf Diagonalmatrizen anwenden lasst,
natiirlich uninteressant. Als erste Verallgemeinerung untersuchen wir eine normale Ma-
trix A € K"*" (vgl. Definition . Nach Folgerung existieren eine unitdre Matrix
Q € K™ und eine Diagonalmatrix D € C"*™ mit

Q*AQ =D.
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5 Die Vektoriteration

Nach Bemerkung konnen wir dafiir sorgen, dass
A1
D= ; ALl > A2] > ..o > A (5.3)
An

gelten. Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Matrix D diese Eigenschaft besitzt.
Den durch die Gleichung

x(m) = Amx© fiir alle m € Ny
definierten Iterationsvektoren konnen wir nun transformierte Vektoren
(M .= Q*x(™) fiir alle m € Ny
zuordnen. Dann gilt
<m) — Q*x(m) _ Q*Amx(o) - Q*Ain(O)
= (Q*AQ)*'x = D" fiir alle m € Ny.

Damit kénnen wir Lemmaauf die Vektoren (X(™)>°_ anwenden und miissen lediglich

untersuchen, wie sich die Winkel unter unitédren Transformationen veréndern.

Satz 5.4 (Konvergenz fiir normale Matrizen) Sei A € K"*" eine normale Ma-
triz. Sie besitzt eine Schur-Zerlequng A = QDQ* mit einer unitiren Matriz Q € C™*"
und einer Diagonalmatriz D € C™"*"™ der Form .

Dann ist e := Q6 ein Eigenvektor zu dem betragsgriften Eigenwert ;.

Sei x(0) € K mit (e,x(0) # 0 gegeben. Dann gilt

A m
tan Z (e, x™) < ()ﬁD tan Z (e, x() fiir alle m € Ny.
1

Beweis. Mit Lemma [3.17] gilt
#” = (51, 20) = (Q"QsW,x®) = (@51, Qx¥) = (e, x") % 0.
Mit den Lemmas [B.17 und B.34] erhalten wir
(e, xt™)| — [(QsM, Q™) (01, Q*Qxi™)]

/ (m)y — = =
s 200X = el o] QI QE] [ ]
(00, %)

IR SISl

= cos Z(0M, x(™) fiir alle m € Np.

Nach Definition folgt daraus unmittelbar

tan Z(e,x™) = tan £(6(1), x(™) fiir alle m € Np.
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5.1 Grundidee

Nun konnen wir Lemma anwenden und erhalten

tan (e, x™) = tan £(50), M) < (R?) tan £(50), 20
1

— (:iQD tan A(e,x(o)) fiir alle m € Ng.
1

Falls wir Aussagen fiir Matrizen erhalten wollen, die nicht normal sind, kénnen wir
nicht langer auf unitdre Ahnlichkeitstransformationen zuriickgreifen. In dieser Situation
kann es niitzlich sein, eine alternative Charakterisierung des Winkels zu verwenden.

Lemma 5.5 (Sinus als Minimum) Fs gilt
sin Z(x,y) = min {Hx—ayH a€ K} fir alle x,y € K"\ {0}.

Beweis. Seien x,y € K"\ {0} gegeben. Wir setzen 3 := (y,x)/||y|? Sei a € K. Es gilt
Ix —ay|® = [Ix — By + (8 — )y|]?
=(x—-By+(B-a)y,x—By+ (8- a)y)
= |lx = By[? + (8 — a){y,x = By) + (8 — a)(x = By, y) + |8 — a?|ly|*.
Wir haben mit
(x=By,y) = {x,y) = Blyll” = {x,y) = (y,x) =0,
<y7X_BY> = <X_BY>Y> = Oa

so dass wir
Ix — ay|® = |x = By|* + |8 — o*|ly|?

erhalten. Offenbar nimmt dieser Ausdruck sein Minimum fiir « = £ an, und dieses
Minimum ist gerade

I — By l* = IIxII* = By, x) — B{x,y) + |B][ly]”

ez VP IE P&y e e [y
= [Ix]] 5 5+ Iy l1% = {1l 5
[yl [yl [yl Iyl
Es folgt
. 2 2 Iy l” — [, 3 _ [Ix — Byl
sin® Z(x,y) =1 —cos” £L(x,y) = = ,
1[Iy 112 112
und damit die Behauptung. ]

Diese alternative Charakterisierung des Winkels ist niitzlich, weil sie es uns erlaubt,
auch allgemeine Transformationen in Betracht zu ziehen.
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5 Die Vektoriteration

Lemma 5.6 (Transformierter Sinus) Sei B € K"*" eine invertierbare Matriz. Es
qgilt
sin Z(Bx, By) < ||B|| |B™}| sin Z(x,y) fir alle x,y € K™\ {0}.

Beweis. Seien x,y € K"\ {0}. Mit Lemma [5.5| finden wir ein a € K so, dass

gilt. Mit (3.8a)) folgen
[Bx — aBy|| = [|B(x — ay)|| < [B] [[x — ayl|,
B~ Bx[| > |[B~'Bx|| = |Ix],

und wir erhalten schliefSlich

[Bx — oBy]|
IBx]|

— oy

. 1 llx 1y .
sin Z(Bx, By) < <|B| B~ T B B~ sin £(x,y).

Wenden wir uns also dem allgemeinen Fall zu: Fiir einen Startvektor x(©) € K” und
die allgemeine Matrix A € K"*" definieren wir die Folge der Iterierten durch

x(m .= Amx(0) = Ax(m=1) fiir alle m € N. (5.4)

Wir setzen voraus, dass A diagonalisierbar ist und die Eigenwerte nach ihrem Betrag
absteigend sortiert sind, dass also eine reguldre Matrix T € K"*™ mit

T IAT = D = diag(\1,..., \n)
und der bereits aus bekannten Anordnung
IA1] > A2l > ... > |\
existiert. Mit Hilfe des Lemmas konnen wir den Satz wie folgt verallgemeinern:

Folgerung 5.7 (Konvergenz) Sei A € K™*" diagonalisierbar mit A = TDT ! und
D = diag(A1,..., \n) sowie . Gelte y := (6, T 1x() #£ 0.
Dann ist e := T6W) ein Figenvektor zu dem betragsgrifiten Eigenwert A\ und es gilt

sin Z(e, x < |+ T ||T™ | tan , T7'x tir alle m € Ny.
/ (m) :12; 1 /(sM 15.(0) fiir all N
1

Beweis. Wir definieren

(M) .— p—1x(m) fiir alle m € Ny
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5.1 Grundidee

und stellen fest, dass
) = T 1x(M = T71AMx(O) = T IA™TRO) — (T71AT)"3(0) = D%
fiir alle m € Ny gilt. Mit Lemma [5.6| erhalten wir
sin Z(e,x™) = sin Z(T6W, TX™) < || T || T sin £(6D,x(™).

Wegen :Ego) = (6M, 0y = (s T-1x)) = ~ = 0 kénnen wir wie bisher mit Lemma 5.2
abschétzen, um den Sinus abzuschéitzen und die gewiinschte Aussage zu erhalten. [

In der Praxis kann die Bestimmung der Iterierten x(™ zu Schwierigkeiten fiihren, weil
die Komponenten der Vektoren durch Maschinenzahlen dargestellt werden, die nicht be-
liebig grofl oder klein werden kénnen: Der Vektor wird asymptotisch in jedem Schritt
ungefihr mit dem Faktor A\; multipliziert werden. Falls [\1| > 1 gilt, wird er also ex-
ponentiell wachsen, bis die Menge der Maschinenzahlen ausgeschopft ist. Im IEEE-754-
Standard wiirden dann die ,iibergelaufenen“ Koeffizienten gleich unendlich gesetzt wer-
den und wéren fiir unsere Zwecke unbrauchbar. Falls |A;| < 1 gilt, werden die Vektoren
exponentiell schrumpfen, bis sie so nahe an der Null sind, dass sie zu null abgerundet
werden und damit ebenfalls unbrauchbar werden.

Um zu verhindern, dass die Koeffizienten der Iterationsvektoren die Menge der Maschi-
nenzahlen verlassen, empfiehlt es sich, eine Normierung einzufiihren, also die Vektoren im
Zuge des Verfahrens so zu skalieren, dass Uber- und Unterliufe ausgeschlossen werden.

Da geméfl Lemma auch

. _ o JlIBx =yl NN 152 S0 4 Y.
Slnl(ﬁx,y)—mm{nﬁxn : VEK} —mln{ T3x] Dy EK}

A

= min {W : 4 € K} = sin Z(x,y)
X

fiir alle § € K\ {0} gilt, beeinflusst eine beliebige Skalierung die Konvergenz der Vektoren

nicht im Geringsten. Haufig wéihlt man die Skalierung so, dass die Iterierten Einheitsvek-

toren beziiglich einer geeigneten Norm sind. Der korrespondierende Algorithmus nimmt

dann die folgende Form an:

Algorithmus 5.8 (Vektoriteration) Seien A € K™ und x(© € K™\ {0} gegeben.
Der folgende Algorithmus fiihrt die Vektoriteration aus.

m <+ 0

x(M) — x(m) /| x(m)|

while ,Fehler zu groff“ do begin
w(mtD)  Ax(m)
x(m+1) W(m+1)/||w(m+1)||
m+<—m+1

end
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5 Die Vektoriteration

Selbstverstandlich kénnen wir den Algorithmus nicht unendlich lange arbeiten lassen,
sondern wir miissen den Fehler der Approximation des Eigenvektors einschétzen und die
Iteration abbrechen, sobald der Fehler klein genug geworden ist.

Eine einfache Strategie zur Schéitzung des Fehlers der Vektoriteration besteht darin,
in jedem Schritt des Verfahrens das Residuum der exakten Eigenwertgleichung Ax = Ax
zu bestimmen, also ein Kriterium der Gestalt

IAXT = AxT < elx™]|

zu verwenden, wobei ||x(")|| auf der rechten Seite auftritt, um sicher zu stellen, dass das
Kriterium invariant unter Skalierungen des Vektors x(™) ist.

Falls wir den Eigenwert A kennen, ist dieses Kriterium sicherlich sinnvoll. Falls wir den
Eigenwert hingegen nicht kennen, kénnen wir ihn durch eine Naherung ersetzen: Falls
x ein Eigenvektor zu einem Eigenwert \ ist, bietet der in Definition eingefiihrte
Rayleigh-Quotient

Ag(x) = fir alle x € K" \ {0},

die Moglichkeit, den Eigenwert A aus dem Eigenvektor x zu berechnen. Falls x ledig-
lich eine Approximation eines Eigenvektors ist, lédsst sich beweisen, dass der Rayleigh-
Quotient eine Approximation des Eigenwerts bietet.

Lemma 5.9 (Eigenwert-Approximation) Sei x € K" \ {0} eine Niherung eines
Figenvektors e € K™ \ {0} der Matriz A zu dem Eigenwert \. Dann gilt

[x — ae]

[Aa(x) — Al < ||A — M| sin Z(e,x) < ||A — M| T
X

fir alle a € K.

Falls A eine normale Matriz ist, gilt sogar

[x — e

]

Beweis. Sei a € K. Nach Definition gilt (A — A\I)e = 0, also folgt die Abschétzung

2
IA4(x) — A| < A — A|| sin? Z(e, x) < ||[A — M| < ) fiir alle o € K.

) Al — (x,Ax)  (x,Ax)| | (x,(A=ADx)| _|(x,(A = AD)(x — ae))
[Aa(x) = A (x,X) (x,x) (x,x) (x,x)
[x[I[(A = AD)(x — e[| _ [[A = AlL[[x — ae|
- 1|2 - x|

Da wir diese Ungleichung fiir jedes o € K bewiesen haben, folgt aus Lemma die erste
Aussage. Sei nun A eine normale Matrix. Nach Lemma gilt

I(A* = ADe[| = (A — AI)"e|| = [[(A — AD)e|| = 0,
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5.1 Grundidee

also insbesondere auch (A* — M)e = 0, e ist also ein Eigenvektor von A* zu dem
Eigenwert A\. Mit Hilfe dieser Gleichung kénnen wir Lemma verwenden, um unsere
Abschétzung zu verbessern:

((A = A\I)*x,x — ae)

e e T
_ '((A—)\I)*(x—ae),x—ae> | {x—ae, (A—)\I)(X—O{e»‘
]2 12

—ael||A = \I|||x — - 2
< bxoaollA il —aol _y, _yy (bxcasl)”
EY <]

und da auch diese Abschétzung fiir beliebiges a € K gezeigt wurde, folgt die zweite
Fehlerabschétzung. ]

Es ist bemerkenswert, dass bei normalen Matrizen der mit Hilfe des Rayleigh-
Quotienten berechnete Eigenwert wesentlich schneller als der Eigenvektor konvergieren
kann. Unter gewissen Voraussetzungen lésst sich diese Eigenschaft verallgemeinern.

Ubungsaufgabe 5.10 (Verallgemeinerter Rayleigh-Quotient) Sein € N, und sei
A € K™ eine Matrixz. Wir definieren die Menge

W= {(x1,%x2) € K" x K" : (x1,x2) # 0}

und den verallgemeinerten Rayleigh-Quotienten

A W =K, (Xl,Xg)f—)w.
<X1aX2>

Sei X € K ein Eigenwert der Matriz A. Dann ist X ein Figenwert der Matriz A*.

(a) Sei ex € K"\ {0} ein Figenvektor der Matriz A zu dem Eigenwert \. Beweisen
Sie

Aa(x1,e2) = A fir alle x; € K"* mit (x1,e3) # 0.

(b) Seie; € K"\ {0} ein Eigenvektor der Matriz A* zu dem Eigenwert \. Beweisen
Ste

Aa(er,x2) =\ fir alle xo € K™ mit (e1,x2) # 0.

(c) Seien e1, ey € K"\ {0} Eigenvektoren der Matrizen A* und A zu den Eigenwerten
A und \. Beweisen Sie

AL — A

A—A < - 7
| Alx1,%2)| cos Z(x1,Xz2)

sin Z(x1,e1)sin Z(xg,e€2)  fir alle (x1,x2) € W.

(d) Beweisen oder widerlegen Sie, dass die in Teil (c) eingefiihrten Eigenvektoren im-
mer cos Z(e1,e2) > 0 erfiillen.
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5 Die Vektoriteration

Mit der durch den Rayleigh-Quotienten zur Verfiigung gestellten Niaherung
A= A (x (™)) fiir alle m € Ny
konnen wir
M = [|Ax™) — \(m)x(m)| fiir alle m € Ny (5.5)

als Maf3 des Fehlers verwenden.
In Algorithmus steht uns der Vektor w(mtY) = Az(™) zur Verfiigung und x(™ ist
ein Einheitsvektor, so dass der Rayleigh-Quotient sich in der Form

<X(m)’ Ax(m)>

A = Ay (x)) = (), x(m)y

= (x(M) w(m+1)y fiir alle m € Ny
darstellen ldsst, die ohne weitere Matrix-Vektor-Multiplikationen ausgewertet werden
kann.

Der Vektor w(™t1 lsst sich auch benutzen, um die Berechnung der GroBe €™ zu
beschleunigen, denn es gilt

M = [|Ax(™) — X(x ()| = || (D) — \(m)x (m)| fiir alle m € N,

auch hier ist also keine weitere Matrix-Vektor-Multiplikation erforderlich.

Da die im Computer verwendeten Maschinenzahlen eine gewisse relative Genauigkeit
garantieren, bietet es sich an, Algorithmen auch so zu konstruieren, dass sie diese Ei-
genschaft erhalten. In unserem Fall bedeutet das, dass das Abbruchkriterium auch von
der Skalierung der Matrix unabhéngig sein sollte. Da eine Skalierung der Matrix eine
Skalierung der Eigenwerte zur Folge hat, leistet die Bedingung (™) < e[ \(™)| |x(™)|| das
Geforderte.

Algorithmus 5.11 (Vektoriteration mit Abbruchkriterium) Seien A € K™*"
und x(© € K™\ {0} gegeben. Der folgende Algorithmus fihrt die Vektoriteration aus und
priift in jedem Schritt, ob das Abbruchkriterium erfillt ist.

m <0
x(m) X(m)/”x(m) I
w(mt)  Ax(m)
A(m) <X(m),w(m+1)>
while |[wmt) — X(Mx(M)|| > ¢ X(M)| do vegin
x(m+1) w(m+1)/Hw(m+1)H
m<—m+1
w(mth) . Ax(m)
A () gy (m+1))y
end

Nach dem Ende der Iteration erfillen die berechneten Niherungen des Eigenvektors x(™)
und des Figenwerts \™) die Abschitzung | Ax(™ — A(x(M)|| < ¢ Al [|x™)]|.
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5.1 Grundidee

Bemerkung 5.12 (Implementierung) Fiir den Algom'thmus ist es lediglich erfor-
derlich, dass sich die Matriz A mit einem Vektor multiplizieren ldsst. Diese Eigenschaft
ist sehr wichtig, da es sehr viele Fdlle gibt, in denen das Auswerten einer Matriz re-
lativ kostengiinstig durchzufiithren ist, etwa bei Matrizen mit vielen Nulleintrdgen (z.B.
bei Bandmatrizen wie der Tridiagonalmatrix aus Abschnitt oder bei Matrizen, die
implizit als Losungsoperator eines linearen Gleichungssystems gegeben sind.

Bemerkung 5.13 (Iteration im Teilraum) Fulls A eine normale Matriz ist, stehen
ihre Eigenvektoren senkrecht aufeinander. Nehmen wir an, dass ein Eigenvektor e) zu
dem FEigenwert \; berechnet wurde. Dann kénnen wir einen Anfangsvektor x(©) wihlen,
der senkrecht auf dem bereits berechneten Figenvektor steht. Dann lduft die gesamte
Vektoriteration in dem orthogonalen Komplement dieses Eigenvektors ab.

Wenn wir A als Abbildung dieses invarianten Teilraums in sich interpretieren, ist ihr
betragsgriofiter Eigenwert nun Aa, und falls |A2| > |As| gilt, wird die Vektoriteration gegen
einen Figenvektor zu dem Eigenwert Ao konvergieren.

Falls |M\1| > [Xa| > -+ > | \n| gilt, konnen wir in dieser Weise nach und nach FEigen-
vektoren zu allen Eigenwerten berechnen und die Matriz diagonalisieren.

Wir haben bereits in Ubungsaufgabe gesehen, dass wir beliebige selbstadjungier-
te Matrizen mit Hilfe einiger Householder-Spiegelungen auf Tridiagonalgestalt bringen
konnen. Deshalb lohnt es sich, diese Klasse von Matrizen etwas genauer zu untersuchen.

Das in Abschnitt betrachtete Modellproblem fiihrt beispielsweise direkt zu selbst-
adjungierten Tridiagonalmatrizen mit konstanten Diagonal- und Nebendiagonalein-
tragen, fiir die sich die Eigenwerte und Eigenvektoren explizit angeben lassen.

Ubungsaufgabe 5.14 (1D-Modellproblem) Seienn € N, d € R und ¢ € K gegeben.
Wir untersuchen die Matriz

d ¢
i

A=

~
QU

Wir setzen z := —sgn(f) und h = n%rl
(a) Seiv € [1:n]. Beweisen Sie, dass der durch
e; := 2'sin(mvih) fir alle i € [1:n]
definierte Vektor e € K" ein Figenvektor der Matrixz A ist mit dem Eigenwert
A = d — 2|¢| cos(mvh).
(b) Seiv € [l:n], d=2h"2 und { = —h~2. Zeigen Sie, dass der in Teil (a) konstru-

ierte Eigenwert die Gleichung
A\ = 4h ™2 sin?(7vh/2)
erfillt.

79



5 Die Vektoriteration

Hinweis: Das Additionstheorem sin(a + () = sin(«) cos(3) + cos(a) sin(f) und die Glei-
chung cos(2a) = 1 — 2sin?(a) konnten hilfreich sein.

Tridiagonalmatrizen mit konstanten Eintrdgen auf der Diagonalen und den Nebendia-
gonalen lassen sich mit einfachen diagonalen Ahnlichkeitstransformationen in selbstad-
jungierte Tridiagonalmatrizen iiberfithren. Damit er6ffnet sich die Moglichkeit, die fiir
derartige Matrizen entwickelten Algorithmen auch in allgemeineren Fillen einzusetzen.

Ubungsaufgabe 5.15 (Tridiagonale Toeplitz-Matrix) Sein € N, seien £,d,r € C
mit Ir € Rsg gegeben. Wir betrachten die Tridiagonalmatric

A= o e Ccrm,
* . * . . T,
¢ d
Beweisen Sie, dass es eine invertierbare Diagonalmatriz D € C™*" und ein b € C gibt
mit B
d b
p'aD= | ¢

Q. o

b

Unter Zuhilfenahme der in Abschnitt entwickelten Theorie kénnen unsere Konver-
genzsitze fiir die Vektoriteration auf den Fall nicht-diagonalisierbarer Matrizen ausge-
dehnt werden, solange der dominante Eigenwert einfach ist.

Ubungsaufgabe 5.16 (Allgemeinerer Konvergenzsatz) Sei n € N, n > 1, und
sei A € C™™ eine Matrix mit einem dominanten Eigenwert A1 € C der algebraischen
Vielfachheit n; = 1.

Mit Satz[3.61) finden wir eine regulire Matriz B € C"*", Zahlen na,...,ns € N fir
s=|o(A)| > 1, und obere Dreiecksmatrizen mit

R; € C™*™i, o(R;) ={\} fiir alle i € [1: 3]

und
Ry

B~'AB =
R
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte |A\1| > [Aa] > ... > |Xs].

Die (theoretische) Vektoriteration zu einem Startvektor x(0) € K™ ist wie zuvor durch
x(M = A™xO) fiir alle m € N definiert.
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5.2 Fehleranalyse

(a) Wir definieren die Abbildung
nil: K"*" — 7Z,

A—max{a €Z : a;; =0 fir alle i,j € [1 : n] miti > j — a},
die beschreibt, wie viele obere Nebendiagonalen einer Matrixz gleich null sind.
Seien A, B € K™*™ mit nil(A),nil(B) > 0 gegeben.

Beweisen Sie nil(AB) > nil(A) + nil(B).

(b) Folgern Sie mit Teil (a), dass fir eine Matriz N € K™*™ mit nil(N) > 0 auch
N" = 0 gilt, sie also nilpotent ust.

(c) Sei i € [1: s]. Beweisen Sie, dass R; = NI+ N; mit einer Matriz N; € C*™
mat nil(N;) > 0 gilt.

Folgern Sie daraus mit Teil (b), dass ein Polynom p; € I1,,, existiert mit

IR < [N ™ipi(m) fir alle m € N>,

(d) Gelte (B~'x(); #£ 0. e := B6W st ein Eigenvektor zu dem Eigenwert \;.

Sei k := max{ng,...,ns}. Zeigen Sie, dass ein Polynom p € 1l existiert mit
- (m) Mo\ )
sin Z(x'",e) < ™ p(m) fiir alle m € N>p.
1

Hinweis: Fir Teil (¢) kann der binomische Satz hilfreich sein. Fir Teil (d) kann mit
Hilfe von Teil (c) dhnlich wie bei Lemma verfahren werden.

5.2 Fehleranalyse

Der Algorithmus endet, sobald die Norm des Residuums
ra(x):=As(x)x — Ax

den Wert €|\| unterschreitet. Es stellt sich die Frage, ob diese Eigenschaft bereits bedeu-
tet, dass wir gute Ndherungen des Eigenwerts und des Eigenvektors berechnet haben.

Wir beschréinken uns bei der Untersuchung auf den Fall einer selbstadjungierten Ma-
trix A = A* € K"*™,

Bei der Analyse des Fehlers verwenden wir ein allgemeines Prinzip, das auch in
anderen Gebieten der numerischen Mathematik von Bedeutung ist: Die Idee der
Riickwdrtsanalyse beruht darauf, zu einer Naherungslosung eines Problems ein zwei-
tes Problem zu konstruieren, das durch die Nidherungslosung exakt gelost wird. Falls
Aussagen dariiber zur Verfiigung stehen, wie sich die Losungen eines Problems un-
ter Storungen der Problemstellung verdndern, kann man dann Riickschliisse auf die
Genauigkeit der Niaherungslosung ziehenﬂ

'Fiir die Anregung zu diesem Beweis bedanke ich mich bei Prof. Dr. Volker Mehrmann.
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5 Die Vektoriteration

In unserem Fall suchen wir einen Eigenvektor e, also eine Losung der Gleichung
Ae = )e.

Uns steht ein genédherter Eigenvektor x zur Verfiigung, zu dem A=A A(x) eine Ndherung
des Eigenwerts darstellt. Wir suchen eine Matrix A derart, dass

Ax = Ax
gilt. Wenn wir das Residuum mit
r:=As(x)x — Ax = A\x — Ax

bezeichnen, erhalten wir wegen

A
) = Aao) ) - (A = S ek - Ax =0 (50)

fiir die Matrix i i

~ Xr rx

A=At T4

I=[* 12
die Gleichung
(r,x) (x,X)

Ax = Ax +x Ax +r=Ax+ Ix — Ax = )\x,

+r =
(23|I

also erfiillt A unsere Anforderungen.
Die Spektralnorm der Stérung ldsst sich besonders elegant darstellen:

Lemma 5.17 (Rang-2-Matrix) Seien a,b € K" mit (a,b) = 0 gegeben. Sei E :=
ab* + ba*. Dann gilt |E|| = ||a||||b]|.

Beweis. Wir untersuchen zunichst den Sonderfall |jal| =1 = ||b]|.
Sei x € K". Wir zerlegen den Vektor in Anteile aus dem Aufspann der Vektoren a
und b sowie einen Rest, der senkrecht auf beiden steht:

a:= (a, x), B := (b,x), xo :=x — aa — $b.

Dann erhalten wir

(a,x0) = (a,x) —afa,a) — f(a,b) =a —a =0,
<b7XO> = <b,X> _O‘<baa> _B<b’b> =B-p=0,
EXO = a( ,X0> + b<a, X0> = 0,

also liegt xg im Kern der Matrix E. Es folgt

Ex = E(x0 + aa + fb) = ca(b,a) + ab(a,a) + fa(b,b) + fb(a,b) = ab + fa,
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5.2 Fehleranalyse

und infolge der Orthogonalitét der Vektoren xg, a und b ergibt sich
IEx[|* = [lab + Ball* = [af*||b]|* + [3*lal* = |af* + |B]* < [Ixol|* + af* + |8
= [Ixol® + l|aall® + [|8b[|* = |[xo + aa + Bb|* = ||x]?,
also |[E|| <1 = ||a|| ||b|| nach Definition der Spektralnorm. Wegen
[Eal = |[b(a,a) + a(b,a)|| = [|b[| =1

muss auch ||E|| > 1 gelten, so dass wir ||E|| = 1 bewiesen haben.

Widmen wir uns nun dem allgemeinen Fall. Sollte a = 0 oder b = 0 gelten, so folgt
E = 0 und damit die Behauptung

Anderenfalls setzen wir a := a/||a|| und b :=b/||b|| und wenden den bereits bewiese-
nen Sonderfall auf E := ab* + ba* an, um |E|| = 1 zu erhalten. Mit |E| = ||a|| |[b]| | E|
folgt die Behauptung. ]

Die Anwendung dieses Lemmas auf unseren Fall fiihrt zu

([ el il
EYEENEE

|A—A| = (5.7)
die Norm der Storung der Matrix ist also gleich der relativen Norm des Residuums, die
wir in unserem Algorithmus explizit berechnen kénnen.

Unser Ziel ist es, aus dieser Abschitzung Riickschliisse auf die Genauigkeit der Appro-
ximation des Eigenwerts und des Eigenvektors zu gewinnen. Als Hilfsmittel verwenden
wir eine Variante des Satzes [3.45] von Courant und Fischer:

Folgerung 5.18 (Rayleigh-Minimum) Sei A € K™*" eine selbstadjungierte Matriz.
Der Rayleigh-Quotient Ay besitzt in K™\ {0} ein Minimum, und dieses Minimum ist
der kleinste Eigenwert der Matriz A.

Beweis. Es gilt
~A A
Mg = B TAX) AR e fiir alle x € K™\ {0}.

(x,x) (x,x)

Da die Matrix —A selbstadjungiert ist, garantiert der Satz[3.45| von Courant und Fischer,
dass der zugehorige Rayleigh-Quotient A_ 4 ein Maximum annimmt, das dem gréfiten
Eigenwert der Matrix entspricht.

Also nimmt A4 = —A_4 an derselben Stelle ein Minimum an, das dem Kkleinsten
Eigenwert der Matrix A entspricht. [

Neben seiner Bedeutung fiir den folgenden Stoérungssatz kann das Courant-Fischer-
Minimierungsprinzip auch als Ausgangspunkt bei der Konstruktion numerischer Néhe-
rungsverfahren dienen: Statt unmittelbar nach einem Eigenvektor zu suchen, kénnen wir
uns auch um ein Minimum des Rayleigh-Quotienten bemiihen.

Zunéchst formulieren wir allerdings den Bauer-Fike-Stdrungssatz fiir selbstadjungierte
Matrizen, der Aussagen iiber die Konvergenz der Eigenwerte ermoglicht.
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5 Die Vektoriteration

Satz 5.19 (Bauer-Fike) Seien A A € K™ selbstadjungierte Matrizen und sei \ €
o(A). Dann existiert ein Eigenwert A € o(A) mit

A=A <A - Al
Beweis. Wir wéhlen ein A € ¢(A) mit minimalem Abstand zu A, es soll also
A=Al < | — A fiir alle p € o(A)

gelten. Mit Satz m finden wir eine unitire Matrix Q € K™*™ und eine reelle Diago-
nalmatrix D € R™*"™ mit A = QDQ*. Es folgt

(A - AI)’ = (QDQ* - A\QQ*)? = Q(D - A\1)*Q",

und da die Eigenwerte der Matrix A die Diagonalelemente der Matrix D sind, muss
(X — A)? der kleinste Eigenwert der Matrix (A — AI)? sein.
Sei € € K" ein Eigenvektor der Matrix A zu dem Eigenwert A mit ||€|| = 1. Dann gilt

nach Satz und (3.8a)) die Abschétzung
(A= X2 =min{((A — \I)?z,2) : ze K", ||z|| =1}
< (A = AD)%%,X) = (A — AI)8, (A — AI)8)
= (A-A)&, (A-A)e) = (A - A)* < A - AJ’e]* = |A - A%,

und wir miissen nur noch die Wurzel ziehen, um den Beweis abzuschlieflen. [

Indem wir diese Abschétzung mit (5.7) kombinieren, erhalten wir fiir ein A € o(A)

schon die Ungleichung
A-Al<ja- &)=t
x|
konnen also die Genauigkeit des genédherten Eigenwerts durch die praktisch berechenba-
ren Grofen ||r|| und ||x|| beschreiben.
Natiirlich sind wir auch daran interessiert, Aussagen iiber die Qualitit der Approxi-

mation des Eigenvektors zu gewinnen. Diese Aufgabe erweist sich als schwieriger:

Beispiel 5.20 (Keine Konvergenz) Wir untersuchen die Matrizen

N I T i (A TR TN

Fiir ¢ — 0 konvergieren beide gegen die Einheitsmatriz, also insbesondere auch gegen
einander, wir kinnen die Differenz mit Lemma [3.59 sogar explizit berechnen, indem wir
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms bestimmen:

a5 5)

= max{(vV2 — 1)e, (V2 + 1)e} = (V2 + 1)e.

b

’:max{)\| A =20A -2 =0}
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5.2 Fehleranalyse

Der Winkel zwischen den kanonischen Einheitsvektoren, die die Eigenvektoren der Ma-
triz A sind, und den Figenvektoren der Matriz A dagegen ist durch

KORON

V2

gegeben, betrdgt also unabhingig von € immer w/4. Die FEigenvektoren der Matrizen
konvergieren demzufolge nicht gegeneinander.

cos Z(x,X) =

Fiir e = 0 sind in unserem Beispiel alle von null verschiedenen Vektoren Eigenvek-
toren, so dass die Eigenschaft, Eigenvektor zu sein, keine Aussagen iiber einen Vektor
mehr zuldsst. Diesen Sonderfall konnen wir ausschlieffen, indem wir messen, wie na-
he die Eigenwerte beieinander liegen, um so eine ,,Durchmischung der Eigenrdume* zu
vermeiden.

Definition 5.21 (Spektralliicke) Sei A € K"*" eine normale Matriz. Fir alle A € K
definieren wir die Spektralliicke zu A\ in Bezug auf A durch

YAN) = inf{lp = Al o peo(A)\{A}}

also gerade als den Abstand von A zu dem ndchstgelegenen Figenwert. Wie tiblich setzen
wir inf ) = oo und verwenden in den folgenden Argumenten die Konvention 1/0o = 0.

Ausgehend von einer Abschitzung fiir |[A — A|| ist es relativ leicht, Aussagen im
Bildbereich der Matrizen zu formulieren. Da wir daran interessiert sind, eine Aussage im
Definitionsbereich, ndmlich iiber die Storung der Eigenvektoren, zu erhalten, brauchen
wir eine Moglichkeit, aus ersteren letztere zu gewinnen. Falls A ein Eigenwert der Matrix
A ist, kann A\I — A nicht injektiv sein, also miissen wir den Kern der Matrix ausblenden.

Lemma 5.22 (Urbild-Abschitzung) Sei A € K"*" eine selbstadjungierte Matrix,
sei A € K. Dann existiert eine orthogonale Projektion II € K™"*™ derart, dass

1
z —Iz|| < ——||(\I — A)z fiir alle z € K" 5.8
| | ey (I¢ )z|| (5.8)

und (A\I — A)II = 0 gelten. Letztere Gleichung bedeutet, dass das Bild der Matrixz IT im
Kern der Matrix \I — A enthalten ist.

Beweis. Da A selbstadjungiert ist, finden wir nach Satz eine unitire Matrix Q €
K™*™ und eine Diagonalmatrix D € R™*" mit

A = QDQ".

Falls v4(\) = oo gilt, also o(A) = {A}, folgt yp(A) = oo, also D = AI und damit
Al — A = 0. In diesem Fall setzen wir IT = I und sind fertig.

85



5 Die Vektoriteration
Anderenfalls definieren wir eine Diagonalmatrix II € R™" durch

fir alle 4,5 € [1: n]

R {1 falls i = j und dy; = A,
7Tij =

0 ansonsten

und setzen IT := QﬁQ*. Offenbar gelten IT* = Q*H*Q IT und IT? = QHQQ* =
Aus der Definition folgt (\I — D)IT = 0, und wir erhalten

(AL — A)II = Q(AI - D)Q*QIIQ* = Q(A\I - D)IIQ* = QOQ* = 0.
Sei z € K™. Wir definieren z := Q*z und halten fest, dass nach Lemma die Gleichung
[(AL= A)z|| = |[QAI - D)Q"z| = [[(AI - D)z

gilt. Die Norm auf der rechten Seite kénnen wir einfach berechnen und erhalten

[(AI-D ||2 Z’)‘ du‘ ’22‘2 Z A = dii ‘Zz|2 Z Ya(A ’21‘2

u’?é)\ “75)\
= 74N (1= 7i0)2Z[* = ya (V)X - TD)Z|%.

i=1
Mit Lemma ergibt sich

Yallz — Tzl = 74 (N)||Q" (z — z)| = v4(V)|Z - Iz
< |(AT= D)z = [[(AL - A)zll,

und die Division durch y4(\) > 0 fiithrt zu der gewiinschten Abschétzung. ]

Bemerkung 5.23 (Projektion) Die in Lemma [5.29 definierte Matriz II ist eine or-
thogonale Projektion, erfillt also TI? = II = IT*.

Aus @ folgt, dass fiir jedes z € Kern(AI — A) die rechte Seite gleich null ist, also
auch die linke, so dass Ilz = z folgt. Damit ist das Bild der Matriz II nicht nur im
Kern der Matriz enthalten, sondern es ist bereits der gesamte Kern.

Damit ist I1 eine orthogonale Projektion auf den Kern der Matrix \I — A. Fir jedes
A € K gibt es genau eine solche Projektion, und sie ordnet jedem Vektor z denjenigen
Vektor 1z aus dem Kern zu, der thm in der euklidischen Norm am ndchsten kommt.

In unserem Fall wird A in Figenwert der Matriz A sein, also ist I1 die Projektion auf
den zugehdérigen Eigenraum E4(N).

Satz 5.24 (Gestortes Eigenwertproblem) Seien A A € Kwn selbstadjungierte
Matrizen, sei A\ € o(A) ein Eigenwert der Matriz A und & € K™\ {0} ein zugehiriger
Eigenvektor.

Dann existieren ein Figenwert X € o(A) und ein Vektor e € E4(N\) aus dem zu-
gehdrigen Figenraum der Matriz A mit

le — el

lell

A=Al <A - Al < |A = Al

Ya(A)
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Beweis. Mit dem Satz finden wir einen Eigenwert A € o(A) mit
A=Al <[|A—-A].
Mit der Dreiecksungleichung, \é = A€ und 1' erhalten wir

1AL = AJe|| = |(AL ~ A)é — (A — A)e+ (A — N)e|
< [(AL—Aef| + [[(A = AJe] + [A = Al [[e]]
<A - Allell+[A—Alle] =2[A - Al [e].

Wir wenden Lemma an und erhalten eine orthogonale Projektion IT mit (AI-A)II =

0 und ) 5
e—Ile|| < ——||(AI = Ael| <
| | ¢ Je|l ey

A — Al el
EY | el

Wir setzen e := ITe. Aus
(M —A)e=(\N—-A)Ile=0e=0
folgt e € £4(N). |

Indem wir diesen Satz auf die im Rahmen der Riickwértsanalyse konstruierte Matrix A
anwenden und das Abbruchkriterium der in Algorithmus[5.11| gegebenen Vektoriteration
einsetzen, erhalten wir die folgende Aussage iiber das von ihr berechnete Ergebnis:

Folgerung 5.25 (Ergebnis der Vektoriteration) Sei A € K"*" selbstadjungiert.
Sei x € K"\ {0} ein Vektor, der die Abbruchbedingung

lAx — Ax|| < €Al |x]|

mit A := Aa(x) erfillt.
Dann ezistieren ein Eigenwert X € o(A) der Matriz A und ein Vektor e € E4(N\) aus
dem zugehérigen Eigenraum mit

4[N — Al |/~\|2€2 Ix—el _ 2|\l .
2 ’ = :
ya(N) x| YA(N)

Beweis. Wir bezeichnen das Residuum wieder mit

A=A <A, A=Al <

ri=\x — Ax
und setzen wie zuvor i} .
Ix[* x|

Nach Lemma [5.17] und der Voraussetzung gilt

xr* n rx*
[[x[* [

_ el el 5,
Bz~

IA - A| =
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Mit Satz finden wir A € 0(A) und e € £4(\) mit

le — x| 2
%[~ 7a(d)

Indem wir die Abschétzung fiir die Eigenvektoren in Lemma [5.9] einsetzen, folgt

A=Al < €| €|\

—x||2 4N — A N2
>;H < | !\ | &2,
]| ya(A)

also die noch fehlende Abschéitzung. [

~ e
A=A = [Aa(x) — Al < ar— Al

Bemerkung 5.26 (Relativer Fehler) Wir kénnen aus den Ergebnissen der vorange-
henden Folgerung auch Abschitzungen des relativen Fehlers gewinnen, falls wir A # 0
und € < 1 voraussetzen: Fir den Figenwert gilt

!A—X\: N\A—X[ < ~\A—i!~ _ !A—WW < ¢
RY AHA=A A= A=A 1T—|A=A|/]A] T 1—c¢

Man beachte, dass die rechie Seite nun unabhdngig von A und x ist.
Fiir den FEigenvektor erhalten wir

Ix—el _ 2A__ 20A+]A - A) 2w) (HM—AI)e

€ =

][ = ya(N) — Y4(A) ~oyalr Al
2| CN AN 1o
~ va(N\) <1+1€> CoyaM) 1T —€e oy M) 1 —¢€

Bei dieser Abschdtzung ist von besonderem Interesse, dass die relative Spektralliicke
va(N)/IA| ausreicht.
Mit Lemma[5.9 folgt daraus

’)\’2 62
Ya(A)? (1 =€)
Falls der Fehler des Figenvektors klein genug ist, falls ndmlich

Ix—ell _ 2]\

A=A < 4]|A = M|

< <1
el 1AM 1 —€
gilt, erhalten wir mit

[x—el _lix—el [x — e [x — el

- . - . — - 2|\ €
le]| e = +ell = flxll = flx — el = x| — 23 o< x|
B 1 IIx — el < 1 21N €
T 2 . x 1 _ 2] e A1l —ce¢
PR Ry Y R RPN Y

eine Abschdtzung des relativen Fehlers des Figenvektors, die lediglich von der Genauig-
keit € und der relativen Spektralliicke v4(X)/|\| abhdngt.
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5.3 Inverse lteration mit und ohne Shift

Im Beispiel ist die Anwendung der Vektoriteration in der Form des Algorithmus
nicht sinnvoll, da die Eigenvektoren zu den grofiten Eigenwerten gerade diejenigen
sind, die wegen des Diskretisierungsfehlers besonders wenig mit den Eigenvektoren des
kontinuierlichen Problems zu tun haben.

Interessanter sind in diesem Fall die Eigenvektoren zu den kleinsten Eigenwerten, da
diese Vektoren in der Regel relativ gut approximiert werden und auch fiir ingenieurtech-
nische Anwendungen von weitaus groflerem Interesse sind, schlieflich will man hiufig
die niedrigste Frequenz kennen, bei der es zu Oszillationen kommen kann.

Falls die Matrix A regulédr und A einer ihrer Eigenwerte mit einem zugehorigen Eigen-
vektor x € K™\ {0} ist, gilt

Ax = )x, x = \MA " 'x, %x = A 1x,
also ist der Kehrwert jedes Eigenwerts von A auch ein Eigenwert von A~!. Da die Inverse
von A~! wieder A ist, folgt, dass das Spektrum von A~! nur aus den Kehrwerten der
Eigenwerte von A besteht.

Insbesondere ist der Kehrwert des betragskleinsten Eigenwerts von A gerade der be-
tragsgroBte Eigenwert von A~!. Falls wir an dem betragskleinsten Eigenwert interessiert
sind, liegt es also nahe, den Algorithmus auf die inverse Matrix A~ anzuwenden.

Wir definieren also die m-te Iterierte unseres neuen Verfahrens durch

x(M .= A7mx(0) = A-1x(m=1) fiir alle m € N. (5.9)

Da es aus der Anwendung der Vektoriteration auf die Inverse entsteht, triagt dieses
Iterationsverfahren den Namen inverse Iteration.

Fiir die Konvergenzuntersuchung miissen wir die Voraussetzungen so wihlen, dass sich
Satz oder Folgerung auf A~1 statt A anwenden lassen.

Wir beschrénken uns auf den einfacheren der beiden Fille: Sei A im Folgenden eine
normale Matrix. Dann existieren nach Folgerung eine unitdre Matrix Q € C"*"
und eine Diagonalmatrix D € C" mit

Q*AQ =D.

Nach Bemerkung konnen wir die Reihenfolge der Eigenwerte frei wihlen, so dass
wir

A1
D= , ALl < Aa] <o < A (5.10)
An
erhalten. Daraus folgt
Tt s s,
A T A T T A

Mit e := Q) bezeichnen wir wieder einen Eigenvektor, der zu dem Eigenwert \; der
Matrix A gehort.
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5 Die Vektoriteration

Satz 5.27 (Konvergenz) Sei A € K"*" eine invertierbare normale Matriz. Sie besitzt
eine Schur-Zerlegqung A = QDQ* mit einer unitiren Matriz Q € C™*"™ und einer
Diagonalmatric D € C"*™ der Form .

Dann ist e := Q6 ein Eigenvektor zu dem betragskleinsten Eigenwert .
Sei x(0 € K™ mit (e, x(0)) # 0 gegeben. Dann gilt

A m
tan Z (e, x(™) < ()f}) tan Z (e, x() fiir alle m € Ny.
2

Beweis. Wir setzen A := A~!. Es gilt mit Lemma m
Q*AQ — Q*A—IQ — Q*(QDQ*)—IQ — Q*QD—IQ*Q — D_l,

also ist insbesondere A diagonalisierbar mit derselben Transformation Q. Die Eigenwerte
von A sind offenbar gerade die Diagonalelemente von

1/\
Dfl — ..
1/

und sie sind nach Voraussetzung dem Betrag nach absteigend sortiert. Also diirfen wir
Satz 5.4l anwenden und erhalten

tan Z(e,x(™) < <1/’)\2’> tan Z(e,x() = <’/\1’> tan Z(e,x(¥) fiir alle m € No.
1/l Az

Bemerkung 5.28 Mit der inversen Iteration ldsst sich der Eigenvektor zu dem klein-
sten Eigenwert der Matriz aus Beispiel [2.1] berechnen. Da der kontinuierliche Operator
die Figenwerte
2,

Ak = Cﬁk
besitzt und die Figenwerte der diskreten Matriz gegen diese Werte konvergieren, wird
die Konvergenzgeschwindigkeit der inversen Iteration gegen

Al

| A2 14
streben, also unabhingig von der Aufiésung der Diskretisierung sein.

Wihrend bei der Jacobi-Iteration die Konvergenzgeschwindigkeit potentiell von der
Dimension der Matriz abhdngt, ist sie also bei der inversen Iteration davon unabhdngig.
Das ist insbesondere bei hohen Auflésungen ein sehr grofer Vorteil.

An diesem Beispiel zeigt sich auch die Wichtigkeit einer dem Problem angemesse-
nen Implementierung des Verfahrens: Falls man bei der Lésung des tridiagonalen Glei-
chungssystems die Bandstruktur (etwa mit Hilfe einer LR-Zerlegung) ausnutzt, bendtigt
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5.3 Inverse Iteration mit und ohne Shift

der gesamte Schleifenrumpf lediglich O(n) Operationen, so dass sich mit fast linearem
Aufwand der gesuchte Eigenvektor bestimmen lisst.

Wiirde man stattdessen A= explizit berechnen, wire dafiir im Allgemeinen ein Auf-
wand von O(n3) Operationen erforderlich, wihrend die Multiplikation mit A=" in jedem
Schritt der inversen Iteration einen Aufwand von O(n?) nach sich ziehen wiirde.

Wie wir gesehen haben steht uns A~! in der Praxis oft nicht zur Verfiigung, oder der
Aufwand fiir die Berechnung der Inversen ist inakzeptabel, deshalb empfiehlt es sich,

den Schritt
W(m+1) — A—lx(m)

des Originalverfahrens durch das Losen des Gleichungssystems

Aw(m+D) _ 5 (m)

zu ersetzen, das sich in vielen praktischen Anwendungen mit Hilfe einer Faktorisierung
oder eines iterativen Losungsverfahrens effizient durchfiihren lésst.

Algorithmus 5.29 (Inverse Iteration) Seien A € K™*" und x(©) € K"\ {0} gegeben.
Der folgende Algorithmus fiihrt die inverse Iteration aus.

m <0

x(M) — x(m) /||x(m)]|

while ,Fehler zu grofl“ do begin
Lise Aw(mt1) = x(m)
x(m+1) W(m+1)/||w(m+1)||
m<+m+1

end

Auch dieser Algorithmus ldsst sich wieder mit dem Rayleigh-Quotienten kombinieren,
um eine Approximation des betragskleinsten Eigenwerts und damit auch eine Schitzung
des Iterationsfehlers zu gewinnen. Wir koénnen den im Zuge der Iteration ohnehin be-
rechneten Vektor w(™t1) verwenden, um A" := A 41 (x("™)) effizient zu berechnen und

€™M = [|A™Ix) — X(x )| = ||w(m D) — (x (M) (mH1)yx (m))

als MaB des Fehlers benutzen. Dabei sollte man natiirlich nicht vergessen, dass A(™)
nun gegen den Kehrwert des kleinsten Eigenwerts konvergieren wird, nicht mehr gegen
den Eigenwert selbst. Entsprechend kann auch Folgerung [5.25| nur in modifizierter Form
angewendet werden, namlich mit A~! statt A.

Bemerkung 5.30 (Fehlerschitzung) Fulls die Multiplikation der Matriz A mit ei-
nem Vektor effizient durchgefithrt werden kann, konnen wir natirlich auch den Hilfs-
vektor a™ = Ax(™) berechnen, damit den Rayleigh-Quotienten A\ = A 4(x(™) =
(x(M) a(m)\ bestimmen, und damit das von der Vektoriteration bekannte Residuum
r(m = Xm)x(m) _ a(m) g0 dass sich die bereits entwickelte Fehlertheorie auch fiir die
inverse Iteration verwenden ldsst.
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5 Die Vektoriteration

Bei der Betrachtung der inversen Iteration stellen sich zwei Fragen:

1. Die Forderung nach der Regularitdt von A ist im Kontext von Eigenwertverfahren
unerwartet, schliefllich kam sie bei keiner der bisherigen theoretischen Aussagen
vor und schrinkt die Anwendbarkeit der inversen Iteration ein. Lisst sie sich ver-
meiden?

2. Mit der Vektoriteration und der inversen Iteration stehen Verfahren zur Bestim-
mung der grofiten und kleinsten Eigenwerte zur Verfiigung. Lassen sich auch ,, mitt-
lere* Eigenwerte berechnen?

Beide Fragen lassen sich positiv beantworten, wenn man von der Inversen A~! von A zu
der einer um einen gewissen Betrag p € K ,,verschobenen® Matrix iibergeht, also A~!
durch (A — pI)~! ersetzt.

Falls p € o(A) gilt, folgt fiir A € K,x € K\ {0} die Aquivalenz

1
= X
A—pu

Ax=)Xx <= (A—pux=\—p)x <= (A —pul)'x

so dass alle Eigenvektoren von A auch Eigenvektoren von (A — pI)~! sind. Man kann
einfach nachweisen, dass jeder Eigenwert der letzteren Matrix sich als 1/(A — u) mit
einem A € o(A) darstellen ldsst, wir gewinnen oder verlieren also keine Eigenwerte,
dhnlich wie bei der inversen Iteration.

Die Konvergenz der inversen Iteration héngt von dem Verhéltnis des vom Betrag her
kleinsten zum vom Betrag her zweitkleinsten Eigenwerts ab. Verwendet man die Matrix
(A—pI)~! anstelle der Matrix A~ so ist der vom Betrag her grofite Eigenwert derjenige,
der dem Wert p am néchsten liegt. Durch die Wahl des sogenannten Shift-Parameters p
ldsst sich also festlegen, welche Eigenwerte und Eigenvektoren berechnet werden sollen.

Fiir die inverse Iteration mit Shift p definieren wir die Folge (x(m))meNO der Iterierten
durch

X = — T\ = — Tax\n T ir alle m € N. 5.11
(") = (A — uD) %@ = (A — ) <D firallemeN.  (5.11)

Auch in diesem Fall lisst sich Satz[5.4]anwenden, um eine Konvergenaussage zu erhalten.
Sei p € K\ o(A). Wie gehabt soll A normal sein, so dass wir mit Folgerung [3.54] eine
unitdre Matrix Q € C"*™ und eine Diagonalmatrix D € C™*" mit

Q*AQ=D
finden. Dank Bemerkung konnen wir diesmal die Eigenwerte so anordnen, dass
A
p-| . | A=l <P =l <o < P — (5.12)

An
gilt. Daraus folgt nun

e R e R e

>
AL —p A2 — b An — 1
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5.3 Inverse Iteration mit und ohne Shift

Mit e := Q) bezeichnen wir wieder einen Eigenvektor, der zu dem Eigenwert \; der
Matrix A gehort. Dann erhalten wir die folgende Konvergenzaussage:

Satz 5.31 (Konvergenz) Sei A € K™*" eine normale Matriz, sei p € K\ o(A). Die
Matriz A besitzt eine Schurzerlegung A = QDQ* mit einer unitiren Matriz Q € C"*"
und einer Diagonalmatriz D € C™*" der Form .
Dann ist e := Q6" ein Eigenvektor zu dem Eigenwert A1, der i am néichsten liegt.
Sei x(0 € K" mit (e,x(0)) # 0 gegeben. Dann gilt

IN

tan Z(e,x™) <|>\1 — H’) tan Z(e,x?) fir alle m € Np.

[ A2 — p
Beweis. Wir setzen A := (A — pI)~L. Es gilt

~ /(A1 — )
QAQ=Q"(A—u)'Q=(D—-pul)~ "' = :
/(A — )

also ist A diagonalisierbar und die Eigenwerte von (D — uI)~! sind dem Betrag nach ab-
steigend sortiert. Also kdnnen wir den Satz anwenden, um die gesuchte Abschéitzung
zu erhalten. [

Die Folge der normierten Iterierten lasst sich einfach mit Hilfe des folgenden Algorith-
mus berechnen:

Algorithmus 5.32 (Inverse Iteration mit Shift) Seien A € K™*" und x(©) € K™\
{0} gegeben. Der folgende Algorithmus fihrt die inverse Iteration mit dem Shift-Wert
uweK\o(A) aus.

m <+ 0

x(0)  x(0) /x|

while ,Fehler zu grofl“ do begin
Lise (A — pI)w(mtD) = x(m)
x(m+1) w(m+1)/Hw(m+1)H
m<+—m+1

end

Der Shift-Parameter ermoglicht es uns nicht nur, beliebige Eigenwerte zu approximie-
ren, er kann bei geschickter Wahl auch zu einer erheblichen Beschleunigung der Konver-

genz fithren, wie die folgenden Beispiele zeigen:

Beispiel 5.33 (Trennung von Eigenwerten) Wir untersuchen die Matriz
1 0
Aci= (O 1+ e>
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5 Die Vektoriteration

fir e € Rsg. Offenbar gilt o(A.) = {1,1 + €}. Wendet man die inverse Iteration auf
diese Matriz und einen Startvektor aus (R\{0}) x (R\{0}) an, so konvergiert sie gemdfs
Satz mit einer Geschwindigkeit von 1/(1 + €). Falls € klein ist, erhalten wir sehr
langsame Konvergenz.

Wendet man die inverse Iteration mit einem Shift von p = 14€¢/3 auf die Matriz und
den Startvektor an, so konvergiert sie mit einer Geschwindigkeit von

—€/3
2¢/3

1—p
14+e—p

’:1/2.

Durch geschickte Wahl des Shift-Parameters lisst sich also auch bei nahe beieinander
liegenden (auch als ,schlecht separiert” bezeichneten) Eigenwerten eine gute Konver-
genzrate erzielen.

Betrachten wir als ndchstes die Matrix

5 (1))

Ihr charakteristisches Polynom ist pg(\) = A2 + 1, also folgt o(B) = {i,—i}. Wegen
li| = | —i| =1 ist nicht zu erwarten, dass die Vektoriteration oder die inverse Iteration
bei dieser Matrix konvergieren. Selbst in diesem Fall ldsst sich durch Verwendung eines
Shift-Wertes von p = i/2 noch die gute Konvergenzrate von 1/3 erzielen:

. /9
i | |2y
—i—p —3i/2

Zum Abschlufl dieses Abschnittes sollen noch einmal die Eigenschaften der einzelnen
vorgestellten Verfahren zusammengefasst werden:

e Vektoriteration:
Berechne x(Mm+1) = Ax(m)
konvergent, falls [A1] > [Aa] > ... > |A],
Konvergenzrate |Aa2|/|A1].

e Inverse Iteration:
Lose Ax(m+1) = x(m)
konvergent, falls [A\1] < [A2] < ... < |\,
Konvergenzrate |A1|/|Az].

e Inverse Iteration mit Shift:
Lose (A — pI)x(m+1) = x(m),
konvergent, falls [\ — p| < [Ao—p] < ... <Ay — pl,
Konvergenzrate |\ — p|/| A2 — p].
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5.4 Inverse lteration mit Rayleigh-Shift

Die geschickte Wahl des Shift-Parameters p ist offensichtlich von groflier Bedeutung fiir
die Geschwindigkeit des Verfahrens. Da die Konvergenz desto besser wird, je niher u
an dem gesuchten Eigenwert liegt (beziehungsweise desto weiter es von allen anderen
entfernt ist), sind wir daran interessiert, y als Approximation des uns interessierenden
Eigenwerts zu wéhlen. Lemma legt die Idee nahe, fiir die Berechnung von p den
Rayleigh-Quotienten zu verwenden.

Wenn wir davon ausgehen, dass x(©) bereits eine relativ gute Approximation eines
Eigenvektors e zu dem Eigenwert \; ist, wird nach Lemma [5.9die Zahl A(©) := A 4(x(©))
eine gute Approximation von A; sein. Wenn wir nun A als Shift verwenden und

< .= (A — AOT)1x©)

berechnen, erhalten wir nach Satz [5.31] eine Abschétzung der Form

0
tan Z(e,xV) < A1 — A

A AN (0)
S e A0 tan Z(e,x\"),

wobei die Eigenwerte wieder in der Form
A=A < xg = 2O <o <2, = 2O
angeordnet sind und
A1
Q'AQ = (5.13)
An

mit einer geeigneten unitiren Matrix Q € K"*" gilt.
Aus Lemma [5.9| erhalten wir eine Abschitzung fiir [A\; — A9, so dass wir

tan Z(e,xV) < m sin Z(e,x() tan Z(e,x?)
[A =N 0)
< mtam Z(e,x") (5.14)

bewiesen haben. Diese Formel suggeriert, dass der Fehler der neuen Iterierten x(!) sich
wie das Quadrat des Fehlers der alten Iterierten x(©) verhilt, dass wir also auf quadra-
tische Konvergenz hoffen diirfen. Das wiirde bedeuten, dass das Verfahren sehr schnell
konvergiert, sobald x(*) dem gesuchten Eigenraum hinreichend nahe ist.

Ausgehend von x() kénnen wir dann einen neuen Shift-Parameter A1) := A 4(x(1))
bestimmen und den Vorgang wiederholen, um eine weitere Niherung x(?) zu gewinnen.
Da die Berechnung des Rayleigh-Quotienten nichtlinear ist, wird die so definierte inverse
Tteration mit Rayleigh-Shift, kurz Rayleigh-Iteration, anders als die Vektoriteration oder
die konventionelle inverse Iteration, ein nichtlineares Verfahren fiir die Approximation
des Eigenvektors sein.
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5 Die Vektoriteration

Algorithmus 5.34 (Rayleigh-Iteration) Sei A € K™*" und x(©) € K™\ {0} gegeben.
Der folgende Algorithmus fiihrt die Rayleigh-Iteration aus.

m <0

x(m) X(m)/Hx(m)H

while ,Fehler zu grofl“ do begin
Am) <x(m)’ Ax(m)>
Lise (A — XMI)w(m+1) = x(m)
x(m+1) W(m+1)/||w(m+1)||
m+—m+1

end

Auf den ersten Blick ist die inverse Iteration mit Rayleigh-Shift nicht viel aufwendiger
als die inverse Iteration mit konstantem Shift. In praktischen Implementierungen ist das
leider haufig nicht der Fall:

Bemerkung 5.35 (Rechenaufwand) In der Prazis werden die Gleichungssysteme
(A — pD)wmH) = x(m) (A = AD)wmtD) = x(m),

die bei der inversen Iteration mit konstantem bzw. mit Rayleigh-Shift auftreten, hdufig
mit Hilfe einer Faktorisierung geldst, etwa mit einer LR-Faktorisierung mit Pivotsuche.

Im Falle eines konstanten Shift-Parameters kann die Berechnung der Faktorisierung
vor dem FEintritt in die zentrale Schleife der inversen Iteration stattfinden, so dass ein
Tterationsschritt lediglich das Vorwdrts- und Riickwdrtseinsetzen in die bereits berechne-
ten Faktoren erfordert.

Fiir den Rayleigh-Shift dagegen dndert sich die Matriz potentiell in jedem Schritt, so
dass fiir jede Iterierte die Faktorisierung erneut berechnet werden muss. Deshalb kann
die inverse Iteration mit Rayleigh-Shift unter Umstinden wesentlich aufwendiger als die
Variante mit konstantem Shift werden.

Ein einfacher Ausweg besteht darin, den Shift-Parameter nicht in jedem Schritt zu
aktualisieren, sondern in grifferen Abstinden, um die Anzahl der Foktorisierungen zu
reduzieren. Dann verliert man zwar potentiell die quadratische Konvergenz, gewinnt aber
ein schnelleres Verfahren.

Alternativ kann wie in Ubungsaufgabe die Matrixz zundchst (mit potentiell kubi-
schem Aufwand) in Tridiagonalgestalt gebracht werden. Fir Tridiagonalmatrizen lassen
sich Faktorisierungen mit linearem Aufwand berechnen, so dass die Durchfihrung der
Rayleigh-Iteration sehr effizient wird.

Um aus der Ungleichung eine quadratische Konvergenzaussage zu gewinnen,
miissen wir den Nenner [A2 —A"| durch eine von m unabhéngige Konstante abschétzen.
Das gelingt uns, falls wir voraussetzen, dass A" hinreichend nahe an A; liegt, und das
folgt, falls der Winkel zwischen x(™) und dem gesuchten Eigenvektor e hinreichend klein
ist. Falls uns also gute Startvektoren zur Verfiigung stehen, diirfen wir auf schnelle
Konvergenz hoffen.
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Satz 5.36 (Quadratische Konvergenz) Sei d € [0,1). Sei x(9) € K™ mit

A2 — A

tan Z(e,x) < 5‘7

X = A

gegeben, und sei N0 := A 4(x). Fiir den Vektor x(V) := (A — AXOT)~1x©) gilt dann

[A — M
(1=6)|A2 = Adf

tan Z(e,x1) < tan® Z(e,x(0).

Falls 6 < 1/2 gilt, erhalten wir insbesondere
tan Z (e, xM) < tan Z(e,x(?)),

so dass auch xV) die Voraussetzungen des Satzes erfillt und die Rayleigh-Iteration fort-
gefiihrt werden kann.

Beweis. Den grofiten Teil der Arbeit haben wir bereits in ((b.14]) geleistet, wir miissen
lediglich noch den Nenner abschétzen. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir

A2 = A > g — Ai| = [ = 2O,
und mit Lemma [5.9| und der Voraussetzung folgt
A — MO < JJA = M I|sin Z(e,x@) < |JA = AT tan Z(e,x@) < §]Aa — A\i],
so dass wir insgesamt zu
Ao — A > Xy = A1 = 6]Ae — M| = (1= 6)|ha — A1

gelangen. Aus ([5.14)) folgt

A\
tan Z(e,xV) < wtafﬂ Z(e,x0) <

|A = AT

tan? / e,x(o) .
(1 =98)[A2 — A1 ( )

Gelte nun § < 1/2. Dann erhalten wir

A — NI
tan £ e,x(l) < I ! tan? Z e,x(o)
() = gy — g A0
A — Ml A2 — A1

tan Z(e,x(?)

T (1=0)[A2 = Al [[A = AT

=1 d 5 tan Z(e,x(?) < tan Z(e,x).

Diese Aussage gilt auch noch fiir allgemeine diagonalisierbare Matrizen, wenn man wie
in Folgerung die Konditionszahl der diagonalisierenden Ahnlichkeitstransformation
an geeigneter Stelle beriicksichtigt.

Fiir normale Matrizen ldsst sich sogar kubische Konvergenz beweisen:
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Satz 5.37 (Kubische Konvergenz) Sei A normal. Sei é € [0,1). Sei x(0) € K" mit

A2 — A1

tan® / e,x(l) < db————
(e ) < O]

gegeben, und sei X0 := A 4(x(©). Fiir den Vektor x(V) := (A — AXOT)~1x©) gilt dann

A — A

tan® /(e, x(O).
(1 =38)[A2 — A ( )

tan Z(e,xV) <

Falls § < 1/2 gilt, erhalten wir insbesondere
tan Z(e,xM) < tan Z(e, x),

so dass auch xV) die Voraussetzungen des Satzes erfiillt und die Rayleigh-Iteration fort-
gefiihrt werden kann.

Beweis. Nach Lemma [5.9| gilt
AL — MO < JJA = M| sin® Z(e, x(?) < [|A — M| tan? Z(e, x(),
und FEinsetzen in die Abschéitzung des Satzes [5.31] ergibt

tan Z(e,x(V) < A = A1) tan® Z (e, x().

— 20
1)y o 1A =AY
tan Z(e,x\") < S e -0

= e A0
Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt

A2 = AO) > xg = A1 = AL = AO > Ay — M| — [JA = M) tan® Z(e,x(0)
> Ao — M| —0[Aa — M| = (1= 0)[Aa — Aull.

Das gewiinschte Resultat folgt durch Einsetzen in den Nenner der vorangehenden Un-
gleichung.
Gelte nun § < 1/2. Dann erhalten wir

A — M|
(1=0)|A2 = A
o A—NMI o A=A
~ (1=0) A2 — M| [[A = M

tan Z(e,xV) < tan® Z(e,x(®)

tan Z(e,x(?)

=1 d 5 tan Z(e,x(?) < tan Z(e,x).

Als Beispiel setzen wir 6 = 1/2 und definieren die Konstante

2[|A — A
C .= .
[A2 = Adf
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5.4 Inverse Iteration mit Rayleigh-Shift

Die Voraussetzung des Satzes [5.36] nimmt dann die Form
tan Z(e,x?) < 1/C (5.15)

an, und seine Aussage kann als

A — M
tan £ e,x(l) < I !
( )< (1 =0)[A2 — A
2[A = NI o

= 2= 2 tan? Z(e, x(V) = C'tan® Z(e, x()
A2 — Aif

tan? Z (e, x(0)

formuliert werden. Wir nehmen an, dass unser Startvektor etwas besser als unbedingt
notig ist, dass namlich

1
tan / Oy <« —
an /(e,x"") < 5C
gilt. Dann erhalten wir
tan Z(e,xV) < Ctan? Z(e,x0) < 0 = L -1
* ’ = ’ T 4C? 40 22’
1 1 1
2 2 1 _ —
tan Z(e,x?) < Ctan? Z(e,x) < 01602 =160 = 320
1 1 1

3 2 2 _ —
tan Z(e,x®)) < Ctan? Z(e,x?) < 025602 = 5560 — 220
tan Z(e,x™) < L

- 22nC

Fiir den Fall einer normalen Matrix kénnen wir entsprechend mit Satz verfahren:
Wir setzen

fiir alle m € Ny.

1
tan? Z(e,x(0) < Yel
voraus und erhalten
tan” Z(e,x") < C? tan® Z(e,x") < C? 23103 - 2310’
tan® Z(e,x?) < C?tan® £ (e, xV) < C* 232103 = 231(]’
tan? (e, x®) < 0% tan® /(e,x?) < ¢? 233103 - 231(1’
tan? Z(e,x(™) < %a
tan £ (e, x(M) < W fiir alle m € No.

Da die Rayleigh-Iteration hohere Anspriiche an den Startvektor stellt als die inverse Ite-
ration, kann es in der Praxis durchaus sinnvoll sein, zunéchst einige Schritte der inversen
Iteration mit einem festen Shift-Parameter durchzufiihren, bevor man zu Rayleigh-Shifts
wechselt.
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5 Die Vektoriteration

5.5 Orthogonale lteration

Die Vektoriteration und die von ihr abgeleiteten Verfahren dienen der Berechnung eines
Eigenvektors zu einem bestimmten Eigenwert, der in geeigneter Weise dominant sein
muss: Bei der einfachen Vektoriteration mussten wir voraussetzen, dass |A1| echt grofier
als die Betrige aller anderen Eigenwerte ist. Insbesondere mussten wir dabei mehrfache
Eigenwerte ausschliefien, denn im Falle |A1| = |Az| wiirde unser Konvergenzsatz[5.4] keine
brauchbare Fehlerabschidtzung mehr zur Verfiigung stellen. Falls immerhin noch A; # Ay
gilt, konnen wir dieses Problem mit einem geeigneten Shift-Parameter beheben, im Falle
A1 = Ao dagegen, also bei einem doppelten Eigenwert, erhalten wir mit der bisherigen
Theorie keine Konvergenzaussage.
Wenn wir eine Diagonalmatrix D = diag(Ag, ..., A,) mit

M| = [ Ao > [As] > ... > Al
néher untersuchen, stellen wir fest, dass in den Vektoren

. L

1

immer noch alle Komponenten aufler den ersten beiden gegen null konvergieren. Die
Vektoren werden also zwar nicht gegen einen Vektor des Eigenwerts A\; konvergieren,
aber immer noch gegen einen Vektor aus dem von den Eigenvektoren zu A; und As
aufgespannten invarianten Teilraum.

Konvergenzaussagen wie Satz basieren darauf, dass die Iterierte x(") mit einem
geeigneten Vielfachen des ersten Eigenvektors e verglichen wird. Wenn wir die Konver-
genz gegen einen Teilraum untersuchen wollen, liegt es also nahe x(™) mit einem Vektor
aus dem Teilraum zu vergleichen, der ihm moglichst nahe liegt.

Ein einfacher Zugang besteht darin, die Approximation einer Iterierten durch eine
Matrix P zu beschreiben, deren Bild der gewiinschte Teilraum ist. Dann vergleichen wir
die Iterierte x(™ mit dem Element Px(™ des Teilraums, und falls die Differenz klein
ist, liegt x(™) _ fast“ im Teilraum. Besonders giinstig ist es, wenn P eine Projektion auf
den Teilraum ist, also P? = P gilt. Fiir unsere Zwecke ideal unter derartigen Matrizen
sind die orthogonalen Projektionen.

Definition 5.38 (Orthogonale Projektion) Sei P € K™ ", Fulls P2 = P = P* yilt,
nennen wir P eine orthogonale Projektion.

Lemma 5.39 (Orthogonale Projektion) SeiP € K"*" eine orthogonale Projektion.
Dann gilt

Ix—y|? = |x—Px|>+ |Px—y|>  firalex K" yeBildP). (5.16a)
Daraus folgen

|lx — Px|| < ||x -y fir alle x € K", y € Bild(P),  (5.16Db)
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5.5 Orthogonale Iteration

IPx|? = x| - |x — Px|> < |x||> fir alle x € K", (5.16¢)

die Projektion bildet also jeden Vektor auf seine beste Approximation in ihrem Bild ab
und vergrdfSert dabei nicht seine Norm.

Beweis. Seien x € K" und y € Bild(P) gegeben. Dann existiert ein z € K" mit y = Pz.
Wir haben

Ix -yl = (x =y, x —y)
— {(x— Px) + (Px — y), (x — Px) + (Px — y))
— x — Px|® + (x — Px,Px — y) + (Px — y,x — Px) + [Px — y|
= |x — Px|* + (x - Px,P(x — 2)) + (P(x — z),x — Px) + | Px — y|?
— |lx — Px|]* + (P*(x — Px), x — 2) + {x — 2, P"(x — Px)) + | Px — y|
= |x — Px|? 4+ (P(x — Px),x — z) + (x — z, P(x — Px)) + |Px — y||?
= ||x — Px||* + (Px — P?x,x — 2) + (x — 2,Px — P?x) + |Px — y|?

=[x = Px|” + (0,x — z) + (x — 2,0) + [Px — y|

=[x = Px|* + |[Px — y|*.

Daraus folgt unmittelbar (5.16b]). Durch Einsetzen von y = 0 folgt (5.16d)). [ ]

Lemma 5.40 (Existenz und Eindeutigkeit) Sei V C K" ein Teilraum. Dann exi-
stiert genau eine orthogonale Projektion P € K™*™ mit Bild(P) = V. Wir nennen sie
die orthogonale Projektion auf V.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass eine orthogonale Projektion existiert. Falls V = {0}
gilt, setzen wir P = 0 und sind fertig.

Anderenfalls sei k € [1 : n] die Dimension des Raums V. Indem wir eine Basis (v;)¥_;
des Raums wihlen und ihre Elemente als Spalten einer Matrix V € K™** verwenden,
erhalten wir eine injektive Matrix mit Bild(V) = V.

Nach Lemma[3.23]ist V*V positiv definit, also insbesondere invertierbar. Wir definie-
ren nun

P:=V(V*'V)lv*
und stellen mit Lemma fest, dass P = P* gilt. Es gilt auch

P> =V (VV)"'VV(V*V)'V* = V(V*V)'V* =P,
| —
=1
also haben wir eine orthogonale Projektion gefunden.
Sei nun P € K"*" eine weitere orthogonale Projektion auf V. Sei x € K”. Wir setzen

~

y = Px, y .= Px
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5 Die Vektoriteration

und erhalten mit Lemma, [5.39]
1% =31 = lIx =yl + lly = 91,
Ix = yl* = Ix =3I + Iy - yI*
Indem wir die erste Gleichung in die zweite einsetzen, folgt
Ix — yH2 = |x -yl +2y -3/

also muss Px = y = y = Px gelten. Da wir diese Gleichung fiir beliebige x € K"
bewiesen haben, folgt P = P ]

Lemma 5.41 (Konvergenz fiir diagonale Matrizen) Sei D = diag(A1,...,\n) ge-
geben und gelte
Al = [Aa| = o = (A > [Aga] =0 = A (5.17)

fir ein k € [1 : n—1]. Sei P € K" die orthogonale Projektion auf den Teilraum
KF x {0}, der von den ersten k Eigenvektoren der Matriz D aufgespannt wird.
Sei x(0 € K™ mit Px # 0 gegeben. Dann gilt fiir die Iterierten

x(M .= Dmx () fiir alle m € N.
die Abschitzung

) — P _ (Bel)” % — Px)]
[P Al [PxO]

Beweis. Sei I, € KF*k die Identitéit auf K*, und sei

P= (Ik 0) e K™

fiir alle m € Ny.

00

ihre Fortsetzung durch null. Dann gilt

m (0
/\1 :Ug ) 0
m, <0) 0
Pxm — | A} , x(m) _ pxm) — 0) fiir alle m € N.
0 )‘k+1xk+1
0 A (0)

Fir die Normen erhalten wir

0 — P = 3 O < e 3 IO € P P10~ PO,
i=k+1 1=k+1
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5.5 Orthogonale Iteration

k
m m m 0 m
Px(™)|2 = Z\A O > 22 S 1202 = (a2 Px®)2,
=1

also folgt

™) — x| (i)™ [x® — PxO)|
P =\ T [Px0]

fir alle m € Ny,

und das ist die zu zeigende Abschitzung. ]

Auch dieses Ergebnis koénnen wir durch einen Winkelbegriff ausdriicken: Analog zu
Lemma definieren wir fiir einen Vektor x € K"\ {0} und einen Teilraum ) C K"

den Winkel durch Ix H
-y

Falls P € K™ die orthogonale Projektion auf V ist, kénnen wir mit Lemma das
Minimum explizit darstellen und erhalten

sin Z(x,)) := min{ : yEJ/}.

sin Z(x,)) =

Indem wir (5.16a) auf y = 0 anwenden, erhalten wir x> = ||x — Px||? + ||Px]|? und
konnen den Cosinus des Winkels durch

2 )12 — x —Px[* _ ||Px|
cos? Z(x,)) =1 —sin® £(x,)) = =
[SIE x|
einfiihren. Insgesamt haben wir
. Ix — Px| x|l Ix — Px|
sin /(x,)) = , cosZ(x,)) = tan Z/(x,)) = ————. (5.18)
1] RER [Px|

Damit kénnen wir die Aussage des Lemmas in die uns vertraute Form bringen:

Folgerung 5.42 (Konvergenz fiir diagonale Matrizen) Sei D = diag(A1,...,\,)
gegeben mit fiir ein 'k € [1:n—1]. Sei & := K* x {0} der von den ersten k
Eigenvektoren der Matriz D aufgespannte invariante Teilraum.

Sei x(0 € K" mit cos Z(x(?),£) > 0 gegeben. Dann gilt fir die Iterierten (x(™)%
der Vektoriteration die Abschdtzung

m=0

)\ m
tan Z(x(™) €) < <‘ ’f\+‘1|> tan Z(x(®, &) fiir alle m € Ny.
k
Beweis. Wir kombinieren Lemma mit (5.18). |
Falls nicht zufillig A\; = ... = Ag gilt, erhalten wir in diesem Fall keine Konvergenz

gegen einen Eigenraum, sondern nur gegen den invarianten Teilraum &.
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5 Die Vektoriteration

Unser Ziel ist es nun, wenigstens diesen Teilraum vollsténdig zu beschreiben, indem
wir eine Basis konstruieren. Die Idee ist einfach: Wenn die Vektoriteration zu einem
Startvektor gegen einen Vektor aus dem Unterraum konvergiert, dann wird die Vekto-
riteration zu k Startvektoren gegen k Vektoren aus dem Unterraum konvergieren, und
falls wir sicherstellen konnen, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind, erhalten wir
eine Basis.

Zur Abkiirzung der Notation fassen wir die Vektoren in einer Matrix zusammen: Die
k Spalten einer Matrix X(™ € K™** interpretieren wir als die Iterierten von & simultan
ausgefiihrten Vektoriterationen mit den k Spalten der Matrix X(© € K"** als Startvek-
toren. Die Iterierten sind dann durch

XM .= pmx©) fiir alle m € N (5.19)

definiert. Es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen wir darauf hoffen diirfen,
dass die Spalten von X (™) linear unabhiingig sind. Offenbar miissen dafiir zumindest die
Spalten von X(©) linear unabhiingig sein, die Matrix muss also vollen Rang besitzen. Das
reicht allerdings noch nicht: Falls eine Linearkombination der Spalten in den Kern der
Matrix D™ fallen sollte, wiirde X(™) trotzdem keinen vollen Rang besitzen.

Dieser Fall ldsst sich einfach ausschliefilen, indem wir die in Lemma [5.41] eingefiihrte
Projektion P auf den Unterraum verwenden: Statt zu fordern, dass X(® vollen Rang
hat, fordern wir diese Eigenschaft von PX (). Diese Voraussetzung ist ausreichend:

Lemma 5.43 (Basis) Seien D,P,\1,..., )\, wie in Lemma gegeben. Sei X(0) e
K™%k 50 gegeben, dass PX(©) wollen Rang hat.
Dann haben fiir jedes m € Ny auch die Matrizen PX™ und X™) yollen Rang.

Beweis. Sei m € Ng. Dazu fithren wir

A a:Yln) . :U&ZL)

D:= , Xm) .~ [ .
(m) (m)

Ak R 4

ein und konnen P? = P sowie PD = DP ausnutzen, um

PX(m) _ PDmX(O) _ PQDmX(O) _ PDmPX(O) _ <Dm O) (X(0)> _ <DmX(0)>
0 O 0 0

zu erhalten. Nach Voraussetzung hat

< (0)
0 _ (X
PX ( ; )

vollen Rang, also muss X () regulér sein. AlAls 1D folgt, dass D regulér ist, also muss

auch D™ regulér sein, und somit auch DX (), Damit ist bewiesen, dass PX(™ vollen
Rang hat.
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5.5 Orthogonale Iteration

Die Dimension des Bildraums dieses Produkts ist also k, und damit miissen auch die
Dimensionen der Bildraume der Faktoren mindestens k sein. Also hat insbesondere X (™)
vollen Rang. ™

Indem wir Lemma und Lemma[5.43| kombinieren, kénnen wir folgern, dass die Ma-
trizen X (™) gegen Basen des fiir uns interessanten invarianten Unterraums konvergieren
werden.

Dieses Konvergenzverhalten kénnen wir auch quantifizieren: Nach Lemma bilden
die Spalten einer Matrix X € K"** genau dann eine Basis eines invarianten Unterraums,
wenn es eine Matrix A € KF*¥ gibt, mit der DX = XA gilt. Wenn X (™) | fast* eine
solche Basis ist, sollte eine Eigenschaft der Form

IDX(™ — XMA| < ¢

fiir ein geeignetes € € Rsq gelten. Wenn wir die Skalierung der Matrix X(™ geeignet
beriicksichtigen, erhalten wir das folgende Resultat:

Lemma 5.44 (Konvergenz gegen Teilraum) Seien D,P,\1,..., A\, wie in Lem-
ma gegeben. Sei X0 ¢ K"k 5o gegeben, dass PX(©) vollen Rang hat.

Dann gibt es eine Matriv A € KF*¥ so, dass fiir alle y € KF\ {0} und alle m € N die
Abschitzungen

I(DXO — XM A)y|| (Aml)m I(DXO — XOA)y]|

[PXMm)y| | Ak [PX Oyl ’
(X — PX(M)y| < ()\k+1|>m |(XO — PXO)y|
[PXMm)y|| — [ [PX Oyl
erfillt sind.
Beweis. Wir definieren Hilfsmatrizen
0 0 (0) (0)
R x(n) xgk) Trer11 - Tk
X=1: -~ [, X, = : - : ;
0 0 0 0
[0 20 o)
A1 Ak+1
D .= , D, = .
>\k )\n

und erhalten

~ A~ ~

o_ (X o _ (X _ (D
0-() =) = p)

Nach Voraussetzung hat PX(© vollen Rang, also muss X € Kkxk reguldr sein. Wir
definieren R
A :=X"'DX
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5 Die Vektoriteration

und erhalten

XA =XX'DX = DX.
Nun kénnen wir die Terme unserer Abschitzung untersuchen. Sei y € K\ {0} und
m € N. Es gilt

I(DX — XM A)y|| = DXy — DX Ay||
Dm+1X DmXA Dm+1§z ]’jerlﬁ)
Dm“XL — DmXLA Dm“XL —~D7X, Ay

m J—
H( DJ_XJ_—XJ_A >H<\)\k+1| [(DLX) — X Ayl

DX XA
m mI(MDXO — XOA
= [ A1 H< D, X, —XLA )H A1 |™[( )yl

und wir erhalten aulerdem
wor_(B% (% .
exmy = (V)= | 5| = heriex©yl 620

Einsetzen dieser Ungleichungen in den zu untersuchenden Bruch fithrt zu der ersten
Abschétzung.
Fiir die zweite Abschéitzung verwenden wir einfach

D"X - DX

(X0 — PX ™)y = H( )yH — DXy < P X Ly

D7X,
X -X
=l | (B ) ¥ = e - pxony
1
in Kombination mit (5.20)). |

Wie iiblich kénnen wir diese Konvergenzaussage auf den Fall normaler Matrizen A €
K™*™ iibertragen, indem wir sie mit Hilfe der Folgerung diagonalisieren.

Satz 5.45 (Konvergenz) Sei A € K"*" eine normale Matriz. Sie besitzt eine Schur-
zerlegung A = QDQ* mit einer unitiren Matriz Q € C™ ™ und einer Diagonalmatriz

A1
D= Al > A2 > - > Al
An

Sei k € [1:n — 1] so gegeben, dass |\i| > [Mry1| gilt, sei & := Q(KF x {0}) der von den
ersten k Figenvektoren aufgespannte invariante Teilraum von K™, und sei P € K™*™ die
Projektion auf diesen Teilraum.

Sei X0 ¢ K%k 50 gegeben, dass die Matriz PX©) vollen Rang hat.
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5.5 Orthogonale Iteration

Dann ezistiert eine Matriz A € KF*F so, dass

I(AX(™ — XM Ay _ (lAkm)mII(AX(O)—X(O)A)Y” (5.21a)
[PXy]| Al PXOy|
(X = Xy _ (] \" [(X© = PXO)y] (5.21b)
[PX 0y il [PXOy]| |

fiir alle m € Ng und y € K¥\ {0} gelten. Insbesondere haben die Matrizen PX(™) und
X (™) yollen Rang.

Beweis. Sei P € K™ die Projektion aus Lemma Durch Riicktransformation er-
halten wir die orthogonale Projektion

P .= QPQ*
auf £. Wie schon im Beweis von Satz [5.4] definieren wir durch
= Q*x(™ fiir alle m € Ny
die transformierte Folge der Iterierten, fiir die wegen
0 = Q*PQX® = Q*PX®
und der Gleichung
XM = Q@*xX(m = Q*A™X® = Q*A™QX® = p"X©® fiir alle m € Ny

die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt sind. Also existiert ein A € KF** derart,
dass die Abschétzungen

(DX — XM A)y|| _ (mﬂ)’" |(DX© —XOA)y|

IPX(my]| R IPXOy| 7
(X0 — PX(m >y||<(Ak+1|>mH<x<> PXO)y|
[PX(my]| | Akl IPXOy]|

fiir alle y € K*\ {0} und alle m € N gelten. Mit (3.15) erhalten wir

|(DX = XAy = H(QDQ*X(’”) ~ QXM Ay = H(AX(’”) - XM Ay,

(X0 — PXM)y | = [(QX(™ — QPQ*X™)y|| = [|(X(™) — PX(™)y],
IPX™y| = |QPQ"X™y| = [PX™y]|

fiir alle m € Ny und alle y € K¥, und damit folgen die gewiinschten Aussagen. [

Wie schon im Falle der konventionellen Vektoriteration kann auch bei dieser Iteration
das Problem auftreten, dass es durch die wiederholte Multiplikation mit A zu Uber- oder
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5 Die Vektoriteration

Unterldufen kommt. Sehr viel schlimmer ist allerdings, dass in der Regel alle Spalten der
Matrizen X (™) gegen Vielfache des Eigenvektors eines dominanten Eigenwerts konver-
gieren werden, so dass sie zwar theoretisch linear unabhéngig bleiben, in der numerischen
Praxis aber fast linear abhéngig werden kénnen.

Beide Probleme lassen sich wieder durch eine geschickte Normierung beheben: Da wir
nur an dem invarianten Unterraum, also dem Bild der Matrix X" interessiert sind,
konnen wir die Matrix fast beliebig skalieren und Linearkombinationen ihrer Spalten
bilden, ohne diesen Unterraum zu verandern. Insbesondere kénnen wir, beispielsweise mit
Hilfe der Gram-Schmidt-Orthonormalisierung, dafiir sorgen, dass die von den Spalten
beschriebene Basis orthonormal ist, und damit insbesondere aus linear unabhéngigen
Einheitsvektoren besteht.

Da die Gram-Schmidt-Orthonormalisierung numerisch instabil sein kann, verwenden
wir stattdessen allerdings die sicherere QR-Zerlegung: Zu jeder Matrix X(™) e Knxk
existieren eine unitdre Matrix Q(m) € K™ und eine obere Dreiecksmatrix R(™) € Knx*
so, dass

X(m — gmRm)

g\ilt. Wenn wir die ersten k Zeilen von R(™ mit R(™) sowie die ersten k Spalten von
Q) mit Q™ sowie die restlichen Spalten mit Q") bezeichnen, erhalten wir

X" = QIR = (Qm Q) <Rg”)> = QR
da R(™ eine obere Dreiecksmatrix ist. Wir kénnen also zu jedem X (™) ¢ K"k eine
isometrische Matrix Q(™ € K™** und eine obere Dreiecksmatrix R(™) e KKk mit
XM = QMIR(m (5.22)

konstruieren, eine sogenannte diinne QR-Zerlegung. Die Spalten der Matrix Q™ be-
schreiben dann die gesuchte Orthonormalbasis.

Fiir derartige Matrizen vereinfacht sich die Aussage von Satz [5.45| wesentlich, wenn wir
beriicksichtigen, dass durch die Orthogonalisierung in jedem Schritt die Basis verdndert
wird.

Folgerung 5.46 (Orthogonale Iteration) Unter den Voraussetzungen von Satz-

und mit (5.29) finden wir eine Familie (A(m)) o i KF*k mit der folgenden Eigenschaft:
Fiir jedes m € Ng und jeden Vektor y € K\ {O} existiert ein Vektor z € KF\ {0} mit
(m) _ Q(m A (0)
IAQW - QWA _ (Leal)” 11490 -0 ROl o
IPQMy|| | Akl IIPQ( )le
(m) _ pQ(m) m 0) _pQ®
@ PQUyl_ (heal)" Q0 PQ0) 5.230)
IPQMy|| | Akl IPQO)z

Beweis. Sei X0 ¢ K"k mit rank(PX(®)) = k gegeben. Da X(™) nach Satz fiir
alle m € Ny vollen Rang hat, miissen nach 1) auch die Matrizen R(™) vollen Rang
haben, also regulér sein. Damit ist

A = RMAR)! fiir alle m € Ny
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5.5 Orthogonale Iteration

mit der Matrix A aus demselben Satz wohldefiniert.
Seien nun m € N und ein Vektor y € K¥\ {0} fixiert. Wir definieren

yi=®RM) 7y, 2:=R"y,
und erhalten mit (5.22)) die Gleichungen

[(AQ™ — QU AI™)y|| = [(AQ™ R<m><R<m>
= [[(AX(™ — XM A)
= [l(AX ™ = XM Ay,

( - QMRMARM™) 1y

(

( |
1(AQ® — QO A®))z|| = H(AX X<0>A><R<°>>*1zu

(

(

(

)
(RM)~ty||
= [(AX© X“’)A)yH
Q™ — PQ™))y]|| = || Q““ - PQMRM)RIM)y|
=||X Px<m>>y||
Q) - PQW)z| = (X — PX)y],
PQ™y]| = HPQ(’”)R(’”)?H = |[PX™y],
IPQQz|| = [PQOUROy| = | PXOy],

mit denen die Aussagen des Satzes [5.45] die gewiinschte Form annehmen. [ |

Auch die Konvergenz von Teilrdumen kénnen wir durch Winkel ausdriicken: Fiir zwei
nicht leere Teilrdume X, )Y C K" definieren wir

sin Z(X,)) := max{sin Z(x,)) : x € X\ {0}},
cos Z(X,)) := min{cos £(x,)) : x€ X\ {0}},
tan Z(X,)) := max{tan Z(x,)) : x € X\ {0}}.

Dann erhalten wir mit (5.18]) insbesondere fiir den Tangens

tan Z(Bild X™), €) = max {W . x € BildX(™ \ {0}}
X
(X0 — PX(M)y| K
= max ryeK 0} ».
{ [PX0y| Mo}

Indem wir auf beiden Seiten der Abschéitzungen (5.21b)) und (5.23b) zu dem Maximum
iibergehen, erhalten wir

tan Z(BildX(™), £) < ('AT |1) tan Z(Bild X©, &),
k

tan Z(Bild Q™. £) < ('Aﬁ) tan Z(Bild Q¥ £) fiir alle m € Ny.
k
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5 Die Vektoriteration

Ubungsaufgabe 5.47 (Winkel zwischen Teilriumen) Seien n € N und k € [1 : n]
gegeben, und seien X,Y C K" k-dimensionale Teilrdume. Der Winkel zwischen den
Teilrdumen ist gegeben durch

cosé(z’\,’,y):min{max{dizi’i;z” : yey\{()}} : XGX\{O}}.

(a) Sei eine isometrische Matriz Y € K™ mit BildY = ) gegeben. Beweisen Sie

- { \(EBH’H y e {0}} — |Y*x| fiir alle x € X.

(b) Seien isometrische Matrizen X, Y € K™* mit Bild X = X und BildY =Y gege-
ben. Beweisen Sie, dass cos Z(X,)) > 0 genau dann gilt, wenn Y*X invertierbar
ist, und dass in diesem Fall die folgende Gleichung gilt:

1

cos Z(X,)Y) = T

(c) Beweisen Sie cos Z(X,)) = cos Z(Y, X).
Hinweis: Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung sowie die Lemmas[3.18 und[3.20 konnen hilf-

reich sein.

Die Fehlerabschétzungen und sind noch etwas unhandlich, da sie auf
den Matrizen A(™) beruhen, die sich eventuell in der Praxis nur schwierig berechnen
lassen. Wir konnen allerdings diese Matrizen durch eine geeignete Verallgemeinerung
des Rayleigh-Quotienten ersetzen: Wir definieren

A™ = (QM))*AQ™ fiir alle m € No. (5.24)

Wenn wir die Einheitsvektoren x(™) e K" der urspriinglichen Vektoriteration als iso-
metrische Matrizen Q™ e K"*! interpretieren, ist sofort ersichtlich, dass A(™) =
Aa(x™) = Al gilt, dass also beide Definitionen zusammenfallen. Die Orthogona-
litdtsbeziehung lasst sich wie folgt verallgemeinern:

Lemma 5.48 Sei A € KF*% eine beliebige Matrix. Es gilt
I(AQ"™ — QM A)yl* = [|(AQ"™ — QU A™)y|* + (AT — A)y]

fiir alle m € N und y € KF.
Insbesondere minimiert die Wahl A = A™) die rechte Seite der Gleichung, und damit
natirlich auch linke.

Beweis. Seien m € N, y € KF und A € K*** gegeben. Dann folgt mit der binomischen
Gleichung und den Lemmas und

1(AQ™ — Q™ A)y|? = [(AQ™ — QM A™)y + Q™ (A™ — A)y|?
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5.5 Orthogonale Iteration

= [(AQ"™ — QI A)y|? + | QA — A)y]?
+2Re((AQ™ — QMAM)y, QA — A)y)3

= [(AQ™ — QU A)y|2 + (A — A)y|?
+2Re((Q)"(AQ™ — QM AM)y (A™) — A)y)3

= [(AQ™ — QU A)y|? + (AT - A)y|
+2Re<(A< ) — AM)yy (A —A)y>§

= [(AQ™ — QU AM)y|2 + (AT — Ay,

und das ist die gewiinschte Darstellung des Fehlers. [

Wir kénnen also auf der linken Seite der Folgerung[5.46]einfach die unhandliche Matrix

A(™ durch den verallgemeinerten Rayleigh-Quotienten A (™) ersetzen, den wir praktisch
berechnen kénnen.

Als Vorbereitung auf das folgende Kapitel halten wir fest, dass die Folgerung
auch eine Aussage iiber die Konvergenz der Spektralnorm enthélt.

Folgerung 5.49 (Spektralnorm) Unter den Voraussetzungen von Satzm 5.4 und mit
gilt mit der dort eingefihrten Matrix AO die Abschdtzung

. ) A m AQO — QA0
IAQ™ — QA < <| |§\:‘1|> max{ i PQUZ| )| . ze KM\ {0}

fir alle m € Ng.

Beweis. Da P eine orthogonale Projektion ist, gilt mit (5.16c¢) und Lemma die
Abschitzung

IPQM™y| < IQ™y| = Ily| fiir alle y € K*.
Aus Lemma [£.48] erhalten wir
I(AQ™ — QUIAI™)y| < [|(AQM™ — QUMAI™)y]| fiir alle y € K*.

Die Kombination beider Abschétzungen mit der Folgerung fithrt zu

I(AQ"™ — QMAM)y| _ [[(AQ™ — QUAIM)y]|
Iyl B PQmy]

< <|Akm>m [(AQY — QUAO)g
= U [PQUZ|

mit einem Vektor z € KF. Indem wir auf beiden Seiten dieser Abschitzung zu dem
Maximum iibergehen, folgt das gewiinschte Ergebnis. ]
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5 Die Vektoriteration

Ubungsaufgabe 5.50 (Konvergenz~des Rayleigh-Quotienten) Seien n € N, k €
[1:n] gegeben. Seien A € K™ und A € KF**F Matrizen. Sei Q € K™* isometrisch,
und sei A := Q*AQ.

(a) Beweisen Sie
I(A~A)yl=11QQ"(AQ - QA)y| fiir alle y € K*.
(b) Folgern Sie daraus

I(AQ - QA)y| = [|(I - QQ*)(AQ — QA)y| fiir alle y € K*.

Fiir die Praxis ist es nicht sinnvoll, die Matrizen X("™ zu berechnen, da sie aus den
bereits erwdhnten Griinden zunehmend schlecht konditioniert sein werden. Stattdessen
wollen wir moglichst mit den isometrischen Matrizen Q™ arbeiten, bei denen diese
Gefahr nicht besteht.

Wir verwenden ([5.22]), um

zu erhalten. Nun berechnen wir die, da Q") isometrisch ist, hoffentlich gut konditio-
nierte Matrix
W(m+1) — AQ(m) c Knxk

und bestimmen ihre (diinne) QR-Zerlegung

wnth) — QmthR (m+1)
mit einer isometrischen Matrix Q) ¢ K™%k sowie einer oberen Dreiecksmatrix
R+ e KF*E Wir setzen diese Zerlegung in die Gleichung li ein, um

X(m+1) _ ywmt)Rg(m) — qim+)Rm+DHRm)

zu erhalten, und da R(™*D und R(™ obere Dreiecksmatrizen sind, muss auch

ROm+D) . Rm+DR (M)

eine obere Dreiecksmatrix sein. Wir koénnen also eine Zerlegung der gewiinschten Form
berechnen, indem wir die Matrix A mit der isometrischen — und deshalb gut
konditionierten — Matrix Q™) multiplizieren und eine QR-Zerlegung des Ergebnisses
berechnen.

Die resultierende Verallgemeinerung der Vektoriteration bezeichnet man als orthogo-
nale Iteration:

Algorithmus 5.51 (Orthogonale Iteration) Seien A € K"*™ und eine isometrische
Matriz Q0 e K™k gegeben. Der folgende Algorithmus fihrt die orthogonale Iteration
aus und berechnet die verallgemeinerten Rayleigh-Quotienten (A(m));’;’:(]
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m <+ 0
wmth . AQ(™)
A — (Qm))*W(m+1)
while ,Fehler zu groff“ do begin
Berechne eine diinne QR-Zerleqgung QmTHR(m+1) = wim+1)
m<+ m-+1
wmth  AQ(m)
A QU)W (m+1)

end

Selbstverstdndlich miissen wir uns auch bei der orthogonalen Iteration Gedanken iiber
ein geeignetes Abbruchkriterium machen. In Anlehnung an das Vorgehen bei der Vekto-
riteration bietet es sich an, dass verallgemeinerte Residuum

AQ™ — QAL

zu verwenden. Beispielsweise wissen wir dank Folgerung dass die Spektralnorm
dieser Matrix gegen null konvergieren diirfte, so dass die Bedingung

1AQ™ — QA < ¢

geeignet erscheint. Um dafiir zu sorgen, dass das Kriterium von der Skalierung der Matrix
A unabhéngig ist, konnte man auch

[AQ™ — QUAM| < ¢|Al™)]

in Erwégung ziehen.

Wir kénnen auf die in Abschnitt [5.2| entwickelten Fehlerabschétzungen zuriickgreifen,
indem wir uns an die Bemerkung erinnern: Wenn \ ein Eigenwert der Matrix A (™)
mit einem Eigenvektor X € K\ {0} ist, erfiillt x := Q™)X wegen Lemma sowohl
x|l = |IX|| > 0 als auch

|Ax = x| = [AQ™x% — AQ"™x|| = | AQ"™x — QM AZ]
< AQ™ — QA %] = |AQ"™ — QA [|x|.
Falls also die Spektralnorm des verallgemeinerten Residuums klein ist, finden wir zu

jedem Eigenwert A der Matrix A(™ einen Vektor x, der einen Eigenvektor der Matrix
A zu demselben Eigenwert approximiert. Da wegen Lemma [3.17] auch

c o~ (X AMZR) L (® (QM)*AQUMR)
A= e =T ST T TR Q)R

- Q. QR = ) = As(x)

gilt, konnen wir die Theorie des Abschnitts auf die Eigenwertapproximationen A und
die zugehorigen Eigenvektorapproximationen anwenden.
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5 Die Vektoriteration

Bemerkung 5.52 (Orthogonale inverse Iteration) Selbstverstindlich kénnen wir
auch die inverse Iteration mit und ohne Shift in dhnlicher Weise modifizieren, um
Niherungen invarianter Unterrdume zu berechnen.

Dann miissen fiir die Berechnung der Matrizen W™D in Algorithmus lineare
Gleichungssysteme mit mehreren rechten Seiten geldost werden.

Bemerkung 5.53 (Orthogonale Rayleigh-Iteration) Auf der Diagonalen der Ma-
triz A finden sich die Rayleigh-Quotienten zu den Spaltenvektoren der Matriz Q™.

Wir konnen eine Variante der Rayleigh-Iteration konstruieren, indem wir die Spalten
der Matrizc WD) berechnen, indem wir geshiftete lineare Gleichungssysteme lisen:
Fiir die (-te Spalte nehmen wir den (-ten Diagonaleintrag der Matriz A als Shift-
Parameter und verwenden die (-te Spalte der Matriz Q™ als rechte Seite.

Unter geeigneten Voraussetzungen kénnen wir dann die schnelle (quadratische) Kon-
vergenz der Rayleigh-Iteration auch fiir die Berechnung mehrerer Eigenvektoren erhalten.

Ubungsaufgabe 5.54 (Diinne QR-Zerlegung) Seienn € N und k € [1 : n] gegeben,
sei A € K™k eine Matriz mit vollem Rang.
Seien nun dimne QR-Zerlegungen

A =QiRy, A =Q2R>

mit isometrischen Matrizen Q1,Qa € K™ wund rechten oberen Dreiecksmatrizen
R, Ry € KF*¥F gegeben.
Beweisen Sie, dass eine unitire Diagonalmatriz D € KF¥E egistiert mit

Q2 = Q:D, Ry = D*R;.

Hinweise: Ohne Beweis kann verwendet werden, dass die Inverse einer Dreiecksmatriz
und auch das Produkt zweier Dreiecksmatrizen jeweils wieder Dreiecksmatrizen sind.
FEin Blick auf die Matriz Q1Q7Q2 kdnnte sich lohnen.
Lemma kann in einem Beweisschritt hilfreich sein, wenn man bedenkt, dass
unitdre Matrizen auch normal sind.

Ubungsaufgabe 5.55 (Norm des Rayleigh-Quotienten) Seien n € N und A €
K™*™ gegeben.

(a) Seien k € [1 : n], eine Matriz A € KF* und eine injektive Matriz X € K*F
gegeben mit
AX = XA.

Beweisen oder widerlegen Sie, dass dann |A|| < ||A|| gelten muss.

(b) Seien k € [1: n], eine Matriz A € KF** und eine isometrische Matriz Q € K™<k
gegeben mit

AQ = QA.
Beweisen Sie, dass dann |A|| < ||A|| gilt.
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5.5 Orthogonale Iteration

Hinweis: Die Lemmas und kénnen bei der Berechnung der Spektralnorm

niitzlich sein.

Ubungsaufgabe 5.56 (Konvergenz des Residuums) Seienn € N, k € [1 : n] gege-
ben, sei A € K" eine Matriz und £ C K™ ein k-dimensionaler invarianter Teilraum.
Sei E € K™*¥ eine isometrische Matriz mit BildE = &.
Sei Q € K™*F eine beliebige isometrische Matriz.

(a) Beweisen Sie
|Q —EE*Q| =sin Z(Bild Q, £), |IE - QQ E| =sin £(BildQ, E).
(b) Folgern Sie daraus, dass eine Matriz A € KF*F existiert mit

IAQ — QA|| < 2||A| sin Z(Bild Q, ).

Hinweise: Ubungsaufgabe kann verwendet werden. Die Lemmas|3.20,13.27 und|5.39
sind einen Blick wert.
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6 Die QR-Iteration

Wir wenden uns zunéchst wieder der Frage zu, wie sich alle Eigenvektoren einer ge-
gebenen Matrix bestimmen lassen. Fiir selbstadjungierte Matrizen haben wir mit der
Jacobi-Iteration bereits ein erstes Verfahren zur Losung dieser Aufgabe kennengelernt,
allerdings zeigt sich, dass diese Iteration den Nachteil hat, dass bei bereits ,,fast“ diago-
nalen Matrizen, etwa Tridiagonalmatrizen, diese Struktur wieder zunichte gemacht wird.
In diesem Kapitel entwickeln wir einen Algorithmus, der diesen Nachteil nicht aufweist.

Dariiber hinaus kénnen wir bei diesem Ansatz Shift-Strategien besonders einfach um-
setzen, die Konvergenz iiberwachen, und die Dimension reduzieren, falls einzelne Ei-
genrdume bereits konvergiert sind.

6.1 Grundidee

Am Beispiel der orthogonalen Iteration haben wir gesehen, dass sich mehrere Eigen-
vektoren simultan berechnen lassen. Also liegt es nahe, die Iteration so zu erweitern,
dass alle Eigenvektoren berechnet werden, indem man sie mit einer vollstdndigen Basis
startet, also beispielsweise mit QO =1.

Wir erhalten damit das folgende Verfahren:

QO 1

m <+ 0

while ,Fehler zu gro“ do begin
WwW(m+1l) AQ(m)
Berechne die QR-Zerlegung QMTHR(m+1) = Wwim+1)
m+—m—+1

end

Bisher haben wir bei der Untersuchung der orthogonalen Iteration nicht ausgenutzt,
dass die Matrizen R("™) obere Dreiecksmatrizen sind. Diese Eigenschaft hat niitzliche
Konsequenzen, denen wir uns jetzt widmen werden.

Wir wihlen ein k € [1 : n —1] und zerlegen die im Rahmen der orthogonalen Iteration
auftretenden Matrizen in der Form

Q™ — ( (m) Q@)) , Q™ e K™F,
(m) R (m)
R(™ = (Rkk ﬁ’g@) : R{Y e KM* fiir alle m € No,
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6 Die QR-Iteration

Aus den definierenden Gleichungen der Iteration folgt dann

(Q m+1)R(m+1) Qm+1 m+1 +Qm+1 m+1))

(m—+1) (m+1)
(Q (m+1) Q5<m+1)> (Rkk Rl(c* +1)) — Q(m+1)R(m+1)
R}

— W) — AQ(M — A (ng Q@)
= (AQ™ AQ™) firalle m € Ny,
also insbesondere
Q;(gmH)Rg;?H) = AQ,E;m) fiir alle m € Ny.

Die ersten k Spalten Q,(Cm) der Matrizen Q™ kénnen demnach auch als Ergebnis einer

orthogonalen Iteration mit der k-spaltigen Anfangsmatrix Q,io) interpretiert werden. Also
lassen sich unsere Konvergenzresultate auch auf diese Teilmatrizen anwenden.
Falls insbesondere

gilt, konnen wir Lemma verwenden, um eine Abschéitzung der Form

A
||AQ ||2 <C <‘ ’§:‘1’> fiir alle m € N (6.1)

zu erhalten, indem wir entsprechend Lemma die Matrix

einsetzen. Um diese Abschitzung auszunutzen, untersuchen wir, wie sich die Matrix A
in der durch Q"™ gegebenen Basis darstellt, wir sind also an den Matrizen

A = (QM)*AQ™) fiir alle m € Ny (6.2)

interessiert. Aus der Blockdarstellung der Matrizen Q™) folgt
(m)y«
(m) _ (A — [ (Q; ) (m)  m)
A = (™) AQ ((Q£m>)* A Q™)

((Q )AQy (QS”’)*AQ&’”))
Q™) AQ™ Q") AQ™

Wir interessieren uns fiir den hnken unteren Block dleser Matrlx und mochten beweisen,
dass er gegen null konvergiert. Aus (6.1]) folgt AQk ~ Q k:k)’ also

<Q£m>)*AQ£m) ~ Q™) QA
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Da die Spalten der Matrix Q™ eine Orthonormalbasis sind, miissen sie senkrecht auf-
einander stehen. Konkret konnen wir nachrechnen, dass

@™yq™ @™MrQ™) @™y
@y 1 ( )

gilt, also insbesondere ( )*Q = 0. Wegen ( l({m))*an) =T und (an))*ngm) =1
sind die Matrizen Qk und Q* aulerdem isometrisch. Fiir den rechten unteren Block
der Matrix A(™) erhalten wir mit und Lemma die Abschitzung
1@ AQ™ | = 11Q™) Q™ A + Q™) (AQ™ — Q™ Af)
= (@) (AQ;™ - ‘"“A“" )
< @™y iaQ - QALY
= Q™I AQ)™ ,im)A,S,?)H

<C <M’“+1|> fiir alle m € Np.
| A% |

Die Matrizen A(™) werden sich also einer oberen Block-Dreiecksform annihern.
Falls wir dieses Argument auf alle k£ € [1 : n — 1] anwenden konnen, falls also

A1l > (A2 > ..o > A1 > (Al

gilt, erhalten wir sogar, dass die Matrix gegen obere Dreiecksgestalt konvergiert, dass
wir uns also iterativ der Schur-Zerlegung (vgl. Satz néhern.

In diesem Fall bietet uns die orthogonale Iteration, angewendet auf eine vollstin-
dige Basis, eine Moglichkeit, die Schur-Zerlegung zu approximieren. Da Q™ in die-
sem Fall immer eine vollstindige Basis ist, ist A das Ergebnis einer unitéren
Ahnlichkeitstransformation der Ausgangsmatrix A, wir berechnen also eine Folge unitér
dhnlicher Matrizen, die gegen eine obere Dreiecksmatrix konvergieren.

Wir wiirden diese Matrizen gerne berechnen, ohne die vollen orthogonalen Basen Q™
mitfithren zu miissen, denn es gibt Anwendungen, bei denen wir nur an den Eigenwerten,
aber nicht an den Eigenvektoren interessiert sind. Nach Konstruktion haben wir

AQM™ = winth) = Qm+R(m+1),
A = (QMYy*AQ™ = (Q)*Qm+tIRIH) = QDR M+, (6.3)

mit der Matrix
Q(m—‘rl) — (Q(W))*Q(m-‘rl)’

die nach Lemma |3.35| dquivalent mit

Q(m)Q(mH) = Q(m+1) (6.4)
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6 Die QR-Iteration

ist, also den Wechsel von Q™ zu Q™ *1) beschreibt.
Aus den Gleichungen (6.4 . und . 6.3)) folgt

Q) AQI™H = (QUHY)(Q) AQIM QI
Q (m+1) ) A(m Q(m—i-l (Q m+1)) Q(m—H R(m+1 Q(m—i-l)
_ Rm+)Qm+)

A(m+1)

o~ o~

)

so dass wir A(™+1) direkt bestimmen kénnen, ohne auf A oder Q™Y zuriickgreifen zu
miissen. Zusammen mit (6.3]) erhalten wir die Gleichungen

m) _ Q(m+1)R(m+1)’ A(m+1) R(m—f—l)Q(m—I—l)’ (6.5)

mit denen die vollsténdige Iteration bereits beschrieben ist. Wir kénnen also die ortho-
gonale Iteration durchfiihren, ohne die Matrizen Q™ explizit aufzustellen und ohne die
urspriingliche Matrix A zu verwenden.

Dieser Zugang dhnelt wegen

A(m+1) _ R(erl)Q(erl) _ (Q(m+1))*A(m)Q(m+1)

dem bereits bei der Jacobi-Iteration verwendeten Ansatz: Alle Iterierten sind unitér
dhnlich, und wir versuchen, die unitdren Transformationen so zu wéhlen, dass sie gegen
die obere Dreiecksgestalt konvergieren.

Algorithmus 6.1 (QR-Iteration) Sei A € K"*™. Der folgende Algorithmus berechnet
die Folge (A"™),,en aus .

A0 — A

m <40

while ,Fehler zu groff“ do begin
Bestimme die QR-Zerlequng QMTUR(M+1) = A (m)
Alm+1) R(erl)Q(erl)
m<+—m+1

end

Bemerkung 6.2 Nach der durch Gleichung gegebenen Definition sind alle Matri-
zen A unitir dhnlich zu A, besitzen also dieselben Eigenwerte.

Wir kinnen die Gleichung verwenden, um wdhrend der Durchfihrung der QR-
Iteration ausgehend von Q©) =1 auch die Matrizen Q™ zu berechnen.

Falls A eine normale Matriz ist und die Matrizen A™) gegen Diagonalform kon-
vergieren, bilden die Spalten der Matrizen QU™ eine Orthonormalbasis aus gendherten
FEigenvektoren.

Bemerkung 6.3 Die Wahl A© = A, Q© = 1, in Algorithmus liegt zwar nahe,
ist aber hdufig nicht die beste. In Abschmtt- 0.5 werden wir sehen, dass sich durch eine
geschickte Vorgehensweise die Effizienz des Algorithmus erheblich verbessern ldsst.
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6.2 Shift-Strategien und Deflation

Zur Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit der Vektoriteration haben wir in Ka-
pitel |5| die inverse Iteration mit Shift verwendet: Statt mit der Matrix A haben wir
mit der Matrix (A — puI)~! gearbeitet, die dieselben Eigenvektoren wie A besitzt, deren
Eigenwerte aber durch

AeEa(A) — Alu co((A—p)™h)
gegeben sind, so dass wir durch Wahl des Shift-Parameters p in der Néhe eines Eigen-
werts fiir schnelle Konvergenz sorgen kénnen. Dieser Ansatz ldsst sich verfeinern, indem
1 mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten automatisch gewahlt wird, und in diesem Fall kon-
vergiert die entsprechende Iteration quadratisch, fiir normale Matrizen sogar kubisch.

Der Einsatz eines Shift-Parameters ist also von groflem Vorteil zur Beschleunigung
des Verfahrens. Leider macht er es bei der inversen Iteration auch erforderlich, mit der
Inversen von A — uI zu arbeiten, die uns bei der QR-Iteration nicht ohne weiteres zur
Verfiigung steht.

Ein genauerer Blick auf die die Konvergenz des Verfahrens beschreibende Abschétzung
legt nahe, dass wir auch eine andere Shift-Strategie verwenden kénnen: Wenn p
hinreichend nahe an einem a-fachen Eigenwert von A liegt, kénnen wir die Eigenwerte
der Matrix A — uI in die Reihenfolge

A —pl = 2 e = > et =l == A —

mit A\p_qt1 = ... = A, bringen. Angewendet auf diese Matrix sollte also der linke
untere Matrixblock mit « Zeilen und n — o Spalten gegen null konvergieren, und der
Iterationsfehler sollte sich durch
( [An — )m
pr——

abschétzen lassen. Insbesondere sollte die Konvergenz um so schneller werden, je geringer
der Abstand zwischen g und dem Eigenwert A,_q4+1 = A, ist.

FEine Verschiebung des Spektrums von A kann also auch dann von Vorteil sein, wenn
wir nicht die inverse Iteration verwenden. Da bei diesem Ansatz keine Berechnung der
Inversen erforderlich ist, konnen wir den Shift-Parameter praktisch ohne zusétzlichen
Rechenaufwand in jedem Schritt anpassen und so beispielsweise die Rayleigh-Quotienten-
Strategie verwenden.

Fiir unsere Variante der QR-Iteration wollen wir weiterhin méglichst mit den Matrizen
AM) gtatt A — uI arbeiten. Dieses Ziel kénnen wir erreichen, indem wir lj durch

A _ 1 = QUrAR(m+1), At — RmADQm+1) 1 (6.6)
ersetzen, denn dann gilt weiterhin
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= QY (AM — D) QU HY 4 Q) QY
_ (Q(m+1))*(A B ,U/I + MI)Q(m+1) _ (Q(m+1)) A(m Q(m+1),

wir berechnen also wie gehabt eine Ahnlichkeitstransformation von A(™), geiindert hat
sich nur die Wahl der unitédren Transformation Q(’”Jrl

Es stellt sich die Frage nach der geeigneten Wahl des Shift-Parameters p. Da wir
hoffen, dass alle AuBerdiagonalelemente der n-ten Zeile der Matrix A(™ gegen null

(m)

konvergieren, konnen wir annehmen, dass das letzte Diagonalelement an,’ gegen einen
Eigenwert konvergieren wird. Unter diesen Annahmen ist also p = a%) eine gute Wahl
fiir den Shift-Parameter.

Diese Wahl ldsst sich auch begriinden, indem wir auf den Rayleigh-Quotienten
zuriickgreifen, der sich bereits bei der inversen Iteration als niitzlich erwiesen hat:
Wir bezeichnen den n-ten kanonischen Einheitsvektor mit 6™ e K" und die letzte

Spalte von Q™ mit q™) = Q™) §(™) ¢ K™\ {0} und stellen fest, dass

(Q(m)g(n)’ AQ(m)é(”)>2 <q(m)’ Aq(m)>2

— — — (m)
{Qms) QmIgn)y,  (q(m), gq(m)), = Aa@™)

gilt. Damit entspricht unsere Wahl des Shift-Parameters gerade der Verwendung des
Rayleigh-Quotienten, und analog zu Satz diirfen wir auf Konvergenz gegen einen
Eigenwert hoffen, falls g™ gegen einen Eigenvektor konvergiert.

Falls A(™ niherungsweise von oberer Dreiecksgestalt ist, ist die adjungierte Matrix
(A(™)* ngherungsweise von unterer Dreiecksgestalt, und es gilt

(A5~ gm0
und damit wegen der Lemmas und auch

Arg™ = Q<m><Q<m>>*A*Q<m>a<n> — QM ((QU™)*AQU™) "5
_ Q(m ( ) 5 ~ a( )Q(m)(g(n) — a( )q(m)

also approximiert q(" einen Eigenvektor der adjungierten Matrix A*. Indem wir Lem-
ma auf A* statt A anwenden, folgt die gewiinschte Konvergenzaussage, und wir
diirfen auf quadratische oder, falls A normal ist, sogar auf kubische Konvergenz hoffen.

Mit Hilfe dieser Modifikation kénnen wir also darauf hoffen, dass die Matrizen A (™)

schnell gegen die Form N
A C
A

konvergieren werden, dass also
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6.3 Hessenberg-Form

fiir ein relativ kleines m gelten wird. Sobald die Eintrége im linken unteren Block klein
genug sind, kénnen wir uns darauf konzentrieren, nur noch den linken oberen Block A auf
obere Dreiecksgestalt zu bringen. Falls wir ndmlich eine ndherungsweise Schur-Zerlegung

A~ QRO
gefunden haben, ist durch

m (Q R QC)\ (Q mys 0 om (A C\ omyr
(8 )(E T Jarraan (* Samres

eine ndherungsweise Schur-Zerlegung der Gesamtmatrix A gegeben. Indem wir das Kon-
vergenzverhalten der Blocke unterhalb der Diagonalen kontrollieren, kénnen wir also
bereits konvergierte Teile der Matrix abspalten und so die Problemdimension nach und
nach reduzieren.

Dieser Ansatz, also das Entfernen bereits konvergierter Diagonalblocke aus dem Ver-
fahren, trigt den Namen Deflation und sorgt einerseits fiir eine Reduktion des Re-
chenaufwands, wihrend andererseits auch dafiir gesorgt wird, dass bereits konvergierte
Eigenwerte nicht mehr weiter als Shift-Parameter verwendet werden.

In der Praxis zeigt sich, dass mit Rayleigh-Shift in der Regel bereits nach sehr wenigen
Schritten ein Eigenwert hinreichend gut approximiert ist, um die Deflation anwenden zu
konnen. Insgesamt werden bei diesem Ansatz dann nur ~ n Iterationen bendtigt, um die
Matrix auf obere Dreiecksgestalt zu bringen.

Ubungsaufgabe 6.4 (Deflation) Seien n € N und m € [1 : n — 1] gegeben, und sei
A € K" eine Matrixz der Gestalt

A (A A Ay € KM, Agy € Kin-m)x(n-m)
0 A22 Y )
(a) Sei A € K ein Figenwert der Matriz Ay1, und sei € € K™\ {0} ein zugehdriger
Figenvektor. Zeigen Sie, dass A auch ein Eigenwert der Matrixz A ist, und geben
Sie einen zugehorigen Eigenvektor an.

(b) Sei X\ € K ein Eigenwert der Matriz Ass, und sei € € K"\ {0} ein zugehoriger
FEigenvektor. Zeigen Sie, dass A auch ein Figenwert der Matriz A ist, und geben
Sie einen zugehorigen Figenvektor an.

Hinweis: Teil (b) ist etwas schwieriger als Teil (a). Um einen Eigenvektor anzugeben,
diirfen Sie auf die Figenvektoren der Teilmatrizen zuriickgreifen und lineare Gleichungs-
systeme ldsen.

6.3 Hessenberg-Form

Bisher haben wir uns auf die Konvergenzrate der QR-Iteration konzentriert und den Auf-
wand fiir die Durchfithrung eines QR~Schrittes vernachléssigt. Dieser Aufwand ist sehr
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6 Die QR-Iteration

hoch: Die Berechnung einer QR-Zerlegung erfordert in der Regel ~ n? Operationen, und
die Berechnung des Produkts R(m“)Q(W‘H) hat einen &hnlich hohen Rechenaufwand.
Wenn wir davon ausgehen, dass wir ~ n Iterationen bendtigen, um die Matrix auf obere
Dreiecksgestalt zu bringen, wiirde unser Algorithmus ~ n* Operationen benétigen und
wére damit sehr aufwendig.

Definition 6.5 (Hessenberg-Form) Sei A € K"*". Fulls
a;; =0 fir allei,j€[1:n] miti>j+1

gilt, bezeichnet man A als Matrix in (oberer) Hessenberg-Form oder als (obere)
Hessenberg-Matrix.

Jede obere Dreiecksmatrix ist auch eine Hessenberg-Matrix, aber bei einer Hessenberg-
Matrix sind auch noch Eintrage in der unteren Nebendiagonalen der Matrix erlaubt:
Hessenbger-Matrizen haben die Gestalt

ailp a2 ais e A1n
a1 a22 as3 e a2n
A= agz aszz ...  A3p |, (6.7)

Gpn—1 Ann

Diese Struktur bietet den Vorteil, dass sich die QR-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix
besonders einfach berechnen liasst: Wir wihlen eine Givens-Rotation G1 € K™*", die den
Eintrag a9y eliminiert, indem die erste und zweite Zeile miteinander kombiniert werden,
beispielsweise als

C
-5 ¢
ail az1
G, = 1 , = —, s=—, r=+/|au]?+|a2 %
. r r
1
Entsprechend wéhlen wir weitere Rotationen Go, ..., G,_1 € K"*", die der Reihe nach
die Eintrdge ass,...,ann—1 eliminieren. Zu Illustration stellen wir potentiell von null

verschiedene Eintrédge in der folgenden Skizze abkiirzend mit x dar und als X, falls sie
im aktuellen Schritt verédndert wurden:

X X KX X X X
0 X K ... 0 ¥ X
A~ GLA = XX GaGhA = 0 X ... , ~R
>< '-‘ >< .c
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6.3 Hessenberg-Form

Damit iiberfithren wir die Matrix in eine obere Dreiecksmatrix R € K”*", und es gelten
G,-1...G1A =R, A=G]...G,_ R,

also haben wir die QR-Zerlegung in ~ n? Operationen berechnet, und der Faktor Q ist
durch

Q=G!...G*_, (6.8)

gegeben. Fiir die zweite Halfte des QR-Schritts miissen wir nun

RQ =RG'G}...G*

cMn—1

berechnen. Das entspricht gerade der Anwendung der Givens-Rotationen auf die Spalten
der Matrix R, die Reihenfolge der Rotationen ist dieselbe wie bei der Berechnung der
Zerlegung. Deshalb benétigt auch diese Berechnung ~ n? Operationen, so dass sich ein
vollstéindiger Schritt der QR-Iteration fiir eine Hessenberg-Matrix in ~ n? Operationen
durchfiihren l#sst.

Besonders wichtig ist, dass RQ wieder eine Matrix in Hessenberg-Form ist: Da R
eine obere Dreiecksmatrix ist, wird in RG] lediglich in der ersten Spalte ein Eintrag
unterhalb der Diagonalen entstehen, in RG]G?} entsteht einer in der zweiten Spalte,
und so weiter:

X X X X X X x x
0 X X X X X x x
R = 0 x X ~ RG* = 0 X X
0 x 0 x
0 0
x XK X x
x XK X x
~ RGIGS = X K x v~ .~ RGY...GE
0 x
0

Diese Eigenschaft ist von entscheidender Bedeutung: Sofern die Ausgangsmatrix A(©)
in Hessenberg-Form vorliegt, werden alle gem&fl der oben beschriebenen Vorgehensweise
berechneten Matrizen A(™ der QR-Iteration ebenfalls in Hessenberg-Form sein, so dass
jeder Tterationsschritt nur ~ n? Operationen erfordert. Das ist wesentlich effizienter als
die ~ n? Operationen, die ohne Ausnutzung der Hessenberg-Form nétig wiren.

Unser Ziel sollte es nun also sein, die erste Iterierte A(?) maglichst in Hessenberg-Form
zu iiberfithren, indem wir die Basis Q(®) geschickter als bisher wihlen. Auch dieses Ziel
ldsst sich mit Hilfe geeigneter Givens-Rotationen erreichen: Um eine beliebige Matrix

ail a2 N AT
az1r a2 ... Q2n
A=]a3a az ... asp
anl1 AaAp2 ... Qapn
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6 Die QR-Iteration

in die Hessenberg-Form zu iiberfiihren, miissen wir eine unitéire Ahnlichkeitstransforma-
tion finden, die die Elemente ag1, ..., an1,a42,...,ana, ... eliminiert. Falls wir, wie zuvor
beschrieben, das Element a3; durch Kombination der ersten und dritten Zeile eliminieren
wiirden, miissten wir, da wir jetzt eine Ahnlichkeitstransformation benétigen, auch die
erste und dritte Spalte kombinieren, und dadurch kénnte der Eintrag a3y wieder einen
anderen Wert als null erhalten.

Also kombinieren wir die zweite mit der dritten Zeile, um a3; zu eliminieren. Die
korrespondieren Transformation der Spalten beeinflusst dann nur die zweite und dritte
Spalte, so dass die in as; eingefithrte Null erhalten bleibt.

Im néchsten Schritt verwenden wir die zweite und die vierte Zeile, um a47 zu elimi-
nieren, dann die zweite und die fiinfte, um as; zu null werden zu lassen. Da keine der
Spaltentransformationen die erste Spalte betrifft, bleiben die von den Zeilentransforma-
tionen eingefithrten Nullen dort erhalten:

A > G31A = ~ G’31AG§1 -

X X © K X
X X XK X
X X KK X
X X XK X
X X X X X
X X © X X
X XXX X
XXX KX X
X X X X X
X X X X X

X X X X X
X X X X K
0 x X x X
~»GuGnAGy: =g ¥ ¥ X K
X X X X X
x X x K x
x X x K x
0 X x K x
~ G11G31AG3, G = 0 K x N x
x K x K x
~ Gppa...G31AGY ... G, = (Q)*AQY.

Ein gelegentlich sehr niitzlicher Nebeneffekt der hier verwendeten Givens-Rotationen
besteht darin, dass die entstehenden Eintrdge unterhalb der Diagonalen reell und nicht-
negativ sind, denn Operationen mit reellen Zahlen bené6tigen erheblich weniger Zeit als
solche mit komplexen.

Falls wir auch an den Eigenvektoren interessiert sind, kénnen wir die Matrix Q(®
konstruieren, indem wir ausgehend von der Einheitsmatrix die Adjungierte jeder ver-
wendeten Givens-Rotation auf die Spalten der Matrix anwenden, um

I IGH ~ IG5 G~ ...~ QY =G5 Gy ... G

s Mnn—2
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6.3 Hessenberg-Form

zu erhalten.

Algorithmus 6.6 Sei A € K"*". Der folgende Algorithmus tiberschreibt A mit einer
Matriz A©) in Hessenberg-Form, die die Gleichung A©) = (Q©)*AQ©) erfiillt.

QO 1
forj=1ton—2do
fori=j 42 ton do begin
re Vlagg? +lagl; e aji/ri s e agg)/r
Q41,5 < T Q5 < 0
forkelj+1:n] do begin
h + Aj+1,k; Qj+1k < ch + SQiks  Qik < —sh + CQjk
end
for ke [l:n] do begin
h « Ok j+1;  Qkj+1 < ch + sag;; ap; +— —5h + cay;
h q,i?;+1; q,(c?]).ﬂ <~ ch+ sq,(;;); q,(;z) < —5h+ éq,(c?)
end

end

Mit diesem Algorithmus koénnen wir eine beliebige Matrix in ~ n3 Operationen in
Hessenberg-Form iiberfithren, so dass sich dann die weiteren Schritte der QR-Iteration
effizient durchfiihren lassen.

Bemerkung 6.7 (Householder-Spiegelungen) Selbstverstindlich kénnen wir statt
Givens-Rotationen auch Householder-Spiegelungen verwenden, um eine beliebige Matrizx
A € K™ in Hessenberg-Gestalt zu transformieren.

Im ersten Schritt zerlegen wir die Matrix A in der Form

(a1 A (n—1)x (n—1)
A= (A*l A**) ’ A** < K ’
und wihlen eine Householder-Spiegelung Hy € K—D*(=1) " die A, auf ein Vielfaches

des ersten kanonischen Einheitsvektors abbildet.
Dann erhalten wir

1 a1 Aqi (1 [ an A H
H, ) \A, A, H;) ~ \ad® HAH)’

die erste Spalte weist also die gewiinschte Form auf. Wir kénnen induktiv fortfahren, um
eine unitire Matriz H € K®=2%(=2) o 2 finden, dass die unitire Matriz

1
R (n—1)x(n—1)
(' g)ex

die Matriz A := H;A..H] in Hessenberg-Gestalt bringt. Die Kombination beider Trans-
formationen leistet dann das Gewiinschte.

In praktischen Implementierungen sind Householder-Spiegelungen in der Regel erheb-
lich effizienter als Givens-Rotationen. In diesem Skript wurde den Givens-Rotationen
nur der Vorzug gegeben, um den Schreibaufwand zu reduzieren.
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6 Die QR-Iteration

Falls zusétzliche Informationen iiber die Struktur von A vorliegen, kénnen wir sie aus-
nutzen, um den Algorithmus effizienter zu gestalten: Bei Bandmatrizen der Bandbreite
k etwa geniigen ~ n?k Operationen fiir die Transformation. Besonders giinstig ist die
Transformation auf Hessenberg-Form, falls A selbstadjungiert ist:

Bemerkung 6.8 Fualls A selbstadjungiert ist, muss auch A©) selbstadjungiert sein. Da-
mit folgt aus ag)) =0 auch agg) =0 fir alle1 < j+1 < i <n, die Matriz A©) ist also
tridiagonal. Man kann sich einfach iberlegen, dass der beschriebene QR-Schritt fiir eine
tridiagonale Matriz sogar nur ~ n Operationen erfordert, die Iteration wird also im Fall
selbstadjungierter Matrizen noch wesentlich effizienter als im allgemeinen Fall sein.

Bei komplexwertigen selbstadjungierten Matrizen kommt hinzu, dass die von uns
gewdhlten Givens-Rotationen zu reellen Nebendiagonaleintrdgen fihren. Da bei ei-
ner selbstadjungierten Matriz die Diagonaleintrige ohnehin reell sind, entsteht eine
vollstandig reelle Tridiagonalmatriz, so dass wir bei der Durchfiihrung der QR-Iteration
viel Rechenzeit sparen konnen.

Da eine Hessenberg-Matrix schon ,,fast® von oberer Dreiecksgestalt ist, kénnen wir
besonders einfach feststellen, wann eine Teilmatrix unterhalb der Diagonalen konvergiert
ist und wir die Dimension reduzieren kénnen:

Bemerkung 6.9 Sobald |a;t1,| fir eini € [1 : n — 1] hinreichend klein geworden ist,
konnen wir per Deflation zu einer kleineren Teilmatrix tibergehen. In der Praxis verwen-
det man skalierungsinvariante Kriterien der Form

|ait1i] < €(laii| + |ai1iv1])

mit einer Fehlerschranke € € R~q, um zu erkennen, wann eine Teilmatriz unterhalb der
Diagonalen konvergiert ist.

Die Hessenberg-Form bietet uns auch die Méglichkeit, den Shift-Parameter geschickter
als bisher zu wihlen: Die Idee des Wilkinson-Shifts besteht darin, nicht nur den rechten
unteren Diagonaleintrag, also das Gegenstiick des Rayleigh-Quotienten, zu verwenden,
sondern stattdessen die Eigenwerte des rechten unteren 2 x 2-Diagonalblocks zu benutzen.

Im selbstadjungierten Fall besitzt A(™ Tridiagonalgestalt, und der Wilkinson-Shift-
Parameter ergibt sich aus der Untersuchung der Eigenwerte der 2 x 2-Matrix

S .— af’bn—l)ln—l agz)l,n .
al™, ol

Wir kénnen analog zu Abschnitt [4.2] vorgehen und erhalten die Eigenwerte

A =m—+1/d>+ ’aq(zn_l)LnPa A2 =m —\/d*+ ‘aiznz)l,npv

wobei wir die Hilfsgrofien

o™ oy + ol (m) (m)
m = 5 , d:=
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6.3 Hessenberg-Form

fiir den Mittelwert und die halbe Differenz der Diagonalelemente verwenden.

Da wir darauf hoffen, dass das letzte Diagonalelement am) gegen einen Eigenwert

konvergiert, bietet es sich an, denjenigen Eigenwert als Shift-Parameter p zu wéhlen,
der dem derzeitigen Wert von a%) am néchsten liegt. Wir haben

M=l =mo— a2+ a2

(m) (m)

a, 1,1 +a
= R ) 4\ + P
=+ o

Aoy — a,({’,}) =d—/d?+ ]agz)l |2

7n ’

also miissen wir A\; wihlen, falls d negativ ist, und ansonsten Ao:

m —\/d? + |a£:f)1 L2 falls d >0, (6.9)
p= ’ '
m+4/d? + |a,(:f)17n]2 ansonsten.
Indem wir dieses p als Shift-Parameter in der QR-Iteration verwenden, ergibt sich die
QR-Iteration mit Wilkinson-Shift, bei der wir auf bessere Konvergenz als bei der Ver-

wendung des einfachen Rayleigh-Quotienten p = agﬁ) hoffen diirfen.

Bemerkung 6.10 (Stabile Berechnung) Fualls |a(m) | klein ist, wird die Wurzel un-

n—1,n
gefihr gleich |d| sein, und falls auch |a£{ﬁ) | klein ist, konnte es bei der Berechnung des
Shift-Werts zu Ausloschungseffekten kommen. Da u ,nur® als Shift-Wert in der QR-
Iteration auftritt, ist das weniger kritisch als bei der Jacobi-Iteration.
Bei Bedarf kénnen wir die Gleichung
2 2 2 2

Mdo =m? — (& + |, *) = @), yall) — Ja™y |
ausnutzen, um aus dem stabil berechenbaren betragsgrifieren der beiden Eigenwerte den
gewtinschien betragskleineren zu bestimmen.

Auch im Fall nicht selbstadjungierter Matrizen lassen sich verfeinerte Shift-Strategien
entwickeln, allerdings muss hier beriicksichtigt werden, dass komplexe Shift-Parameter
auftreten konnen. Falls wir ohnehin mit einer komplexen Matrix arbeiten, ist das nicht
weiter problematisch.

Falls wir allerdings mit einer reellen Matrix rechnen, wére ein ,, Umweg® {iber die kom-
plexen Zahlen unattraktiv. Leider ldsst er sich aber oft nicht vermeiden, denn reelle Ma-
trizen kénnen durchaus ,echt komplexe“ Eigenwerte besitzen, wie wir im Beispiel [3.10]
gesehen haben. Bei derartigen Matrizen kénnen wir mit reellen Shift-Parametern die
komplexen Eigenwerte nicht beliebig gut approximieren, miissten also potentiell erheb-
liche Einschrinkungen der Konvergenzgeschwindigkeit in Kauf nehmen.
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6 Die QR-Iteration

Dieses Problem lasst sich losen, indem man zwei QR-Schritte kombiniert: Der erste
verwendet einen komplexen Shift-Parameter u € C, der zweite verwendet den konjugier-
ten Parameter . Man kann beweisen, dass nach dem zweiten QR-Schritt die Matrix
wieder reell ist.

Ubungsaufgabe 6.11 (Doppelshift) Sein € N.

(a) Sei A € K" und seien ui, uz € K. Eine konventionelle QR-Iteration berechnet

QiR = A — il A =RiQ1 + il
Q2R2 = Ay — pol, As = RoQa + peol
mit QR-Zerlegungen (Q1,R1) und (Qz,Ro).

Wir konnen alternativ einen Doppelschritt

QuRg = (A — poI)(A — 1), Aj = QuAQq
mit einer QR-Zerlegung (Qg, Rq) durchfiihren.

Unter diesen Voraussetzungen und der Annahme, dass u1 und ue keine Eigenwerte
der Matriz A sind, beweisen Sie, dass eine unitire Diagonalmatriz D € K™*™ mit
A, =D*AsD existiert.

(b) Sei A € R seip € C kein Eigenwert der Matriz A.

Beweisen Sie, dass die QR-Zerlegung bei einem Doppelschritt mit uy = p und
o = [ so gewdhlt werden kann, dass Ay wieder reell ist.

(c) Sei A in Hessenberg-Form. Beweisen Sie fiir das Produkt
B = (A — p2I)(A — )
die Figenschaft

bij =0 fir alle i,5 € [1:n] miti> j+2.

Hinweis: Sie diirfen voraussetzen, dass zwei QR-Zerlegungen (Q,R) und (Q,IN{) der-
selben invertierbaren Matriv X € K" " sich nur durch eine unitire Diagonalmatriz
D € K™*™ unterscheiden, die Q = QD und R = D*R. erfiillt.

Bemerkung 6.12 (Eigenvektoren) Wir konnen den Rechenaufwand der QR-Itera-
tion deutlich reduzieren, indem wir auf die Akkumulation der Transformationsmatrizen
QU™ verzichten: Fir Hessenberg-Matrizen reduziert sich so der Aufwand eines QR-
Schritts von O(n®) auf O(n?), fir tridiagonale Matrizen sogar auf O(n).

Um die Figenvektoren zu rekonstruieren, bietet sich die Verwendung einer inversen
Iteration an: Da alle Figenwerte bekannt sind, kénnen wir sehr gute Shift-Parameter
wdhlen und also auf sehr schnelle Konvergenz hoffen. Wenn wir die inverse Iteration
auf die Hessenberg-Matriz A©) statt direkt auf A anwenden, kénnen wir die einzelnen
Schritte der inversen Iteration effizient durchfihren.
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Ubungsaufgabe 6.13 (Matrixfreie Hessenberg-Transformation) Sein € N, und
sei A € K™ eine beliebige Matriz.

(a) Sei Q € K™*™ eine unitire Matrixz derart, dass H := Q*AQ in Hessenberg-Form
ist. Wir bezeichnen mit q9 := Q&Y fiir alle i € 1 : n] die i-te Spalte der Matriz
Q. Beweisen Sie

hij = (0", AqY) fiir alle i,j € [1: n],
J
hjr1;aY) = AqY) = hijq fiir alle j € [1:n — 1].
=1

(b) Gegeben seien Einheitsvektoren gV, ..., q™ € K™ mit |[qV| = 1, die
(@), Aq) #£0,
J
<q(j+1)’ Aq(j)>q(j+1) — Aq(j) _ Z:<q(i)7 Aq(j)>q(i) fir alle j € [1:n—1]

i=1

erfilllen. Sei Q € K"*™ die Matriz, deren i-te Spalte fiir alle i € [1: n| gerade q®

ist, und sei H := Q*AQ.

Beweisen Sie, dass Q unitir und H in Hessenberg-Form ist.

Ubungsaufgabe 6.14 (Shifts aus Teilmatrizen) Sei n € Ny, und sei F € K"*"
definiert durch

1 lls §—1 1,1 —
fij:{ falls j =i € {1, 1= n}, fir alle i, j € [1: n),
0 ansonsten

die Matriz hat also die Gestalt

0 1
F= R
0 1
1 0
(a) Sei w := exp(2me/n) die n-te komplere Einheitswurzel (v ist hier die kompleze

Einheit mit 1> = —1). Beweisen Sie o(F) = {w* : k€ [1:n]}.

(b) Bei Shift-Strategien wie dem Rayleigh- oder dem Wilkinson-Shift werden FEigen-
werte von Teilmatrizen verwendet. Fir ein m € [1 : n — 1] betrachten wir die
Teilmatriz F € K™>*™ - die sich aus den letzten m Zeilen und Spalten der Matrix
F zusammensetzt, also

fij = fi—l—(n—m),j—i—(n—m) fiir alle i,j € []- : m]

erfillt. Beweisen Sie o(F) = {0}.

(¢) Sind Eigenwerte der Matriz F als Shift-Parameter fiir die Matrix F geeignet?
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6 Die QR-Iteration

6.4 Implizite Verfahren

Bisher haben wir einen QR-Schritt explizit durchgefiihrt: Erst wird die QR-Zerlegung
Qm+OR(M+1) — A(M) herechnet, dann wird daraus A+ = RM+1)Q(Mm+1) konstru-
iert. Bei dieser Vorgehensweise miissen wir sdmtliche Givens-Rotationen wéhrend der
Zerlegung speichern, um sie anschliefend bei der Multiplikation verwenden zu kénnen.

Wesentlich eleganter wére es, wenn wir es vermeiden konnten, die Givens-Rotationen
explizit zu speichern, wenn wir also den Schritt von A1 zu A(™) mit einer impliziten
QR-Zerlegung durchfiihren kénnten.

Diese Moglichkeit besteht, wenn wir mit Hessenberg-Matrizen arbeiten: Im QR-
Schritt verwenden wir unitére Ahnlichkeitstransformationen, die Hessenberg-Matrizen
wieder in Hessenberg-Matrizen iiberfithren. Derartige Transformationen unterliegen
GesetzméfBigkeiten, die sich praktisch ausnutzen lassen.

Bemerkung 6.15 Sei A € K"*" in Hessenberg-Form. Die Matriz ist genau dann irre-

duzibel (siche Definition [3.67), falls

ait1; # 0 fir alle i € [1:n— 1] gilt.

Satz 6.16 (Eindeutigkeit) Sei A € K" eine Matriz. Seien Q,Q € K™*™ unitdre
Matrizen derart, dass H := Q*AQ und H := Q*AQ in Hessenberg-Form sind und H
1rreduzibel ist.

Falls die ersten Spalten der Matrizen Q und Q tibereinstimmen, existiert eine unitdre
Diagonalmatriz D € K"™™ mit Q = QD, die beiden Matrizen konnen sich also allenfalls
in den Vorzeichen ihrer Spalten unterscheiden.

Beweis. Wir bezeichnen mit
q? = Qs®, q® = Qs® fiir alle ¢ € [1: n|

die Spalten der Matrizen Q und Q Wir zeigen per abschnittsweiser Induktion, dass
Konstanten oy, ..., a, € K existieren mit

il = 1, q" = a;q" fiir alle i € [1: n).
Daraus folgt die Behauptung mit

aq
D=

Qp

Induktionsanfang: Nach Voraussetzung gilt () = gV, also setzen wir a; = 1.
Induktionsvoraussetzung: Seim € [1 : n—1] so gegeben, dass a1, . .., a,, € K existieren
mit

;| =1, q"” = ;g% fiir alle i € [1 : m).
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6.4 Implizite Verfahren

Induktionsschritt: Mit Lemma und der Hessenberg-Form der Matrizen H und H
erhalten wir

m+1 m+1
Aq™ = QQ AQI™ = QHS™ =Q Y hjns) Z hjmg ™ (6.10a)
j=1
R m+1 m+1
AG™ = QQrAQs™ = QHH™ Z P jm6V) Z hjm@) (6.10D)

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt wegen Lemma [3.17] einerseits

Bjm = (69 HsM)Y = (5U), Q*AQ™)) = (Q5), AQS™) = (qV), Aq™)
= (0;GYV), Ay @™) = @00 (G9), AGQ™) = a00mhjm fir alle j € [1:m],

andererseits damit aber auch

hm+1’mq(m+1) = Aq™ — Z hjmq(j) = a, AG™ — Z hjmaja(j)

j=1
m+1
= 0m Z h]mq ) — Z OéJOém Jmajq( )
7=1 7=1
m+1
= 0m Z h]mq — Om Z |Oé]| h]mq ) = amherl mq( )
Jj=1 Jj=1

Da H irreduzibel ist, gilt insbesondere h,,41,m # 0, so dass wir

~

(m+1) Ma(mm

q = Qm

herl,m
bewiesen haben. Wir setzen also

L herl,m
Om+1 = Oémﬁ
m+1,m

und halten fest, dass auch

(m+1)H _ (m+1) || _ /\(m—l—l)H _

I=lq |tm+19 lem 1] [l |m 1]

gelten muss, da @11 und g™+ Einheitsvektoren sind. [

Tatséachlich lédsst sich der Beweis auch auf den nicht vollstdndig irreduziblen Fall an-
wenden, um ein fiir unsere Zwecke vollig ausreichendes Teilresultat zu erzielen:

Bemerkung 6.17 (Nicht-irreduzibler Fall) Falls A in Satz nicht irreduzibel
ist, sondern lediglich

hz’Jrl,i 75 0 fir alle i € [1 k- 1]
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6 Die QR-Iteration

und hpi1p = 0 mit einem k < n erfillt, kénnen wir immerhin k — 1 Schritte der
Induktion durchfithren, um zu zeigen, dass die ersten k Spalten der Matrizen Q und Q

sich nur in ihren Vorzeichen unterscheiden konnen.
Aus hyp1 1 =0 folgt mit die Gleichung

k

k k
AG® = a,Aq® = a4 Z hjkq(j) =y Z Jkaﬂq Z
j=1 j=1 =1

und daraus mit (6.100) bereits iLkJrLk = 0. Falls also in H die Irreduzibilitit verletzt ist,
st sie es auch in H, und zwar in demselben Nebendiagonalelement.

__ Bisher haben wir Schritte der QR-Iteration durchgefiihrt, indem wir die QR-Zerlegung
QR+ = A(™) berechnet haben, um dann

A(m+1) _ R(m—i—l)@(m—l—l) _ (Q(m+1))*A(m)Q(m+1)

zu konstruieren. Praktisch haben wir QWH) als Folge von n — 1 Givens-Rotationen
dargestellt (siehe (6.8))), also als

Q) = GiG;...G;y,
bei denen G; beziehungsweise G} jeweils nur auf die i-te und die (i + 1)-te Komponente
eines Vektors wirkt. Daraus folgt, dass die erste Spalte der Matrix Q(™*1) ausschlieBlich

von G abhéngt, aber von keiner der anderen Rotationen.
Falls wir also eine zweite unitdre Transformation

Q(m+1 = G] G2 n—1

aus Givens-Rotationen é* konstruieren, die auch jeweils nur die i-te und die (i + 1)-te
Spalte beeinflussen, miissen beide dieselbe erste Spalte besitzen.
Falls A+ jrreduzibel ist und falls wir G2, cen G* »_1 so gewdhlt haben, dass

A(m-{-l) — (Q(m+1 ) m)Q (m+1)

wieder eine Hessenberg-Matrix ist, erhalten wir mit Satz dass sich beide Matrizen
nur durch eine unitdre Diagonalskalierung unterscheiden.

Derartige Skalierungen sind fiir die Konvergenz der QR-Iteration ohne Belang, wir
kénnen also A (™D anstelle von A (™1 verwenden. Falls A(™m+1) nicht irreduzibel sein
sollte, folgt aus Bemerkung dass wir auf einen Teil der Matrix eine nicht niher
festgelegte unitdre Transformation angewendet haben. Da in diesem Fall aber ohnehin
als néchstes eine Deflation durchgefithrt und diese Teilmatrix separat weiter behandelt
werden wiirde, schadet diese iiberfliissige Transformation nicht.

Der Vorteil dieses Zugangs besteht darin, dass wir A+ direkt aus A(™ konstruieren
konnen, ohne eine Folge von Givens-Rotationen zu speichern: Zunéchst wihlen wir die
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6.4 Implizite Verfahren

Givens-Rotation Gi so, dass das Nebendiagonalelement agln)

A — uT eliminiert wird:

der geshifteten Matrix

s ¢ (m) (m)

aj — W a
G = 1 L L Yl R AT

Die durch G definierte unitéire Ahnlichkeitstransformation wenden wir auf die erste und
zweite Zeile und Spalte an:

X X X X KX
X X X X X
X X X X
A o GAM = v %
X X
X X x x X
X K x x X
X K x x X
~ GIAMGE = Y %
X X

Da bei der Spaltentransformation (also der Multiplikation mit G} von rechts) die erste
und zweite Spalte kombiniert werden, wird im Allgemeinen in der dritten Zeile der ersten
Spalte der Matrix B := G1AG7 keine Null mehr stehen, die Matrix wird also nicht mehr
in Hessenberg-Gestalt sein. Um diese Gestalt wieder herzustellen, eliminieren wir diesen
Eintrag mit einer Givens-Rotation, die wir auf die zweite und dritte Zeile anwenden:

l
|
V2]
o
|
(=l
[\
[
Il
‘@‘
w
=

Gy = 1 , c=—, s ;= /[b2a1]? + [b31]?.

Um eine Ahnlichkeitstransformation zu erhalten, miissen wir mit (~}2 von links und mit
G5 von rechts multiplizieren, also die Rotation auf die Zeilen und ihre Adjungierte auf
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6 Die QR-Iteration

die Spalten anwenden:

X

oKX X
X X X
X
XXX KX
XXX KX

B~ GoB =

X X X X

~ GyBGS =

X X X X X
X X X K X
X X X X X
X X X X X

Die Ahnlichkeitstransformation mit 6}2 fiihrt zwar dazu, dass der Eintrag bs; eliminiert
wird, allerdings sorgt auch hier die Transformation der Spalten dafiir, dass in dem Ergeb-
nis C := égBé§ ein von null verschiedener Eintrag auflerhalb der Hessenberg-Gestalt
auftreten kann, diesmal in der vierten Zeile der zweiten Spalte.

Diesen Eintrag kénnen wir mit einer weiteren Givens-Rotation (~}3 eliminieren, die auf
die dritte und vierte Zeile beziehungsweise Spalte wirkt:

X X X X X x x X K x

X X X X X x x K K x

- X X X X -~ x X X x
C-GC=| o ® X K ~ G3CG; = X K x
X X X X x

Nach diesem Schritt ist potentiell in der fiinften Zeile der dritten Spalte ein von Null
verschiedener Eintrag entstanden. Mit jeder Givens-Rotation verschiebt sich also das
storende Element weiter nach rechts unten, bis es mit einer letzten Rotation (~}n_1
endgiiltig eliminiert werden kann und die Matrix

A — G, ;... GGIAMGIGE. . .G,
wieder Hessenberg-Form hat. Geméfl Satz unterscheidet sich diese Matrix von
A+ nur durch eine unitéire Diagonalskalierung, also konnen wir fortfahren, als wire
sie die neue Iterierte.

Bei der praktischen Implementierung bietet es sich an, den ,,iiberschiissigen® Eintrag,
der durch die erste Givens-Rotation entsteht, separat zu behandeln, schlielich ist denk-
bar, dass eine Darstellung der Matrix A verwendet wird, bei der keine Speicherplatz fiir
iiber die Hessenberg-Form hinausgehende Eintrige vorgesehen ist. In dem folgenden Bei-
spiel wird der kritische Eintrag in einer separaten Variablen v aufbewahrt, die sich aus
der jeweils vorangehenden Givens-Rotation ergibt und in die Berechnung der néchsten
Givens-Rotation eingeht.

Algorithmus 6.18 Sei A € K"*" eine Hessenberg-Matrix. Der folgende Algorithmus

iiberschreibt A mit einer Matriz, die im Wesentlichen (siehe Bemerkung[6.17) mit der
ndchsten Iterierten der QR-Iteration mit Shift u tibereinstimmt.
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6.4 Implizite Verfahren

r— \/|a11 —ul?+lao?; c+ (a1 —p)/r; s+ az/r
forj€[l:n] do begin
h + a1j; aij < ch + §a2j; agj —sh + Caz;
end
h < ai1; a1+ ch+sai2; a2 < —3h + canz
h < ao1; a9 < ch+ sasy; ass + —sh + cassy
fori=2ton—1 do begin
Y SQit1i; Qi1 4 CQiyl
r/aiic1 P+ % e aiima)r; s y)r
Giji—1 < T
forj€li:n] do begin
h Qij; Qg5 < ch + SQit1,5, Qi1 < —sh + COi+1,j
end
forke[l:i+1] do begin
h < agi; ag; < ch+sag;y1;  agip1 < —5h + cag i
end
end

Neben dem geringeren Speicherbedarf besteht ein weiterer Vorteil des impliziten Ver-
fahrens darin, dass es es erlaubt, Multi-Shift-Strategien elegant zu realisieren. Ange-
nommen, wir fithren einen Schritt der QR-Iteration mit einem Shift-Wert 1 durch und
erhalten

A =G, G AMGE . G

s n—1

mit Givens-Rotationen G, die jeweils auf die i-te und (i + 1)-Zeile wirken.
Nun fithren wir einen weiteren Schritt mit einem zweiten Shift-Wert po durch und
gelangen zu

~
*

A = G,y . GAMTIGE

s Mnp—1

mit neuen Givens-Rotationen Gy, die ebenfalls nur auf die i-te und (i41)-te Zeile wirken.
Wenn wir direkt von A™ zu A(m+2) gelangen wollen, erhalten wir zunéchst

A = G,y G AMIGE L GE
=Gno1...G1G,_1...GIAMGE ... .G} _|GE...G5_,.
Da a'l nur auf die erste und zweite Zeile wirkt, wahrend die Rotationen G,,_1,...,Gg

diese Zeilen nicht veréindern, kommutieren die Matrizen, so dass wir

~
*

A = G,y GGy ... G3G1GyGL A™ GIGEGIGE...GE_ |G} . ..
:QIQ =:Q12

n—1

erhalten. Da nur (A?q GG die erste Spalte der Matrix Q12 beeinflussen und sowohl Alm)
als auch A(™+2) Hessenberg-Matrizen sind, kénnen wir wieder Satz einsetzen, um
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6 Die QR-Iteration

den Schritt von A zu A(m+2) implizit durchzufithren: Zunéchst berechnen wir

X X X X KX
X X X X KX
Al . A lm) _ X X X X KX
“’"QIQ = X X X
X X
X K X x x
X X X x x
X K X x x
~B:=QpA"Qu= g ®§ ® x «x
X X

Nun miissen wir nur noch unitéire Transformationen finden, die die Hessenberg-Form
wiederherstellen, also die stérenden Eintrége in der ersten und zweiten Spalte eliminieren.
Wir berechnen eine QR-Zerlegung (Q, R) der Teilmatrix

R ba1 b2 b3
B:= [b31 b3 b33 |,
bs1 baz  baz

halten @*ﬁ =R fest, und setzen Q zu der unitiren Matrix

1
Q= Q |ekm
I

fort, die die Anwendung von Q auf die Zeilen zwei bis vier eines Vektors darstellt. Es
folgt

X X
XX KXKXX
XXKXKXKKX
XXKXKXKKX

X
X
0
B~ QB=|,

o X X X
XX X X

~ QoBQ5 =

X KX K X
X KX K X
X X X X X

nun treten also stérende Eintrége in den Spalten zwei und drei auf. Wie zuvor kénnen wir
sie mit einer weiteren QR-Zerlegung in die Spalten drei und vier verschieben und diesen
Prozess wiederholen, bis sie aus der Matrix verschwunden sind und die Hessenberg-Form
vorliegt. Mit Satz folgt dann wieder, dass sich die resultierende Matrix nur in ihren
Vorzeichen von A (™+2) unterscheiden kann. Wir kénnen also mit einem Durchlauf durch
die Matrix das Aquivalent von zwei QR-Schritten mit bei Bedarf sogar unterschiedlichen
Shifts reproduzieren. Dieser Ansatz lisst sich auch auf k& Schritte mit k& Shifts erweitern.
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6.5 Singuldrwertzerlegung*

6.5 Singularwertzerlegung*

Offensichtlich kénnen nur quadratische Matrizen iiber Eigenwerte verfiigen. Im Fall
rechteckiger Matrizen kann gelegentlich die Singuldrwertzerlegung an die Stelle der Schur-
Zerlegung treten.

Satz 6.19 (Singuldrwertzerlegung) Sei A € K"*™, sei k := min{n, m}.
Dann existieren zwei isometrische Matrizen U € K" ynd V € K™ % ynd reelle
Zahlen o1 > 09 > ... > o > 0 mit

g1
A =UZV*, > = . (6.11)

Ok

Eine solche Faktorisierung nennt man eine Singuldrwertzerlegung der Matriz A. Die
Zahlen o1, ... ,0, werden die Singuldrwerte der Matriz A genannt, die Spalten der Ma-
trizen U und V linke und rechte Singulédrvektoren.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion {iber k£ € N.

Induktionsanfang: Sei A € K™*™ mit k = min{n, m} = 1 gegeben.

Falls A = 0 gilt, kénnen wir 0; = 0 verwenden und beliebige isometrische Matrizen
U und V wahlen.

Anderenfalls setzen wir o7 = [|A|| > 0.

Falls m = 1 gilt, setzen wir v1; = 1 und U = A /0. Dann ist U ein Einheitsvektor,
also isometrisch.

Anderenfalls gilt n = 1 und wir setzen u;; = 1 und V = A*/o;. Laut Lemma
gilt [|A|| = [JA*||, also ist V ein Einheitsvektor, und damit isometrisch.

Induktionsvoraussetzung: Sei k € N so gegeben, dass jede Matrix A € K" ™ mit
k = min{n, m} eine Singulidrwertzerlegung der Form besitzt.

Induktionsschritt: Sei A € K™ mit min{n, m} = k+ 1 gegeben. Wir bezeichnen mit

Syi={xeKk" : |x| =1}, Smi={y €K™ : |yl =1}

die n- und die m-dimensionale Einheitssphére und halten fest, dass S,, und S,,, nach dem
Satz von Heine-Borel kompakte Mengen sind.
Die stetige Funktion

f:8n % S — R, (x,y) = [(x, Ay)|,

muss deshalb ein Maximum besitzen, das wir mit ¢; bezeichnen. Wir fixieren u € S,
und v € S, mit o1 = f(u,v) = [(u, Av)|.
Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (3.7 folgt

[(u, Av)| < [[u][ | Av]], (6.12)
und Gleichheit gilt genau dann, wenn u und Av linear abhingig sind. Da

o1 = max{max{|(x,Ay)| : y€Sn} : x€S,}
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6 Die QR-Iteration

gilt, muss in (6.12]) Gleichheit gelten, also miissen u und Av linear abhéngig sein. Dann
finden wir ein a € K mit

Av = au,

laf = |al [(u,w)| = [(u, cu)| = [(u, Av)| = 1.
Indem wir das Vorzeichen von u anpassen kénnen wir
Av =o0ju
sicher stellen. Analog folgt aus Lemma und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auch
[(u, Av)| = [(A"u, v)| < [|Au] [|v]],

und wir kénnen wie zuvor folgern, dass A*u und v linear abhingig sind, dass also ein
B8 € K mit
A*u = gv

existiert. Mit unserer modifizierten Wahl des Vektors u folgt
B =p{v,v)={(v,Bv) = (v,A%u) = (Av,u) = (o1u,u) = ; = oy,
also haben wir insgesamt

Av = oqu, Afu=oyv

bewiesen. Wir wihlen Householder-Spiegelungen [AJ'l € K™ und {71 € K™*™ derart,
dass

vu = 615(1), uv = {fl&(l)

mit geeigneten v, € K gelten. Wegen |v| = [Jruf| = 16V = 1 und |u| = ||pv] =
6| = 1 sind auch Uy := #U; und Vi := iV unitéire Matrizen mit

u="U;0W, v =V5M
Es folgen

UtAV6() = U*Av = 0, Utu = 0,0,
(UXAV ) 6D = VIA*U 60 = VIA*u = 0, Viv = 0160,

so dass die transformierte Matrix die Gestalt

UTAV, — <01 A) 7 A ¢ K-Dx(m-1)
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6.5 Singuldrwertzerlegung*

aufweist. Nach der Induktionsvoraussetzung finden wir eine Singuldrwertzerlegung der
Matrix A, wir finden also isometrische Matrizen U € K~D*k ynd V € K(m=Dxk gowie
09 > 032> ...2 Oks1 Mit

02

A =UZV*,

[\l
|

Ok+1

Zusammengesetzt erhalten wir

_ 01 . o1 . 1 o1 1 - N
AUI( A)“Ul( ﬁifn)““l( ﬁ)( 2)( \A,) 3

so dass wir mit

1 1
U:=U1< ﬂ’)’ V::V1< @), E::(U1 2)

die gewiinschte Zerlegung gefunden haben. Mit x := Us® und y := V§®? erhalten wir
03 = |oa| = [0, 25P)| = |(U"x, =V*y)| = |(x, USV*y)| = [(x, Ay)| < o1,
so dass die Singuldrwerte auch bereits die gewiinschte Reihenfolge aufweisen. ]

Eine solche Singulidrwertzerlegung ist beispielsweise sehr niitzlich, um lineare Aus-
gleichsprobleme zu lésen (vgl. Ubungsaufgabe oder approximative Faktorisierungen
der Matrix A (vgl. Ubungsaufgabe zu konstruieren.

Die Singuldrwertzerlegung ist eng verwandt mit der Schur-Zerlegung: Falls

A =UXV*
mit isometrischen Matrizen U und V gilt, haben wir
AA* = UTV*VIU* = UX?U", A*A = VIU'UZV* = VE2V*,

die linken und rechten Singuldrvektoren sind also Eigenvektoren der positiv semidefiniten
und selbstadjungierten Matrizen AA* und A*A.

Aus dieser Beobachtung liasst sich ein Algorithmus fiir die iterative Berechnung einer
Singularwertzerlegung gewinnen: Wir fithren die QR-Iteration fiir die Gramsche Matriz
G := AA* durch und stellen fest, dass jedes dabei auftretende Zwischenergebnis

G = (QMHy*GaQ™ fiir alle m € Ny
wieder in faktorisierter Form vorliegt: Es gilt

G™ = (QM)*GQ™ = (Q)*A((Q)*A)* = A (A™)*  fiir alle m € Ny
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mit A = (Q™)*A. Um einen Schritt der QR-Iteration fiir die Matrix G auszufiihren,
miissen wir also lediglich die korrespondierenden Transformationen auf die Zeilen der
Matrix A anwenden.

Wenn die QR-Iteration konvergiert ist, wenn also (bis auf eine gegebene Genauig-
keit) eine Diagonalmatrix G(™) erreicht wurde, kénnen wir eine Singulirwertzerlegung
rekonstruieren: Da G(™) = A(™ (A (™)) diagonal ist, stehen die Zeilen der Matrix A (™)
senkrecht aufeinander. Wir berechnen eine LQ-Zerlegung

A(m) _ 1, m)p(m)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L("™) € K™*™ und einer unitiren Matrix P("™) ¢ Kmxm
und stellen fest, dass wegen Lemma [3.35] auch

Gg(m — A(m) (A(m))* - L(m)P(m)(P(m))*(L(m))* — 1,m (L(m))*

gilt, auch die Zeilen der Matrix L("™) stehen also senkrecht aufeinander. Bei einer Drei-
ecksmatrix bedeutet das aber, dass die Matrix diagonal ist, wir haben also unitéare
Transformationen gefunden, die A(™) auf Diagonalgestalt bringen. Indem wir die Vor-
zeichen anpassen und die Diagonalelemente sortieren, erhalten wir die gewiinschte Sin-
guldrwertzerlegung.

In dieser allgemeinen Form wire die Berechnung allerdings zu aufwendig. Analog zu
der fiir die Effizienz der QR-Iteration entscheidenden Hessenberg-Transformation emp-
fiehlt es sich deshalb, in einem ersten Schritt die Matrix A zu bidiagonalisieren, sie also
mit unitéren Transformationen U ¢ K™*# und V(© ¢ K™** in die Form

a1

(U0 AV©O) — i a

Bri-1 o
zu bringen. Das gelingt dem Golub-Kahan-Bidiagonalisierungsalgorithmus EL mit Hilfe

von Householder-Spiegelungen: Zunéchst wenden wir eine Spiegelung auf die Spalten der
Matrix an, um die erste Zeile in die gewiinschte Form zu bringen:

ag 0 O 0
X X KX X
AH, = | ¥ X X X
S X
X X KX X

In einem zweiten Schritt wenden wir eine Spiegelung auf die Zeilen der Matrix an, die

1G. Golub und W. Kahan, Calculating the singular values and pseudo-inverse of a matriz, J. STAM
Num. Anal. B 2(2), 205-224 (1965)
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die erste Zeile unverindert ldasst und Nullen im Rest der ersten Spalte einfiihrt:

a 0 0 ... O

/L B R ... X

. 0 X X ... K
HAH =) x ® ... X
0 X XK ... K

Im né#chsten Schritt wird wieder eine Spiegelung auf die Spalten angewendet, die die
erste Spalte unverdndert ldsst und die zweite Zeile in die gewiinschte Form bringt:

a; 0 0 0
51 a9 0 0
0 ¥ K ... X
H;AHH;= | g x ® ... X

0 X X ... K
Nun ist es wieder Zeit fiir eine Zeilentransformation, bei der die ersten beiden Zeilen
nicht angefasst und Nulleintrége in der zweite Spalte hergestellt werden.

a 0 0 0
pr az 0 0
v 0 [ K X
0o 0 X ... X

In dieser Weise kénnen wir fortfahren, bis die gewiinschte Bidiagonalform erreicht ist.
Wenn die Matrix A© .= (U(O))*AV(O) in Bidiagonalgestalt gegeben ist, ist das kor-
respondierende Produkt G(©) = A(O)(A©))* eine Tridiagonalmatrix der Form

o [? a1f ~
afr |aa* + | as32

GO = , (6.13)

A—2Bk—2 |ag—1|*+ |Br—2|? —1Bk—1
k—18k—1 lag|? + [ Be—1]?

so dass sich ein Schritt der QR-Iteration besonders effizient durchfiihren lisst. Sehr
elegant wird der Algorithmus, wenn wir eine implizite QR-Iteration verwenden: Wir
bestimmen einen geeigneten Shift-Wert und wenden die erste Givens-Rotation auf die
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ersten beiden Zeilen der Matrix A(™) an:

Dadurch wird die Bidiagonalstruktur verletzt, in der ersten Zeile entsteht ein Ein-
trag oberhalb der Diagonalen. Diesen Eintrag kénnen wir mit einer auf die erste und
zweite Spalte angewandten Givens-Rotation eliminieren, erhalten dabei aber einen un-
erwiinschten Eintrag in der dritten Zeile:
X X 0
X X X
X X

X X X

G1A™M = ~ G1AMGE =

X X

X
X X

Eine Givens-Rotation der zweiten und dritten Zeile beseitigt ihn, erzeugt aber einen
Eintrag oberhalb der Diagonalen in der dritten Spalte:

X X X
o X X
X X

X XX

X
GIAMG; = X X ~ G3G1AMGE =
X

Diesen Eintrag konnen wir mit einer auf die zweite und dritte Spalte angewandten
Givens-Rotation eliminieren, die aber wieder zu einem von null verschiedenen Eintrag
in der vierten Zeile fiithrt:

X X

X X X
XX o

X
X X
X

G3GIAMGE = w G3GIAMGEGE =

X X X

In dieser Weise konnen wir die problematischen von null verschiedenen Eintréige ,,aus der
Matrix heraus schieben®, wie wir es schon im Fall des impliziten QR-Verfahrens getan
haben.

Damit liegen zwei unitéire Transformationen der Matrix G("™) auf Hessenberg-Gestalt
vor, so dass wir Satz anwenden konnten, um zu beweisen, dass sie bis auf Vor-
zeichen identisch sind. Dafiir wére es aber erforderlich, zu zeigen, dass die ersten
Spalten der Transformationen identisch sind. Gliicklicherweise brauchen wir dabei nur
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die Zeilenrotationen Gi, Gs, ..., Go,_3 zu beriicksichtigen, denn die Spaltenrotationen
Go, Gy, ..., Go,_o beeinflussen die Gramsche Matrix G+ Jaut Lemma nicht.
Unter den Zeilenrotationen beeinflusst nur G die erste Zeile, so dass die Voraussetzun-
gen des Satzes gegeben sind.

Falls die QR-Iteration konvergiert, werden die Matrizen G("™ gegen Diagonalform
streben. Dank der Bidiagonalstruktur ist das dquivalent dazu, dass die Produkte
a;f; fur i € [1: k — 1] gegen null konvergieren. Falls diese Konvergenz dadurch eintritt,
dass 3; gegen null geht, diirfen wir uns gliicklich schitzen, denn dann verschwindet einer
der Nebendiagonaleintriige der Matrix A(™).

Falls dagegen «; gegen null geht, konnen wir mit Hilfe einiger zusétzlicher Transfor-
mationen auch den Eintrag f; eliminieren. Angenommen, as ist gleich null. Falls 3,
ungleich null ist, wenden wir eine Givens-Rotation Ry auf die zweite und dritte Spalte
an, um Sy zu eliminieren:

X
X
X o o
X X
X X

Nun ist ein Eintrag in der vierten Zeile entstanden, der nicht in die Bidiagonalform passt.
Wir eliminieren ihn mit Hilfe einer Givens-Rotation Ro, die auf die zweite und vierte
Spalte wirkt:

X X

X X

AMR, = ~ AMR Ry =

X o oo

In dieser Weise konnen wir fortfahren, bis wir den Eintrag auch aus der letzten Zeile der
Matrix eliminiert haben und die Bidiagonalgestalt wiederhergestellt ist. Aus einer Null
auf der Diagonalen konnen wir also eine Null auf der Nebendiagonalen gewinnen und
so die Matrix analog zu der bei der QR-Iteration eingesetzten Deflation in unabhéngige
Diagonalblocke zerlegen.

Ubungsaufgabe 6.20 (Pseudoinverse) Seienn,m € N gegeben, sei k := min{n, m}.
Sei A € K"™™, Sei UXV* = A eine Singulirwertzerlequng der Matriz mit Sin-
guldrwerten o1 > 09 > ... > o3, > 0.

Wir definieren

_l’_

01
1/0; lls o; > 0,
>t = , o= foi falls o fir alle i € [1: kJ.
0 ansonsten
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6 Die QR-Iteration

Die Matriz At := VE1TU* nennen wir die Pseudoinverse der Matriz A.

(a) Beweisen Sie AATA = A, ATAAT = AT und dass AT A und AA™ selbstadjun-
giert sind.

(b) Seib e K™ Mit
S :={xe K™ : ||Ax — b|| ist minimal}

bezeichnen wir die Menge der Losungen des zu A und b gehdrenden linearen Aus-
gleichsproblems.

Beweisen Sie, dass AT™b € S und
|ATB|| = min{|ly| : y €S}

gelten. Aufgrund dieser Eigenschaft nennt man A™b die Minimumnormlésung des
linearen Ausgleichsproblems.

Ubungsaufgabe 6.21 (Niedrigrangapproximation) Seien n,m € N gegeben, sei
k:=min{n,m}. Sei A € K"*"™. Sei UXV* = A eine Singulirwertzerlequng der Matriz
mit den Singuldrwerten o1 > g9 > ... > o3 > 0.

Fiir alle £ € [0 : k — 1] definieren wir
01
X, = € Kkxk
oy
und Ay .= UX,V*.
(a) Beweisen Sie ||A — Ay|| = op41 fiir alle £ € [0: k —1].

(b) Sei £ €[0:k—1], und set R € K"™™ eine belicbige Matriz mit Rang ¢, also mit
dim(BildR) = /.

Beweisen Sie, dass ein Vektor z € K™ existiert mit

Rz =0, |Az|| > 041, z]| = 1.

(c) Folgern Sie aus Teil (b), dass fir alle Matrizen mit Rang ¢ € [0 : k — 1] die
Ungleichung || A — R|| > o441 gilt.

Unter allen Approximationen der Matriz A mit Rang héchstens £ erreicht also Ay
den minimalen Fehler in der Spektralnorm.

146



7 Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass sich eine beliebige selbstadjungierte Matrix
mit Hilfe von Householder-Spiegelungen in eine Tridiagonalmatrix iiberfiihren ldsst. Fiir
Tridiagonalmatrizen lassen sich nicht nur die verschiedenen Varianten der QR-Iteration
effizient durchfiihren, es existieren auch eine Reihe weiterer Verfahren, die die Tridiago-
nalgestalt ausnutzen koénnen.

Ein Beispiel sind Bisektionsverfahren, mit deren Hilfe sich nach Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms p4 suchen liasst. Nach Lemma [3.5|sind diese Nullstellen gerade
die Eigenwerte der Matrix A. Ein besonderer Vorteil dieser Verfahren besteht darin, dass
wir mit ihrer Hilfe nicht nur nach dem kleinsten oder grofiten Eigenwert suchen kénnen,
sondern auch nach dem k-ten.

7.1 Auswertung des charakteristischen Polynoms

Wir fixieren eine selbstadjungierte Tridiagonalmatrix

o B

f1 a2 B2

A: '.‘ .
/Bn—Z Qp—1 /Bn—l
ﬁnfl Qp

Fiir ein ¢ € [1 : n] und ein x € R bezeichnen wir die Determinante der i-ten Hauptun-
termatrix von zI — A mit

r—ar  —f )
-5 - —fo
pi(z) = det g
—Bi—a T —a;i—1 —Bi1
—Bi-1 T — oy

Offenbar ist p,, gerade das charakteristische Polynom p4, wihrend p;(x) = x — ayq sehr
einfach zu berechnen ist. Unser Ziel ist es, mit moglichst geringem Rechenaufwand von
p1 zu P, zu gelangen. Dazu verwenden wir den Laplaceschen Entwicklungssatz fiir De-
terminanten: Fiir ¢ > 2 entwickeln wir die Determinante erst nach der letzten Spalte und
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7 Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen

anschlieend nach der letzten Zeile, um den Zusammenhang

T—a;  —B )
-6 x—or —[fa
pi(x) = det _
—Bi—s T —i—2  —fi—2 )
—Bi—a  x—oy—1 | —Bi-1
—Bic1 | x—
r—ar =B )
61 - —fo
= (z — o) det : :
—Bi—s T—ai_a  —Pi2
—Bi—a T — 1
r—a  —p B
61 T—az [
+ Bi—1 det
—Bis w—aig —Pia
—Bi-1
r—a; —B )
-6 -y —fa
= (r — ) det : .
—Bi—a T —aj—a  —PBi—2
—Bi—e  x— 0y
rea B
-/ r—az —f
— |,Bi_1‘2 det

—Bi—3 *—a;—3 —fi-3
—Bicz  x— 2

= (z — ai)pi—1(x) — |Bi—1/pi—2(2)

zu erhalten. Wenn wir zur Vereinfachung pg = 1 einfiihren, ergibt sich wegen

pa(z) = det <5”_0‘1 —h >:(g;—a1)(x—a2)—|ﬁ1\2 fiir alle 7 € R
61 -
die Rekursionsformel
1 falls ¢ = 0,
pi(x) =R o — o falls i =1, firalleie[0:n],xz € R,

(z — a;)pi—1(z) — |Bi—1|*pi—2(x)  ansonsten
(7.2)
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7.1 Auswertung des charakteristischen Polynoms

an der wir unmittelbar den folgenden Algorithmus fiir die Berechnung des Tupels
(pn(x),...,po(x)), also insbesondere auch die Auswertung des charakteristischen Poly-
noms, ablesen konnen.

Algorithmus 7.1 (Auswertung von p;) Der folgende Algorithmus berechnet das Tu-
pel p = (po(z),...,pn(x)) fir ein beliebiges x € R :

po%l; PL<— T — Q1
fori=2 ton do
pi < (z — a;)pi—1 — | Bi—1]*pi—2

Insbesondere lésst sich mit Hilfe des Algorithmus das charakteristische Polynom
pa = pn in O(n) Operationen auswerten, und nebenbei werden die charakteristischen
Polynome aller Hauptuntermatrizen berechnet, die sich fiir bestimmte Algorithmen als
sehr niitzlich erweisen kénnen.

Da Eigenwerte von A Nullstellen des charakteristischen Polynoms p4 sind, das wir
mit Algorithmus elegant und effizient auswerten kénnen, bietet es sich an, Standard-
verfahren zur Nullstellenberechnung auf p4 anzuwenden.

FEines der einfachsten und trotzdem zuverlissigsten Verfahren ist die Bisektion, bei
der eine Folge von Intervallen berechnet wird, die jeweils mindestens eine Nullstelle
enthalten: Wir beginnen mit einem Intervall [a,b] und fordern, dass pa(a) und pa(b)
unterschiedliche Vorzeichen besitzen. Dann muss nach Mittelwertsatz in dem Intervall
[a,b] eine Nullstelle von p4 enthalten sein. Wir unterteilen [a,b] in zwei Teilintervall
[a,c] und [c,b] mit ¢ = (b+ a)/2 und fahren mit demjenigen Intervall fort, fiir das die
Vorzeichenbedingung immer noch erfiillt ist.

Algorithmus 7.2 (Bisektion) Seien a,b € R mit a < b und pa(a)pa(b) < 0 gegeben.
Dann approzimiert der folgende Algorithmus einen Eigenwert von A im Intervall [a,b]:

Pa < pa(a); py < pa(b)
while |b—a|l > € do begin
c«(b+a)/2
pe < palc)
if paPe < 0 then begin
b« C; Db < Pe
end else begin
A<= ¢ Pa < Pe
end
end

Dieser Algorithmus bendtigt pro Iterationsschritt nur eine Auswertung des Polynoms
pa, die sich, wie wir bereits gesehen haben, in O(n) Operationen durchfiihren lisst. Da
sich mit jedem Schritt das Intervall halbiert, konnen wir in O(logy(1/€)) Iterationen eine
Genauigkeit von € € R+ erreichen.

Ein Vorteil dieses Algorithmus besteht darin, dass wir das zu untersuchende Intervall
explizit vorgeben kénnen und dass er sehr stabil arbeitet, falls die Auswertung von p4
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7 Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen

stabil erfolgt. Ein Nachteil besteht darin, dass nicht klar ist, wie man ein Startintervall
[a, b] finden kann, das die benétigte Vorzeichenbedingung pa(a)pa(b) < 0 erfiillt.
Durch Differenzieren der Rekursionsformel fiir p4 kénnen wir die Rekursionsformel

0 falls ¢+ = 0,

pi(x) = 1 . falls 2 =1, fir alle i € No,z e R~ (7.3)
pi-1() + (¢ — ai)p;_1 ()

ansonsten
— |Bic1*pi_o(2)

gewinnen, mit der sich die erste Ableitung von pa ebenfalls effizient berechnen lisst,
so dass wir statt der Bisektion auch das Newton-Verfahren verwenden kénnen. Zwar
konvergiert das Newton-Verfahren unter Umsténden wesentlich schneller als das Bisek-
tionsverfahren, aber das passiert in der Regel nur, wenn ein guter Startwert vorliegt.
Auch bei diesem Zugang stellt sich also die Frage nach geeigneten Startwerten.

7.2 Sturmsche Ketten

Wir sind daran interessiert, das einfache Bisektionsverfahren so zu modifizieren, dass wir
nicht mehr auf eine Vorzeichenbedingung angewiesen sind, sondern eine Voraussetzung
finden, die einfacher zu erfiillen ist.

Dazu gehen wir zunéchst davon aus, dass alle Nullstellen von p4 einfach sind und wir
sie deshalb in die Reihenfolge

M < A<...< A\

bringen kénnen. Nach dem Satz von Rolle liegt zwischen zwei dieser Nullstellen jeweils
mindestens eine Nullstelle der Ableitung p/, des charakteristischen Polynoms, wir kénnen

also fiir jedes i € [1 : n — 1] ein )\51) € (Ai; Ait1) mit p%()\gl)) = 0 finden. Wir erhalten

A< A < <l <xg << <Al <

Da p/y nur noch ein Polynom der Ordnung n — 1 ist, kann es keine weiteren Nullstellen
aufler )\gl), ce )\511_)1 besitzen.

In &hnlicher Weise konnen wir beweisen, dass die Nullstellen der (i 4 1)-ten Ableitung
von p4 gerade die der i-ten Ableitung trennen, solange ¢ < n gilt.

Falls ¢ eine einfache Nullstelle von p4 ist, konnen wir ein € > 0 so finden, dass p in
[€ — €,& + €] keine Nullstelle aufweist. Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

finden wir 74 € [£,£ + €] und n— € [£ — ¢,&] so, dass

pa(§+€) =pal§+e) —pal§) = eps(n4),
pa(&—¢) =pa(§ —€) —pa(§) = —epla(n-)

gilt, und es folgt
pa(€ + )pal€ — ) = =Py (4 )pa(n-) <0,
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7.2 Sturmsche Ketten

weil £ eine Nullstelle des Polynoms p4 ist und p/y(n4) und p/,(n-) dasselbe Vorzeichen
besitzen. An jeder einfachen Nullstelle wechselt p4 also das Vorzeichen. Wenn wir Null-
stellen zéhlen wollen, bietet es sich demnach an, nach Vorzeichenwechseln zu suchen.
Es lésst sich leicht nachpriifen, dass der fithrende Koeffizient des charakteristischen
Polynoms gerade 1 ist, so dass
(m)

xlggopA (x) =00 fir alle m € [0: n — 1]

gilt. Wir haben bereits gesehen, dass die Nullstellen der Ableitung pf4m+1) zwischen denen

(m)

der Funktion p, " liegen, also muss insbesondere
p(Am) () >0 fir alle z > A\, m € [0: n]

gelten. Fiir hinreichend grofles z sind also die Vorzeichen aller Ableitungen des Polynoms
pa identisch.

Abbildung 7.1: Vorzeichen eines charakteristischen Polynoms und seiner Ableitungen im
Fall n = 5. Rot markiert Bereiche, in denen das Vorzeichen negativ ist.

In Abbildung [7.]] sind die Vorzeichen eines charakteristischen Polynoms und seiner
Ableitungen fiir den Fall n = 5 dargestellt. Die Bereiche, in denen die einzelnen Funktio-
nen negativ sind, sind rot markiert. Fiir unsere Zwecke von Bedeutung ist die Beobach-

tung, dass in jedem Punkt x die Anzahl der Vorzeichenwechsel zwischen den Ableitungen
pa(x),py(z),ply(x),. .., p%) () gerade die Anzahl der Nullstellen grofier als x angibt.
Diese Eigenschaft verdanken wir der Tatsache, dass zwischen zwei einfachen Nullstel-

len unserer Polynome jeweils genau eine einfache Nullstelle seiner Ableitung liegt, so

dass ,,rechts“ von einer Nullstelle von p%m) immer die Vorzeichen von pi‘m) und pilmﬂ)

tibereinstimmen. Falls m > 0 gilt, sind die Vorzeichen von p(Am) und p&mfl) ungleich.

In diesem Fall wird also ein Vorzeichenwechsel zwischen p(Am) und pilm_l) durch einen
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7 Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen

zwischen p%m) und pg‘mﬂ) ersetzt, lediglich fiir m = 0 reduziert sich die Gesamtzahl der

Vorzeichenwechsel. Falls eine exakte Null auftreten sollte, kénnen wir festlegen, ob sie
als positiv oder negativ gelten soll.

Die Ableitungen des charakteristischen Polynoms kénnen wir zwar im Prinzip berech-
nen, sehr viel eleganter ist es allerdings, festzustellen, dass die bei seiner Auswertung
berechneten Hilfspolynoms p,, die Rolle der Ableitungen pff_m) iibernehmen konnen.
Dadurch kénnen wir die Vorzeichenwechsel mit sehr geringem zusétzlichen Aufwand
zéhlen.

Die fiir uns interessanten Eigenschaften eines Tupels von Funktionen fasst die folgende
Definition zusammen:

Definition 7.3 (Sturmsche Kette) Ein Tupel (po,p1,--.,pn) von reellen Polynomen
heifit Sturmsche Kette, wenn

1. pp—1(&)pl, (&) > 0 fiir alle Nullstellen & € K von p,, erfiillt ist,
2. piv1(§)pi—1(§) < 0 fiir alle i € [1 : n — 1] und Nullstellen £ € K von p; gilt, sowie

3. po keine Nullstelle besitzt.

Bedingung [I] stellt sicher, dass in den Nullstellen des Polynom p, die Vorzeichen
der Ableitung p/, und des Polynoms p,_1 iibereinstimmen. Insbesondere miissen diese
Nullstellen einfach sein, da p/, nicht gleich null sein kann.

Bedingung[2]sorgt dafiir, dass bei einer Nullstelle eines Polynoms p; die ,,benachbarten*
Polynome p;_1 und p; 1 entgegengesetzte Vorzeichen aufweisen, so dass die Gesamtzahl
der Vorzeichenwechsel unverédndert bleibt.

Bedingung [3] schlielich benétigen wir, um ein ,,Referenzvorzeichen® festzulegen, an
dem wir die anderen Vorzeichen messen.

Nun stehen wir vor der Aufgabe, nachzuweisen, dass die durch die Rekursionsformel
definierten Polynome eine Sturmsche Kette bilden.

Lemma 7.4 (Sturmsche Kette) Fualls A irreduzibel ist, falls also B; # 0 fir alle i €
[l :n—1] gilt, sind die durch definierten Polynome pg,...,pn eine Sturmsche
Kette.

Beweis. Der Beweis beruht darauf, Eigenvektoren zu den Eigenwerten der Matrix A zu
konstruieren. Fiir ein € K suchen wir einen Vektor e(z) € K", der ,,mdglichst nahe“ an
dem Kern von zI — A liegt, fiir den ndmlich die ersten n — 1 Komponenten des Vektors
(I — A)e(z) verschwinden.

Damit e(x) nicht der Nullvektor wird, setzen wir ej(xz) = 1. Durch Einsetzen in die
erste Zeile der Matrix erhalten wir nun

(z — ar)er(x) — Brea(x) = 0,
_ (@)
A1

es(x) = o e1(x)

b1
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wihrend Einsetzen in die i-te Zeile fiir ¢ € [2: n — 1] die Gleichung

(=Bic1ei1(z) + (z — ai)ei(z) — Biei1(x)) = 0,
(x — ai)ei(x) — Bimreim1(w)
Bi
fiir i € [1 : n—1] ergibt. Im Zahler dieses Terms erkennen wir Teile der Rekursionsformel

(7.2) wieder und wéhlen den Ansatz

eir1(r) =

pi—1() o
G\r) =35 fiir s € [2 : n].
O = 5 [2: 7]
Mit ihm nimmt unsere Gleichung die Form
(Z—_C!i)]ii—l(x) _ Bi_—lpi_—z(l')
eiy1(x) = Prbizs  Bifie
Bi
Bi
_ @ 0gpinr (@) = 8 Pria(e) | _pitw).
Bi...5; Bi...5;
an. Mit einer einfachen Induktion folgt, dass der durch
() 1 falls i = 1, i alle s (1o
' N : S :
o % ansonsten ur alle 7 n

definierte Vektor die gewiinschten Gleichungen erfiillt.
Fiir die n-te Zeile schlielich erhalten wir
pn—2<x) pn—l(m)
—Bn-1en-1(x) + (r —an)en(r) = —fn1=— ="+ (@ —an)=——="—
() (e anjene) T L) R
Pn—2 (l') pnfl(x)
:_Bn— Qf"’_ T —Qn)=—"">5
Bl Bi... Bn-1 ( )ﬁl---ﬁn—1
_ (-75 - an)pn—}(x) — ’ﬁn—l’zpn—Q(x)
Bi-..Bn-1
pn(z)
=—"=7(x).
Pi... Bn-1 (@)
Falls py,(z) = 0 gilt, haben wir auch v(z) = 0, also folgt die Gleichung (zI — A)e(x) =0
und e(x) ist ein Eigenvektor der Matrix A zu dem Eigenwert z. Im allgemeinen Fall
haben wir

(zI—A)e(z) = : fiir alle z € K (7.4)
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bewiesen. Indem wir diese Funktion nach z differenzieren, erhalten wir
e(r) + (21 — A)ée(z) = : fiir alle z € K. (7.5)

Sei nun £ € K eine Nullstelle des Polynoms p,, also auch des Polynoms ~. Indem wir
(7.5) mit e(§) multiplizieren erhalten wir wegen (zI — A)e(z) = 0 und Lemma die
Gleichung

0 < [le(©)]* = lle(€)II* + (€1~ A)e(€),€'(€)) = lle(&)]I* + (e(€), (€1~ A)e'(€))

— (e e _ e — e / _ Pn—1(§) p;z(g)
= (e6)06) + (€1~ A(©)) = en@ () = L1 Rl
Pn-1(§)Pp (&)

B2 B[P

also insbesondere Bedingung [T der Definition

Fiir den Nachweis der Bedingung |2 dieser Definition setzen wir die Rekursionsformel
ein. Sei i € [1 : n — 1], und sei £ € K eine Nullstelle von p;. Dann folgt aus
die Gleichung

pi+1(§) = —|Bil*pi-1(),

also
Pit1(O)pi=1(&) = —|Bil*pi—1(E)pi—1(&) = —|Bi[*Ipi=1 (> < 0.

Falls nun p;11(§) = 0 gelten wiirde, hétten wir wegen f; # 0 auch p;—1(£) = 0 und

konnten mit der Rekurrenzform (7.2)) induktiv fortfahren, um zu dem Widerspruch 0 =
pi+1(§) = pi(§) = ... = po(§) = 1 zu gelangen. Also miissen p;11(§), pi—1(§) # 0 gelten,

und damit p;41(&)pi—1(§) < 0. u

Aus diesem Lemma lassen sich bereits erste niitzliche Aussagen iiber selbstadjungierte
Tridiagonalmatrizen gewinnen.

Folgerung 7.5 (Einfache Eigenwerte) Fine irreduzible selbstadjungierte Tridiago-
nalmatriz besitzt nur einfache Figenwerte.

Beweis. Mit Lemma [7.4] folgt die Aussage unmittelbar aus der ersten Bedingung in
Definition [7.3l [ |

Nach Satz [3.47] wissen wir bereits, dass selbstadjungierte Matrizen reell diagonalisier-
bar sind, dass also charakteristischen Polynome in reelle Linearfaktoren zerfallen. Bei
einer irreduziblen selbstadjungierten Tridiagonalmatrix sind diese Linearfaktoren alle
unterschiedlich, so dass wir reelle Eigenwerte A1 < Ay < ... < A, finden.
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7.2 Sturmsche Ketten

Folgerung 7.6 (Trennungseigenschaft) Sei A € K"*" eine irreduzible selbstadjun-
gierte Tridiagonalmatriz. Seien \1 < Ao < ... < A, thre Eigenwerte und N; < X, <
... < X,_, die Eigenwerte ihrer (n — 1)-ten Hauptuntermatriz A,_1. Dann gilt

A <A <A< < Am1 <A < A

Beweis. Sei i € [1 : n — 1]. Nach der Bedingung (1| der Definition kénnen p'y (X;)
und p’A()\Hl) nicht gleich null sein, A; und \;4; sind also einfache Nullstellen des Poly-
noms p4. Nach unserer Vorbetrachung besitzt p/; dann genau eine einfache Nullstelle in
(Ais Ait1), also miissen sich die Vorzeichen von p/y(A;) und p/y (Aiy1) unterscheiden.
Nach der Bedingung der Deﬁnitionweist Pn—1 in \; und \; 41 dieselben Vorzeichen
wie py = pl, auf, also muss auch p,_; mindestens eine Nullstelle A in (A;, Ai41) besitzen.
Damit haben wir n — 1 Nullstellen von p,,_1 gefunden, und da p,_1 hochstens den
Grad n — 1 aufweist und nicht das Nullpolynom ist, kénnen nach dem Identitétssatz fiir
Polynome keine weiteren Nullstellen existieren. [

Die fiir uns entscheidende Eigenschaft der Sturmschen Kette besteht darin, dass ihre
Vorzeichenwechsel eine Beziehung zu der Anzahl der Nullstellen besitzen, so dass wir
Aussagen dariiber treffen konnen, wieviele Nullstellen in einem Intervall liegen, ohne sie
explizit berechnen zu miissen.

Satz 7.7 (Nullstellenzdhler) Sei (po,p1,...,pn) eine Sturmsche Kette. Wir definie-
ren fir alle x € R

Wy :={i€[0:n—1] : pi(x)pit1(x) <0 oder p;(z) = 0}

und die Funktion
w:R—= Ny, x|,

die x die Mdchtigkeit der Menge W, zuordnet. Seien a,b € R mit a < b gegeben. Dann
besitzt p, genau w(a) —w(b) Nullstellen im Intervall (a,b].

Beweis. Offensichtlich éndert sich w nur, wenn eines der Polynome (p;)!"_, sein Vorzeichen
dndert, also eine Nullstelle passiert. Wir definieren fiir alle z € R die Menge

Ny :={i€[0:n] : pi(x) =0}

Infolge der Bedingung [3] in Definition [7.3] gilt 0 ¢ N, fiir alle z € R. Wir werden nun
nachweisen, dass die Méchtigkeit von W, genau dann um eins sinkt, wenn x ,,von links
nach rechts“ eine Nullstelle von p,, passiert.

Sei £ € R mit N # (. Da nicht-konstante Polynome nur endlich viele Nullstellen
besitzen konnen, konnen sich die Nullstellen nicht hiufen, also muss ein ¢ € Ryq so
existieren, dass N, = () fiir alle z € [ — €, & + €] \ {¢} gilt.

Sei i € N¢. Falls i < n gilt, folgt aus Bedingung [2] in Definition die Ungleichung
Pi—1(§)pi+1(§) < 0, also gelten i — 1 & N¢ und i + 1 ¢ Ng. Nach Wahl von € besitzen
dann p;—; und p;+; keine Nullstellen in [ — €, & + €], es folgt

pi—1(z)pit1(z) <0 fir alle v € [£ —¢,& + €.
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w

|

4

Abbildung 7.2: Die Funktion p,, (blau) und ihr ,Nullstellenzéhler w (rot).

Sei x € [€ —€,&+ €. Falls pj—1(x)pi(z) < 0 gilt, folgt pi1(x)pi(x) > 0, also |[W, N
{i —1,i}| = {i — 1}| = 1. Falls p;—1(x)pi(z) > 0 gilt, folgt pit1(z)pi(z) < 0, also
[Wz N {i—1,i}| = |{i}| = 1. Falls schliefilich p;_1(z)p;(x) = 0 gilt, folgt p;(x) = 0, also
[W,y N {i —1,i}| = [{i}| = 1. Also dndern Nullstellen von p; fiir ¢ > 0 nichts an der
Méchtigkeit der Menge W, .

Falls i+ = n gilt, folgt aus der Bedingung [I] in Definition die Ungleichung
Pn—1(§)p,, (&) > 0, also insbesondere p,—1(§) # 0 und p},(£) # 0. Wir wihlen § € (0, €]
so, dass p), keine Nullstellen in [§ — §,& + J] besitzt. Mit dem Mittelwertsatz der Diffe-
rentialrechnung finden wir ny € (£,£ + 6] und n— € [ — 0,&) mit

pn(§ + 5) = pn(§ + 5) _pn(f) = p/n(77+) 57
Pr(€ = 0) = pu(€§ = 0) — pa(§) = —ph(n-) d.

Aus pp—1(&)p,,(§) > 0 und der Tatsache, dass beide Polynome aufgrund ihrer Stetigkeit
ihre Vorzeichen in [§ — §,£ + 6] nicht &ndern konnen, folgen

Pr—1(§)Pn(§ +9) = pu—1(§)py(n+) 8 > 0,
Pn—l(ﬁ)pn(f - 5) = —pn_1(§)p%(n_) 6 <0.

Auf dem Intervall [ — €,& + €] kann p,_; sein Vorzeichen nicht d&ndern, und p,, kann es
nur an der Nullstelle £, damit erhalten wir

Prn—1(z)pn(z) <0, also WyN{n—1,n}={n—1} fir alle z € [£ —0,§),
Pn—1(x)pn(z) >0, also W, N{n—1,n} =10 fir alle z € (£,€ + 9],
Pn—1(§)pn(§) =0, also Wy N {n —1,n} = 0.

Also reduzieren Nullstellen des Polynoms p,, die Méchtigkeit der Menge W, um eins. m
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7.2 Sturmsche Ketten

Der Satz (7.7 enthélt lediglich eine Aussage iiber die Differenzen w(b) —w(a) der Funk-
tion w. Das folgende Lemma bestimmt w n&her:

Lemma 7.8 Sei A € K" " eine irreduzible selbstadjungierte Tridiagonalmatriz, sei Ay
thr kleinster Eigenwert und A, thr grofiter. Sei po,...,pn die gemdf definierte
Sturmsche Kette, und sei w: R — No wie in Satz[7.7 definiert.

Fiir alle x € Ry, gilt w(z) = n, und fir alle x € R>y, gilt w(z) = 0.

Insbesondere ist w(x) fir jedes x € R gerade die Anzahl der FEigenwerte, die echt
grofier als x sind.

Beweis. Nach Konstruktion des Polynoms p; hat sein fithrender Koeflizient ein positives
Vorzeichen. Fiir x — oo muss also p;(z) — oo gelten, somit existiert ein zp € R mit

pi(z) >0 fir alle i € [0: n], z € R>y,.

Es folgt w(xp) = 0. Da w seinen Wert nur bei Nullstellen von p,, &ndert, folgt w(z) = 0
fiir alle x € R>),. Da p, genau n einfache Nullstellen besitzt, folgt w(z) = n fiir alle
z € Ry, direkt aus Satz [7.7, indem wir b = z¢ einsetzen. u

Auf dieser Grundlage kénnen wir einen Algorithmus konstruieren, der einen beliebigen
Eigenwert bestimmt:

Sei k € [1: n], und seien a,b € R mit a < b gegeben.

Falls w(b) < n — k gilt, enthélt das unendliche Intervall (—oo,b] gerade n — w(b) > k
Eigenwerte, also insbesondere auch den k-ten Eigenwert, den wir suchen.

Falls w(a) > n — k gilt, enthélt das unendliche Intervall (—oo, a] gerade n —w(a) < k
Figenwerte, also gerade nicht den k-ten Eigenwert, den wir suchen.

Also muss der k-te Eigenwert in dem Intervall (a,b] = (—o0,b] \ (—o0, a] liegen.

Algorithmus 7.9 Sei A € K"*" eine irreduzible selbstadjungierte Tridiagonalmatriz,
seien A\ < ... < A\, ihre Figenwerte. Sei k € [1,n|, und seien Intervallgrenzen a,b € R
mit a < b, w(b) <n—k < w(a) gegeben. Dann bestimmt der folgende Algorithmus eine
Folge von (a,b], die A enthalten:

while |b—al > € do begin
c« (b+a)/2
if w(c) <n—k then
b+ c
else
a<c
end

Auch dieser Bisektionsalgorithmus halbiert den Fehler in jedem Schritt und benétigt
dank Algorithmus nur O(n) Operationen dafiir. Allerdings ist auch er auf geeignete
Startwerte angewiesen und nur auf selbstadjungierte irreduzible Tridiagonalmatrizen
anwendbar.
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7 Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen

Wir haben bereits gesehen, dass wir jede beliebige selbstadjungierte Matrix mit
unitidren Ahnlichkeitstransformationen auf Tridiagonalgestalt bringen kénnen. Falls die
Tridiagonalmatrix nicht irreduzibel ist, kénnen wir sie in eine Blockdiagonalmatrix mit
irreduziblen Diagonalblocken zerlegen.

Damit bleibt nur noch zu kléren, wie wir ein geeignetes Anfangsintervall finden. Einen
einfachen Zugang bieten Gerschgorin-Kreise, die uns eine Moglichkeit bieten, das Spek-
trum einer beliebigen Matrix einzugrenzen.

Satz 7.10 (Gerschgorin-Kreise) Sei A € K™*". Die abgeschlossenen Kreisscheiben

n
D; = {ZE(C : |z—aii]§ri}, T IZZ’CLZ']”,
j=1
J#
bezeichnen wir als die Gerschgorin-Kreise zu der Matriz A. Es gilt

n

a(A) C |,

i=1

jeder Eigenwert ist also in mindestens einer der Kreisscheiben enthalten.

Beweis. Sei A € o(A) ein Eigenwert der Matrix A. Sei x € K" \ {0} ein korrespon-
dierender Eigenvektor. Wir bezeichnen den Index des betragsgrofiten Koeffizienten mit
i €[1:n], es gilt also

|| < |4 fiir alle j € [1: n).

Da x ein Eigenvektor ist, folgt mit der Dreiecksungleichung

)\.’Ei = ()\X)z = (A.X)Z = Zaij:nj,

j=1
n
()\ — (Iu)l‘l = Z a,-jxj,

j=1

J#
n n

IN = aal il < lagl o] <7 lag] |2l = ralil,
j=1 J=1
J# J#i
A — ai| <1,
also bereits A € D;. [}

Im von uns untersuchten Fall selbstadjungierter Tridiagonalmatrizen A sind die
Gerschgorin-Kreise besonders einfach zu bestimmen: Wenn wir 5y = £, = 0 setzen,
erhalten wir

D;i={2€C : |z—a <|Bi—1] + |Bil}.
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7.3 Tréagheitssatz und Dreieckszerlegungen

Da A selbstadjungiert ist, ist das Spektrum reell, es gilt also

n

o(A) € [l = (1Bi=1 + [Bil), i + (1Bi—1| + i),

=1

so dass wir folgern konnen, dass das Spektrum in dem Intervall [a, b] mit

a = min{a; — [Bi—1| — |Bi| i€ [1:n]},
b:=max{a; + [Bi—1| + |Bi] : i€ [1:n]}

enthalten ist Dieses Intervall erfiillt also die Voraussetzungen von Algorithmus fiir
jedes k € [1: n|, so dass wir gezielt jeden beliebigen Eigenwert berechnen kénnen.

7.3 Tragheitssatz und Dreieckszerlegungen

Der Einsatz der Sturmschen Ketten kann zu Schwierigkeiten fiihren, falls Rundungs-
fehler die Vorzeichen der einzelnen Polynome verfilschen. Es gibt allerdings alternative
Moglichkeiten, um festzustellen, wie viele Eigenwerte kleiner oder grofer als eine gegebe-
ne Zahl sind: Wir untersuchen, wieviele negative und positive Eigenwerte die ,,spektral
verschobene“ Matrix A — uI besitzt. Die Anzahl der Eigenwerte, die echt kleiner als u
sind, ist gerade die Anzahl der negativen Eigenwerte der Matrix A — ul.

Die Anzahl der negativen Eigenwerte ldsst sich bestimmen, ohne sie explizit zu be-
rechnen, indem wir geeignete Transformationen auf die Matrix anwenden, die wesentlich
einfacher handzuhaben sind als die bisher verwendeten Ahnlichkeitstransformationen.

Definition 7.11 (Kongruenztransformation) Se: T € K"*" eine regulire Matrix.
Die Abbildung

K™ — K™*™, A — T*AT,

nennen wir die zu T gehdrende Kongruenztransformation.

Fiir unitire Matrizen T ist die Kongruenztransformation auch eine Ahnlichkeitstrans-
formation, im allgemeinen Fall gilt das allerdings nicht. Trotzdem kénnen Kongruenz-
transformationen sehr niitzlich sein: Der Trdgheitssatz von Sylvester besagt, dass die
Anzahl der positiven und negativen Eigenwerte unter Kongruenztransformationen un-
verdndert bleibt.

Satz 7.12 (Tragheitssatz) Sei A € K" " eine selbstadjungierte Matriz. Sei T €
K™*™ eine requlire Matriz und

A := T*AT.

Dann besitzen A und A jeweils gleich viele echt positive und echt negative Eigenwerte.
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7 Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen

Beweis. NachASatz existieren unitire Matrizen Q, Q € K™*™ und reelle Diagonal-
matrizen D, D € R™*" mit

A
A =QDQ", D= , M> XA > o>\,

A= Qf)Q D= ) AM> A > >\

Wir bezeichnen mit p, p € [0 : n] die Anzahl der echt positiven Eigenwerte der Matrizen
A und A, es sollen also

AM>X > >0, >02> A, AL > g > A 25\,3+1
gelten. Unsere Aufgabe ist es, nachzuweisen, dass p = p gilt.
Dazu definieren wir die Spaltenvektoren
q¥) = QsV), q¥) .= Qs fir alle j € [1:n].

Die von den Eigenvektoren zu echt positiven Eigenwerten aufgespannten Vektorrdume
bezeichnen wir mit

P :=span{q,...,qP}, P :=span{gq",...,q"}.

Wenn wir zeigen konnen, dass beide Rdume dieselbe Dimension besitzen, sind wir fertig.
Als Hilfsmittel fithren wir die Rdume

N :=span{q®*V ... q™}, N = span{q®tY, ... g™}
zu den nicht-positiven Eigenwerten ein und untersuchen die Abbildungen

K" = R, x — (x, Ax),
fi K" >R, X > (%, AR).

Fiir einen Vektor x € P\ {0} finden wir Koeffizienten o, ..., a; € K mit

p
x =Y aq¥),
j=1

die wegen x # 0 nicht alle gleich null sein kénnen, und erhalten
P

p p »
= ZZ@ 04] (l Aq(J)> Z \ai\2<q("), /\iq(i)> _ Z ’041"2)\1‘ > 0.

i=1 j=1 i=1 =1

160



7.3 Tréagheitssatz und Dreieckszerlegungen

Fiir f und A erhalten wir ein entsprechendes Resultat und diirfen

f(x) >0, f® <o fiir alle x € P\ {0}, R € N
festhalten. Sei nun X € A/ gegeben. Wir stellen fest, dass
0> f(X) = (X,AR) = (X, T*ATR) = (T%, ATR) = f(TX)
gilt. Also folgt
F(x) <0 fiir alle x € TN,

also kann der Schnitt der Teilriume P und TA nur den Nullvektor enthalten.
Da T invertierbar ist, folgt daraus

n > dim(P) + dim(TN) = dim(P) + dim(N) = p + n — p,

also 0 > p — p und damit p > p.

Indem wir entsprechend mit den Raumen P und N verfahren, folgt auch p > p, so
dass p = p bewiesen ist.

Wir kénnen dieselbe Argumentation auf die Matrizen —A und —A anwenden, um zu
zeigen, dass auch die Anzahl der echt negativen Eigenwerte identisch ist. [

Unser Ziel ist es, die Anzahl der negativen Eigenwerte der Matrix A — uI zu berechnen.
Dank des Trigheitssatzes andert sich diese Anzahl nicht, wenn wir Kongruenztrans-
formationen auf die Matrix anwenden, also bietet es sich an, nach Kongruenztransfor-
mationen zu suchen, die die Matrix in eine Form bringen, an der wir die Anzahl der
negativen Eigenwerte unmittelbar ablesen konnen. Ideal geeignet wire eine Diagonal-
matrix, wir suchen also eine reguldre Matrix T € K"*" derart, dass T*(A — pI)T eine
Diagonalmatrix ist, denn dann stehen die Eigenwerte auf der Diagonalen.

Diese Aufgabe ldsst sich losen, indem wir T als Dreiecksmatrix wihlen und eine
verallgemeinerte Form der Cholesky-Zerlegung berechnen. Zur Abkiirzung setzen wir
B := A — uI und suchen nach einer normierten unteren Dreiecksmatrix L € K”*" und
einer reellen Diagonalmatrix D € R™*" mit

B = LDL* — LA - uI)L™* =D.

Wir zerlegen die auftretenden Matrizen in Teilmatrizen:

i <1[;11 Bl*) mit By, € KD, B,, € KO-Dx(-1),
*1 ook
(Ll L ) mit L*l S le(nil)j | wx € (nfl)x(nfl)’
*1 Kk K
o mit D,, € R-Dx(n-1)
D..
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7 Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen

Durch Einsetzen in die definierende Gleichung erhalten wir

biin Bis) o « (1 dq 1 L
N L*ldl L**D** LI* N L*ldl L*ldlLI1 + L**D**LI* '

Aus B* = B folgt By, = B}, so dass lediglich die folgenden drei Gleichungen zu erfiillen
sind:

b = du,

B.1 = L.dy,

Falls by; # 0 gilt, konnen wir sie umformen und finden
dy = b,
L*l - B*l/dl,
L..D,,L, =B := B,, — L, d,L,.
Die letzte Gleichung ist von der Form des urspriinglichen Problems, so dass wir sie per

Induktion behandeln kénnen.
In unserem Fall ist B eine Tridiagonalmatrix der Form

ar—p B
g_| f c2—wnu ) ’
‘ ﬁnfl
671—1 Qp — [
so dass die Gleichungen
|17 2
Bi/(on — p) eIl e
L. = 0 , B- B2 s — W
anl
0 Br-1 an—p

gelten und sich demnach der Induktionsschritt mit wenigen Rechenoperationen vollzie-
hen lésst.

Ein weiteres Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen soll hier nur kurz in Form einer
Ubungsaufgabe angerissen werden: Wir kénnen eine Tridiagonalmatrix A in zwei un-
gefiahr gleich grofle unabhéngige Diagonalblocke zerlegen, indem wir k£ = |n/2] wéhlen
und

R := (|Bil6™ + 88*HD) (69 4 Fr )
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7.3 Tréagheitssatz und Dreieckszerlegungen

subtrahieren, um den k-ten Nebendiagonaleintrag zu eliminieren.

Die Diagonalblécke diagonalisieren wir rekursiv. Um die Eigenwerte der Originalma-
trix zu erhalten, miissen wir nun R wieder hinzuaddieren. Dabei konnen wir ausnutzen,
dass es sich um eine Matrix mit Rang eins handelt.

Ubungsaufgabe 7.13 (Niedrigrangstorung) Seien n,m € N.
(a) Seien A € K"*™ und B € K"™*". Beweisen Sie c(AB)U{0} = c(BA) U {0}.
(b) Seien A € K"*™ und B € K™*". Beweisen Sie det(I + AB) = det(I + BA).

(c) Sei D = diag(A1,. .., A\n) eine reelle Diagonalmatriz mit \y < Ay < ... < A\, seien
a,b € R", und sei D := D + ab*. Beweisen Sie

n

pp(x) =pp(z) (1 -3 xaib;) fiir alle x € K\ (D).

=1

(d) Beweisen Sie unter den Voraussetzungen des Aufgabenteils (c): Falls a;b; > 0,
ait1biy1 > 0 fiir eini € [1: n — 1] gelten, besitzt D einen Eigenwert im Intervall

(N, Aig1).

Hinweise: Sind die Matrizen ol+AB A d (QI A

0 al 0 ol+BA
minanten-Multiplikationssatz ist hilfreich. Es darf verwendet werden, dass die Determi-
nante einer oberen Block-Dreiecksmatriz das Produkt der Determinanten der Diago-
nalblécke ist.

) ahnlich? Der Deter-

Neben Tridiagonalmatrizen gibt es noch weitere spezielle Matrixtypen, fiir die die
Behandlung des Eigenwertproblems besonders einfach ist.

Ubungsaufgabe 7.14 (Zirkulante Matrizen) Sei n € N. Wir zerlegen Z in die
Aquivalenzklassen

[klp :={k+nz : z€Z} fir alle k € Z.
Sei A € K" eine zirkulante Matriz, es gelte also
J—tln = [k =L = aij = ake fir alle i,7,k,0 € [1:n].

Wir bezeichnen mit wy, := exp(2mt/n) die n-te Einheitswurzel. Hier ist v die imagindre
Einheit mit 1> = —1, und es gilt W = 1. Die diskrete Fourier-Transformation F € C™*"
st definiert durch
1, ) .
fij = —=uw,} fiir alle i,5 € [1 : n].

\/ﬁn
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7 Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen

(a) Beweisen Sie F*F =1.

(b) Beweisen Sie, dass a,...,an—1 € K existieren mit
(7)) a1 NN (e 77}
A _ anfl aO
) -
a1 e Opq (675}

(c) Beweisen Sie, dass F*AF eine Diagonalmatriz ist.

Hinweise: Bei Teil (a) mag die geometrische Summenformel niitzlich sein, bei Teil (c)
kionnte man AF = FD mit einer geeigneten Diagonalmatrizx D zeigen und Teil (a)
verwenden.

Ubungsaufgabe 7.15 (Tensorprodukte) Seien n,m € N, und seien A € K"*" und
B € K™*™. Das Tensorprodukt der Matrizen ist definiert durch

a11B e alnB
A®B:= : : e K(nm)x(nm)
apB ... a,B
(a) Seien \, u € K Figenwerte der Matrizen A und B mit Figenvektoren x € K™\ {0}

undy € K™\ {0}. Beweisen Sie, dass Au ein Eigenwert der Matriz A @ B ist und
geben Sie einen Figenvektor an.

(b) Seien A\, u € K FEigenwerte der Matrizen A und B mit Eigenvektoren x € K"\ {0}
undy € K™\ {0}. Beweisen Sie, dass A+ ein Eigenwert der Matriz AQI+I®B
ist und geben Sie einen Eigenvektor an.

(c) Seien C € K™ und D € K™*™. Beweisen Sie (A ®B)(C®D) = (AC)® (BD).

(d) Seien A und B diagonalisierbar. Beweisen Sie, dass A @ B diagonalisierbar ist.
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8 Lanczos-Verfahren fiir schwachbesetzte
Matrizen

In der Praxis treten sehr haufig Matrizen auf, die besondere Eigenschaften aufweisen,
die zur Beschleunigung bestimmter Operationen ausgenutzt werden kénnen: Bei einer
Tridiagonalmatrix lassen sich in O(n) Operationen die Matrix-Vektor-Multiplikation
ausfithren, eine QR-Zerlegung konstruieren oder das charakteristische Polynom auswer-
ten. Bei einer Hessenberg-Matrix kann eine QR-Zerlegung immerhin in O(n?) Opera-
tionen berechnet werden, wiahrend bei einer allgemeinen Matrix ein kubischer Aufwand
erforderlich ist.

Wir werden uns in diesem Kapitel auf Matrizen konzentrieren, bei denen die Matrix-
Vektor-Multiplikation x — Ax effizient ausgefithrt werden kann. Ein prominentes Bei-
spiel sind schwachbesetzte Matrizen, die sich dadurch auszeichnen, dass die meisten ihrer
Koeffizienten gleich null sind und deshalb bei der Multiplikation keine Rolle spielen.

8.1 Zweidimensionales Modellproblem

Wir untersuchen als Modellproblem die numerische Approximation des zweidimensiona-
len Poisson-FEigenwertproblems

—AU(Z’, y) = )\U(I’, y)

mit (z,y) €]0,1[%, der Randbedingung

und dem Laplace-Operator

0% 9%
A = — ) 1
u(z,y) 5 (z,y) + a9 (z,y) (8.1)

Zur Diskretisierung wahlen wir ein IV € N und setzen

1

h:= Nl Z:=[1:NJ? Q= {(hi, hj) : (i,j) € I}.

Analog zu dem Beispiel in Abschnitt approximieren wir die Differentialquotienten in
(8.1) durch Differenzenquotienten:

4“(1:’?/) — u(m — ha y) — u(x + hvy) — ’LL(CL‘,y — h) — U($,y+ h)
h2
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8 Lanczos-Verfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

Wie im eindimensionalen Fall schrinken wir den Definitionsbereich auf €2, ein und erhal-
ten ein lineares Gleichungssystem im Raum RZ: Wir ersetzen den Differentialoperator
—A durch eine Matrix A € R?*Z und die Funktion u durch einen Vektor x € RZ, die
durch

4_h_2 falls Zx = ]x und Zby = jya
~h™%  falls |iy — jo| = 1,
—h=2  falls [iy — j,| = 1,

0 ansonsten

Qi5 1=

zj = u(hjg, hiy) fur alle i = (iz,9y) €Z, j = (Ju,Jy) €T
definiert sind, und erhalten das Gleichungssystem
Ax ~ \x.

Wie im eindimensionalen Fall ist die Matrix A symmetrisch und positiv definit, und
auch in diesem Fall sind wir an ihren kleinsten Eigenwerten interessiert. Unsere Aufgabe
besteht also darin, ein n-dimensionales Eigenwertproblem zu 16sen, wobei n = N2 ~ h™2
gilt und sich beweisen ldsst, dass die Eigenwerte und Eigenvektoren des diskreten Sy-
stems mit einem Fehler proportional zu h? gegen die des urspriinglichen kontinuierlichen
Problems konvergieren. Um eine brauchbare Genauigkeit zu erreichen, miissen wir also
darauf vorbereitet sein, sehr grofle Eigenwertprobleme zu behandeln.

Waihrend allerdings im eindimensionalen Fall eine Tridiagonalmatrix entstand, lésst
sich im zweidimensionalen Fall keine Anordnung der Indexmenge Z finden, die aus A
eine Bandmatrix mit von N unabhéngiger Bandbreite macht: Man kann beweisen, dass
die Bandbreite immer mindestens N/2 betragen muss. In der Praxis verwendet man
haufig die lexikographische Anordnung der Indexmenge 7, bei der die Matrix A die
Block-Tridiagonaldarstellung

T -1 4 -1
A—p2|Th T ervn, T=|"t e RVN,
- R | AEDC I —
-1 T -1 4

besitzt, die eine Bandbreite von N aufweist.

Eine Besonderheit von Tridiagonalmatrizen weist allerdings auch die Matrix A un-
abhingig von der Anordnung der Indizes auf: Da pro Zeile dieser Matrizen lediglich
hochsten fiinf von null verschiedene Eintridge auftreten, ldsst sich das Matrix-Vektor-
Produkt y := Ax fiir x,y € R? in O(n) Operationen auswerten. Matrizen mit dieser
Eigenschaft werden als schwachbesetzt bezeichnet.

Theoretisch kénnen wir alle bereits diskutierten Verfahren auf die Matrix A anwen-
den, praktisch stoflen wir dabei allerdings auf Schwierigkeiten: Sobald wir Linearkom-
binationen von Zeilen oder Spalten berechnen, beispielsweise bei der Anwendung einer
Givens-Rotation, entstehen dadurch in der Regel neue von null verschiedene Eintrige in
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8.2 Krylow-Réaume

der Matrix. Das bedeutet, dass der Speicherbedarf und der Rechenaufwand sehr stark
zunehmen. Fiir hohe Problemdimensionen ist dieser Ansatz deshalb nicht mehr sinnvoll
durchfiihrbar.

Giinstig dagegen wire die Vektoriteration, da sie lediglich Matrix-Vektor-Multiplika-
tionen erfordert, die sich, wie gesagt, sehr effizient durchfiihren lassen. Leider eignet sie
sich nur fiir die Berechnung der gréfiten Eigenwerte, wihrend wir bei dieser Anwendung
an den kleinsten interessiert sind.

Bemerkung 8.1 Mit der in Ubungsaufgabe eingefithrten Notation erhalten wir
A=LI+I®L,

wobes

-1
-1 2

die aus Abschnitt[2.1] bekannte Matriz des eindimensionalen Modellproblems ist.
Aus Ubungsaufgabe sind uns die Figenwerte der Matriz L bekannt, und mit

Ubungsaufgabe kénnen wir damit auch die Figenwerte der Matrix A exakt berech-
nen.

8.2 Krylow-Raume

Ein sinnvoller erster Schritt bei der Berechnung der Eigenwerte einer selbstadjungierten
Matrix wird in der Regel darin bestehen, die Matrix auf Hessenberg-, also Tridiagonalge-
stalt zu bringen, da sich beispielsweise die QR-Iteration fiir solche Matrizen sehr effizient
durchfiihren l#sst.

Bisher haben wir fiir diesen Zweck Householder-Spiegelungen oder Givens-Rotationen
eingesetzt, die bei schwachbesetzten Matrizen die vorhandene Struktur zunichte machen
wiirden und deshalb unattraktiv sind. In Ubungsaufgabe haben wir bereits gesehen,
dass es unter gewissen Umstdnden moglich ist, eine Matrix nur mit Matrix-Vektor-
Multiplikationen auf Hessenberg-Gestalt zu bringen. Dieser Ansatz soll nun ausgearbeitet
und genauer untersucht werden.

Insbesondere interessieren wir uns fiir die Frage, ob wirklich eine vollstdndige Hessen-
berg-Transformation notig ist, oder ob wir die Konstruktion eventuell frither abbrechen
konnen und trotzdem gute Ndherungen der gesuchten Eigenwerte erhalten.

Sei im folgenden A € K"*" eine selbstadjungierte Matrix mit den Eigenwerten Ay <
... < A,. Dank des Satzes [3.45 von Courant und Fischer wissen wir, dass der Rayleigh-
Quotient

(x, Ax)

Ag: K"\ {0} —» R, X
A KOO} (.2
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8 Lanczos-Verfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

die Gleichungen

A1 =min{A4(x) : x € K"\ {0}},
Ap = max{A(x) : x e K"\ {0}}

erfiillt. In dhnlicher Weise lassen sich auch andere Eigenwerte mit Hilfe geeigneter lokaler
Minima und Maxima des Rayleigh-Quotienten charakterisieren.

Eine gute Strategie zur Approximation der Eigenwerte konnte also darin bestehen,
den Rayleigh-Quotienten zu minimieren oder zu maximieren. Fiir derartige Aufgaben
ist das Gradientenverfahren geeignet: Der Gradient einer Funktion f: R” — R in einem
Punkt x € R" ist der Vektor V f(x) € R”, fiir den

Df(x) -y =(Vf(x),y)2 fiir alle y € R"

gilt, mit dem sich also alle Richtungsableitungen von f durch ein Skalarprodukt beschrei-
ben lassen. Es ldsst sich nachweisen, dass die Funktion f in Richtung des Gradienten
am schnellsten ansteigt und in Richtung des negativen Gradienten am schnellsten ab-
nimmt, also sind diese Richtungen fiir die Suche nach Minima und Maxima besonders
interessant.

Da wir nach Minima und Maxima des Rayleigh-Quotienten suchen, bietet es sich
deshalb an, seinen Gradienten zu bestimmen.

Lemma 8.2 (Gradient) Es gilt

VA(x) = <X72X>2(Ax — Aa(x)x) fiir alle x € K™\ {0}.

Insbesondere ist der Gradient VA A(x) genau dann gleich null, wenn x ein Eigenvektor
von A ist.

Beweis. Wir fithren die Hilfsfunktionen
f(x) = (x, Ax)9, g(x) = (x,%)2 fiir alle x € K"
ein und erhalten mit Hilfe der Produktregel die Gleichungen

Df(X) "y = <Y7 AX>2 + <X7 AY>2 = <Y> AX>2 + <AX>Y>2 = 2<AX>Y>27
Dg(x) -y =2(x,y)2 fiir alle x,y € K".

Aus A (x) = f(x)/g(x) und der Quotientenregel folgt

gx)Df(x) -y — f(x)Dg(x) -y _ 2(Ax,y)2  [f(x)2(x,y)2

DAA(x) -y = =
) P (ox: g(x) (s
2
= (Ax — Ag(x)x,y)2 fir alle y € K", x € K"\ {0},
(Xv X>2
und damit die gesuchte Gleichung. [
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8.2 Krylow-Réaume

Wir beginnen mit der Suche nach einem Minimum mit einem Startvektor x(©) e K”.
Um die néchste Iterierte zu berechnen, bestimmen wir den Gradienten des Rayleigh-
Quotienten A4 in x(™) und setzen

x0T, G X

€ Span{x(m), Ax(m)} fiir alle m € Ny

x(m+D) = x(M) o, VA4 (x™) = x(™) 4

mit einem geeigneten Skalierungsfaktor a,,. Die nichste Iterierte liegt also im Aufspann
von x(™ und Ax(™). Mit einer einfachen Induktion folgt

x(™ ¢ span{x(o), AxO Amx(o)} fiir alle m € Np.

Die derart durch das wiederholte Multiplizieren eines Startvektors mit der Matrix A
definierten Riume sind fiir uns von besonderem Interesse.

Definition 8.3 (Krylow-Raum) Seien A € K", (% € K® und m € Ny. Der Raum
K(A,q®, m) := span{Aiq® : ie[0:m]}
wird als m-ter Krylow-Raum zu der Matriz A und dem Startvektor q\©) bezeichnet.

Lemma 8.4 (Krylow-Raum) Seien A € K**", q(© € K" und m € Ny.
Es gelten dim K(A, q,m) <m+1 und

K(A, 9V, m) = {p(A)ad : peTl,}.
Fiir jeden Vektor x € K(A,q,m) gilt Ax € K(A,q©, m+1).

Beweis. Die Ungleichung dim (A, q©, m) < m+ 1 folgt unmittelbar aus der Definition
des Krylow-Raums, denn er wird von m + 1 Vektoren aufgespannt.
Sei x € (A, q©, m). Dann existieren «g, ..., a,, € K mit

m
X = Z Ozz‘Aiq(O).
=0
Einerseits folgt unmittelbar

Ax=A Z aiA'q0) = Z ;AT 1q0 K(A, q9,m + 1),
=0 =0

andererseits erhalten wir mit dem durch
m
p(t) = Z ot fiir alle t € K
i=0

definierten Polynom p € II,, die Gleichung

p(A)q"? = (Z aiAZ) q? =3 a;A'q =x,
=0 1=0

also die letzte noch fehlende Gleichung. [
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8 Lanczos-Verfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

Ubungsaufgabe 8.5 (Invariante Teilriume) Sei n € N. Seien A € K™ " und
q? € K" gegeben.
(a) SeiV C K™ ein beziiglich A invarianter Unterraum der Dimension k € [0 : n], und
gelte @9 € V. Beweisen Sie

dim IC(A,q(O),m) <k fiir alle m € Np.

(b) Seien k € [0:n] und q'© € K™ gegeben mit
dimK(A,q9,m) <k fiir alle m € No.

Beweisen Sie, dass ein beziiglich A invarianter Unterraum V mit ¢© € V und
dimV < k exzistiert.

Ubungsaufgabe 8.6 (Approximation) Sein € Nyp. Sei F € K™*" wie in Ubungs-
aufgabe gegeben durch

1 llsi—7j 1,1—
fij:{ falls i = j € {1, n} fiir alle i,j € [1: n].

0 ansonsten
Seien ag > a1 > ... > ay_1 = 0 gegeben. Zeigen Sie, dass ein b € K" existiert mit
min{[|b—y|| : y € KEF,sV, m)} = o, fir alle m € [0:n — 1].

Hinweis: Welche Komponenten eines Vektors in IC(F, oW, m) konnen ungleich null sein?

8.3 Arnoldi-Basis

Der Vorteil der Krylow-Réume besteht darin, dass sie sich relativ einfach mit Hilfe
von Matrix-Vektor-Multiplikationen konstruieren lassen. Auflerdem besteht, wie bereits
gesehen, die Hoffnung, dass sie geeignet sind, um den Rayleigh-Quotienten zu minimieren
beziehungsweise zu maximieren und so Approximationen des kleinsten beziehungsweise
grofiten Eigenwerts zu erhalten.

Allerdings ist dafiir die kanonische Basis q(©, Aq(®,..., A"q® in der Regel nicht
gut geeignet: Fiir grofle Werte von m ist zu befiirchten, dass die Basisvektoren, wie
schon bei der Vektoriteration gesehen, gegen einen Eigenraum konvergieren und damit
,humerisch linear abhéingig® werden. Die Losung besteht, wie schon bei der orthogonalen
Iteration, darin, zu einer orthonormalen Basis zu wechseln. Dafiir sollten wir zunéchst
die Dimension des Raums bestimmen.

Lemma 8.7 (Maximale Dimension) Seien A € K" und q'°) € K". Wir bezeich-
nen mit
mg := max{dim (A, q?,m) : m e Ny}

die mazimale Dimension, die ein Krylow-Raum mit dem Anfangsvektor (0 erreichen
kann. Dann gilt
mo = min{m € Ny : dim IC(A,q(O),m) < m}.

Falls 9 # 0 gilt, folgt daraus insbesondere K(A,q®), mg — 1) = my.
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8.3 Arnoldi-Basis

Beweis. Aus q(©) = 0 folgt dim K(A, q(o),m) = 0 fiir alle m € Ny, so dass die Aussage
trivial ist.
Gelte also nun q(©) # 0. Wir setzen

my :=min{m € Ny : dimK(A,q?,m) <m}

und beweisen K(A,q®,m) = K(A,q?,m; — 1) fiir alle m € Ny mit m > m; per
Induktion. Da m; minimal gewihlt ist, gilt dimK(A,q®), m; — 1) = m;, und damit
folgt die Behauptung.

Induktionsanfang: Sei m = m1. Da m; minimal gewahlt wurde, muss

dimK(A,q9,m —1)=m > dimK(A, q, m)

gelten, und aus K(A, q©, m—1) C K(A,q®,m) folgt K(A,q®,m—1) = K(A,q©,m).
Induktionsvoraussetzung: Sei m € N mit m > my so gegeben, dass IC(A,q(O),m) =
K(A,q(o),ml — 1) gilt.
Induktionsschritt: Nach Induktionsvoraussetzung gilt A™q®) ¢ K(A,q(o),m) =
K(A, q®,m; — 1). Mit Lemma und dem Induktionsanfang folgt

A" g = A(A"q?) € K(A,q, my) = KA, 90, m; —1).

Da q@, Aq®,...,A™q®) ¢ K(A,q(o),ml — 1) bereits nach Induktionsvorausset-
zung gilt, folgt K(A,q®,m +1) € K(A,q®,m; — 1), und aus K(A,q,m; — 1) C
K(A,q®,m +1) auch die Gleichheit der Riume. [ |

Da sich die kanonische Basis des Krylow-Raums (A, q©,m+ 1) von der des Raums
IC(A,q(O),m) nur durch den Vektor A”t1q(®) unterscheidet, bietet es sich an, auch
orthonormale Basen zu verwenden, die sich lediglich durch einen Vektor unterscheiden.
Wir suchen also orthonormale Vektoren q(©,q™®, ..., q"0~1 € K" derart, dass

K(A,q®, m) =span{q?,...,q™} fiir alle m € [0 : mg — 1] (8.2)

gilt. Aus dieser Gleichung kénnen wir direkt eine induktive Konstruktion fiir die Vektoren
a®,...,q™0~1) gewinnen: Wir gehen davon aus, dass ein m € [0 : mg — 1] so gegeben
ist, dass q©,...,q™ eine Basis des Krylow-Raums K(A,q(o),m) ist. Dann spannen

die Vektoren
q(0)7 o 7q(m), Am+1q(0)

den Raum /C(A,q(o),m + 1) auf. Da wir damit rechnen miissen, dass die Vektoren
A™1q() gegen einen Eigenraum konvergieren und damit die Basis ,,numerisch line-
ar abhéngig® wird, soll nun A" g durch einen ,,numerisch stabileren“ Vektor ersetzt

werden: Wegen

existieren ag, ..., a,;, € K mit

Amq(o) = aoq(o) 4+ ...+ amq(m),
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8 Lanczos-Verfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

also folgt
A" qO = 0gAq? + ...+ apnAq™.

Nach Lemma haben wir
a0Aq”) + .+ a1 AqQ™TY e K(A, 0, m),

also folgt
K(A,q®,m+1) =span{q”,....q"™, Aq"™)}

mit dem ,,numerisch stabileren® Vektor Aq(™) anstelle von A" +1q(®).

Da nach Lemma [8.7] fiir alle m € [0 : mo — 2] der Krylow-Raum K(A,q®,m +1) die
Dimension m + 2 hat, miissen die Vektoren q(9), ..., q™, Aq(™ linear unabhingig sein.
Insbesondere kann Aq(™ nicht der Nullvektor sein.

Beispielsweise per Gram-Schmidt-Orthonormalisierung kénnen wir aus ihm deshalb
den gewiinschten Vektor q(™*1) konstruieren.

Definition 8.8 (Arnoldi-Basis) Sei q(*) € K" mit ||q®| = 1 gegeben. Die Arnoldi-
Basis q(©,...,q™~Y ist durch

pm+) Z @ Aq™)y q@ fiir alle m € [0 : mg — 1],
=0

(mt1) p(m+1)

== fiir alle m € [0: mg — 2
o0 1] | |

q

definiert. Nach Definition von mq gelten p\™ # 0 fir alle m € [1: my — 1] sowie
p(™m0) = 0, also ist die Arnoldi-Basis wohldefiniert.
Nach Konstruktion ist die Basis auch orthonormal und besitzt die Figenschaft .

Wir sind daran interessiert, die kleinsten und gréfiten Eigenwerte zu approximie-
ren. Falls A selbstadjungiert ist, ist kleinste Figenwert A\; das Minimum des Rayleigh-
Quotienten A 4 auf dem Raum K™\ {0}, und indem wir diesen Raum durch die Teilrdume

oM .— span{q(o), . ,q(m)} fiir alle m € [0 : mo — 1]
ersetzen, konnen wir Approximationen
)\gm) = min{A4(x) : x € Q™ \ {0}} fir alle m € [0 : mp — 1]

konstruieren. Die Suche nach dem Minimum in einem Teilraum ist natiirlich etwas un-
handlich, deshalb fithren wir die Berechnung auf Gréflen zuriick, mit denen wir besser
arbeiten konnen.

Wir fassen die Basisvektoren zu isometrischen Matrizen

Q™ = (q© ... g™) e gm fiir alle m € [0 : mg — 1] (8.3)
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8.3 Arnoldi-Basis

zusammen, wobei die Notation K™*[0 betonen soll, dass die Spalten der Matrix von 0
bis m statt von 1 bis m + 1 nummeriert sind, und stellen fest, dass fiir m € [0 : mg — 1]
die Gleichung

)\gm) = min{A4s(x) : x € Q" \ {0}}
= min{A4(QM™%) : % e K"\ {0}}

. <Q(m)§7 AQ(m)§>2 . [0:m)
= mm{ QR QMR xekK \ {0}

- (X, (QM)*AQMR), . .
_mm{ <§,(Q(m))*Q(m)§>2 : xe KD ]\{0}

= min{A(Q(m))*AQ(m>(§) : X ¢ K[Olm] \ {0}}

gilt. Nach dem Satz von Courant und Fischer sind also die Werte /\gm) gerade die
kleinsten Eigenwerte der Matrizen

A = (Qm)*AQ™ ¢ KIomIx[0:m] fiir alle m € [0 : mo — 1], (8.4)

konnen also durch Losen eines (m+ 1)-dimensionalen Eigenwertproblems berechnet wer-
den. Fiir m < n lédsst sich diese Berechnung wesentlich effizienter durchfiihren als fiir
die urspriingliche Matrix A. Durch die folgende Beobachtung wird die Berechnung sogar
noch weiter vereinfacht:

Lemma 8.9 (Hessenberg-Form) Fiir jedes m € [0 : mo — 1] besitzt die Matriz A(™
Hessenberg-Gestalt, es gilt

ajj = fiir alle 1,7 € [0 : m].

(W, AqY)y  fallsi < j+1,
0 ansonsten
Beweis. Seien m € [0 : mg — 1] und 4,5 € [0 : m].
Aus der Gleichung 1D folgt mit der Definition der Matrix Q™ direkt die Gleichung
aij = (q¥, AqW)).
ij ) )
Mit Lemma folgt aus q¥) € (A, q(?, j) unmittelbar

Aq¥ € K(A,q,j+1) =span{q?,...,qV D}

Falls i > 7 + 1 gilt, steht q? senkrecht auf den Vektoren q(?,...,qU*tY), also auch auf
AqY, und es folgt Qij = (W, AqW)) = 0. ]

Die Berechnung der Eintrige der Matrix A kann besonders elegant gestaltet wer-
den: Die Eintrdge a;; = (@, AqY)) fiir i € [0 : j] werden bei der Gram-Schmidt-
Orthonormalisierung ohnehin berechnet, wir brauchen sie also lediglich fiir die spétere
Verwendung abzuspeichern.
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8 Lanczos-Verfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

Der untere Nebendiagonaleintrag a;1, erfiillt nach Definition, und weil q'*1) senk-
recht auf q(9, ..., q® steht, die Gleichung

dit1i = ("), Aq") = (g1, plth 4 Zd&' q'”)
(=0

= (qUFD, plthy = ||pt+D)| firallei e [0:m—1], me€[0:mg—1],

und diese Norm wird bei der Orthonormalisierung ebenfalls bereits berechnet, so dass
wir sie nur aufzubewahren brauchen. Insbesondere sind diese Nebendiagonalelemente
alle ungleich null, so dass die entstehende Hessenberg-Matrix irreduzibel ist.

Fiir eine praktische Konstruktion der Arnoldi-Basis wére es von Vorteil, wenn wir auch
den Parameter mg berechnen kénnten. Nach Definition gilt p{™0) = 0, also kénnen
wir diesen Vektor verwenden, um mg zu ermitteln. Wegen Rundungsfehlern diirfen wir
in der Praxis nicht auf einen exakten Nullvektor hoffen. Stattdessen verwenden wir ein
Kriterium der Form

IV 2 < el A

mit einem €, € Rsg: Mit der Abkiirzung a(™ := Aq(™ gilt die Gleichung

P+ = A — 3 (g, Aq(™)ql) = altm) — QU (QI™)alm),
=0

und da Q™ (Q(™)* die orthogonale Projektion auf (A, q®,m) ist, folgt

() — Q(QM)atm|  [ptm]
sin Z(a™, K(A, q©, m)) = | - ,
|a(m)]| [Aq(™)||

unser Kriterium begrenzt also gerade den Winkel zwischen dem neu hinzugekommenen
Vektor und dem vorigen Krylow-Raum.

Algorithmus 8.10 (Arnoldi-Basis) Seien A € K" und q(© € K* mit ||, =1
gegeben. Der folgende Algorithmus berechnet die Arnoldi-Basis q9, ..., qmV und die
gemdf definierten Matrizen A™). Der Algorithmus endet mit m = my.

p+ Aq?; v« |p|
aoo < (a@”,p); P+ p—agq?
aio < [|p|
m <+ 1
while Gmm—1 > €57y do begin
q(m) — p/dm,mfl
p+ Aq™; v+ |p|
fori€[0:m] do begin
aim < (@, p); P P — aimq"?
end
amt1,m < [Pl
m+<m+1
end
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Falls A selbstadjungiert ist, gilt dasselbe nach Konstruktion auch fiir K(m), und da
diese Matrix auch eine Hessenberg-Matrix ist, muss sie dann sogar tridiagonal sein, so
dass sich der Rechenaufwand fiir die Orthonormalisierung und die Bestimmung von )\gm)

noch weiter reduzieren lisst: Es gilt
Qi = Qi = 0 fir alle s € [0 : m — 2],
so dass wir die meisten der fiir die Orthogonalisierung erforderlichen Skalarprodukte

einsparen kénnen. Wenn wir die Tridiagonalmatrix A in der bereits aus Kapitel
bekannten Form B
ar B

B1 oo
At _

Brm
Bm  Qmi1
darstellen, ergibt sich
6Alm—l,m = dm,m—l = Bm—la

so dass ein weiteres Skalarprodukt entfillt. Der resultierende sehr effiziente Lanczos-
Algorithmus nimmt damit die folgende Form an:

Algorithmus 8.11 (Lanczos-Algorithmus) Seien A € K" selbstadjungiert und
q® € K" mit ||q| = 1 gegeben. Der folgende Algorithmus berechnet die Arnoldi-Basis
q,...,qm "V und die Matrizen A" . Der Algorithmus endet mit m = my.

p+< Aqd?; v« |p|
a1+ (@, p); p+p-—aiq?¥

b1« |Ip|l
m <+ 1

while By, > €,y do begin
q(m) < p/Bm
p+ Aq"™; v« |p|
i1 (a"™, p)
PP~ Fnd™ ) — amiiq™

Bm+1 < ||p||
m<+ m-—+1
end

Da der Algorithmus abbricht, sobald 3, = 0 gilt, berechnet er nicht nur eine selbst-
adjungierte Tridiagonalmatrix, sondern sogar eine irreduzible selbstadjungierte Tridia-
gonalmatrix. Deshalb ldsst sich die Theorie aus Kapitel [7] anwenden, um beispielsweise
die Eigenwerte mit Hilfe Sturmscher Ketten zu berechnen.

Es muss leider darauf hingewiesen werden, dass in der Praxis Rundungsfehler hiufig
zu einem Verlust der Orthogonalitédt der mit dem Lanczos-Verfahren berechneten Basis
fithren. Dadurch kann es beispielsweise passieren, dass A(™) bestimmte Eigenwerte bis
auf Rundungsfehler mehrfach aufweist, die in A nur einfach auftreten.
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8.4 Konvergenz

Bei der folgenden Untersuchung beschrinken wir uns auf den Fall selbstadjungierter
Matrizen, setzen also A* = A voraus. Mit Satz finden wir eine unitidre Matrix
Q € K™ und eine reelle Diagonalmatrix

A

derart, dass
A = QDQ*
gilt. Nach Lemma [8.4] gilt
K(A,q,m) = {p(A)ad® : pell,},

wobei II,,, den Raum der Polynome mit Grad < m bezeichnet.
Da die Matrizen Q unitér sind, gilt Q*Q = I, und wir erhalten

p(A) =p(QDQ") = Qp(D)Q* fiir alle p € I,,, m € Ng.  (8.5)

Diese Gleichung ist fiir unsere Konvergenzanalyse von zentraler Bedeutung, denn sie
ermoglicht es uns, durch Wahl geeigneter Polynome p € II,, bestimmte Eigenwerte in
p(D) zu vergréfern oder zu verkleinern und so Approximationen zu konstruieren.

Lemma 8.12 (Eigenvektor-Approximation) Sei (¥ € K mit |9 = 1 gegeben
und sei e := Q6. Sei p € I1,,, ein Polynom mit

p(A1) =1, Ip(x)| < e fir alle x € {Xa, ..., A}

Dann gilt
tan Z(p(A)q(O),e) < etan A(q(o),e).

Beweis. Mit (8.5) und g(© := Q*q(®) folgt
tan’/(p(A)q®, e) = tan” /(Qp(D)Q*q”, Qs")

n 2 A(O) 2
— tan? Z(p(D)a(O),é(l) = Liz |p()\l)A‘((1;]Z |
Ip(A)2]G; 2

2 (4(0))2
aq;

= tan® £(Q4®, Q0W) = ¢ tan® £(q©), e).

Das ist die gewiinschte Abschétzung. ]
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Bemerkung 8.13 (Weitere Eigenwerte) Um einen Eigenvektor zu dem zweiten Ei-
genwert zu finden, konnen wir ein q € l,,—1 mit g(A2) = 1 suchen, das auf {A3,..., \p}
im Betrag kleiner als ein € € Ryq st.

Dann setzen wir p(x) := )\xz__):\llq(x) und stellen fest, dass p € 11, und

6)\”—)\1
A2 — A1

p(A) =0,  pr2)=1,  [p(z)] < fir alle x € {A3,..., An}

gelten. Nun kénnen wir wie in dem Beweis des Lemmas vorgehen. Fir weitere
Eigenwerte konnen wir entsprechend argumentieren.

Da der Grad des Polynoms p unmittelbar mit der Anzahl der Schritte des Lanczos-
Verfahrens zusammenhéngt, sind wir daran interessiert, Polynome zu finden, die auf
{2, ..., A\n} moglichst geringe Werte annehmen, aber in A\; gleich eins sind. Geeignet
transformierte Tschebyscheff-Polynome erfiillen diese Anforderungen.

Definition 8.14 (Tschebyscheff-Polynome) Wir definieren durch

co: K=K, z—1,
ci: K=K, z— =z,
em2 K=K, - 2zxcpny1(x) — ep(z) fiir alle m € N,

die Folge der Tschebyscheff-Polynome.

Aus dieser Darstellung ldsst sich direkt ableiten, dass ¢,, € II,, gilt, und die Rekurrenz-
relation kann sich bei der Implementierung als niitzlich erweisen. Fiir die theoretische
Untersuchung sind alternative Darstellungen der Tschebyscheff-Polynome hilfreicher:

Lemma 8.15 (Alternative Darstellungen) Fir alle z € [—1,1] und alle m € Ny gilt

¢m(x) = cos(m arccos x). (8.6a)

Fiir alle z € R\ [—1,1] und alle m € Nq gilt

em(x) = 1 ((:{: + Va2 — l)m + (a: + Va2 — 1>_m> : (8.6b)

2

Beweis. Wir verwenden die Kutta-Schukowski-Transformation

1
s:C\ {0} = C, z»—>Z+2/Z.
Sie ist surjektiv, denn fiir jedes x € C gilt
1
s(z) =2 <= Z+2 /2 =1 = 22 -202+1=0,

und diese quadratische Gleichung ist in dem Koérper C der komplexen Zahlen immer
losbar. Falls z eine Losung ist, gilt dasselbe aus Symmetriegriinden auch fiir 1/z.

177



8 Lanczos-Verfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

Wir definieren fiir alle m € Ny die Funktionen

fm: C\ {0} > C, sm 2
und werden die Gleichungen
() = fin(2) fiir alle m € Ny, z € C\ {0}, z := s(2) (8.7)

per abschnittsweiser Induktion beweisen.

Induktionsanfang: Fir m = 0 gilt f,(2) = 1 = ¢ (2) fiir alle z € C\{0} und alle x € C.
Fiir m = 1 haben wir f,,, = s, also folgt aus x = s(z) bereits ¢1(z) = x = s(2) = fin(2)
fiir alle z € C\ {0}.

Induktionsvoraussetzung: Sei m € N>; so gegeben, dass die Gleichung ¢, (z) = f,(2)
fiir alle n € [0:m], z € C\ {0}, x = s(z) gilt.

Induktionsschritt: Sei z € C\ {0}, sei x := s(z). Es gilt

iy o e+ -+ e+ D) -

fmt1(z) = 9 = 2
z™m % Zm_l ml—1
_ ( ; 1) T VI 95() f(2) — fma(2)

=2z () — em—1(x) = 41 ().
Um zu beweisen, wihlen wir x € [—1,1] und setzen £ := arccos(z) € [0, 7] sowie

z := €. Dann gilt mit der Eulerschen Formel

1 i€ L p—if i€ 4 oiE ,
() = T S RS Refel) — cos() =

Mit (8.7)) und der Eulerschen Formel folgt

M ymm - 6im£ 4 e—imf

cm(z) = fm(2) = B = B

imé imé .
% = Re(e™®) = cos(m&) = cos(m arccos(x)).

Um (8.6b) zu zeigen, withlen wir z € R\ [~1, 1] und setzen z := 2 + v/z2 — 1. Dann gilt
1 1 r—Va?-—1 r—Va?—1

- = = = =z —Va?-1,
z x4V -1  (z4+Vel-1)(z—+V22-1) 22— (22-1)
und es folgt
() z+1/z z4+Val-1+z—-Va?-1 2
s(z) = = =— =z
2 2 2

Indem wir in (8.7)) einsetzen, folgt direkt (8.6bj). ]
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8.4 Konvergenz

Lemma 8.16 (Optimalitét) Seixo € R\ [-1,1]. Unter allen Polynomen p € I1,,, mit
p(xo) = em(mo) besitzt ¢, die kleinste Maximumnorm auf dem Intervall [—1,1].

Beweis. Die Maximumnorm von ¢, auf dem Intervall [—1, 1] betrigt wegen c¢,,(z) =
cos(m arccos z) gerade eins. Sei p € Il,;, ein Polynom mit ||pl|o —1,1] < 1.
Wir betrachten die Differenz r := ¢, — p € 11,,,. Es gilt

em (&) = cos(mv) = (—1) mit &, := cos(mv/m) fiir alle v € [0 : m].
Aus [|pl|oo,(-1,1) < 1 folgt

r&)=(-1)"-p&)>1—|p(¥)|>1-1=0 fiir alle geraden v € [0 : m],
r&,)=(-1)"—-p&) < -1+p(v)|]<—-14+1=0 fiir alle ungeraden v € [0 : m)].

Da das Polynom r in &, alternierende Vorzeichen annimmt, muss es nach dem Zwischen-
wertsatz in jedem Intervall (§,41,&,) eine Nullstelle besitzen. Da der Cosinus auf [0, 7]
streng monoton féllt, besitzt r also mindestens m Nullstellen in [—1, 1] = [cos(m), cos(0)].

Da zg ¢ [—1,1] gilt, kann z( keine dieser m Nullstellen sein. Wiirde also p(xo) =
em(xo) gelten, besdBe r € II,,, mindestens m + 1 Nullstellen, miisste also nach dem
Eindeutigkeitssatz fiir Polynome gleich null sein, wir hiitten p = cp,. Da [|pllog —1,1) < 1 =
l[em lloo,[—1,1] gilt, ist das unmoglich, also kann kein Polynom p € 11, mit p(zo) = ¢ (7o)
auf [—1, 1] eine Maximumnorm echt kleiner als 1 = ||cp [|oo,[—1,1) aufweisen. ]

Um eine Approximation des kleinsten Eigenwerts A; zu erhalten, benétigen wir ein Po-
lynom niedriger Ordnung, das auf dem Intervall [\, \,,] moglichst kleine Werte annimmt.
Die Tschebyscheff-Polynome sind auf [—1, 1] in der oben prizisierten Weise minimal, al-
so bietet es sich an, sie so zu transformieren, dass diese Minimalitéit sich auf [Aa, Ay]
iibertragt.

Die Abbildung

An — T T — Ay An + Ay — 2z
d:R—R —1)= —"——
B LAnds wens Wit womy v St A W
erfiillt ®(A\2) = 1 und ®(\,) = —1 sowie
An + Ao — 2\ An — A2 +2(A2 — A1) Ay — A\
7o = () = =7 I M W W L)

Mit Hilfe dieser Transformation kénnen wir nun das fiir die Berechnung der Eigenvek-
toren bendtigte p. optimal wihlen: Zu einer gegebenen Dimension m € N setzen wir

pm(z) = cm(®(2)) (8.9)
und erhalten

1 1
pm(>\1) =

Cm(:EO) Cm((l)()‘l)) = 17 |pm(x)| S Cm(xO)

fir alle z € [Aa, Ap).

Um konkret angeben zu kénnen, wie gut die durch p,, induzierte Approximation des
Eigenvektors ist, benotigen wir eine Abschitzung fir 1/c¢y,(xo):
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8 Lanczos-Verfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

Lemma 8.17 (Konvergenzrate) Wir definieren

An — A1 VE—1
= 1 = 8.10
= b 0= = (8.10)
und erhalten
1 20™
¢ 20™ fiir alle m € Np.

= <
lem(zo)] 140

Beweis. Da wir die Tschebyscheff-Polynome in der zweiten Darstellung aus Lemma [8.15
verwenden wollen, miissen wir g + /23 — 1 geeignet darstellen. Wir beginnen mit

-1

)\2—)\1>2_1:1+4)\2—)\1 (A2 = M)

4
An — A9 An — A2 * ()‘n - )‘2)2
Q2= M0 =)+ Do = M) (e = A)(hn — M)
()‘n - )‘2)2 ()‘n - )‘2)2 .

x3—1:<1+2

Aus dieser Gleichung und (8.8)) ergibt sich

x0+\/ﬂz (An = A2) +2(A2 — A1) + 2V — MvA — Ay

An — A2
e =A) A = A) 2V — AV A — A
B An — A2
IR TR YY) P Ep Vi PR SV VAN
B An — A2 A — A2 A2 — A1
B A2 — A o (Ma—M N\ 1o
_<)\n_)\1)_()\2_)\1)(1+\/g)_<)\2_)\1 1) A+
1  WE+D)* VR41
S Y S e Ve e

Einsetzen in die zweite Darstellung in Lemma [8.15] ergibt

1 _ 1, _ 1+ o*™
- = 2((1 m 1 my _ m my _
cm(o) 2(( Jo)™ + (1/0)™™) 2(@ +0™) 2o
und damit

1 20™

cm(zg)  02m 41

Die fiir uns wichtigsten Eigenschaften des durch gegebenen transformierten
Tschebyscheff-Polynoms fassen wir in folgendem Lemma zusammen:
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8.4 Konvergenz

Lemma 8.18 (Transformiertes Polynom) Sei m € Ny, und seien A\ < Ao < A,
gegeben. Dann existiert ein Polynom p,, € 1l,, mit

m

2
< Y

m :17 m : ) \n = T 7 o9
en max{{pn(@)| + @€ Do M} < T

mit o aus .

Beweis. Wir definieren p,, durch und wenden Lemma an. Da ¢, auf [—1,1]
nur Werte zwischen —1 und 1 annehmen kann, kann p,, auf [Ag, ;] nur Werte zwischen
—1/em(z0) und 1/c¢p(z9) annehmen. ]

Aus diesem Lemma folgt unmittelbar die folgende Konvergenzaussage fiir den Eigen-
vektor e:

Folgerung 8.19 (Eigenvektor-Approximation) Seien m € Ny und e := Q6(1). Sei
q9 e K" mit Hq(O)H =1 gegeben, und sei ¢ wie in Lemma gewdhlt. Dann existiert
ein Polynom p,, € I, mit

2 m
tan Z(pm(A)q”), e) < 1+QW tan Z(q, e) fiir alle m € Ny.

Beweis. Wir kombinieren Lemma [8.12] mit Lemma ™

Die Grofle k in beschreibt, wie grofl der Abstand zwischen A\; und Ao im Vergleich
zu dem ,Durchmesser* A\, — A1 des gesamten Spektrums ist. Je kleiner dieser relative
Abstand wird, desto grofler wird k und desto néher riickt die , Konvergenzrate“ o an
eins heran, desto langsamer konvergieren also die Eigenvektoren und Eigenwerte. Wie
schon bei der Vektoriteration ist es also auch hier von Vorteil, wenn die Eigenwerte,
die wir berechnen wollen, einen moglichst groflen Abstand zu dem Rest des Spektrums
aufweisen.

Man beachte, dass Folgerung [8.19| nur eine Existenzaussage bietet: Wir wissen, dass
mit p,,(A)q® ein Vektor in dem Krylow-Raum K(A,q®,m) existiert, der e approxi-
miert, aber wir kénnen ihn mit diesem Zugang nicht berechnen, weil wir die Eigenwerte
A1, A2 und A, nicht kennen, die fiir die Konstruktion von p,, erforderlich wéren.

Bei Eigenwerten dagegen konnen wir einen direkten Bezug zwischen den berechenbaren

Niherungswerten )\gm) und dem Eigenwert A; herstellen:

Satz 8.20 Sei A = A* € K™, Seien A\ < Ao < ... <\, die Figenwerte von A. Dann
ist e = Q6 ein Eigenvektor zu dem Eigenwert M. Sei m € [0 : mg — 1] und sei )\gm)

der kleinste Eigenwert von A Dann gilt

m

m 2
A< A )3A1+(AnA1)( 3

2
1—|—27n> tan2 é(q(o), e).
o

fir die Konstante o aus .
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8 Lanczos-Verfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

Beweis. Die linke Abschéitzung folgt direkt aus

A™ = min{A 4, (%) © X € R¥\ {0}} = min{A4(x) : x € BildQ™ \ {0}}

> min{A4(x) : x € K"\ {0}} = A;.

Fiir die rechte Abschéitzung kombinieren wir Folgerung mit Lemma Wir setzen
y = pm(A)q® und erhalten

A™ A < Aa(y) = M= Aa) — M| < |A = A\ sin’(y, e)
< |JA = M| tanz(pm(A)q(O),e)

20™ 2
T sz) tan? 2(q?, e).

<A -\ <

Es bleibt nur noch, die Norm der Matrix A — A\I abzuschéitzen:

[A =M1 = [|QDQ" — 1 QQ7| = QD — MDQ7| = |[D — AT

Mit der Abschéitzung

n

1D = MDz)? =) (i =2zl < (= M)l = (= M)z

i=1 i=1

folgt [|A — MI|| = ||D — AI|| < Ay — A1, also die Behauptung. ]

Bemerkung 8.21 (Mehrfache Eigenwerte) Die Voraussetzung A1 < Ao ist in die-
sem Fuall nicht kritisch, sie dient lediglich der Vereinfachung des Beweises. Falls A\ =
coo = A < Apg1 gilt, konnen wir den Beweis im Wesentlichen wie bisher durchfiihren
und miissen lediglich das Polynom py, so wdihlen, dass es auf [Ag11, An] kleine Werte an-
nimmt. Auferdem miissen wir den Tangens des Winkels zwischen gV und e durch den
Tangens des Winkels zwischen ¢V und dem von eV, ... e®) aufgespannten Eigenraum
zu dem Figenwert A\ ersetzen.

Die Fehlerabschitzung gilt dann mit Ag1 anstelle von Ay, entscheidend ist also der
Abstand zwischen \y = ... = A\, und dem Rest des Spektrums.

Bemerkung 8.22 (Modellproblem) Im Fall des zweidimensionalen Modellproblems
sind wir vor allem daran interessiert, mit kleinen Gitterschrittweiten h € Rso zu ar-
beiten. Fiir kleines h stellt man fest, dass A\, =~ ch™2 fiir eine Konstante ¢ € Rxq gilt,
der grofte Eigenwert wird also sehr grof3 werden. Damit folgt auch k ~ ch™2, und wir

erhalten
-1 2 2 2
VE+1 VE+1

Veh 241 Ve
die Konvergenzgeschwindigkeit unseres Verfahrens wird also fiir zunehmend feine Gitter
zunehmend langsamer werden.

182



8.4 Konvergenz
Ubungsaufgabe 8.23 (Ritz-Vektoren) Seien n € N und eine selbstadjungierte Ma-

trix A € K"*"™ gegeben. Seien eine unitire Matrix Q € K™*" und

A
D= mit AM<A<...<\,
An

so gegeben, dass A = QDQ* gilt. Dann ist e := Q0(1) ein Figenvektor der Matriz A zu
dem Figenwert \y.

(a) Beweisen Sie

% = @10W)* _ ApR) — M
%2 7 Ae—X

fir alle x € K™\ {0}.

(b) Wir bezeichnen den Eigenraum zu dem kleinsten Eigenwert A\ mit € := Ea(\1) =
span{e}. Beweisen Sie

AA(X) — )\1

sin? /(x, &) < N

fir alle x € K™\ {0}.

(c) Seim € [1 : n], und sei Q € K™™ eine isometrische Matriz. Sei A := Q*AQ,
und seien Ay € R der kleinste Eigenwert dieser Matriz und € € K™ \ {0} ein
zugehdriger Eigenvektor.

Beweisen Sie, dass der Ritz-Vektor e := Q@ die folgende Abschitzung erfillt:

_ A=A
sin® Z(8,€) < )\; — )\1.
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9 Eigenwertverfahren fiir sehr groBBe
Matrizen

Die Konvergenz des Lanczos-Verfahrens héngt von dem Verhéltnis zwischen dem grofiten
und dem kleinsten Eigenwert der Matrix A ab, also von ihrer Konditionszahl. Gera-
de bei Eigenwertproblemen, die im Kontext partieller Differentialgleichungen auftreten,
wird diese Konditionszahl oft sehr grof sein, so dass wir mit einer relativ langsamen
Konvergenz rechnen miissen. Deshalb interessiert man sich fiir Verfahren, die weniger
empfindlich auf die Konditionszahl reagieren. Ein Kandidat wére die inverse Iteration,
bei der bekanntlich nur die Eigenwerte in der Néhe des gesuchten einen Einfluss auf
die Konvergenzgeschwindigkeit haben, aber die Berechnung der Inversen oder das (ex-
akte) Losen eines linearen Gleichungssystems ist bei sehr grofen Matrizen in der Regel
schwierig. Deshalb sucht man nach Verfahren, die sich im Prinzip wie die inverse Ite-
ration verhalten (oder sogar wie die inverse Iteration mit Shift), aber ohne das ezakte
Losen grofler Gleichungssysteme auskommen.

0.1 Richardson-Ilteration

Sei A € K"*" wieder eine selbstadjungierte Matrix, es gelte also A = A*. Nach Satz
finden wir eine unitdre Matrix Q € K™*" und eine reelle Diagonalmatrix

A1
An

mit Q*AQ = D. Wir interessieren uns fiir den kleinsten Eigenwert A\; der Matrix.
Eines der einfachsten iterativen Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme der
Form

Ax=Db (9.1)
mit vorgegebener rechter Seite b ist die Richardson-Iteration
x(m+D) = x(m) _ g(Ax™ —b) fiir alle m € Ny,
die ausgehend von einem Startvektor x(?) eine Folge von Niherungslsungen berechnet.

Dabei ist die korrekte Wahl des Ddmpfungsparameters 8 € Rsq entscheidend fiir das
Konvergenzverhalten.
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9 Eigenwertverfahren fiir sehr grofle Matrizen

Wenn wir den kleinsten Eigenwert und einen passenden Eigenvektor zu berechnen,
konnen wir das Verfahren anpassen: Zu diesem Zweck ersetzen wir durch die Ei-
genwertgleichung

Ax = \ix,

die sich in die Form eines linearen Gleichungssystems
(A—X\Dx=0

mit der rechten Seite b = 0 bringen ldsst. Da wir den kleinsten Eigenwert A; nicht
kennen, ersetzen wir ihn durch eine Ndherung ¢ € R und erhalten die Iterationsvorschrift

x(m D) = x(m) _ g(Ax™ — px(™)) fiir alle m € Np. (9.2)
Fiir die Analyse fithren wir, wie schon héufiger, die transformierten Vektoren
(M) .= Q*x(™) fiir alle m € Ny
ein und erhalten mit x(™ = QX(™) aus die Gleichung

i(erl) _ Q*X(erl) _ Q*X(m) _ H(Q*Ax(m) i MQ*X(m))
=xm — 9(Q*AQx™ — ;x(™)

x(m — g(Dx™ — px(™)

(I—6(D — pI)x™ fiir alle m € Ny.

Fiir die einzelnen Komponenten des Vektors X(™) folgt daraus
@(m) =(1-6\— ,u))mﬁc\z(.o) fiir alle m € Ny, i € [1:n]. (9.3)

Wir mochten erreichen, dass die erste Komponente der Iterationsvektoren gegeniiber den
anderen dominiert.

Falls wir g mit dem Rayleigh-Quotienten ermitteln, wird nach dem Satz von
Courant und Fischer immer \; < p gelten, so dass A\; — p negativ ist. Wenn wir 6 > 0
sicher stellen, folgt

1—0\i—p)>1 fiir alle 7 € [1 : n] mit \; < p.

Die Komponenten des Vektors, die zu Eigenwerten grofler als 1 gehoren, sollten méglichst
reduziert werden, wir brauchen also
—1<1—-0\—p) <1 fiir alle 7 € [1: n] mit \; > p.

Da A, der grofite Eigenwert ist, geniigt es,

2 2

—-1<1-0(\, — 2>0(\, — 0 <
< ( p) = 2>0( Q) = <An—u N

sicher zu stellen. Der Dampfungsparameter 8 muss also positiv, aber klein genug sein.
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9.1 Richardson-Iteration

Satz 9.1 (Konvergenz) Seien k € [1:n — 1] und u € Rsg so gewdhlt, dass
M SRS < g S SNy

gilt. Sei € der von den Eigenvektoren zu den ersten k Eigenwerten aufgespannte invari-
ante Teilraum.

Fiir alle Dimpfungsparameter 8 € R~ erfillen die Vektoren der Richardson-Iteration
die Abschitzung

tan Z(x(™ &) < g™ tan £(xY), €) fir alle m € Ny,
wober die Konvergenzrate durch
0:=max{l — O(N\gy1 — pn),0(A\p — ) — 1}

gegeben ist. Sie nimmt fiir den optimalen Ddmpfungsparameter

0 _ 2
P N — 1) + Nt — 1)

thr Minimum
ooy = =) = er = p1)
P =)+ Ok — )

an, ist aber fir jedes 6 € (0,0, echt kleiner als eins.

<1

Beweis. Wir definieren den Teilraum & := KF x {0} C K" und halten & = Q€ fest. Da
Q unitér ist, gilt
tan Z(x(™, £) = tan £(X™, €) fiir alle m € Npy.
Aus 6 > 0 folgt
1—60N—p)>1 fir alle ¢ € [1: k.
Da die Eigenwerte aufsteigend sortiert sind, gilt
1—0Ap—p) <1—0(N —p) <1—0(Agy1— ) fir allei € [k +1:n].
Falls 0(\, — p) < 1 gilt, haben wir
0<1—0(Ay—p) <1 —0(Ngg1 — p),
also
=0\ —p)] <1—0Ngs1—p) <o fir allei € [k+1:n].

Anderenfalls gilt
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9 Eigenwertverfahren fiir sehr grofle Matrizen

und wir erhalten
11 -0\ — )] <max{l—0Ags1 —p),0(\, —p) —1} =p firalleie[k+1:n].

Wie im Beweis des Lemmas folgt mit (9.3) die Abschétzung

n ~(m) 2
tan? Z (X, €) = —Ei:kk*l ’i’n) |
Zizl |§jz ’2
n m| (0
i 1= 00 — P2
SE L= 00 — )2 2™

7'1_ 2m .@(0) 2 ~
i=11%;

Fiir die Bestimmung des optimalen Dadmpfungsparameters # gehen wir davon aus, dass
o als Maximum einer monoton fallenden und einer monoton wachsenden Funktion nur
dann minimal sein kann, wenn

L= 0Ngr1 —p) = 0(Ay — 1) — 1

gilt, und diese Gleichung ist dquivalent mit

2=0((Ag+1 — 1) + (Ao — p))-

Daraus ergibt sich die Formel fiir 6,p¢. Durch Einsetzen in die Definition der Konver-
genzrate g erhalten wir

2(Ae+1 — 1)
(An = 1) + (Agy1 — )
(A =) + M1 — 1) =201 — 1) _ (A — ) = (A1 — 1)

Oopt = 1 — Oopt(Apr1 —p) =1 —

(A = 1) + N1 — 1) (An = 1) + N1 — )’

und wegen g < g4 folgt oopt < 1. Fiir ein beliebiges 6 € (0, Oopt] erhalten wir
1>1= 0N — ) 2 1= Oopt (A1 — 1) = Oopt(An — 1) =1 = 0(An — p) — 1,
also insbesondere p < 1. [

Wir sehen, dass auch bei der Richardson-Iteration der grofite Eigenwert ein Rolle fiir
die Konvergenzrate spielt: Selbst wenn wir den Diampfungsparameter 6 optimal wihlen,
haben wir

Dot — An =) = Qg —p) o 201 —2p
(An = 1) + (Meg1 — 1) An A+ N1 — 2407

und dieser Ausdruck wird fiir grofe A, sehr nahe an eins liegen, so dass eine sehr langsame
Konvergenz zu erwarten ist.
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9.2 Optimale Ddmpfung

9.2 Optimale Dampfung

Es wire von Vorteil, wenn wir den Dampfungsparameter 6 der Richardson-Iteration in
optimaler Weise durch einen geeigneten Algorithms wéhlen lassen kénnten.

Geméif (i ist die neue Iterierte x("*1) eine Linearkombination zwischen der alten
Iterierten x\"% und dem Residuum

) i ) Ax(m),

also stellt sich die Frage, wie wir diese Linearkombination wihlen sollen, um dem ge-
suchten Eigenvektor moglichst nahe zu kommen.

Bei der Beantwortung dieser Frage konnen wir uns wieder von dem Satz von
Courant und Fischer leiten lassen: Der gewiinschte Eigenwert A\; ist das Minimum des
Rayleigh-Quotienten, also bietet es sich an,

x(m+D) e Pim) . — gpan{x(™ (™)}
so zu wahlen, dass
Aa(x™HDY < Ay (2) fiir alle z € V(™) (9.4)
gilt. Dazu stellen wir den zweidimensionalen Teilraum V(™) als Bild der Matrix
vim) . (X(m) r(m))
dar und konstruieren mit der diinnen QR-Zerlegung
Q(m)R(m) —vim

eine isometrische Matrix Q™ € K"*2, deren Bild den Teilraum V("™ zumindest enthélt.
Wenn wir die néchste Iterierte als

X(m+l) _ Q(m)i(m—i-l)
setzen, erhalten wir mit Lemma die Gleichung

<X(m+1), Ax(m+1)> <Q(m)§(m+1), AQ(m)g(m+1)>

(m+1)y _ _
AA(X ) <X(m+1) 7 x(m+1)> <Q(m)§(m+1)7 Q(m)g(m+1)>
<§(m+1)’ (Q(m))*AQ(m);{(m+1)> <§(m+1)’ (Q(m))*AQ(m))A((m+1)>
T (&Mt (Qm))rQmx(mIDy (®(m+1) 5(m+1)) ,

wir konnen also

Alm) . (Q(m))*AQ(m) c K2x2

definieren, um zu der Gleichung

AA(x" ) = A g (XTFY) (9-5)
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zu gelangen. Nach dem Satz [3.45] von Courant und Fischer nimmt die rechte Seite ihr
Minimum an, wenn X1 der Eigenvektor zu dem kleinsten Eigenwert der zweidimen-
sionalen Matrix A(™) ist.

Also kénnen wir die bestmégliche Linearkombination der Vektoren x(™ und r(™
bestimmen, indem wir ein zweidimensionales Eigenwertproblem 16sen. Wie man das be-
werkstelligt, wissen wir bereits seit Kapitel [4

Der Eigenwert entspricht dank dem Rayleigh-Quotienten der neuen Iterierten
x(M*D) g0 dass wir ihn fiir das aus Kapitel [5| bekannte Abbruchkriterium verwenden
konnen, ohne erneut den Rayleigh-Quotienten explizit auszuwerten.

Algorithmus 9.2 (Gradientenverfahren) Sei A € K"*™ selbstadjungiert. Der fol-
gende Algorithmus berechnet eine Folge (x(m))meNO, die unter geeigneten Bedingungen
gegen einen Figenvektor zu dem kleinsten Eigenwert von A konvergiert.

x - x/ |||
A+ (Ax,x); r < Ax — Ax;
while [|r|| > €|A| do begin
V « (x r) e Knx2;
Berechne eine diinne QR-Zerlegung QR =V mit Q € K"*2;
B« AQ;
A-QB: {=QAQ)
Finde einen normierten Eigenvektor'y fir
den minimalen Figenwert A der Matrix K;
X QYf
r < By — \x {=Ax—-)Xx}
end

Die Bezeichnung ,, Gradientenverfahren“ ist dadurch motiviert, dass wegen Lemma 8.2
span{x™ r(™} = span{x(™ VA, (x(™)}

gilt, wir verbessern unsere Losung also gerade in Richtung des Gradienten des Rayleigh-
Quotienten. Da unser Algorithmus dabei die bestmdgliche Schrittweite verwendet, ent-
spricht er dem konventionellen Gradientenverfahren fiir die Minimierung des Rayleigh-
Quotienten, allerdings mit der Besonderheit, dass die Iterationsvektoren in jedem Schritt
normiert werden. Da der Rayleigh-Quotient invariant unter Skalierung des Arguments
ist, andert sich dadurch das Konvergenzverhalten nicht.

Bei der Analyse des Gradientenverfahrens kénnen wir auf die in Kapitel [§] geleistete
Vorarbeit zuriickgreifen: In jedem Schritt des Verfahrens wird die bestmogliche Linear-
kombination zwischen x(™ und r(™ gewiihlt, und wegen

span{x("™ r(™M1} = span{x™ Ax(™)}

konnen wir einen solchen Schritt wie ein Lanczos-Verfahren behandeln, das nach einem
einzigen Schritt abbricht.
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Satz 9.3 (Konvergenz) FEs gelte A\; < \o. Mit
. (An—)\l)—()\g—)\l)zl_ 2(A2 — \p) -
A=A+ (A2 =) (An — A1) + (A2 — A1)

erhalten wir die Abschitzung

Aa(xmHDy — ) < min{()\n — A1) tan? Z(x(™e),
Aa(x™)y - /\1} fiir alle m € No,
wobei e := Q5 ein Eigenvektor zu dem Eigenwert Ay ist.

Beweis. Da das Gradientenverfahren nach Konstruktion den Rayleigh-Quotienten in dem
Krylow-Raum (A, x(m) 1) = span{x(m), Ax(m)} minimiert, konnen wir seine Analyse
auf die eines Lanczos-Verfahrens mit einem Schritt zuriickfiihren.

Mit Satz erhalten wir die Abschétzung

R 2
AA(X(m+1)) — A1 < (A= A1) <1 n @2> tan? A(X(m), e) fiir alle m € Ny
mit den Konstanten
A \/E -1 o — >\n - )\1
Qi\/ﬁ—i-l’ 7/\2—)\1.

Dank der Gleichung

oy —1 -1 - 1\ !
(5) (i) (G2
(VE+1)2 + (VE — 1) ‘1:2 K+2Vr+1+k—2/r+1\""
(M) ()
:2<25+2)1:m1:’/\\g_,’\\;—1_()\n>\1)()\2)\1)
k+1

k—1 i‘\;:i\\11+1_()\n_>\l)+(>\2_>\l)

|
Do

folgt die erste Abschétzung. Die zweite folgt unmittelbar, da wir den Rayleigh-Quotien-
ten auf einem Teilraum minimieren, der x(™ enthiilt. ]

Bemerkung 9.4 (Mehrfacher Eigenwert) Fulls \y = Ay = ... = A\ < Agy1 gilt,
erhalten wir ein leicht modifiziertes Konvergenzresultat: Wir ersetzen e durch den Auf-
spann € = span{eV), ... e} der ersten k Eigenvektoren e® := Q6™ , i € [1: k|, und
erhalten

Aa(x™H)) — X < (Ap — Ap)o? tan? £(x™) &) fiir alle m € Ny

mit der Konvergenzrate

(An = A1) = (M1 — A1)

= < 1.
¢ (An = A1) + (Mrg1 — A1)
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9 Eigenwertverfahren fiir sehr grofle Matrizen

In vielen Anwendungen ist A, sehr viel grofler als A1, so dass der Faktor g relativ nahe
bei eins liegen wird und deshalb mit relativ langsamer Konvergenz rechnen miissen.

Ubungsaufgabe 9.5 (Lokales Minimum) Sei A € K™ " selbstadjungiert, sei x €
K"\ {0}. Beweisen Sie, dass aus

Aa(x) < Aaly) fir alle y € span{x, Ax}

folgt, dass x ein Figenvektor ist.
Hinweis: Man kdnnte eine Arnoldi-Basis konstruieren und Folgerung [7.6 auf die Ma-
trizen A© und AV anwenden.

9.3 Vorkonditionierer

Unser Ziel besteht nun darin, die Geschwindigkeit des Gradientenverfahrens zu verbes-
sern. Insbesondere stellt die Abhéngigkeit der Konvergenz von dem grofiten Eigenwert
An ein Problem dar, da bei vielen Aufgabenstellungen, beispielsweise auch bei unserem
Modellproblem, dieser Eigenwert sehr grofl werden kann.

Die inverse Iteration kennt dieses Problem nicht, fiir sie konnten wir eine Konvergenz-
rate von |A2|/|A1| nachweisen. Leider ist es unrealistisch, bei sehr grofien Matrizen A
die Inverse exakt zu berechnen, und die Approximation der Eigenwerte einer genéherten
Inversen ist etwas unbefriedigend.

Wir konnen allerdings die inverse Iteration so umschreiben, dass wir mit Ndherungen
arbeiten konnen, aber weiterhin die ,richtigen“ Eigenwerte bestimmen: Da wir lediglich
an der Richtung der Vektoren interessiert sind, kénnen wir die Iterierten der inversen
Iteration beliebig skalieren. Wir wihlen die Skalierung mit dem Rayleigh-Quotienten
und erhalten

x(m+1) _ AA(X(m))A—lx(m) = x(m _ A-TAx(m 4 AA(X(m))A—lx(m)
=xm — AT AX™ — Ay (x™)x(™)).

Falls x("™) ein Eigenvektor der Matrix A ist, gilt Ax(™) = A 4(x(™))x(™)  also x(m+1) =
x(™) exakte Eigenvektoren sind also Fixpunkte dieser Iteration.

Diese Eigenschaft bleibt erhalten, wenn wir die exakte Inverse durch eine Ndherung N
ersetzen, um zu der vorkonditionierten Richardson-Iteration (auch bekannt als PINVIT,
preconditioned inverse iteration).

x(H) = x(M) — N(Ax™ — A, (x(™)x(™) fiir alle m € Ny

zu gelangen. Fiir jede invertierbare Vorkonditionierungsmatriz N sind die Fixpunkte
dieser Iteration Eigenvektoren der Matrix A. Da die Matrix A selbstadjungiert ist und
N ihre Inverse approximieren soll, wird in der Regel vorausgesetzt, dass auch N selbst-
adjungiert ist.
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9.3 Vorkonditionierer

Bemerkung 9.6 (Vorkonditionierung) Der Begriff Vorkonditionierung stammt da-
bei aus der Welt der linearen Gleichungssysteme: Falls wir

Ax=Db

losen wollen, aber die Konditionszahl der Matriz A grof$ ist, werden wviele iterative
Lésungsverfahren nur sehr langsam konvergieren. Deshalb ersetzt man das System durch

das dquivalente System
NAx = Nb,

in dem durch eine geeignete Vorkonditionierungsmatriz N die Konditionszahl reduziert
und so das Konvergenzverhalten verbessert werden kann.

Bei der vorkonditionerten Richardson-Iteration kénnen wir den Dimpfungsparameter
in der Matrix N verschwinden lassen, da er keinen Finfluss auf die Konditionszahl hat,
so dass sie die einfache Form

x(m+1) = x(m) _ N(Ax(™ — D) fir alle m € Ny

annimmt. Die Fehler beziiglich der exakten Lisung x des linearen Gleichungssystems
entwickeln sich gemdyfs

x(m+h) _ x = x(m _ x - N(Ax(™) —b)
=x(M —x - NAx™ - x)
= (I- NA)"™ —x) fiir alle m € No.

Fir die Konvergenz ist demnach die Iterationsmatrix I — NA ausschlaggebend. Gilt
beispielsweise |[I — NA|| < 1, so konvergieren die Vektoren x(™ gegen die Lisung x.

Die vorkonditionierte Richardson-Iteration fiir Eigenwertprobleme entsteht aus der
Fassung fiir lineare Gleichungssysteme, indem in jedem Schritt die konstante rechte
Seite b durch den von x(™) abhingenden Vektor A4(x(™) ersetzt wird. Damit wird die
Iteration nichtlinear, so dass sich ihr Konvergenzverhalten nicht mehr einfach durch die
Iterationsmatrix charakterisieren ldsst.

Die vorkonditionierte Richardson-Iteration dhnelt sehr der uns bereits bekannten nicht
vorkonditionierten Version, wir haben lediglich das Residuum

r(m — AA(x(m))x(m) — Ax(m)
durch ein vorkonditioniertes Residuum
p(m) — Nr(™ — N(AA(x(m))x(m) _ Ax(m))

ersetzt. Indem wir wieder orthogonalisieren und ein zweidimensionales Eigenwertpro-
blem l6sen, um den optimalen Dampfungsparameter zu wahlen, also die bestmogliche
Linearkombination des alten Iterationsvektors und des vorkonditionierten Residuums,
gelangen wir zu dem vorkonditionierten Gradientenverfahren.
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9 Eigenwertverfahren fiir sehr grofle Matrizen

Algorithmus 9.7 (Vorkonditioniertes Gradientenverfahren) Sei A € K"*" eine
selbstadjungierte Matriz. Sei N € K™" ein fiir A geeigneter Vorkonditionierer. Der
folgende Algorithmus berechnet eine Folge (x(m))meNO, die unter geeigneten Bedingungen
gegen einen Figenvektor konvergiert.

x < x/|x|);
A+ (Ax,x); r+— Ax — )x;
p < Nr;
while [[r|| > €|\ do begin
V « (x p) e Knx2;
Berechne eine diinne QR-Zerlegung QR =V mit Q € K"*2;
B+ AQ;
A-QB; {=QAQ)
Finde einen normierten Eigenvektor'y fir
den minimalen Figenwert A der Matrix K;
X QYf
r <+ By — \x; {=Ax—-)Xx}
p < Nr
end

Auch dieses Verfahren hat den grofien Vorteil, dass in jedem Schritt nur zwei Multi-
plikationen mit der Matrix A und sogar nur eine mit der Matrix N benétigt werden, so
dass man es auch in Situationen anwenden kann, in denen diese Matrizen nicht expli-
zit im Speicher vorliegen. Beispielsweise wird bei manchen Diskretisierungen die Matrix
A nicht gespeichert, weil sich Speicherplatz sparen ldsst, indem man ihre Koeffizienten
nach Bedarf aus der Beschreibung der zugrundeliegenden Geometrie rekonstruiert.

Bei der Behandlung linearer Gleichungssysteme lisst sich das Gradientenverfahren
wesentlich verbessern, indem man zu dem Verfahren der konjugierten Gradienten (engl.
conjugate gradients method, deshalb auch im Deutschen als cg-Verfahren bekannt)
tibergeht, das hiufig erheblich schneller konvergiert. Also wére es interessant, auch fiir
Eigenwertprobleme eine entsprechende Variante des Gradientenverfahrens zu entwickeln.

Der Satz besagt, dass der kleinste Eigenwert einer selbstadjungierten Matrix A
das Minimum des Rayleigh-Quotienten ist, das Eigenwertproblem ist also dquivalent mit
einem Minimierungsproblem.

Dementsprechend wollen wir nun auch die Suche nach der Losung eines linearen Glei-
chungssystems

Ax=b (9.6)

als Minimierungsproblem formulieren. Wir nehmen an, dass die Matrix A selbstadjun-
giert und positiv definit (vgl. Definition [3.22) ist, und fiithren die Funktion

K" >R, X %<X, Ax) — Re(b, x)

ein. Da A positiv definit ist, gilt (x, Ax) € R>q, so dass die Funktion f tatséchlich
reellwertig ist.
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9.3 Vorkonditionierer

Man kann nachrechnen, dass
f(x) < f(x+tp) fir alle t € K (9.7a)

und
(p,b— Ax) =0. (9.7b)

dquivalent sind. Falls x Losung des linearen Gleichungssystems ist, gilt offenbar

(19.7b) fiir alle p, also ist f(x) minimal.
Falls umgekehrt f(x) minimal ist, kénnen wir in (9.7b) auch p := b — Ax einsetzen

und erhalten ||b — Ax||? = 0, also folgt
f(x) minimal = Ax =b.

Das Verfahren der konjugierten Gradienten beginnt mit einem Startvektor x(9), berech-
net sein Residuum
r® =b— Ax©),

setzt p@ := r©® und sucht dann einen Skalierungsfaktor Ay so, dass die verbesserte
Naherungslosung

die Optimalitédtsbedingung
FxM) < Fx© +y) fiir alle y € span{p®}

erfiillt. Damit ist der erste Schritt vollzogen.
Wenn nun fiir m € N eine Losung x(™) mit

Fx™y < £(x© +y) fiir alle y € span{p®,... pm~1} (9.8)
berechnet worden ist, soll sie in einer neuen Richtung p(™ verbessert werden, die neue
Naherung
soll also

FxmH)) < 1(x© 4 y) fiir alle y € span{p®,... p™}
erfiillen. Das ist dquivalent mit

(b,b— Ax"D) = fiir alle p € span{p(,...., p™}.

Fiir p = p(™ kénnen wir diese Gleichung durch die Wahl des Skalierungsparameters A,
sicher stellen. Fiir £ € [0 : m — 1] folgt mit (9.7b) die Gleichung

0= (p,b— Ax(mt)) = (p® b — Ax(™)y — X, (p¥, Ap™)) = X, (pY, Ap™)),
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9 Eigenwertverfahren fiir sehr grofle Matrizen

und da wir nicht \,, = 0 wihlen wollen, muss
(p¥, Ap™) =0 fir alle £ € [0:m — 1]
gelten. Also ist es sinnvoll, dafiir zu sorgen, dass alle Richtungen die Eigenschaft
(p®, Ap®) =0 fiir alle &, ¢ € [0: m] mit & # ¢

besitzen. Fiir p©@, ..., p™=1 diirfen wir das im Rahmen der Induktion voraussetzen,
die Richtung p(™) miissen wir entsprechend konstruieren. Dazu gehen wir wir von dem
Residuum

r™ .— p - Ax(™

aus und nutzen den Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsalgorithmus

o pk) Ap(m)
m m p Y r
@, Ap"™) = (p®, Arl™) — > ip(k ApC (p®, Ap®)
k=0 ’
4 m

garantiert. Man kann beweisen (vgl. Ubungsaufgabe [9.8)), dass
Ap® ¢ span{p(o), . ,p(k+1)} fir alle k € [0: m — 2]

gilt, so dass aus der Optimalitéitsbedingung und A* = A mit Lemma die
Gleichung

(p®, Artm) = (Ap®) r(m)y = ¢ fiir alle k € [0 : m — 2]
folgt und sich die Orthogonalisierung vereinfacht zu

(p"mV, Arm)
<p(m—1) , Ap(m—1)>

m) _

. (9.10)

Insgesamt erhalten wir

<p(m71)’ Ar(m)>

(m—1) (m) (m=1) L.(m)
<p(m—1)’Ap(m—1)>p € span{x'"™ p , ey

x4 A

Wir diirfen davon ausgehen, dass A,,,—1 # 0 gilt, so dass aus

M) — x(m=1) Ly D) 3 pme1) e m) ) ¢ g rsm=1) ye(m)y
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auch p(™=1 ¢ span{x(m~1) x(M} folgt und wir insgesamt
xM™H) e span{x(™1 x(™ (M)}

bewiesen haben. Das Verfahren der konjugierten Gradienten bestimmt also seinen
néchsten Schritt wie folgt:

Sei r™ :=b — Ax("™). Finde x("*1 ¢ span{x(m~1) x(™ r(™} mit
Fx™DY < f(y) fiir alle y € span{x(™~1 x(m) p(m)}
Fiir den Schritt von zu (9.10) ist das folgende Lemma niitzlich:

Ubungsaufgabe 9.8 (Basen der Krylow-Riume) Sei A € K"*" selbstadjungiert
und positiv definit. Seien x(© b € K" gegeben. Wir konstruieren

r(™ = b — Ax(™ fir alle m € [0 : my],
r© falls m =0,

p(m .= ) (D A (1) fir alle m € [0 : mg,
Y = oD Apm1) ansonsten

(m—1) p(m—1)
x(M) = x(m=1) 4 <I<)I()m_1) :Ap(m_1>)>p(m_1) fir alle m € [1 : mg,

wobei my € Ny die kleinste Zahl mit r(m0) = Q jst.
(a) Beweisen Sie (p™~1), r(™) =0 fiir alle m € [1 : my).
(b) Beweisen Sie, dass die Vektoren p©@. ..., pmo—1) linear unabhdngig sind.
(¢) Beweisen Sie fir alle m € [0 : mg — 1]
span{p®, ..., p™} Cspan{r®, ... ™} C K(A,r® m)
(d) Beweisen Sie K(A,r(® m) C span{p®,...,p"™}, dass also alle in (c) genannten
Teilrdume identisch sind.

Hinweis: Fiir den Beweis des Teils (d) sind die Teile (b) und (c) niitzlich.

Dieser Ansatz liasst sich offensichtlich auf unsere Aufgabenstellung, ndmlich die Mi-
nimierung des Rayleigh-Quotienten, iibertragen: Das Residuum berechnen wir wie in
Kapitel [5| unter Verwendung des Rayleigh-Quotienten als r(™ := A 4(x(™)x(™) — Ax (™)
und bestimmen dann die néchste Approximation des Eigenvektors als Losung des fol-
genden Minimierungsproblems:

Sei r(™ = A4 (x(™)x(M) — Ax(™),
Finde x(™*1 ¢ span{x(™~1) x(m) (™)} mit

Aax"DY < Aa(y) fiir alle y € span{x(™~1 x(m) p(m)}
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Natiirlich wollen wir uns die Moglichkeit bewahren, einen Vorkonditionierer einzusetzen,
deshalb ersetzen wir wieder das Residuum r™ durch das vorkonditionierte Residuum
q™ := Nr(™ und erhalten das folgende Verfahren:

Sei r(™ = A4 (x(™)x(M) — Ax(™) sei q(™ := Nr(™),
Finde x(m*1) ¢ span{x(™~1 x(™) q(™} mit

AaxDY < Aa(y) fiir alle y € span{x(™~1 x(™ q(m1

Da das Residuum bei Eigenwertproblemen erheblich weniger handlich als bei linearen
Gleichungssystemen ist, vererbt sich die Optimalitdt einer Néherung beziiglich eines
Teilraums leider nicht auf im folgenden Schritt berechnete N&herungen. Trotzdem wird
die Naherung im Vergleich zum Gradientenverfahren besser sein, da das Minimum in
einem grofleren Raum gesucht wird. Deshalb spricht man nur von einem lokal optimalen
cg-Verfahren (LOPCG, locally optimal preconditioned conjugate gradients).

Algorithmus 9.9 (Vorkonditioniertes cg-Verfahren) Sei A € K"*" eine selbstad-
jungierte Matrixz. Sei N € K™*"™ ein fiir A geeigneter Vorkonditionierer. Der folgende
Algorithmus berechnet eine Folge (x(m))meNo, die unter geeigneten Bedingungen gegen
einen Figenvektor konvergiert.

x - x/|x]|;
A (Ax,x); r +— Ax — \x;
q < Nr;
V «+ (X q) € K"x2;
while [|r|| > €|A| do begin
Berechne eine diinne QR-Zerlegung QR = V;
B+ AQ;
A<QB;, {=QAQ}
Finde einen normierten Eigenvektor'y fir
den minimalen Eigenwert \ der Matriz K;
Z — X;
X ny
r < By — \x {=Ax—-Xx}
q < Nr;
V%(z X q) e Knx3
end

Ein global optimales Verfahren haben wir bereits kennen gelernt: Der Lanczos-
Algorithmus[8.1T|berechnet das Minimum jeweils im Aufspann aller bisher aufgetretenen
Residuen, bendttigt allerdings auch sehr viel mehr Speicher als das lokal optimale Ver-
fahren, da fiir die Konstruktion der Approximation des Eigenvektors alle bis zu dem
aktuellen Iterationsschritt konstruierten Vektoren der Arnoldi-Basis aufbewahrt werden
miissen. Falls wir nur an dem Eigenwert interessiert sind, ldsst sich dieser Speicherplatz
natiirlich einsparen.
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X

Abbildung 9.1: Geometrie der vorkonditionierten Iteration: Alle moglichen Iterations-
vektoren y liegen in einem Kreis mit Radius v|jx — pA~1x| 4 um den
Iterationsvektor A ~'x der inversen Iteration.

Ubungsaufgabe 9.10 (Vorkonditionierte Richardson-Iteration) Sei A € K"*"
eine selbstadjungierte und positiv definite Matriz. Wir bezeichnen mit AY/? ihre Qua-
dratwurzel, also diejenige selbstadjungierte und positiv definite Matriz, die (Al/z)2 =A
erfiillt. Deren Inverse bezeichnen wir mit A~Y/2.

Die Energienorm eines Vektors x € K™ ist durch ||x||4 := |AY?x|| definiert.

Sei N € K™ selbstadjungiert, sei x € K™\ {0}. Die erste Iterierte des vorkonditio-
nierten Richardson-Verfahrens bezeichnen wir mit

y = x — N(Ax — px), b= Aa(x).

(a) Beweisen Sie die Gleichung

Ix[l% = [lnA™ x5 + [x — pA™ 1%,
(b) Beweisen Sie
Iy — nA"x]L4 < [T - AV2NAY2) x - uA~x] .
(c) Sei~ €[0,1] gegeben. Beweisen Sie, dass aus
(1 —~)(z, A" z) < (2,Nz) < (1 +7)(z, A" 'z) fir alle z € K"
die Ungleichung ||I — AV2NAY2?|| < ~ folgt.

Hinweis: Bei Teil (c) konnen Satz[3.45 und Lemma helfen.
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9.4 Block-Verfahren

Bisher haben wir uns lediglich mit der Frage nach der Berechnung eines Eigenvektors
fiir den kleinsten Eigenwert beschiftigt. Ahnlich wie im Fall der orthogonalen Iteration
(vgl. Abschnitt konnen wir den einzelnen Iterationsvektor durch eine Basis solcher
Vektoren ersetzen und in dieser Weise versuchen, eine Anzahl der kleinsten Eigenwerte
zu ermitteln. Wir fithren wieder mehrere Iterationen simultan durch und fassen die dabei
entstehenden Vektoren zu isometrischen Matrizen X (™) € K"** zusammen.

Wir hoffen, dass die /-ten Spalten der Matrizen X (™) gegen den Eigenraum des (-ten
Eigenwerts konvergieren werden. Falls die Eigenwerte unterschiedlich sind, sollten wir
bei der Berechnung des Residuums also unterschiedliche Eigenwerte einsetzen. Da wir in
diesem Abschnitt hiufig mit einzelnen Spalten bestimmter Matrizen arbeiten miissen,
fithren wir die Notation ein, dass M, = Md® gerade die (-te Spalte einer Matrix M
bezeichnet.

Das Residuum ist dann die durch

R™ = Ax(™ — Amx(m 3 x M Ay e alle £ € 12 K]

definierte Matrix R(™) e K"*k_ Der Rest des Verfahrens lisst sich einfach anpassen,
indem alle Vektoren durch Matrizen ersetzt werden:

Algorithmus 9.11 (Block-Gradientenverfahren) Sei A € K"*" eine selbstadjun-
gierte Matriz. Sei N € K"*™ ein fiir A geeigneter Vorkonditionierer. Der folgende Algo-
rithmus berechnet eine Folge von Matrizen (X(m))meNO, deren Spalten unter geeigneten
Bedingungen gegen Eigenvektoren zu den kleinsten Figenwerten konvergieren.

forl € [l:k] do begin
)\g — <Xg, AXg>,‘ Rg — AX( — )\@X@
end;
P + NR;
while |R| zu groff do begin
V+« (X P) e K@),
Berechne eine diinne QR-Zerlegung QR =V mit Q € K**(2k)
B+ AQ;
A< QB; {=QAQ}
Finde eine isometrische Matriz Y € KE)*k  deren Spalten Eigenvektoren
zu den k kleinsten Eigenwerten A\ < ... < \; der Matriz A enthdlt;
X+ QY;
forle[l:k] do
Rg — AX( — )\ng,'
P+ NR

end

Das Block-Gradientenverfahren bietet dieselben Vorteile wie die anderen bisher be-
sprochenen Blockverfahren: Es lassen sich mehrere Eigenvektoren simultan berechnen,
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so dass sich beispielsweise zu mehrfachen Eigenwerten die vollstindigen Eigenrdume
konstruieren lassen.

Selbstverstandlich kénnen wir wie im vorigen Abschnitt auch eine Blockvariante des
lokal optimalen cg-Verfahrens konstruieren: Wir nehmen X1 hinzu und erhalten so
das lokal optimale vorkonditionierte Block-cg-Verfahren (LOBPCG, locally optimal block
preconditioned conjugate gradients):

Algorithmus 9.12 (Block-cg-Verfahren) Sei A € K"*" eine selbstadjungierte Ma-
triz. Sei N € K™ ein fiir A geeigneter Vorkonditionierer. Der folgende Algorithmus
berechnet eine Folge von Matrizen (X(m))meNo, deren Spalten unter geeigneten Bedin-
gungen gegen Eigenvektoren zu den kleinsten Eigenwerten konvergieren.

forl e [l:k] do begin
)\g < <Xg, AXg>; Rg — AX@ — )\ng
end;
P + NR;
V« (X P)eKm@h);
while ||R|| zu groff do begin
Berechne eine diinne QR-Zerlegung QR = V;
B+ AQ;
A QB {=QAQ)
Finde eine isometrische Matriz Y, deren Spalten Eigenvektoren
zu den k kleinsten Eigenwerten A1 < ... < A\ der Matriz A enthdlt;
Z <+ X;
X+ QY;
forle[l:k] do
R[ — AXg — /\ng,‘
P+ NR;
V+« (Z X P)eK>GH

end

Bemerkung 9.13 (Residuum) Fulls wir lediglich auf der Suche nach einem invari-
anten Teilraum sind, kénnen wir wie in Kapitel [J] vorgehen und den verallgemeinerten
Rayleigh-Quotienten

A = (X)) AX ()

verwenden, der auch die Interaktion zwischen verschiedenen Spalten der Matriz X(™)
erfasst. Wir verwenden dann das modifizierte Residuum

R(™ — AX(m) _ x(m) A (m)

Die Matriz A" wird gegen Diagonalform konvergieren, allerdings méglicherweise lang-
sam, falls die ersten k Figenwerte nahe beieinander liegen.

201



9 Eigenwertverfahren fiir sehr grofle Matrizen

9.5 Eigenwert-Mehrgitterverfahren

Bei sehr groflen Matrizen fiihrt kein Weg daran vorbei, deren strukturelle Eigenschaften
so gut wie moglich auszunutzen. Im Fall partieller Differentialgleichungen besteht ei-
ne solche Eigenschaft darin, dass wir sie in unterschiedlichen Auflésungen diskretisieren
konnen, um unterschiedlich groie Matrizen zu erhalten. Da diese Matrizen Naherungen
desselben kontinuierlichen Problems darstellen, hoffen wir, dass sie zueinander in Bezie-
hung stehen und dass sich diese Beziehung fiir unsere Zwecke nutzen l&sst.

Bei partiellen Differentialgleichungen kommt héufig eine Finite- Elemente-Diskretisie-
rung zum Einsatz, bei der das kontinuierliche Eigenwertproblem in die Form eines verall-
gemeinerten Eigenwertproblems iibergeht: Neben die Matrix A € K"*" tritt eine zweite
M € K™*" und \ € K ist ein Eigenwert, falls ein Eigenvektor e € K™ \ {0} existiert mit

Ae = AMe. (9.11)

Sofern M invertierbar ist, sind solche verallgemeinerten Eigenwertprobleme nicht schwie-
riger als die bisher betrachteten, weil (9.11)) dann dquivalent ist mit

M~ 'Ae = de.

Héufig ist M sogar selbstadjungiert und positiv definit, dann kénnen wir die Cholesky-
Zerlegung M = LL* benutzen, um

L 'AL*e = e, e=L"e

zu erhalten, so dass die verbliebene Matrix sogar wieder selbstadjungiert ist und wir die
bisher entwickelte Theorie in vollem Umfang anwenden kénnen.

Insbesondere finden wir dann mit Satz eine Orthonormalbasis ()7, aus Ei-
genvektoren. Es folgt

(e Mel)) = (L7 LML *e®) = (¢ LML *\))
, . 1 fallsi=j
— (6" 8y = { ase=a fiir alle 4,7 € [1: n],
0 ansonsten
die verallgemeinerten Eigenvektoren bilden also beziiglich des Massen-Skalarprodukts
(x,¥)m = (x, My) fir alle x,y € K"

wieder eine Orthonormalbasis. Die von diesem Skalarprodukt induzierte Norm

1%/ := v/ (%, %) = /(x, Mx) fiir alle x € K®

nennen wir die Massen-Norm.
Im Folgenden setzen wir voraus, dass M positiv definit und selbstadjungiert ist. Dann
konnen wir fiir das verallgemeinerte Eigenwertproblem auch einen Rayleigh-Quotienten
(x, Ax)

A : K™\ {0 K —
At KM\ {0} S K, X
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9.5 FEigenwert-Mehrgitterverfahren

definieren, der #hnliche Eigenschaften wie der bisher betrachtete aufweist, insbesondere
gilt eine Version des Satzes von Courant und Fischer.

Wie bereits erwidhnt beruhen Mehrgitterverfahren auf der Idee, die Beziehungen zwi-
schen unterschiedlich feinen Diskretisierungen derselben Differentialgleichung auszunut-
zen. Wir gehen deshalb davon aus, dass es Familien selbstadjungierter Matrizen (Ag)gLZO
und selbstadjungierter positiv definiter Matrizen (Mz)é’zo mit

Ay, M, ¢ Knexne ng € N, fiir alle £ € [0 : L]

gibt. Dabei soll jeweils Ay zu einer feineren Diskretisierung als Ay_; gehoren. Ay gehort
zu der grobsten Diskretisierung und A gehort zu der feinsten.

Unsere Aufgabe besteht darin, den kleinsten Eigenwert und seinen Eigenraum fiir das
Eigenwertproblem auf der feinsten Stufe zu berechnen. Um die Darstellung des Algo-
rithmus nicht unnétig kompliziert zu gestalten, gehen wir davon aus, dass der kleinste
Eigenwert einfach ist, dass also sein Eigenraum von einem einzigen Eigenvektor aufge-
spannt wird.

Wir werden gleich sehen, dass es fiir die Losung dieser Aufgabe sehr hilfreich ist, auch
die kleinsten Eigenwerte und ihre Eigenvektoren auf allen anderen Stufen zu berechnen,
also die Eigenwertprobleme

Asep = \Myey, e # 0, fiir alle ¢ € [0 : L] (9.12)

zu 16sen, wobei Ay jeweils den kleinsten Eigenwert der Matrix A, bezeichnet.

Wenn unser Algorithmus ausnutzen soll, dass die Matrizen zu unterschiedlichen Dis-
kretisierungen desselben Differentialoperators gehtren, miissen wir eine Moglichkeit ha-
ben, eine Beziehung zwischen diesen Diskretisierungen herzustellen. Dazu verwenden wir
Prolongationsmatrizen

py € Kexme-t fir alle £ € [1: L],

die die Einbettung eines auf der Stufe £ —1 gegebenen Vektors in den Raum auf der Stufe
¢ beschreiben. Die adjungierte Matrix p; wird hiufig als Restriktionsmatriz bezeichnet.

Bei Finite-Elemente-Verfahren besitzen diese Matrizen in der Regel die Galerkin-
Eigenschaft

A, 1 =p;A/py, M,_; = p;Mypy fir alle £ € [1: L], (9.13)

wir konnen also die Matrizen der groberen Diskretisierungen exakt durch ihre Ge-
genstiicke der feineren Diskretisierungen darstellen.

Die grundlegende Idee der Mehrgitterverfahren besteht darin, ein Glédttungsverfahren
einzusetzen, das den Fehler zwischen einer Niherungslosung und dem gesuchten Eigen-
vektor glittet, so dass er mit einer groberen Diskretisierung approximiert werden kann.

Ein einfaches Glattungsverfahren ist die uns bereits bekannte Richardson-Iteration,
die im Fall eines verallgemeinerten Eigenwertproblems etwas angepasst werden muss.
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9 Eigenwertverfahren fiir sehr grofle Matrizen

Sei £ € [1: L], und seien A; < Ay < ... < A, die verallgemeinerten Eigenwerte zu den
Matrizen Ay und My. Wir verwenden den Dampfungsparameter
1
0= —
¢ ,

und die angepasste Iterationsvorschrift
Xém+1) = Xém) — HZMZI (Agxgm) — #M(Xém)) )

Fiir einen Eigenvektor e() zu einem groBen Eigenwert \;, i € [1 : n], der also

An
Ai — > —

erfiillt, erhalten wir

der Eigenvektor wird also mindestens um einen Faktor % verkiirzt. Die Richardson-
Iteration reduziert demnach diejenigen Anteile eines Vektors, die zu Eigenvektoren mit
grofen Eigenwerten gehdren. Da wir ohnehin an kleinen Eigenwerten interessiert sind,
ist uns diese Wirkung durchaus willkommen.

Bei partiellen Differentialgleichungen gehodren grofie Eigenwerte zu Eigenvektoren,
die stark oszillieren, so dass die Richardson-Iteration dazu fiihrt, dass Vektoren in
einem geeigneten Sinn ,glatter werden. Das ist die Motivation der Bezeichnung
, Glattungsverfahren®.

Um eine Naherung eines Eigenvektors zu finden, miissen wir allerdings auch glatte
Anteile des Fehlers reduzieren. Wir nehmen an, dass wir mit dem Glattungsverfahren
eine Nidherung x, des gesuchten Eigenvektors berechnet haben. Da sie ,,glatt® ist, diirfen
wir davon ausgehen, dass der verbliebene Fehler sich auch in der groberen Diskretisierung
auf der Stufe £ — 1 noch hinreichend gut approximieren lésst.

Fiir die Herleitung der Gleichung nehmen wir zunéchst an, dass p = Ay gilt, dass wir
also als Shift den exakten Eigenwert verwenden. Dann erfiillt der gesuchte Eigenvektor
ey die Gleichung

Ageg = )\(Mgeg <~ (Ag — ,uMg)eg =0,
der verbliebene Fehler f; ist durch
(Ap — uMp)fy, = (Ay — uMy)xy (9.14)

bis auf Anteile aus dem Eigenraum beschrieben. Wie gesagt nehmen wir an, dass f; in
einem geeigneten Sinn glatt ist, dass also ein Vektor x,_; mit

f, ~ pexo—1
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9.5 FEigenwert-Mehrgitterverfahren

existiert. Unser Ziel ist es, diesen Vektor xy_1 effizient zu berechnen, um dann mit seiner
Hilfe die Ndherung x, zu verbessern.

Aus (9.14)) erhalten wir
(Ay — pMy)pexp—1 =~ (Ap — uMy)fy = (Ap — pMy)xq.

Um x,_; als Losung eines quadratischen Gleichungssystems berechnen zu kénnen, mul-
tiplizieren wir diese Gleichung mit der Restriktion p; und erhalten mit der Galerkin-
Eigenschaft (9.13]) die Gleichung

(Ap1 — pMy_1)x 1 = py(Ay — uMy)pexe—1 ~ py(Ay — uMy)xy.

Wenn wir also
b1 = pj(Ay — uMy)xy

setzen, miissen wir das lineare Gleichungssystem
(Ap—1 — uMy_1)xp—1 = by (9.15)

l6sen. Dabei ergibt sich eine kleine Schwierigkeit: Die meisten Losungsalgorithmen fiir
lineare Gleichungssysteme reagieren empfindlich, wenn die Matrix fast singulér ist, und
in unserem Fall miissen wir annehmen, dass die kleinen Eigenwerte auf der Stufe ¢ — 1
nahe an den kleinen Figenwerten auf der Stufe ¢ liegen, dass also Ay_1 — uM,_1 in der
Tat fast singular ist.

Je nach Wahl des Losungsverfahren kann das dazu fiihren, dass die Losung durch
Anteile aus dem Eigenraum des betragskleinsten Eigenwerts ,,verunreinigt® wird, das
wéren in diesem Fall Vielfache des Eigenvektors e;_1.

Wir 16sen das Problem, indem wir es zunéchst verschlimmern: Auf Stufe £ — 1 ersetzen
wir  durch den exakten Eigenwert Ay_1, so dass die Matrix Ay_1 — Ay_1My_1 nun
singulér ist. Allerdings kennen wir ihren Kern explizit, es ist gerade der Aufspann des
Eigenvektors ey_1, so dass wir trotzdem ein l6sbares lineares Gleichungssystem erreichen
kénnen, indem wir die rechte Seite by_; in das Bild der Matrix projizieren.

Lemma 9.14 (Projektionen) Wir definieren die Matrix

ee; My N Myese;
Npi=T— ——, Ny =1-7——".
‘ (er, Mey) ¢ (ee, Myey)
Sie erfillt die Gleichungen

(e¢, Nyxp)ar, =0 fiir alle xp € K™, (9.16a)
Bild(N7) = Bild(Ay; — A\/My). (9.16b)

NZ = Ny, (9.16¢)

<Xg, Ngyg>MZ = <N4Xg, yg>M£ fﬂT alle Xe, Yo € K"e. (9.16(31)
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9 Eigenwertverfahren fiir sehr grofle Matrizen
Beweis. Sei xy € K™. Dann gilt

(0, Noye) v, = (e¢, MyNyy () = (e, Myyy) — (€0, My

(e¢, Myyy)

= M — M
(er, Myyy) — (e¢, Myey) (or, Myey)

= (eg, Myyy) — (€0, Myyy) = 0,

also (9.16a)). Mit Lemma und Mj = My erhalten wir die Gleichung

(e, Myey)

; = (x¢,€0) — (x4, €0) (er, Myeg)

also steht das Bild senkrecht auf dem Eigenvektor e,. Fiir jeden Vektor x, € K™, der
diese Eigenschaft besitzt, also (xy,es) = 0 erfiillt, gilt auch

also besteht das Bild der Matrix INj aus allen Vektoren, die senkrecht auf e, stehen.
Sei nun x; € Bild(Ay; — A\¢{My) gegeben. Dann existiert ein y, € K™ mit x; = (Ay —
AeMy)ye. Da Ay und My selbstadjungiert sind, folgt mit Lemma und \p € R
(x¢,€0) = (A — AeMy)ye, e0) = (ye, (A — AMy)eg) = (ye,0) =0,
also Bild(A, — A;My) C Bild(IN}). Nach dem Dimensionssatz gilt
dim Bﬂd(Ag — )\@Mg) =Ny — Kern(Ag — )\gMg) = Ny — 1 =dim Bﬂd(NZ),
sind Bild(A; — A¢M;) und Bild(IN}) identisch und wir erhalten (9.16b)). Aus

egezMg egeZMgege;Mg

N2=1I-2
¢ (eq, Myey) (er, Myey)?
—1_9 egeZMg i eg<eg, Mgeg>e?Mg —1_9 egGZMg n egeZEMg _ Ng
(e, Myey) (eg, Myey)? (er, Myey)  (er, Myey)

folgt direkt (9.16¢)). Fiir x4, y, € K™ haben wir mit Lemma die Gleichung

ee; M,
x¢, Ngye) v, = (Xo, Mpyy) — (X¢, Myp————yr
G Neye)aa, = (e Moy) = (e Mo Loy
ee;
= (x¢, Myys) — (———Mex,, Myy,
( ) <<e47M€e€> >
= (Nyx¢, Myye) = (Nex¢,y0) M,
also ist auch ([9.16d|) bewiesen. [
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9.5 FEigenwert-Mehrgitterverfahren

Die Gleichung besagt, dass Ny beziiglich des Massen-Skalarprodukts selbstad-
jungiert ist. Wegen handelt es sich also beziiglich dieses Skalarprodukts um eine
orthogonale Projektion. Das ist sinnvoll, denn die Eigenvektoren unseres verallgemeiner-
ten Eigenwertproblems bilden beziiglich des Massen-Skalarprodukts eine Orthonormal-
basis, nicht aber beziiglich des euklidischen.

Mit Hilfe dieser Projektionen kénnen wir das Gleichungssystem so modifizieren,
dass es losbar wird: Wir ersetzen by_; durch die Projektion Nj_,b,_; und erhalten

(Ap—1 — A—1My_1)xp_1 = Nj_1by.

Damit haben wir zwar mit die Existenz einer Losung x,_1 sicher gestellt, nicht
aber deren Eindeutigkeit. Da sich unterschiedliche Lésungen des Gleichungssystems nur
durch einen Vektor aus dem Kern der Matrix Ay,_1 — A\p_1M,_1 unterscheiden kénnen,
also ein Vielfaches des Eigenvektors ey_q, bietet es sich an, mit der Matrix N,_; dafiir
zu sorgen, dass die berechnete Losung im Sinn der Gleichung senkrecht auf dem
Kern steht. Da wir davon ausgehen diirfen, dass der Eigenvektor e,_; auf der Stufe /—1
eine Naherung des gesuchten Eigenvektors e, auf der Stufe £ ist, stehen die Chancen gut,
dass die Korrektur

Xy < Xp — PeXy—1

Anteile des Eigenvektors e, in x, nicht wesentlich veréndert.

Falls wir davon ausgehen, dass x; bereits eine passable Ndherung des gesuchten Ei-
genvektors ist, konnen wir den Rayleigh-Quotienten verwenden, um den Shift-Parameter
u zu bestimmen. Da bei dessen Berechnung ohnehin auch das Massen-Skalarprodukt
berechnet wird, kénnen wir auch gleich dafiir sorgen, dass wir mit beziiglich dieses Ska-
larprodukt normierten Vektoren arbeiten.

Algorithmus 9.15 (Eigenwert-Zweigitterverfahren) Unter der Annahme, dass x;
eine Niherung des gesuchten Figenvektors auf Stufe ¢ ist und auf Stufe £ — 1 der exakte
Figenwert Ap—1 und ein Eigenvektor ej_y mit ||eo—1||a,_, = 1 bekannt sind, fihrt der
folgende Algorithmus einen Schritt des Figenwert-Zweigitterverfahrens aus.

o+ (xp, Myxy);
Xy Xy/o;
Ao = (%0, Agxg);
fori=1tov do
X < X¢ — 0M; 1 (Agxg — AMyx) ;
d, +— Ayxy — A\ Mypxy;

b1 < p;de;

by_1 < by — (eq—1,br_1)My_1e0_1; {=Nj_bi1}
Lése (Ap_1xp—1 — A—1My_1x¢_1)x¢—1 = bp_1;

Xo—1 < Xp—1 — €r—1(e—1, My_1X4_1); {=Neixe—1 }

Xp < Xp — PeXy—1
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Das Losen eines Gleichungssystems auf der Stufe £ — 1 wird in der Regel immer noch
sehr aufwendig sein, deshalb verwenden wir eine Variante unserer bisherigen Vorgehens-
weise: Wir glidtten den Fehler mit einer Richardson-Iteration

" = () = 0 M (Arax(™] = A aMex™] = by )

und approximieren den Rest dann auf der néchstgroberen Stufe ¢ — 2. In dieser Weise
koénnen wir rekursiv fortfahren, bis wir die grobste Stufe £ = 0 erreichen, auf der wir es
uns leisten kénnen, das hoffentlich kleine verbliebene Gleichungssystem direkt zu 16sen.

Algorithmus 9.16 (Singulidres Mehrgitterverfahren) Unter der Annahme, dass
auf allen gréberen Stufen die exakten Figenwerte und beziiglich der Massen-Norm nor-
mierte Figenvektoren vorliegen, fiihrt der folgende Algorithmus einen Schritt des sin-
guldren Mehrgitterverfahrens aus. Dabei gibt v € N die Anzahl der rekursiven Aufrufe
an, die an die Stelle des exakten Losens der Grobgittergleichung treten.

procedure SMG(!);
if { =0 then
Lose (AO — AOMO)XO = bo
else begin
fori=1tov do
Xy ¢ Xp — QgMZ_l(Ang — M Myxy — bg),’
d;, + Auxy — M Myxy — by;

bﬁ—l A Pzdé;
b1 b1 — (ej—1,br_1)My_1€7_1; {=Nj;_,bi1}
Xp—1 < 0,‘
fori=1 to~ do
SMG(t—1);
Xp—1 X1 —ep—1(e—1, My_1X¢_1); {=Npix;1 }
Xp < Xp — PeXp—1
end

Beide Algorithmen gehen davon aus, dass auf allen groberen Stufen exakte Eigenwerte
und Eigenvektoren bekannt sind. Dieses Ziel lisst sich ndherungsweise mit Hilfe einer ge-
schachtelten Iteration erreichen: Wir berechnen zunéchst den Eigenwert und Eigenvektor
exakt auf der grobsten Stufe ¢ = 0.

Dann kénnen wir die Eigenwert-Iteration einsetzen, um Naherungen auf der Stufe ¢ =
1 zu ermitteln. Sobald sie gut genug sind, kénnen wir zu der Stufe ¢ = 2 wechseln. Wenn
wir dabei den jeweiligen Startvektor per Prolongation aus der Néherung der vorigen
Stufe berechnen, stehen die Chancen gut, dass das Verfahren schnell konvergiert und
deshalb auf jeder Stufe nur wenige Schritte erforderlich sind.
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10 Verwandte Fragestellungen

Bisher haben wir uns ausschliellich mit der Frage nach der Berechnung einzelner, mehre-
rer oder aller Eigenwerte und eventuell der zugehtrigen Eigenvektoren befasst. In diesem
Kapitel beschiftigen wir uns mit Problemen, die eng mit Eigenwertproblemen verwandt
sind, aber modifizierte Losungsverfahren erfordern.

10.1 Verallgemeinerte Eigenwertprobleme

Fiir zwei Matrizen A, B € K™*" kénnen wir uns die Frage stellen, ob Zahlen A € K und
Vektoren x € K™\ {0} existieren, die die Gleichung

Ax = ABx (10.1)

erfiillen. Diese Aufgabe bezeichnet man als verallgemeinertes Figenwertproblem. Falls B
invertierbar ist, kénnen wir durch Multiplikation mit B~! zu dem gewohnlichen Eigen-
wertproblem

B 'Ax = \x (10.2)

iibergehen und die bereits diskutierten Verfahren einsetzen.

Von Interesse sind deshalb zwei Typen verallgemeinerter Eigenwertprobleme: Einer-
seits diejenigen, bei denen B nicht invertierbar ist, und andererseits diejenigen, bei denen
A selbstadjungiert ist und diese niitzliche Eigenschaft erhalten bleiben sollte. Diesem
zweiten Fall widmen wir uns in einem separaten Abschnitt.

Wir untersuchen zunéchst den Fall, dass B nicht invertierbar oder sehr schlecht kon-
ditioniert ist. In diesem Fall ist man daran interessiert, eine wverallgemeinerte Schur-
Zerleqgung zu berechnen, ndmlich unitire Matrizen Q, P € K™*", fiir die die Matrizen

A = QAP*, B := QBP*

obere Dreiecksmatrizen sind. An den Diagonalelementen der beiden transformierten
Matrizen lassen sich dann die verallgemeinerten Eigenwerte direkt ablesen, durch
Riickwirtseinsetzen in A — AB kénnen wir auch Eigenvektoren bestimmen.

Bei der Berechnung der verallgemeinerten Schur-Zerlegung kénnen wir uns an der
Vorgehensweise fiir die gewohnliche Schur-Zerlegung orientieren: Mit Hilfe geeigneter
unitdrer Matrizen Q und P kénnen wir das Eigenwertproblem auf die Form

Ax = \Bx, A = QAP*, B = QBP*

bringen, bei der B bereits eine rechte obere Dreiecksmatrix ist, A allerdings nur eine
Hessenberg-Matrix.
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Implizite Iteration fiir reguldres B

Die Dreiecksstruktur der Matrix B lisst sich ausnutzen, um dhnlich wie im Fall der Be-
rechnung der Singuldrwertzerlegung vorzugehen: Falls B regulér ist, konnte man implizit
das Gegenstiick der Formulierung (10.2) behandeln, also die Schur-Zerlegung der Matrix
HO =B-1A berechnen, indem man die in der QR-Iteration auftretenden Transforma-
tionen Q©, QMW ... anwendet:

HO .= B A, H™D .= (QM)*H™ Q™ fiir alle m € Ny.

Da B schlecht konditioniert sein kann, wollen wir die Multiplikation mit B! vermeiden.
Wie bei der Singulédrwertzerlegung definieren wir

A = A, Alm+1) . (P(m)yk;&(m)Q(m)7

B B, B+ .= (pm)*Bm Q™) fiir alle m € Ny

mit spéter noch genauer zu spezifizierenden unitéren Matrizen P(™ und erhalten wegen
H® = (BO)~1A©

und

H D = (Q))y*H™ Q™) = (Q(m))*(ﬁ(m))—lg(m)Q(m)

(QUM)* (B ~1pm) (p(m))* A (m) Q(m)

= (PM™)*BQM)~1(P)*AQ™) = (BImTD)~T A fiiy alle m € Ny

mit einer einfachen Induktion die faktorisierte Darstellung
H™ = (B(™)~1A(M) fiir alle m € No. (10.3)

Wir kénnen also die Matrizen H(™) wihrend der gesamten Iteration in Produktform
darstellen und miissen insbesondere niemals die vollstandige Inverse der Matrizen B(m)
berechnen. Allerdings miissen wir darauf achten, dass wiahrend der Iteration weder die
Dreiecksform der Matrizen B(™) noch die Hessenberg-Form der Matrizen A verloren
geht. Dazu greifen wir wieder auf Satz zuriick: Wir fiihren die erste Givens-Rotation
der QR-Zerlegung der Matrix H(™) — I mit einem geeigneten Shift-Parameter p durch
und sorgen anschlieend mit weiteren Givens-Rotationen dafiir, dass die Matrizen wieder
die vorgesehene Form haben. Mit Satz folgt dann, dass sich das Resultat allenfalls
im Vorzeichen von dem der urspriinglichen QR-Iteration unterscheidet. Wir stellen die

urspriinglichen Matrizen in der Form

aip aip ... e A1n b11 b12 e e bln

a1 a2 a3 ... Q2 b2 baz ... b2

A(m) — az2 ass . a3n , B(m) — b33 .. bgn
nn—1 0ann bnn
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dar. Die erste Givens-Rotation bei der Berechnung der QR-Zerlegung von H(™ wirkt
auf die ersten beiden Spalten der Matrizen, die die Form

a(lil) a%) A T bgll) bglz) R T
agl) aéQ) a3 e aon (51 bglz) b23 e bzn
Y1 CLZ%) ass . asn | » b33 v b3n

Gpn—1 Onn bnn

annehmen. Indem wir eine passende Givens-Rotation auf die beiden ersten Zeilen an-
wenden, kénnen wir §; eliminieren:

2 2 2
aé; a% wo aég; bﬁ) b%) Cee bﬁ)
Qg1 Q9 Qo3 e Aop bg22) b%) e béi)
o b b
Y1 Q39 433 cee asn | > 33 .- 3n
Gnn—1 Qnn bun

Den Eintrag 7; eliminieren wir mit einer Givens-Rotation, die auf die zweite und dritte
Zeile wirkt, so dass sich

2 2 2 2 2 2
I T SO I
% a%% a%g) a%g) bso b%;i?) b%g)

a3y Q35 .. as, | 02 bsg ... by,
Gnn—1 Qnn bnn

ergibt. Wir beseitigen do mit einer Givens-Rotation, die auf die zweite und dritte Spalte
wirkt und zu einem KEintrag 2 in der zweiten Spalte der vierten Zeile der linken Matrix
fiihrt. Diesen Eintrag eliminieren wir mit einer Givens-Rotation, die auf die dritte und
vierte Zeile wirkt und einen Eintrag d3 in die dritten Spalte der vierten Zeile der rechten
Matrix erzeugt. Indem wir entsprechend fortfahren, kénnen wir die stérenden Eintrige
wieder ,nach rechte unten aus den Matrizen heraus schieben“ und so die urspriingliche
Struktur der Matrizen wiederherstellen. Damit sind A(™+1) und B(™+1 gefunden. Da
auf die erste Spalte der Matrizen lediglich die Givens-Rotation des ersten Schritts der
QR-Zerlegung wirkt, lédsst sich Satz anwenden und folgern, dass die so berechneten
Matrizen denen entsprechen, die im Rahmen der konventionellen QR-Iteration entstehen
wiirden. Demzufolge ist zu erwarten, dass die Matrizen H("™) gegen obere Dreiecksform
konvergieren werden, dass also die unteren Nebendiagonaleintrige gegen Null streben

werden. Falls h,(:_z)l . = 0 gilt, folgt aus (|10.3

0= hz(ﬂk = al(cni)l,k/bl(:;)l,kﬂa
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10 Verwandte Fragestellungen

also muss a,(:l)l i = 0 gelten, wir hiitten in diesem Fall also auch einen Nebendiagonalein-

trag der Matrix A eliminiert und damit einen Schritt in Richtung der gewiinschten
Dreiecksmatrix vollzogen.

Deflation

Falls d,gnl)17k = 0 fiir ein k € {1,...,n — 1} gelten sollte, konnen wir wie iiblich eine
Deflation durchfiithren und die Iteration mit kleineren Teilmatrizen fortfithren.

Die Deflation kann uns aber auch dabei helfen, den Fall einer nicht invertierbaren Ma-
trix B zu behandeln: Falls B nicht invertierbar ist, kann die Dreiecksmatrix B ebenfalls
nicht invertierbar sein. Bei einer Dreiecksmatrix ist das genau dann der Fall, wenn ein
Diagonaleintrag gleich null ist, wir kénnen diese Situation also sehr einfach erkennen.

(m)

Falls beispielsweise ElT = 0 gilt, sind wir in der Situation

ailp a2 e e A1n 0 b12 el e bln

a1 a2 a3 ... A2y bao b2z ... boy

A(m) — az2 ass3 . asn , B(m) — b33 . bgn
Gnn—1 Ann bnn

und koénnen eine Givens-Rotation auf die ersten beiden Zeilen anwenden, um den Eintrag
a9y zu eliminieren. Wir erhalten

ad Gy an o o) .. . b
aglg) a3 e a2n b%) bas ... by
ag12) a3 ... asp | b3z ... b3y

Ann—1 Aann bnn

Nun ist ein Nebendiagonalelement in der linken Matrix gleich null, so dass wir per
Deflation zu den Teilmatrizen

M pD

Qoo  A23 e aon 29 b23 bzn
1
agQ) ass e asn b33 ce bgn
)
anpn—1 Qnn bnn

iibergehen konnen. Nicht invertierbare Matrizen kénnen wir also nicht nur einfach bei
unseren Berechnungen beriicksichtigen, sie fithren sogar dazu, dass wir besonders frith
mit einer Deflation die Problemgréfie reduzieren kénnen.

Der aus den impliziten QR-Schritten und der Deflation entstehende Algorithmus ist
unter dem Namen @QZ-Iteration bekannt. Da ausschlieflich unitire Transformationen
zum Einsatz kommen, ist er in der Praxis relativ unanfillig fiir Rundungsfehler und
somit auch fiir eher schlecht konditionierte Eigenwertprobleme anwendbar.
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10.2 Selbstadjungierte positiv definite verallgemeinerte
Eigenwertprobleme

Wir wenden uns einem wichtigen Spezialfall unter den verallgemeinerten Eigenwertpro-
blemen zu: Sei A € K™ " selbstadjungiert, und sei B € K"*" selbstadjungiert und
positiv definit, es gelte also

0 < (Bx,x)2 fir alle x € K" \ {0}.
Wir suchen nach Lésungen A, x # 0 des verallgemeinerten Eigenwertproblems
Ax = \Bx.

Unser Ziel besteht darin, dieses verallgemeinerte Eigenwertproblem auf ein gewhnliches
Eigenwertproblem zuriickzufiithren, ohne dabei die Selbstadjungiertheit der Matrix A zu
verlieren. Das Hilfsmittel der Wahl ist die Cholesky-Zerlegung

B =LL"

der Matrix B, die fiir selbstadjungierte positiv definite Matrizen immer existiert und
sich in der Praxis auch h&ufig stabil berechnen ldsst. Wir erhalten

Ax = )\Bx,
Ax = \LL"x,
LL'A(L*)"'L*x = ALL*x,
und durch Multiplikation mit L~! von links folgt
L'AL*) " (L*x) = \L*x.
Wir fithren die Hilfsgrofien
% :=L*x, A:=L AL
ein und erhalten das gewohnliche Eigenwertproblem
AR = A% (10.4)

Offenbar ist die Matrix A selbstadjungiert, es ist uns also gelungen, diese wichtige Ei-
genschaft zu erhalten.

Damit ist das Problem unseren sdmtlichen bisher untersuchten Verfahren
zugédnglich. Beispielsweise folgt aus Folgerung dass eine unitdre Matrix Q e Knxn
und eine reelle Diagonalmatrix D € R™" mit

aba - &
existieren. Indem wir die Transformation riickgéingig machen, erhalten wir

Q= (1)'Q
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und stellen fest, dass
Q'AQ=QTL'AL)'Q=QAQ=D,
Q'BQ=QL'LL (L") 'Q=QQ=I
gelten, dass also die Matrix Q sowohl A als auch B auf Diagonalform transformiert.
Die Eigenwerte A\; < Ay < ... < A, des transformierten Problems (und damit auch

der verallgemeinerten Eigenwertproblems) lassen sich mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten
charakterisieren, der sich in der Form

AL(R) = (Ki,ﬁ)g B (L7'A(L*)"'L*x, L*x) _ (Ax, (L*)~'L*x)s _ (AX,x)2
A a <i7 §>2 B <L*X7L*X>2 B <LL*X7X>2 B <BX7X>2

darstellen lédsst. Diese Eigenschaft ist vor allem fiir grofie verallgemeinerte Eigenwertpro-
blem wichtig, da es mit ihrer Hilfe hdufig mo6glich ist, auf die zeitaufwendige Berechnung
der transformierten Matrix A zu verzichten und direkt mit A und B zu arbeiten.

Mit kleinen Modifikationen lassen sich auch andere Verfahren durchfiihren, ohne ex-
plizit mit A arbeiten zu miissen. Ein Beispiel ist der Lanczos-Algorithmus der sich
elegant formulieren lidsst, wenn man das euklidische Skalarprodukt durch das zu der
Matrix B gehorende Energie-Skalarprodukt ersetzt, das durch

(x,y)p = (Bx,y)2 fiir alle x,y € K"
definiert ist. Es induziert die Energienorm
Ix||5 ==V (x,x)B fiir alle x € K".
Wir bezeichnen mit
p™ = L*p™, g™ := L*q™ fiir alle m € N

die transformierten Vektoren und untersuchen die im Rahmen des Algorithmus [8.11
auftretenden Gleichungen. Die Berechnung von

7 = IBl2 = \/(pUm), pem)s = |/ (Lp(m), Lepm),
— \/(LL#p™, p(m); = \/(Bp(™, pm))y = [|p™) 5
ldsst sich auf die Energienorm zuriickfithren, und ebenso die von
B = @™, p"™)2 = (L*q"™), L*p'™), = (LL*q"™, p™)s = (¢, p")

auf das Energie-Skalarprodukt. Fiir die Berechnung von p(™ erhalten wir

p" = AG™ = L'A(LY) 'L g™ = L' Aq™),
so dass sich

p(m) _ (L*)_lﬁ(m) _ (L*)—IL—IAq(m) _ (LL*)—IAq(m) _ B—lAq(m)
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ergibt. Anders als im Fall des urspriinglichen Lanczos-Algorithmus miissen wir also fiir
das verallgemeinerte Eigenwertproblem dazu in der Lage sein, Gleichungssysteme der
Form

Bp(™ — Aq(™

effizient zu l6sen. Der resultierende verallgemeinerte Lanczos-Algorithmus nimmt mit
diesen Modifikationen die folgende Form an:

Algorithmus 10.1 (Verallgemeinerter Lanczos-Algorithmus) Seien A € K™*"
selbstadjungiert, sei B € K"*" selbstadjungiert und positiv definit, und sei ein Startvek-
tor V) € K" mit ||q™V||g = 1 gegeben. Der folgende Algorithmus berechnet die beziiglich
des zu B gehérenden Energieskalarprodukts orthonormale Arnoldi-Basis gV, ..., q("0)
und die Matrizen A™ . Der Algorithmus endet mit m = my.

m <+ 1;
a+— Aq™);
Liose Bp = a;
SRSRVACH JP¥
ar + (qW,a)y; p<+ p—aiq¥;
B1 <+ v/ (a,p)2;
while B, > €;7y do begin
q(m+1) < p//Bm;'
m <+ m—+1;
a <+ Aq™;
Liose Bp = a;
7 < V{a,p)2; )
am (@™, a)s;  p < p— Bn1d™ Y — ang™;
ﬁm <~ <a’ p>2
end

Im Algorithmus wird bei der Berechnung von £, ein kleiner Trick verwendet: Streng
genommen miissten wir

(p,pP)B = (Bp,p)2

berechnen und wiirden deshalb Bp benotigen, also eine Multiplikation mit der Matrix B.
Gliicklicherweise steht p an dieser Stelle des Algorithmus nach Konstruktion senkrecht
(beziiglich des Energie-Skalarprodukts) auf q(™~1) und q™, erfiillt also

(Bq™ ™V, p)s = (q"™ Y, p)p =0, (Bq™, p)2 = (@™, p)5 =0,

so dass wir

(a,p)2 = (AQ™), p)2 = (BB"1Aq™), p)s
= (B(B'AQ™ — B, 19™ Y — a,;,q™), p)2 = (Bp, p)2
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erhalten und so die zusétzliche Multiplikation vermeiden koénnen. Der verallgemeinerte
Lanczos-Algorithmus berechnet eine Tridiagonalmatrix, deren Eigenwerte die der Matrix
A approximieren, und damit auch die des verallgemeinerten Eigenwertproblems.

Im Fall der vorkonditionierten Eigenwertverfahren ist die Situation etwas besser, da
sich die Inverse der Matrix B in der Matrix des Vorkonditionierers unterbringen lésst:
Wenn N ein Vorkonditionierer fiir die Matrix A ist, nimmt die Richardson-Iteration die
Form

D = 07 _ gN(AR(™) — px(m) fiir alle m € Ny
an. Indem wir wie zuvor
(M) = px(m), x(m) = (L*) %™ fiir alle m € Ny
einsetzen, erhalten wir

X(m+1) = (L*)fli(m) _ H(L*)flﬁ(LflA(L*)flﬁ(m) B ,uﬁ(m))
=x" - G(L*)ilﬁLil(AX(m) - MBX(m)) fir alle m € Ny.

Wir definieren
N := (L*)"'NL, N = L*NL
und erhalten
x(M+D) = x(m) _ oN(Ax™ — ;Bx(™) fiir alle m € Np.
Fiir die Untersuchung der Konvergenz ist wichtig, dass
N-! — LIN"L(L) L, A— LlA@LY) !
gelten, so dass wir die Gleichungen

(N7IR, %)y = (LTIN"HL*) " 'L*x, L*x)s = (N~ 'x, %),
(AR,R)s = (LT'A(L*)"'L*x, L*x)s = (Ax,X)s fiir alle x € K", X = L*x

erhalten. Damit gilt die fiir die Konvergenz des vorkonditionierten Verfahrens wichtige
Bedingung

(1—)(N"1x,x) < (Ax,x) < (1+7)(N"1x,x) fiir alle x € R™
genau dann, wenn
(1 —9)(N7IR, %)y < (AR, R)2 < (1 4+9)(N7IR, %)y fiir alle X € R"

erfiillt ist. Falls N also ein guter Vorkonditionierer fiir A ist, ist N auch ein guter
Vorkonditionierer fiir A.
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