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1 Einleitung

Bevor wir uns der Analyse und numerische Behandlung von gewohnlichen Differential-
gleichungen, insbesondere von Anfangswertproblemen, zuwenden, sollen zunéchst einige
mehr oder weniger einfache Probleme vorgestellt werden, die sich mit Hilfe derartiger
Gleichungen beschreiben lassen.

1.1 Federpendel

Ein sehr einfaches Beispiel fiir ein Anfangswertproblem ist das abstrakte Federpendel: Es
besteht aus einer Masse m, die mittels einer Feder mit dem Nullpunkt verbunden ist und
nach oben oder unten ausgelenkt werden kann. Die Auslenkung zu einem bestimmten
Zeitpunkt t bezeichnen wir mit u(t).

Falls die Masse sich nicht im Nullpunkt befindet, ist die Feder angespannt und iibt
eine Kraft aus, die die Masse in den Nullpunkt zuriickzieht. Im abstrakten Fall ist diese
Kraft F'(t) durch das Gesetz

F(t) = —cu(t)

gegeben, wobei ¢ die Federkonstante ist.
GeméiB den Newtonschen Axiomen bewirkt die Kraft F' eine Beschleunigung a(t) der
Masse, die proportional zum Kehrwert von m ist, es gilt also

P(t) = ma(t), alt) = %F(t).

Die Beschleunigung ist die Ableitung der Geschwindigkeit v(¢) der Masse, und die Ge-
schwindigkeit ist die Ableitung der Auslenkung u(t), so dass wir die Gleichungen

zusammenfassen, erhalten wir die kompakte Schreibweise

V@O = (Lo o) 4O

mit der die Bewegungen des abstrakten Pendels vollsténdig beschrieben werden kénnen.



Wenn die Auslenkung u(tp) und die Geschwindigkeit v(tp) zu einem bestimmten Zeit-
punkt ty bekannt sind, konnen wir Auslenkung und Geschwindigkeit zu jedem spéteren
Zeitpunkt t > tg als Losung des Systems

y(to) = (:}‘gg;) : y'(t) = (_Co/m é) y(t) fiir alle ¢t € Ry,

bestimmen. Ein derartiges Gleichungssystem, bei dem die Losung zu einem Anfangszeit-
punkt tg und die Ableitung der Losung zu jedem Zeitpunkt ¢ bekannt sind, nennt man
Anfangswertproblem.

In unserem Fall haben wir es mit einem besonders einfachen System zu tun, dass sich
analytisch 16sen ldsst. Da y/(¢t) und y(t) iiber die von ¢ unabhéngige Matrix

4= (Lo o)

y(t) == ey(to) fiir alle t € R>y,

verbunden sind, ist

eine Losung des Systems, denn fiir diese Funktion gilt
y(to) = "y(to) = y(to), Y (t) = AetAy(t) = Ay(t), fir alle t € R>y,.

Die Exponentialfunktion der Matrix At ldsst sich beispielsweise iiber die Exponential-
reihe approximieren. Wesentlich eleganter ist es, die Matrix A mit Hilfe einer Ahnlich-

keitstransformation
A
-1 _ (M
T AT = < )\2>
zu diagonalisieren und die Exponentialfunktion durch

_ tA1
A _ JTDT™" _ ptDp=1 _ <€0 e&) 71

zu berechnen. Im Falle des Federpendels stellt sich heraus, dass beide Eigenwerte A1, Ao
rein imaginir und zueinander konjugiert sind, so dass die Matrix e4?
die Losung y periodisch ist.

und damit auch

Die Exponentialfunktion eines rein imagindren Wertes steht in enger Beziehung zu
Sinus- und Cosinus-Funktionen, deshalb iiberrascht es nicht, dass wir auch direkt den
Ansatz

u(t) = asin(wt) + [ cos(wt),
v(t) = aw cos(wt) — Bw sin(wt) fiir alle ¢ € R>y,
verwenden konnen. Der Parameter w héngt von ¢ und m ab, widhrend die Parameter

« und [ verwendet werden konnen, um sicherzustellen, dass die Anfangsbedingungen
erfiillt sind.



1.2 Mehrkoérperprobleme

Das abstrakte Federpendel ist ein relativ einfaches Beispiel, weil die Ableitung 3’ und
die Funktion y lediglich durch eine Matrix, also eine lineare Abbildung, gekoppelt sind
und sich deshalb die Losung analytisch angeben léasst.

Die in der Praxis auftretenden Probleme sind in der Regel nicht so einfach zu behan-
deln. Ein Beispiel ist das Mehrkorperproblem, bei dem n Massen myq, ..., m, zu einem
Zeitpunkt ¢ an n verschiedenen Positionen x1(t), ..., x,(t) im zwei- oder héherdimensio-
nalen Raum liegen und mittels der Gravitation aufeinander einwirken.

In diesem Fall iibt die Masse m; auf die Masse m; eine Kraft von

— o, L) — @i(t)
= O () — @)

Fi;(t)

aus, wobei o die Gravitationskonstante ist. Insgesamt wirkt also eine Kraft von

B ' n ‘ xj(t) — xi(t)
Fi(t) = om; ; My ||;Ujj(t) —zi(t)[]?
J#i

auf die Masse m;, und entsprechend der Newton-Axiome entsteht dadurch eine Beschleu-
nigung von
N ;(t) — mi(t) 1
)= 0 2 M ) = o) -y
J#
Wie im Falle des Federpendels benutzen wir die Newtonschen Axiome um festzustellen,
dass a; die Ableitung der Geschwindigkeit v; und v; die Ableitung des Ortes x; ist, also

z;(t) — ai(t)

fiir alle t € R
3 () — (8 | wratets

gi(t) =vi(t), ) =awt)=0) m

gilt. Wir fassen die Orte z;, die Geschwindigkeiten v; und die Beschleuigungen a; zu
Vektoren

T (t) V1 (t) al (t)
x(t) :== : , v(t) == : , a(t) := :
x”(t) Un (t) an(t>

zusammen und schreiben die Differentialgleichung in der Form
' (t)\ _ (v(t) )
(v’(t)> B (a(t) fiir alle ¢t € R.

GeméB (1.1) kénnen wir a(t) als Funktion A von x schreiben, erhalten also

a(t) = A(z(t)) fiir alle ¢ € R.



Zur weiteren Vereinfachung fassen wir x(¢) und y(¢) zu einem Vektor

y(t) == (igg) fir alle ¢ € R

zusammen und fithren die Funktion

0= ()

ein, um die kompakte Darstellung
y'(t) = f(y(t)) fiir alle £ € R

zu erhalten.

Im Falle des Federpendels war f lediglich eine lineare Abbildung, im Falle des
Mehrkorperproblems ist f nicht linear, und die einfachen analytischen Lésungsansétze
fiir lineare Probleme lassen sich nicht mehr verwenden.

Fiir n < 3 ist es noch moglich, die Losung y wenigstens formal (etwa durch spezielle
Reihenentwicklungen) darzustellen, fiir n > 3 dagegen sind numerische Approximations-
verfahren das Mittel der Wahl.

Da diese Verfahren in der Regel eine grofie Anzahl dhnlicher Rechenoperationen erfor-
dern, waren sie eine der wichtigsten praktischen Anwendungen frither Rechenmaschinen.

1.3 Warmeleitung

Als Beispiel fiir ein zwar lineares, aber trotzdem nicht triviales, Anfangswertproblem
untersuchen wir die Warmeleitungsgleichung

0 0?

ait‘(x,w = na—;;(x,t) fiir alle t € Rog, € [0,1]. (1.2)
Sie beschreibt die Erwérmung oder Abkiihlung eines Drahtes der Linge 1: z € [0, 1] gibt
die Position auf dem Draht an, ¢ den Zeitpunkt, und u(z, t) ist die Temperatur im Punkt
x zum Zeitpunkt t. Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass die Randbedingungen

u(0,t) = u(l,t) =0 fiir alle t € R-q

gelten, dass also die Temperatur an den beiden Endpunkten des Drahts fixiert ist.
Wir approximieren zunéchst die Ortsableitung durch einen Differenzenquotienten: Die
Taylor-Entwicklung von u um einen Punkt x ergibt

h? h3 h*
u(z + h,t) = u(x,t) + hu'(x,t) + ?u"(z, t)+ FU(?)) (x,t) + ﬂu(‘l) (x4,1),
2 3 4

w(x — h,t) = u(z,t) — b (2, t) + —u" (2, t) — %u(?’) (x,t) + %uw (x_,1t)



fiir Punkte x4 € [z,z 4+ h] und z_ € [x — h,z]. Addition der beiden Gleichungen und
Division durch h? ergibt

w(x — h,t) —2u(x,t) +ulx + h,t h?
(e b =l e 1) _ gy I

(u(4) (.%'+, t) + u(4) ($_, t))a

also konnen wir die zweite Ableitung durch den Differenzenquotienten auf der rechten
Seite approximieren.
Wir ersetzen nun das kontinuierliche Intervall [0,1] durch n € N diskrete Punkte
O=z9g< 11 <...<2p < 2Tps1 =1, die durch
i
T = fur alle: € {0,...,n+1
(2 n + 1 { ) + }

gegeben sind. Wir ersetzen u(x,t) durch den Vektor y(t) = (y;(t));; mit
yi(t) = u(z;, t) fiir alle t € Ryg,7 € {1,...,n},
und stellen fest, dass die Warmeleitungsgleichung (1.2) durch die Gleichungen

%(yi_l(t) — 2yi(t) + yi+1(t)) falls 1 <7 < n,

h
yi(t) = { 722 (—2ui(t) + yis1 (1)) falls i = 1, fiir alle i € {1,...,n}
h%(?/i—l(t) —2y;(1)) falls 1 = n,

und alle ¢t € Ry mit h = 1/(n + 1) approximiert wird.
Kompakt lasst sich dieses System als

Y (t) = Ay(t) fiir alle t € Ryq

schreiben, wobei die Matrix A € R™ "™ durch

gegeben ist.



2 Theoretische Grundlagen

Bevor wir numerische Losungsverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen untersu-
chen kénnen, miissen wir zunéchst kliaren, unter welchen Bedingungen diese Gleichungen
iiberhaupt eine Losung besitzen. In Hinblick auf die numerische Behandlung ist eben-
falls wichtig, wie empfindlich die Losung auf Stérungen der Parameter, insbesondere des
Startwertes, reagiert.

2.1 Aligemeine Problemstellung
Wir konzentrieren uns auf die Analyse des Anfangswertproblems

y(a) = yo, v (t) = f(t,y(t)) fiir alle t € [a, b] (2.1)

auf einem Intervall [a,b] mit einem Startwert yo in einem Banachraum V und einer
Funktion f : [a,b] x V' — V. Gesucht ist eine mindestens einmal stetig differenzierbare
Funktion y : [a,b] — V.

Das allgemeinere Problem

y(a) = Y0, y,(a) = Y1, ceey y(m—l) (a) = Ym-1,
y () = flty), Y @), ...,y I(@)) fiir alle ¢ € [a, b]

ldsst sich auf die Form (2.1) zuriickfithren, indem wir den Hilfsvektor

w(t) == ) fiir alle ¢ € [a, b]
ymD()

einfithren und das erweiterte System

0 wa(t)
f 0 iy
w(t) = ) , w'(t) = ‘ -
0 Wi ()
Ym—1 Ftwi(t), walt), ..., wm(t))

fiir alle t € [a, b] 16sen. Die umgekehrte Vorgehensweise, also die Elimination von Ablei-
tungsvariablen, haben wir bereits im Falle des abstrakten Federpendels kennengelernt.



2.2 Existenz und Eindeutigkeit

Das zentrale Hilfsmittel fiir den Beweis von Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
des Problems (2.1) ist der Fixpunktsatz von Banach:

Satz 2.1 (Banach) Sei X eine vollstindige Teilmenge eines normierten Raumes. Sei
®: X — X eine Abbildung, und sei L € [0,1) eine Zahl mit

Jo(z) - @)l < Liiz -yl Jiir alle .,y € X. (2.2)
Dann besitzt ® einen Fizpunkt in X, es existiert also ein x, € X mit
D(xy) = Ts.
Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmt.
Beweis. (vgl. [2]) Sei xp € X. Wir definieren die Folge (z,)nen, durch
Tnt1 = P(zy) fiir alle n € Ny.

Unser Ziel ist es, nachzuweisen, dass (zp)nen, €ine Cauchy-Folge ist.
Zunéchst beweisen wir
[#n41 = zn|| < L"||lz1 — 20| (2.3)

durch Induktion fiir alle n € Ny. Fiir n = 0 ist (2.3) trivial.
Gelte nun (2.3) fiir ein n € Ny. Nach Voraussetzung gilt dann

(2.2)
|Znt2 = Znr1ll = | @(znr1) — (@)l < Lllzntr — all
< LL"||zy — o = L™ |2y — a0,

und der Induktionsschritt ist bewiesen.
Seien nun n € Ny und m € N>,,. Dann gilt

[2m — nl| = Z Tpti = Tnti-1|| < Z [@nti — Tnticall < Z L™ g — o)
i=1 i=1 i=1
m—n—1 . 0o ' "
= || — ol L™ Z L' < ||lzy — 1:0||L”ZLZ = llz1 = zoll -
i=0 1=0
Sei € € Ryg. Wir wahlen ng € Ny so, dass
o
— <
lz1 — 2ol —F < e
gilt. Fiir alle n,m € Ny mit ng < n < m gilt dann
n no
Jom = @all < lla1 = 20l < o1 = woll - < e,

10



also ist (2, )nen, eine Cauchy-Folge.
Da X vollstandig ist, muss es ein z, € X mit

lim ||z, —2,]| =0
n—oo

geben, und wir miissen nur noch nachpriifen, dass z, auch ein Fixpunkt von & ist.
Sei dazu € € Rsg. Da (zp)nen, gegen z. konvergiert, gibt es ein n € Ny so, dass

25 — zn < €/4, |25 = Zppa || < €/4
gelten, und wir erhalten

25 — ®(2)[| = |24 — T + Tn — Tng1 + o1 — (@)
< Jos = zpll + [ln — 2ngr ]| + |2(zn) — ()]
< J@s — 2pll + [l2n — 2ngall + Lllzs — zall < €/2+ |lzn — 2nga]
=€/2+ [|on — Tu + Tu — Tog1|| L €/2+ |lTn — || + |24 — Tpga]] <,

also folgt z, = ®(x,), und z, ist als Fixpunkt identifiziert.
Zum Nachweis der Eindeutigkeit wahlen wir einen zweiten Fixpunkt z,, und erhalten

26 = Zasl| = [|2(24) = P(2w)[| < Ll — ],

also folgt aus L < 1 bereits &. = Tyx. [ ]

Mit Hilfe des Fixpunktsatzes kénnen wir nun die Losbarkeit einer gewohnlichen Dif-
ferentialgleichung untersuchen. Die Grundlage ist die folgende Beobachtung:

Lemma 2.2 (Integralformulierung) Sei eine stetige Funktion f € C([a,b] x V,V)
gegeben. Eine Funktion y € C1([a,b],V) lést das Anfangswertproblem (2.1) genau dann,
wenn

y(t) = yo +/ f(s,y(s))ds fir alle t € [a,b] (2.4)

gilt. Insbesondere ist eine stetige Funktion, die (2.4) lost, auch bereits einmal stetig
differenzierbar.

Beweis. Im ersten Schritt gehen wir davon aus, dass y das Anfangswertproblem 16st.
Nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt dann

Yo + / £(5,5(s)) ds = yo + / ¥/ (5) ds = y(a) + y(t) — y(a) = y(t),

fiir alle ¢ € [a, b], also die Integralgleichung (2.4).
Im zweiten Schritt gehen wir davon aus, dass y € C([a,b],V) die Gleichung (2.4)
erfiillt. Fiir ¢ = a folgt aus ihr unmittelbar y(a) = yo. Fiir ein ¢ € [a,b) und h € (0,b — ]

erhalten wir i . L [t+h
W;?J() = f(s,y(s))ds = f(n,y(n))

11



mit einem 7 € [t,t+ h] geméB dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. Fiir h — 0 folgt

n — t und somit
y(t+h) —y(t)
PR — (e y(),
also ist y stetig differenzierbar und erfiillt die gewohnliche Differentialgleichung (2.1) fiir
alle t € [a,b).

Fiir t = b folgt die Aussage, indem wir entsprechend den linksseitigen Differenzenquo-
tienten zur Approximation der Ableitung einsetzen. ]

"(t) = li
y'(t) lim,

Mit Hilfe der Integralformulierung konnen wir eine Aussage iiber die Losbarkeit der
gewohnlichen Differentialgleichung treffen.

Satz 2.3 (Picard-Lindelsf) Die Funktion f € C([a,b] x V.V) erfille die globale
Lipschitz-Bedingung

lf(t,z)— f(t,y)| < Llz -yl fiir alle t € [a,b] und x,y € V. (2.5)
Dann besitzt das Anfangswertproblem (2.1) eine eindeutige Losung y € C'([a,b], V).

Beweis. (vgl. [4]) Wir fithren den Beweis mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes 2.1:
Dazu fithren wir den Operator ® durch

Oul(z) :=yo + /w f(s,u(s))ds fir alle t € [a,b],u € C([a,b],V)

ein und untersuchen die von ihm induzierte Fixpunktiteration. Nach Lemma 2.2 wissen
wir ndmlich, dass ein Fixpunkt von ® eine Losung von (2.1) ist.

Damit wir Satz 2.1 anwenden kénnen, miissen wir eine geeignete Norm auf dem Raum
C([a,b], V) einfithren. Wir verwenden die gewichtete Supremumsnorm

lulle := sup {6_2Lx||u(:x)|| : x € la,b]}, fir alle u € C(la,b], V)

und stellen fest, dass beziiglich dieser Norm

7| @lu)(x) — D[v)(x)| = 72

[ #teuto) = e, o)t
<2t [ fute) - st | e
<z [ u(t) - o)
— Le 2w / " 2Le=2L ) — (1) dt
< Le e /x 2ty — ||, dt

x
=L62L$"U—U‘e/ et dt
a

12



_ 1 1
= Le *H|lu— v\leﬁ(euz — ) < Sl =l
fiir alle = € [a,b] und alle u,v € C([a,b],V) gilt. Also folgt
1
9] — @]l < & lu— ol fir alle u,v € C([a,), V),
und da die Norm || - || dquivalent zur Maximumnorm auf dem Raum der stetigen Funk-

tionen ist, kénnen wir Satz 2.1 anwenden, um zu folgern, dass ein eindeutig bestimmter
Fixpunkt y € C([a,b],V) mit ®[y] = y existiert.

Nach Lemma 2.2 ist diese Funktion y auch die eindeutig bestimmte Losung des An-
fangswertproblems. [

Satz 2.3 ist nicht nur ein Existenz- und Eindeutigkeitsresultat, er bietet uns auch ein

Konstruktionsverfahren fiir die Losung des Anfangswertproblems:

Bemerkung 2.4 (Picard-Iteration) Ausgehend wvon einer beliebigen Funktion ug
konnen wir, wie im Satz 2.1, die Folge uny1 = ®(uy,) konstruieren, und Satz 2.3 im-
pliziert, dass diese Folge gegen die Lisung des Anfangswertproblems (2.1) konvergieren
wird. Diese Konstruktion trigt den Namen Picard-Iteration.

Fiir die Prazis ist diese Konstruktion nur dann anwendbar, wenn sich die einzelnen
Iterierten u, geeignet im Rechner darstellen lassen, etwa mit Hilfe einer Diskretisierung.

2.3 Storungen der Daten

Fiir die numerische Behandlung des Anfangswertproblems (2.1) ist neben der prinzipiel-
len Losbarkeit auch der Einfluss von Stérungen relevant, schliefilich wird im praktischen
Algorithmus in der Regel mit Gleitpunktarithmetik beschrankter Genauigkeit gearbeitet.

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Analyse ist die Grénwallsche Ungleichung, von der
wir hier nur die folgende vereinfachte Variante ben6tigen:

Lemma 2.5 (Grénwall) Seien [a,b] C R ein Intervall, uw € C([a,b],R) eine Funktion
und o € R, B € R>g Konstanten, die

u(t) < a+ ﬁ/t u(s)ds fiir alle t € [a, b] (2.6)

erfillen. Dann gilt
u(t) < aePt=) fir alle t € [a,b].

Beweis. (vgl. [3]) Wir fithren die Hilfsfunktion v € C([a, b)) mit

¢
v(t) :== e_ﬁ(t_a)/ Bu(s)ds fiir alle t € [a, b]

13



ein und erhalten mit Produktregel und (2.6) die Abschétzung

V' (t) = —BePlta) / t Bu(s) ds + e A=) gu(t)

t

= BeAlt-a) <u(t) —

fiir alle ¢ € [a,b]. Aus v(a) = 0 folgt
t t
Blt=a / Bu(s v(t) =v(t) —v(a) = / v'(s)ds < ﬂa/ e Bl=a) g
_ Ba <_1> (eBlt=0) _ g=Bla=)) _ o _ qeBlt-0)
und indem wir mit e®(*~% multiplizieren erhalten wir aus (2.6)
t
u(t) < a+ / Bu(s)ds < a+ PV (a — ae ) = o + e’ — o = P9,

Das ist die zu beweisende Ungleichung. ]

Mit Hilfe dieses Korollars und des Lemmas 2.2 koénnen wir nun den Einfluss von
Storungen der Anfangsdaten untersuchen:

Satz 2.6 (Storungen) Sei U C V. Die Funktion f € C([a,b] x U,U) erfiille die bereits
aus Satz 2.3 bekannte globale Lipschitz-Bedingung (2.5). Die Funktion g € C([a,b]xU,U)
erfille die Bedingung

|f(t,x) —g(t,z)|| < M fir alle t € [a,b],x € U

mit einer von t und x unabhdngigen Konstanten M € R>g.
Seien yo, 20 € U, und seien y,z € C*([a,b],U) Lisungen der Anfangswertprobleme

y(a) = yo, y'(t) = ft,y(1)),
20, 2(t) = g(t, 2(t)) fiir alle t € [a,b).

Dann gilt die Abschitzung

_ L(t—a) ; M (,L(t-a) _q Us L >0
ly(t) — <>||§{”y“ 2ol X7+ (e ) falls >0 et € laub),

llyo — 20|l + M(t — a) falls L =0

kleine Storungen der Anfangsdaten und der rechten Seite fiithren also auch nur zu kleinen
Storungen der Ldsung.

Beweis. Mit Lemma 2.2 erhalten wir

y(t) — 2(t) = yo — 20 +/ f(s,u(s)) — g(s, 2(s)) ds,

14



ly(@) = 2O < llyo — 2ol +/ 1f(s,5(s)) — g(s,2(s))| ds

t
< [lyo — 20| +/ 1 (s,5(s)) = f(s, 2(s) + (1 (s, 2(5)) — g(s,2(s)) | ds

(2.5) t
suw—aw+/LM@ww@m+Mw. (2.7)

Im Falle L = 0 impliziert (2.7) bereits
ly(t) = 2@ < llyo — 2ol + M(t — a) fir alle ¢ € [a, b,

so dass wir uns auf den Fall L > 0 konzentrieren kéonnen. Wir setzen

M
u(t) = |ly(t) — z(¢)]| + T fiir alle t € [a, b],
um die Gleichung
M
u(t) = lly(8) — 2(@®)ll +
M t t
<o = aoll + -+ [ Lllats) = 2(6)] + Mds = ula) + L | u(s) s,
zu erhalten. Nun wenden wir Lemma 2.5 auf
M
a:=u(a) = Hyo—on—i-f, B:=1L
an, um die Abschétzung
M M
ly(@) = 2@l = u(t) = 7 < u(a)e" =) — T
_ MY\ p-a M
= (Mool + 5 ) e =
M
= |lyo — zo|e™* + — <6L(t_a) — 1) fiir alle ¢ € [a, b]
L
zu erhalten. ]

Bemerkung 2.7 Die kleinste mdgliche Konstante fiir M in Satz 2.6 ist offenbar gerade
die Mazimumnorm von f — g, also

M = [[f = glloo == sup{[[f(t,2) — g(t,x)|| - (t,2) € [a,b] x U},

so dass sich die Aussage des Satzes auch abstrakt als

ly(@) = 2] < er(D)llyo = 20/l + 2O f = glloo fiir alle t € [a, ]

schreiben lisst. Der Satz beschreibt also die Lipschitz-stetige Abhingigkeit der Losung
zum Zeitpunkt t von den Anfangsdaten und der rechten Seite.
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3 Einschrittverfahren

Die exakte Losung eines Anfangswertproblems der Form (2.1) wird sich im allgemei-
nen Fall nicht exakt berechnen lassen. Stattdessen miissen wir auf eine Approximati-
on zuriickgreifen: Statt nach einer geschlossenen Formel fiir die Losung zu suchen, be-
schrinken wir uns darauf, sie nur in einzelnen Punkten ty, ..., ¢, € [a, b] ndherungsweise
zu berechnen.

Wir sind natiirlich an Verfahren interessiert, die uns eine moglichst genaue Néherung
zur Verfiigung stellen, und das bei moglichst geringem Rechen- und Speicheraufwand.

Ein moglicher Zugang wire etwa die Picard-Iteration (vgl. Bemerkung 2.4): Wir kénn-
ten die Iterierten durch ihre Werte in Punkten des Intervalls approximieren und zur
Berechnung der Integrale eine Quadraturformel verwenden, die nur diese Punktwerte
bendétigt. Der Nachteil dieses Zugangs besteht darin, dass alle Punktwerte gleichzeitig
im Speicher gehalten werden miissen.

Wir suchen stattdessen nach einem Verfahren, bei dem wir die Werte zu den verschie-
denen Zeitpunkten der Reihe nach berechnen kénnen. Ein Finschrittverfahren versucht,
den Wert zu einem Zeitpunkt x;4; nur auf Grundlage des Wertes zum unmittelbar vor-
angehenden Zeipunkt x; zu approximieren.

Um die Diskussion der Losbarkeit zu vermeiden setzen wir, sofern nicht gesondert
erwahnt, im folgenden Kapitel voraus, dass die rechte Seite f des Anfangswertproblems
(2.1) im zweiten Argument Lipschitz-stetig ist (vgl. Bedingung (2.5)). Satz 2.3 impliziert
dann die eindeutige Losbarkeit fiir beliebige Startwerte in V' und Startpunkte in [a, b].

3.1 Euler-Verfahren

Wir untersuchen zunichst ein besonders einfaches Einschrittverfahren: Das FEuler-
Verfahren basiert auf der Idee, die Ableitung im Anfangswertproblem (2.1) durch einen
Differenzenquotienten zu ersetzen:

W ~y (t) = f(t,y(t)), y(t+h) = y(t) + hf(t,y(t)).

Fir n € N setzen wir

n—1
ti::a

: 1
£ 0L =+ hi fir b= —,i € {0,...,n}
n n n

und berechnen induktiv die Ndherungen

N(tiv1) = n(t;) + hf(ti,n(t;)) fir alle i € {0,...,n —1}.
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Offenbar ist dieses Verfahren sehr effizient durchfiihrbar: In jedem Schritt muss f einmal
ausgewertet und eine Linearkombination berechnet werden, und es brauchen nur jeweils
n(ti+1) und n(t;) gleichzeitig im Speicher gehalten zu werden.

Da der Wert n(t;+1) jeweils direkt berechnet werden kann, spricht man von einem
expliziten Verfahren.

Wenn wir statt des ,rechtsseitigen“ Differenzenquotienten den ,linksseitigen“ Quoti-
enten verwenden, erhalten wir den Ansatz

y(t) —y(t —h)

o ~y (t) = f(t (), y(t) = y(t = h) + hf(t,y(t)),

der nicht mehr direkt berechnet werden kann: Jetzt ist die neue Approximation n(t;y1)
durch das potentiell nichtlineare Gleichungssystem

N(tiv1) — hf(tivr, n(tiv1)) = n(ti)

gegeben, das wir mit einem geeigneten Verfahren auflésen miissen.
Ein brauchbarer Ansatz hierzu ist eine Fixpunkt-Iteration mit dem Operator

U(x) :=n(t;) + hf(tiy1,x) fiir alle x € V.
Falls f Lipschitz-stetig im zweiten Argument ist, also
1f (i1, 2) = f(tivr, y)ll < Lilz =yl fiir alle z,y € V
gilt, erhalten wir
[W(z) =V (y)l| = [[hf(tivr,2) = hf (g1, y)| < hL|z —yl  firalle 2,y €V,

und der Satz 2.1 von Banach garantiert Konvergenz gegen einen eindeutig bestimmten
Fixpunkt z*, falls wir h < 1/L sicherstellen kénnen. Dieser Fixpunkt erfiillt

vt =W(z") = n(t) + hf(tiv1, "), " — hf(tiv1,27) = n(ts),

ist also die gesuchte Losung n(t;+1) = z*.

Falls f hinreichend oft differenzierbar ist und gute Startwerte bekannt sind, kann man
natiirlich statt der Fixpunkt-Iteration auch alternative Ansétze wie beispielsweise das
Newton-Verfahren verwenden, um 7(¢;+1) zu berechnen.

Da bei dieser Variante 1(t;+1) nur indirekt iiber eine Gleichung gegeben ist, spricht
man von einem impliziten Verfahren.

Das Euler-Verfahren kann dank Lemma 2.2 auch als Quadraturverfahren interpretiert
werden: Die Losung y des Anfangswertproblems auf dem Intervall [t;,¢;41] erfiillt die
Gleichung

t
v = ot + [ Fls.us)ds fir alle € [, 1],
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so dass wir insbesondere
tit1
o) =y(t) + [ Fsus) ds
ti

erhalten. Wenn wir das Integral per Rechteckregel approximieren, also durch

tit1 tit1
/t_ f(s,y(s))ds =~ hf(t;,y(t;)) oder /t f(s,y(s))ds =~ hf(tiv1,y(tiv1)),

erhalten wir wieder das explizite beziehungsweise implizite Euler-Verfahren.
Wenn wir die Integrale mit anderen Quadraturformeln approximieren, erhalten wir
weitere, in der Regel implizite, Einschrittverfahren.

3.2 Konvergenz

Natiirlich ist das Euler-Verfahren nur dann niitzlich, wenn es auch eine hinreichend gute
Approximation der tatséchlichen Losung berechnet. Wir miissen also untersuchen, ob
und, falls ja, wie schnell die approximative Losung gegen die echte Losung konvergiert.

Die Theorie basiert auf Vergleichen zwischen exakten und approximativen Losungen
zu verschiedenen Startwerten: Unter den Annahmen von Satz 2.3 definieren wir fiir alle
Startwerte y, € V und alle Startzeitpunkte ¢, € [a, b] die Funktion y(-; ., y«) : [ts, 0] = V
als Losung des Anfangswertproblems

0
Yt by Yu) = Yaey ay(t; t,ys) = f(t,y(tstu, ys)) fiir alle t € [t,,b)]. (3.1)

Nach Satz 2.3 ist y(-; t«, yx) eindeutig definiert.
Infolge der Eindeutigkeit muss fiir ¢., s, € [a,b] mit t. < s, auch die Gleichung

gelten: Im Punkt s, stimmen beide Seiten der Gleichung iiberein, also miissen sie auch
auf dem gesamten Intervall [s, b] iibereinstimmen.

Nun benétigen wir eine dhnliche Funktion fiir die approximativen Losungen. Wir un-
tersuchen ein allgemeines explizites Einschrittverfahren der Form

N(tiv1) :=n(t;) + h®(t;,n(ts), h) fiir alle ¢ € {0,...,n — 1} (3.3)

mit der Inkrementfunktion ®. Das explizite Euler-Verfahren beispielsweise konnen wir
per ®(t,z,h) := f(t,x) auf diese allgemeine Form zuriickfiihren.
Die Intervalle [t,, b] werden durch ihre diskreten Gegenstiicke

[t*,b]h = [t*,b] ﬁ{to,...,tn}
={ti=a+ih : i€{0,...,n},a+ih >t} fir alle ¢, € [a, D]
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Abbildung 3.1: Ansatz zur Fehlerabschitzung: Zwischen der echten Losung y(t; zo, o)
(oben) und der approximativen Losung 7(t; zg, o) (unten) wird die halb-
approximative Losung n(t; z1, y(t1; o, y0)) eingeschoben

ersetzt, und die Funktionen y durch diskrete Funktionen n: Fiir einen Startwert y, € V
und einen Startzeitpunkt ¢, € [a, b], definieren wir die Funktion n(-;t., yx) : [t«,0]p — V
induktiv durch

n(ti—&-l;tmy*) = U(ti;t*, y*) + h(I)(ti777(ti; t*,y*)7 h) fir alle t; € [t*7 b}h

Aus der induktiven Definition folgt fiir ¢, si € [a, b]p mit t, < s, die der Gleichung (3.2)
entsprechende Fortsetzungseigenschaft

N(t; Ly ys) = N(L; 505 M55 s, i) fiir alle t € [sx, b]p. (3.4)

Mit Hilfe der Fortsetzungseigenschaften (3.2) und (3.4) kénnen wir nun eine Darstellung
fiir den Approximationsfehler finden:

Wir wihlen t., s, t € [a,b], mit t,. < s, <t. Wegen (3.2) wissen wir, dass die Fortset-
zung der exakten Losung y ab s, mit dem exakten Startwert y(s.; t«, y.) wieder die exakte
Losung y sein wird. Wegen (3.4) wissen wir, dass die Fortsetzung der approximativen
Losung 7 ab s, mit dem approximativen Startwert 7(s.;t., y.) wieder die approximati-
ve Losung n sein wird. Fiir unsere Abschétzung schieben wir nun zwischen den beiden
Funktionen die approximative Fortsetzung mit dem ezakten Startwert y(s.;ts,ys) ein,
erhalten also

y(tS Ly, y*) - "7(t§ Ly, y*) = y(t5 S, y(3*§ Ly, y*)) - 77(t§ S, 9(3*5 ty, y*))
+ 0t si, Y (855 L, Y ) — 0(E; Sa, N(S45 L, Ys)).- (3.5)
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Fiir s, > t, lésst sich die Norm der ersten Differenz auf ein Anfangswertproblem (mit
exaktem Startwert) auf dem kleineren Intervall [s,, b]; zuriickfithren, wéhrend sich die
zweite Differenz mit Hilfe einer diskreten Variante des Satzes 2.6 abschétzen lésst:

Lemma 3.1 (Diskrete Stérungen) Sei die Inkrementfunktion ® auf [a,blp x V x {h}
Lipschitz-stetig im zweiten Argument, es gelte also

|®(t, z,h) — ®(t,z,h)|| < Lz — 2| fir alle x,z € V,t € [a,b], (3.6)

mit einer von t, x, z und h unabhdingigen Konstanten L € R>o. Dann ist die Differenz
zweier Naherungslosungen beschrinkt durch

(£ o, yo) — n(t; to, 20)|| < |lyo — zo|e™=10) fiir alle yo, z0 € V,t € [a, b]p.
Beweis. Wir beweisen
In(tis to, yo) — n(tis to, 20)|| < |lyo — 2o||eEti~t0) fiir alle i € {0,...,n}  (3.7)

per (endlicher) Induktion. Fiir i = 0 ist die Aussage trivial.
Gelte nun (3.7) fiir ein ¢ € {0,...,n — 1}. Nach Definition haben wir

[m(tit15to, yo) — n(tit1;to, 20)||
= || (n(ti; to, yo) + h®(ti, n(tisto, yo), 1)) — ((tisto, 20) + h®(ti, n(tis to, 20), 1)) |
< In(tis to, o) — n(ti; to, 20) |l + Rl ®(ti, n(ti; to, o), h) — ®(Li, n(ti; to, 20), h) |l
< [In(ti; to, yo) — n(tis to, z0)|| + hL|n(ts; to, yo) — n(ti; to, yo) ||
= (L4 hL)|In(ts; to, yo) — ntisto, yo) |l < €"In(ts; to, o) — n(tisto, yo) |

so dass wir aus der Induktionsvoraussetzung

hLeL(ti—to L(ti+1—to)

In(tit1;to, yo) — n(ti+1;to, 20)|| < |lyo — 2olle ) = |lyo — 20lle

schliefilen kénnen. Damit ist (3.7) auch fiir i + 1 bewiesen. ]

Anstelle der Lipschitz-Stetigkeit von f setzt diese Abschitzung die der Inkrementfunk-
tion ® voraus. Im Falle des expliziten Euler-Verfahrens ist beides ohnehin dquivalent. Fiir
allgemeinere Verfahren ist eine entsprechende Aussage in der Regel leicht nachzuweisen.

Dank Lemma 3.1 nimmt (3.5) die Form

Y8t y) = 05ty )| < My (s sa, (8038, 50)) = 05 80, Y(03 4, 50)) |
+ [y (8s5 Ly ys) — W(S*Qtwy*)H@L(tiS*) (3.8)
an, der zweite Term ist also (bis auf einen Skalierungsfaktor) gerade der Fehler, den
das Naherungsverfahren zwischen s, und ¢, verursacht. Indem wir s, = t, + h wéhlen,

entspricht dieser Term also dem lokalen Fehler, den wir in einem einzelnen Schritt des
Verfahrens in Kauf nehmen.
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Um den Gesamtfehler zu erhalten geniigt es, diese einzelnen lokalen Fehler mit den
entsprechenden Faktoren aufzusummieren. Da unser Ansatz jeweils die Werte der exakten
Losung als Startwerte fiir lokale und globale Approximationen verwendet, bietet es sich
an, die betreffenden Werte abkiirzend mit

yi = y(ti;to, yo) fir alle i € {0,...,n}

zu bezeichnen. Durch Induktion der Abschétzung (3.8) erhalten wir die folgende
Abschitzung des Gesamtfehlers:

Satz 3.2 (Konvergenz) Sei die Inkrementfunktion Lipschitz-stetig im zweiten Argu-
ment, es gelte also (3.6). Sei

Ko := max{|y(tiy1;ti, i) — n(tivr;ti,vi)ll i €{0,...,n—1}} (3.9)

der maximale lokale Fehler. Dann folgt die Abschdtzung

Ko (ellt=0) 1) falls L >0
t)—nt)] << & ’ ir alle t € [a, bl
ly(t) 77()”_{;?@_(1) falls L= 0 fiir alle [a, b]p,

Beweis. Sei t € [a,b];, gegeben. Der Fall ¢t = a ist trivial, wir beschrénken uns also auf
t=t;mitie{1,...,n}.
Zunéchst beweisen wir die Hilfsbehauptung

ly(tsts,y) — sty y)ll < Ko Y €070 fiiralle j € {0,...,i— 1} (3.10)
t=j+1

durch (endliche, absteigende) Induktion iiber j.
Wir haben

ly(tstizr, yie1) — 0t tizt, yim1)|| = ly(ti tio1, yie1) — n(tistio1, yio1) || < Ko

nach Voraussetzung, also ist (3.10) fiir j =i — 1 bewiesen.
Sei nun j € {1,...,7 — 1} so gegeben, dass (3.10) gilt. Wie bereits gezeigt folgt aus
Lemma 3.1 und (3.2) sowie (3.4) die Abschitzung
ly(tsti—1,yi-1) =0t yi-0)l = v ts,y5) — st n(tsti-1,y5-1)) ||
<yt t5,y5) —n(ttg, ui) |l + Ints ty, y5) — i, n(tgsti-1, yi-1) |l
< Nyt toy3) = 0t b, y) |+ lys — 0ty ty—1,yi-1) "0
< lly(tsty,95) = 0t ty,yp) | + Ko,

Wir wenden die Induktionsvoraussetzung an, um

7 7
Hy(t; tj—l,yj—l) . n(t;tj—lyyj—l)n < Kg Z eLh(z—Z) + cheLh(z—J) = Kg Z eLh(z—E)
(=j+1 =
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zu erhalten. Das ist die Abschétzung (3.10) fiir j — 1, und die Induktion ist vollstindig.
Um die gesuchte Aussage zu beweisen, wenden wir (3.10) auf j = 0 an und finden

)
Hy(t, a, y()) — n(t’ a, yO) H < Kg Z eLh(i—f).
(=1

Im Falle L = 0 ist die Summe gerade 4, also (t — a)/h, und wir sind fertig.
Im Falle L > 0 erhalten wir e“* > 1 und beschriinken die geometrische Reihe durch

: Lh(i—) _ _Lhi : Lhe _ _L(t—a) : Lhye _ L(t )eth — e~ LAGHD)
71— _ 7 - _ —a — _ —a
E e =e E e =e g(e ) =e =~
=1 =1 =1
—Lhi —L(t—
_ el m e gl L ey

elh —1 =€ 1+Lh—1 Lh

so dass insgesamt die Abschitzung

K —a
lly(t;a,yo0) — n(t;a,yo)|| < L;I: (eL(t ) _ 1)

bewiesen ist. ]

3.3 Konsistenz

Aus Satz 3.2 folgt, dass fiir die Konvergenz des Naherungsverfahrens das Verhalten des
Faktors Kg/h ausschlaggebend ist. Wenn wir in (3.9) die Definition von n(t;y1;ti, i)
einsetzen, erhalten wir

K tiv1iti, i) — y(tists, yi) — h®(ti, yis h .
hcbmax{lly( 115t yi) — y( ! Yi) (ti,yi, b :ze{O,...,n—l}}

:max{Hy(t”h;t“y")_y(t“ti’y") —@(ti,yi,h)" : ie{(),...,n—l}}

h

Fiir h — 0 wird der linke Term gegen y'(t) konvergieren, also gegen f(¢,y(t)). Offen-
bar kann also das N#dherungsverfahren nur dann erfolgreich sein, wenn fiir h — 0 die
Inkrementfunktion ® gegen f konvergiert.

Definition 3.3 (Diskretisierungsfehler) Sei ® eine Inkrementfunktion. Wir definie-
ren den lokalen Diskretisierungsfehler zu dem durch ® gegebenen expliziten Einschritt-
verfahren durch

y(t+hyt,z) — =
h

T(t;z, h) = — ®(t,x,h)  fir alle h € Rsg,t € [a,b— h],z € V.
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Bei dieser Definition ist zu beachten, dass wegen Satz 2.3 und wegen der Lipschitz-
Stetigkeit von f die Funktion 7 fiir alle z € V' wohldefiniert ist.
Wie bereits gesehen gilt

K
Tq) < max{||7(t;;yi, h)|| : 1 €{0,...,n—1}},

nach Satz 3.2 ist es also fiir die Konvergenz der Néherungslosung sehr erstrebenswert,
dass 7(t;y(t), h) fiir h — 0 gleichm#Big gegen Null geht.

Definition 3.4 (Konsistenz) Sei ® eine Inkrementfunktion. Das durch sie definierte
explizite Einschrittverfahren heifit konsistent mit dem Anfangswertproblem (2.1), falls

lim sup||7(t5y(t), )| ¢ € [a,b— h]} =0 (3.11)

gilt. Das Verfahren heif$t von der Ordnung p konsistent mit dem Problem fiir ein p € N,
falls es Konstanten Cy, hy € R5q so gibt, dass

sup{||7(t;y(t),h)|| : t € [a,b—h]} < CyhP fir alle h € (0, hy) (3.12)
gilt. Offenbar impliziert diese Bedingung bereits, dass ® auch konsistent ist.

Die Konsistenz eines Verfahrens lasst sich auf ein sehr einfaches Kriterium zurtickfiih-
ren:

Lemma 3.5 (Konsistenz) Sei f stetig und sei y Lésung des Anfangswertproblems
(2.1). Sei ® stetig auf

A= {(t,h) : t€la,bl,he[0,b—1]}.

Das durch ® definierte explizite Einschrittverfahren ist genau dann konsistent mit dem
Problem, wenn

ft,y(t)) = (¢, y(t),0) fir alle t € [a,b] (3.13)
erfillt ist.

Beweis. Wir beweisen zunéchst zwei Hilfsbehauptungen.
Vorbetrachtung 1: Fiir alle ¢ € [a,b), h € (0,t — b] gilt

et y(t). 1)) = Hy(“ hity(t) —y(t) @(t,y<t>,h>H

h
= [ o)
— I9(4) = By = [ rp(t) = By 1) (314)

mit einem ¢ € [t,t + h).
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Vorbetrachtung 2: Da f und y stetig sind, ist

te f(ty(t)

stetig auf der kompakten Menge [a, b], also insbesondere gleichméBig stetig. Also finden
wir fiir beliebige € € Ry ein d; € Rsq so, dass

lf(t,y(t) — f(s,y(s)|l <¢/3 fiir alle t, s € [a,b] mit |t — s| < 01 (3.15)

gilt. Da ® stetig auf der kompakten Menge A ist, finden wir fiir beliebige ¢ € R~ ein
09 € R so, dass

1@t y(t). h) — ®(s,y(s), k)| < /3 fiir alle (t,h), (s, ') € A
mit [t — s| + |h — 1| < &9 (3.16)

gilt. Mit Hilfe dieser Abschétzungen kénnen wir nun den eigentlichen Beweis fiihren.

Teil 1: Sei nun ¢ konsistent und h € R~ sowie ¢t € [a,b — h] gegeben. Sei € € Rx.
Seien 01, d2 € Ry wie in (3.15) und (3.16) gewéahlt. Aus (3.11) folgt, dass es ein d3 € Rsg
mit

l7(t,y(t),h)] <e€/3 fiir alle ¢t € [a,b— h],h € (0,03)

geben muss. Wir setzen d := min{d, d2, d3}.
Seien h € (0,0) und t € [a,b—h| gegeben. Wir fixieren ¢ € [t, t-+h]| mit der Eigenschaft
(3.14) und erhalten

£t y(t) — @, y(0), Ol < 1 f @ y@) — fEr, y(E)ll + [[f(Er, y(t4)) — (L, (D), b
+ [ 2(t,y(t), h) — (¢, y(1), 0)
<e€/34 |7t yt),h)| +¢€/3 <e,

und da e beliebig gewihlt war folgt (3.13).

Teil 2: Setzen wir nun voraus, dass (3.13) gilt. Sei € € R+, und seien wieder 1,09 €
R-o wie in (3.15) und (3.16) gewéhlt. Wir setzen d := min{dy, d2}.

Seien h € (0,6) und t € [a,b — h] gegeben. Wir fixieren wieder ¢4 € [¢,¢ + h| mit der
Eigenschaft (3.14) und erhalten

I y(@), Wl = 1F (e, y(E4)) — Dt y(0), b
< f s y(Es) = FEy@O) + (1 (# y(E) — @(E y(E), 0)]]
+ @ y(t),0) — 2t y(t), W) < €/3+¢/3 =2¢/3,

also folgt die Konsistenz. ]

Aus diesem Lemma folgt direkt, dass das explizite Euler-Verfahren konsistent ist,
schlieBlich ist es durch ®(¢,x,h) = f(¢,x) definiert. Falls f Lipschitz-stetig in beiden
Argumenten ist, ist das Euler-Verfahren sogar konsistent von Ordnung 1:
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Lemma 3.6 (Konsistenz Euler) Sei f Lipschitz-stetig im ersten und zweiten Argu-
ment, es gelte also

If(ta) = fs,2)| < Lt —s|+ e —2l)  firallet,s € [a,bla,z€V  (3.17)

mit einer von t,s,x und z unabhingigen Konstante Ly € R>g.
Dann ist das explizite Euler-Verfahren konsistent von Ordnung 1.

Beweis. Wir kénnen h, € R beliebig wihlen und setzen
My == max{|[|f(¢,y(O)|| : t€ [a,b]}, Cy = Ly(1 + My).

Da die Funktion
t || f(t,y(0))]

stetig und das Intervall [a, b] kompakt ist, sind My und C, wohldefiniert.
Seien nun h € (0, hy) und t € [a,b — h] gegeben. Nach Definition gilt

| = Hy(t+h;t,y(t)) —y(t) H
h

= lly'(ty) = fEy@) = 1fEy(E) = f(Ey@)]

(¢, y(t), h)

fiir ein ¢4 € [t,t + h).
Aus der Lipschitz-Stetigkeit von f folgern wir nun

I y(@), I = 1F e, y(t4)) = FE YO < Lp([t =t [ + lly(6) =yt (3.18)

Auf den zweiten Term wenden wir wieder den Zwischenwertsatz an, um

ly@) =y )l =1t =t | |y )l = 1t =t | Lf Cq, gt )| < Myglt — t4]

fiir ein t4 4 € [t,t4] zu erhalten. Insgesamt folgt aus (3.18)
Ity (@), M| < L (1 + My)|t — 4| = Cyh

also die zu zeigende Behauptung. [

Bemerkung 3.7 (Alternativer Beweis) Fullsy’ Lipschitz-stetig ist, falls es also eine
Konstante Ly, € R>q mit

ly'(8) =y ()| < Lyt — 5| fiir alle t,s € [a,b]

gibt, erhalten wir

I (t, y(t),

) = | RO a0

=y (t4) = fF(Ey@) = lly'(t4) = y' (Ol < Lyllt4 — ] < Lyh

fir ein ty € [t,t + h] und beliebige h € Rq, t € [a,b — h].
Falls y zweimal stetig differenzierbar ist, kann per Mittelwertsatz L, durch das Mawi-
mum von y” abgeschiitzt werden.
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Indem wir eine Konsistenzaussage mit dem Konvergenzsatz 3.2 kombinieren, erhalten
wir eine Fehlerabschétzung fiir das Einschrittverfahren:

Satz 3.8 (Konsistenz und Konvergenz) Sei ® eine Inkrementfunktion, und sei das
durch sie definierte explizite Einschrittverfahren konsistent mit (2.1). Dann gilt

Jim - sup{|ly(t;a,y0) — n(t;a,0)|| = t € [a,0]n} =0,
h=(b—a)/n

die diskreten Ndherungslosungen konvergieren also gegen die exakte Ldsung.
Falls das Verfahren konsistent von Ordnung p ist, gibt es Konstanten C, h, € Rso mit

sup{|ly(t;a,y0) — n(t;a,yo)|| : t € [a,blp} < ChP  fir alle h = (b —a)/n € (0, hy).

Beweis. Der Fall b = a ist trivial, deshalb beschrinken wir uns auf den Fall b > a.
Sei K¢ die Konstante aus Satz 3.2, und sei

Cr i L(elt=a) —1)  falls L > 0,
b—a falls L = 0.
Aus Satz 3.2 folgt
K
ly(t; a,90) — n(t; a,y0)|| < CKT@ fiir alle h € Rxo,1 € [a, b]j.

Sei € € Ryg. Da das durch ® definierte Verfahren konsistent mit (2.1) ist, gibt es ein
0 € R+ so, dass die Abschitzung
€

max{[|7(t;y(t), h)| : ¢ € la,b—hl} < = fiir alle h € (0,6)
K
gilt. Damit erhalten wir auch
K
ly(t; a,y0) — n(t;a,y0)|l < CKT‘I’ = CKCL = fiir alle ¢ € [a, ]
K

und n € Nmit h = (b—a)/n < 4.
Sei nun das Verfahren konsistent von Ordnung p, und seien Cy, h, € R die Kon-
stanten aus (3.12). Dann haben wir

K
ly(t; a;90) — n(t; a,y0)|| < CKTCI) < CgCyh? fir alle ¢ € [a, b]p,
und n € N mit h = (b —a)/n < hy. Die gewiinschte Aussage folgt fiir C':= CxC,. m

Korollar 3.9 (Konvergenz Euler) Sei f in beiden Argumenten Lipschitz-stetig, es
gelte also (3.17).

Dann gibt es eine Konstante Coy € Rsg so, dass fiir alle h € Rsq die per explizitem
Euler-Verfahren mit Schrittweite h berechnete Niherungslosung die Abschdtzung

ly(t; @, o) — n(t;a, yo)|| < Cenh fiir alle t € [a,b],
erfillt. Insbesondere konvergiert die Niherung fir h — 0 gegen die exakte Lisung.

Beweis. Kombiniere Satz 3.8 mit Lemma 3.6. [ ]
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3.4 Lokalisierte Konvergenzaussagen

Satz 3.2 erfordert die Lipschitz-Stetigkeit der Inkrement-Funktion ® auf dem gesamten
Raum V und bietet eine Fehlerabschitzung ohne weitere Einschrankungen an Keg.

In der Praxis passiert es hédufig, dass die Funktion f, und damit in der Regel auch die
von ihr abhingende Inkrementfunktion ®, nur in einer Umgebung der exakten Losung
Lipschitz-stetig sind. In dieser Situation kann es sinnvoll sein, ® Lipschitz-stetig auf
den gesamten Raum V fortzusetzen und dann die bereits bewiesenen Aussagen auf die
modifizierte Inkrementfunktion anzuwenden.

Im Interesse der Einfachheit beschrinken wir uns in diesem Abschnitt auf den Fall, dass
V ein Hilbert-Raum ist. Die Grundlage unseres Fortsetzungsarguments ist die Projektion
beliebiger Vektoren auf die Einheitskugel:

Lemma 3.10 (Projektion) Wir definieren die Projektion

x falls |[zf] <1, )
y(z) =19 , fir alle x € V.
Tl ansonsten
Dann gilt
I () — I (2)|| < ||z — 2]l fir alle x,z € V.

Beweis. Seien x,z € V', und sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit ||z| < ||z|| ange-
nommen.

Wir unterscheiden drei Fille: Falls ||z|| < 1 gilt, folgt auch ||z| < 1 und damit IT;(z) =
z, IT1; (y) =y, so dass die Aussage trivial ist.

Falls ||z|| <1 < ||2| gilt, impliziert die Cauchy-Schwarz-Ungleichung bereits

20w, 2) < 2|z |l2]l < 202]l < llzll + |12

und wir erhalten

2
z 1
ML ()~ P = ||e = 2| = el2 = 202, 20 +1
B B
— Jaf? - 2, 2) + e 2) <1 _ L ) el - (1 S ) ]2
B EE

Clr— 22+ (1 _ ”i”> <2<x, 2 — <1 + HiH) HzH?)

1
<l =2l + (1= ) (2l + 2l = 2l = llz]) = Il = 2.
121l

Im Falle 1 < ||z|| < ||z|| schlieBlich ergibt sich

2 1

SU : =2—2(x,z2)

[l 1=l

Iy (2) — ()] = ]

[l {11l
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2
— llel2 = 2z, 2) + 12112 = (a2 + 1212 = 2) + (2 - |HHH> (@, 2)
< lle - 2I1? - ] qu—2>+(2 - H) el =1l = lle - 2|12

und der Beweis ist abgeschlossen. [

Wir sind nicht an Projektionen auf die Einheitskugel interessiert, sondern auf poten-
tiell kleinere Kugeln mit Radius v € R+, die sich einfach per

Iy (z) := 111 (z/7) fir allex € V
definieren lassen. Offenbar gilt auch hier

1L, (&) - IL,(2)]] = AT (2 /) — M (z/7)]
<Allz/y—2/7l = Il - 2| fir alle z, 2 € V,

und wir kénnen die Fortsetzung von ® konstruieren:

Korollar 3.11 (Lokalisierung) Sei yo € V, und sei y : [a,b] — V eine Lisung des
Anfangswertproblems (2.1).
Sei v € Rsg. Wir definieren die Umgebungen

St):={zeV : |lx—y@®)| <~} fiir alle t € [a, b]y,

und setzen voraus, dass die Inkrementfunktion auf ihnen im zweiten Argument Lipschitz-
stetig ist, dass also

|®(t,x) — ®(t,2)|| < L||z — z|| fir alle t € [a,b]p,x,z € S(t)

fir ein L € R>q gilt. Es sei Kg/h klein genug, um

- {Kq> (ellt=9) — 1) falls L >0, (3.19)

B (t —q) falls L =0

fiir die in (3.9) definierte Konstante sicherzustellen. Dann folgt fiir alle t € [a,b];, die
Abschdtzung
e (ellt=a) _ 1) falls L >0,

ly(®) = ne)ll < {%(t —a) falls L = 0.

Beweis. Da die Inkrementfunktion @ nur lokal Lipschitz-stetig ist, setzen wir sie zu
einer global Lipschitz-stetigen Funktion &, fort: Falls ein Vektor nicht in der durch S(t)
definierten Umgebung der Losung liegt, wird er in diese Menge projiziert, indem wir

2= y(t) + I, (2 — y(t)) fir alle ¢t € [a, by, z €V

setzen, denn nach Definition von IT, gilt dann [jz; — y(t)|| < v, also x; € S(2).
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Die Funktion ®, definieren wir durch
D, (t,z,h) := D(t,x, h) fir alle t € [a,b]p,z €V,
und wir erhalten dank Lemma 3.10 die Abschitzung

||(I>*(t,l‘, h) - q)*(taz’h)H = ”(I)(t’xtvh) - (I)(tazt7h)||
< L|lzy — z]| < L|jz — z|| fir alle t € [a,b]p, z, 2 €V,

die Inkrementfunktion ®, ist also global Lipschitz-stetig im zweiten Argument.
Analog zu 1 definieren wir Néherungslosungen n, fiir die fortgesetzte Inkrementfunk-
tion ®, durch

N (it 1 by Ui ) 1= N (bis by Y ) + RPu(E3, (5 i, Y ), B) fiir alle t; € [t«, b]p.

Wegen y(t) € S(t) folgt @.(t,y(t),h) = D(t,y(t),h), also auch Ky = Kg,, und aus
Satz 3.2 und (3.19) erhalten wir die Abschéitzung

ly(t; a,y0) — ne(t; a,y0)|| <~ fiir alle ¢ € [a, b

Daraus folgt n.(t;a,y0) € S(t), und nach Definition von @, also auch n.(t;a,yp) =
n(t; a,yo). Damit ist die gesuchte Aussage bewiesen. [ |
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4 Verfahren hoherer Ordnung

4.1 Konsistenzkriterium

Wie wir in Satz 3.8 gesehen haben, entscheidet die Konsistenzordnung p dariiber, wie
schnell sich der Fehler der Néherungslosung reduziert. Im Falle des Euler-Verfahrens
bewirkt eine Halbierung der Schrittweite lediglich eine Halbierung des Fehlers, wiahrend
bei einem Verfahren p-ter Ordnung der Fehler bereits um den Faktor 277 reduziert
wiirde.

Wenn wir eine gewisse Genauigkeit € € Ry erreichen wollen, muss

e~h ~n™P

gelten, wir bendtigen also
n~ e L/

Schritte des Einschrittverfahrens. Das bedeutet, dass ein Verfahren erster Ordnung eine
Million Schritte zum Erreichen einer Genauigkeit von 107 benétigt, wihrend ein Ver-
fahren zweiter Ordnung mit nur tausend Schritten auskommen kénnte, also im Idealfall
tausendmal schneller wire. In der Realitét erfordert ein Schritt eines Verfahrens héherer
Ordnung einen etwas hoheren Rechenaufwand, wird aber trotzdem sehr viel schneller als
ein Verfahren niedrigerer Ordnung sein.

Wir sind also daran interessiert, moéglichst einfache Verfahren moglichst hoher Ord-
nung zu konstruieren. Dazu gehen wir &hnlich wie in Bemerkung 3.7 vor: Wegen (3.2)
haben wir y(t + h;t,y(t)) = y(t + h), und wenn wir y € CP*![a, b] voraussetzen, folgt
mit dem Satz von Taylor

y(t+hity®) —yt) g

T(t,y(t),h) = Y
_ y(t + h})L — y<t) _ @(t,x, h)
BV hpt+

— ) (p+1) _
=Y =) + y (L) y@))

h <V < V! (p+1)!

h¥ 8”{) hP OP®
*Z T (68 0) = —ro s (b2, he)
P yv—1
h hP
(p+1)
=> o yv (p+1),l/p (t+)

N
—_
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h 8”<I> h? P ®
- Z

” Gh” t,z,0) — H%(tvmafur)

v (v+1) v P (p+1) P

— V! v+1 ohv ( p! p+1 OhP (

(4.1)

fiir Zwischenstellen t. € [t,t + h] und hy € [0,h]. Da wir ein Ndherungsverfahren
konstruieren wollen, steht uns die Losung y im Allgemeinen nicht zur Verfiigung, also
driicken wir sie mit Hilfe von f aus: Es gilt

fy(t) = f(t,y(t) = y'(t) fiir alle t € [a, b], (4.2)

da y die Losung von (2.1) ist, und wir erhalten

p—l (V)
T(t,y(t),h)zzh ( (¥ —Oj®(t,x o)>+<fy (ts )—8Z<1>(t,x,h+)>. (4.3)

v+1 pl\ p+1

v=0

FEine Konsistenzordnung von p kénnen wir nur erwarten, falls die erste Summe verschwin-
det, falls also die Ableitungen bis zur Ordnung p — 1 von f, und @ iibereinstimmen.

Lemma 4.1 (Konsistenzkriterium) Seip € N, und sei y € CP1[a,b]. Sei ® eine im
dritten Argument p-mal stetig differenzierbare Inkrementfunktion, die

14

(V—i—l)?)hj{j(t y(t),0) = fy”() fiir alle t € [a,b],v € {0,...,p—1}

erfillt. Dann ist das durch ® definierte Verfahren von p-ter Ordnung konsistent.
Beuweis. (vgl. [2]) Sei hy € Rsg. Da yP+Y) stetig ist, ist
Cy = max{ [y (@) : t € [a,b]} = max{||fP(@)] : t € [a,b]} < o0

als Maximum einer stetigen Funktion auf dem kompakten Intervall [a,b] wohldefiniert.
Da & im dritten Argument p-mal stetig differenzierbar ist, ist

ore

(ESZHMX{‘aMJLy@%hﬁ’2t€[%bLh€[Qb—ﬂ}<ﬂw

als Maximum einer stetigen Funktion auf der (nach Heine-Borel) kompakten Menge
A:={(t,h) : t €a,b],h€]0,b—1t]}

ebenfalls wohldefiniert.
Sei h € (0, hy] und t € [a,b — h]. Durch Einsetzen in (4.3) folgt sofort

®)
Ht (), h) = Z’ (fyp ) _ gro, a, h+)> _ Z (M _ agcb(t,:c,m))

p+1 p+1
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mit Zwischenpunkten ¢ty € [t,¢ + h] und hy € [0, h]. Nach Definition von C; und Cs
erhalten wir also

£ (ty) Op®(t,z, hy) Cy Ca\
It ute), 1) < ( e I e | R ) I
fiir die Konstante
YU (p+ 1) p?
und damit ist (3.12) bewiesen. ]

Dieses Resultat lédsst sich als Verallgemeinerung von Lemma 3.5 interpretieren:
®(t,2,0) = f(t,x) impliziert Konsistenz. Falls f differenzierbar (es reicht auch Lipschitz-
Stetigkeit) ist, folgt Konsistenz erster Ordnung. Falls zusétzliche Ableitungen existieren
und stetig sind, erhalten wir hohere Konsistenzordnungen.

Lemma 4.1 kann verwendet werden, um Einschrittverfahren beliebig hoher Konsisten-
zordnung zu entwickeln, indem man die Struktur der Funktion f, ausnutzt: Nach (4.2)
gilt

76 = DIty (15 (1) = DI(ty(®) - (1, S0 y(0)
= Sty + L) sy firallet € o8],

wir kénnen also diese Grofie berechnen, falls uns die Ableitungen von f zur Verfiigung
stehen. Wir definieren

of
ot

(t,z) + g(t, x)x) fir alle t € [a,b],h € [0,b—t],z €V,

O(t,z,h) == f(t,z) +h < o

und Lemma 4.1 zeigt, dass das durch diese Inkrementfunktion definierte Verfahren die
Konsistenzordnung 2 besitzt.

Wenn uns hohere Ableitungen von f,, also letztendlich von f, zur Verfiigung ste-
hen, kénnen wir in dieser Weise prinzipiell Verfahren beliebig hoher Konsistenzordnung
konstruieren.

In der Praxis stehen uns sehr oft die Ableitungen von f nicht zur Verfiigung, so dass
wir uns fiir Verfahren interessieren, die eine hohere Konsistenzordnung auch ohne diese
zusétzliche Information erzielen (schlie8lich kénnen wir eine Funktion statt per Taylor-
Entwicklung auch durch Lagrange-Interpolation approximieren).

Beispiel 4.2 (Heun) FEs ist mdglich, aus einem Quadraturverfahren héherer Ordnung
eine Inkrementfunktion héherer Konsistenzordnung zu konstruieren. Als Beispiel ver-
wenden wir die Trapezregel

t+h h
| ats)ds = Slato) + gt + 1)

die bei einem zweimal differenzierbaren Integranden einen Fehler der Ordnung h® auf-
weist.
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Wir wenden diese Regel auf die Integraldarstellung aus Lemma 2.2 an und erhalten

t+h h
y(t+h) =y(t) + F(s,y(s))ds = y(t) + 5 (f(t.y(@)) + f(t + h,y(t + h))),
t
also ein zundchst implizites Finschrittverfahren.
Falls h klein genug ist, diirfen wir erwarten, dass wir mit der Fizpunktiteration

YD B) 2= y(0) + Sy (0) + S+ by O+ h) i alle i € Ny

schnell eine gute Néiherung von y(t + h) erhalten kénnen.
Wenn wir zur Bestimmung des Startwerts das explizite Euler-Verfahren verwenden,
erhalten wir yO (t + h) := y(t) + hf(t,y(t)) und nach dem ersten Iterationsschritt

Y06+ R) = y(6) + 5 () + £+ by (e + 1)

= y(6) + 5 (P y(6) + £+ hoy(0) + BF (6 y(0)

Fiir eine hinreichend kleine Schrittweite h kénnen wir davon ausgehen, dass dieser Wert
bereits eine gute Niherung von y(t + h) darstellt. Die entsprechende Inkrementfunktion

lautet
1

2
und definiert das Heun-Verfahren.

Falls f einmal stetig differenzierbar ist, folgt aus ®(t,z,0) = f(t,x) nach Lemma 4.1
bereits, dass das Verfahrenm von erster Ordnung konsistent ist. Falls f zweimal stetig
differenzierbar ist, erhalten wir per Kettenregel

O(t,z,h) == (f(t,x) + f(t+ h,z+ hf(t,x)))

O b,y = DS+ b+ B () - (1, (1),
£4(6) = DIt y(0) - (14 (1) = D y(0) - (1, £t (1),
200 (6,(1),0) = (1),

also ist das Verfahren gemdfl Lemma 4.1 in diesem Fall von zweiter Ordnung konsistent.

Statt der Trapezregel konnen wir auch mit der Mittelpunktregel arbeiten, die ebenfalls
einen Fehler in der GréSenordnung von h? erwarten lidsst. Auch hier miissen wir den
Wert im Mittelpunkt des Intervalls geeignet approximieren, beispielsweise durch das
Euler-Verfahren:

Beispiel 4.3 (Runge) Analog kinnen wir auch die Mittelpunktregel verwenden, um
eine Inkrementfunktion zu konstruieren: Wir gehen wieder von Lemma 2.2 aus und setzen
t+h

v m =y + [ Jsu(s)ds = y(0) +bf <t+Z,y(t+’;)).
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Wie schon in Beispiel 4.2 verwenden wir das explizite Fuler-Verfahren, um die Appro-
rimation

(145 ) =0+ 70 u(o)

zu gewinnen und erhalten
h h
y(t+h) =y@) +hf(t+ 5.y + 5 f(Ey(E) ) -
Die zugehdrige Inkrementfunktion
h h

definiert das Runge- oder auch Euler-Collatz-Verfahren.

Falls f einmal stetig differenzierbar ist, folgt aus ®(t,z,0) = f(t,z) per Lemma 4.1,
dass das Verfahren von erster Ordnung konsistent ist. Falls f zweimal stetig differen-
zierbar ist, impliziert die Kettenregel

0P 11

o, (b h) =Df <t+ gx + Zf(t,x)) : <27 2f(t,ff)>

1 h h
— in (t—l— §,x+ 2f(t,$)) : (Lf(tvx))’

0P
25h

und dank Lemma 4.1 kénnen wir schlieflen, dass das Verfahren auch von zweiter Ordnung
konsistent ist.

(t,y(t),0) = Df(t,y(t)) - (1, f(t,y(t))) = £, (1),

Es stellt sich die Frage, ob man durch Quadraturformeln héherer Ordnung auch zu
Inkrementfunktionen hoherer Ordnung gelangen kann. Im Prinzip kénnen wir eine Qua-
draturformel ,

t+

t

Fs,y(s))ds = Y wif (si,y(s:))
i=1

verwenden, miissen dann aber brauchbare Niherungswerte fiir y(s;) in allen Quadratur-
punkten zur Verfiigung stellen. Eine Analyse der Fehlerfortpflanzung im Quadraturver-
fahren zeigt, dass eine Quadraturordnung von p + 1, also eine Konsistenzordnung von p,
nur dann zu erwarten ist, wenn die Ndherungswerte fiir y(s;) genau bis auf einen Fehler
der Ordnung p — 1 sind. Diese Eigenschaft ist im Allgemeinen nur schwer sicherzustellen.
Im Falle des Heun- und Euler-Collatz-Verfahrens profitieren wir davon, dass das ex-
plizite Euler-Verfahren eine Niherung erster Ordnung fiir y(¢t + h) bzw. y(t + h/2) zur
Verfiigung stellt, fiir hohere Ordnungen ist dieses Ziel schwieriger zu erreichen.
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4.2 Runge-Kutta-Verfahren

Sowohl das Heun- als auch das Euler-Collatz-Verfahren basieren darauf, die Funktion f
in Punkten auszuwerten, die von vorangehenden Auswertungen der Funktion abhéingen
konnen. Allgemein haben wir also die Struktur

i—1
ki=f t—l—cih,x—i—hZaijkj fiir 7 € {1,...,8}, (4.4&)
j=1
O(t,x,h) =Y biki (4.4b)
=1

eines expliziten Verfahrens, das mit Hilfe von s Auswertungen der Funktion f eine Inkre-
mentfunktion definiert. Die entscheidenden Parameter sind die Vektoren ¢ € R®, die die
Zeitpunkte fiir die Auswertungen angeben, die Matrix A = (aij)f,jzlv die angibt, wie die
i-te Funktionsauswertung von den vorangehenden Auswertungen beeinflusst wird, und
der Vektor b € R®, der beschreibt, wie die einzelnen Funktionsauswertungen kombiniert
werden miissen, um die Inkrementfunktion zu erhalten.

Die durch (4.4) beschriebenen Verfahren bezeichnen wir als Runge-Kutta- Verfahren
der Stufe s. Die bisher betrachteten Einschrittverfahren lassen sich als Runge-Kutta-
Verfahren interpretieren: Das explizite Euler-Verfahren ist einstufig mit den Parametern

A=(0), c=(0), b= (1),

das Heun-Verfahren ist zweistufig mit

=) =0 ()

und das Runge-Verfahren ist ebenfalls zweistufig mit

S U3 ER () ER N U]

Kompakt lassen sich Runge-Kutta-Verfahren in Form des Butcher-Schemas

c| A
bT

schreiben, die drei oben erwiéhnten Verfahren nehmen dann die Form

00 ol o 0] o0
1 1|1 0 1/2]1/2 0
12 1/2 0 1

an. Anschaulich entsprichen bei diesem Schema die ersten s Zeilen jeweils einer Aus-
wertung von f: die c-Spalte gibt den Zeitpunkt an, die restlichen Spalten beschreiben



den Ort. Die letzten s Spalten des Butcher-Schemas gehoren jeweils zu einer der Zwi-
schengréflen k; und beschreiben, wie diese Grofle skaliert werden muss, bevor sie in die
Berechnung der nichsten Grofie beziehungsweise des Endergebnisses eingeht.

Durch Taylor-Entwicklung lassen sich aus den in Lemma 4.1 gegebenen Bedingun-
gen nichtlineare Gleichungssysteme herleiten, die zur Konstruktion von Runge-Kutta-
Verfahren hoherer Ordnung verwendet werden kénnen. Dem Gleichungssystem kann man
entnehmen, dass Quadraturformeln einen guten Losungsansatz bieten: Fiir den Vektor
¢ lassen sich Quadraturpunkte auf dem Intervall [0, 1] verwenden, fiir den Vektor b die
entsprechenden Quadraturgewichte.

Wenn man die Simpson-Quadraturformel

/Olg(s)dsz

aus Symmetriegriinden in der Form

(9(0) +49(1/2) + 9(1))

| =

! 1 1 1 1
| ato1ds = 5o(0) + 3a(1/2)+ 39(1/2) + 5o(1)
0 6 3 3 6
schreibt und die passenden Koeffizienten a;; berechnet, erhélt man das Schema

0] o0
1/211/2 0
/21 0 1/2 0
1|0 0 1 o0
11/6 1/3 1/3 1/6

das das klassischen Runge-Kutta- Verfahren vierter Stufe beschreibt. Es ldsst sich nach-
weisen, dass dieses Verfahren die Konsistenzordnung vier besitzt.

Entsprechend kann man auch die 3/8-Quadraturformel von Newton verwenden, die
durch

! 1 3 3 1
| atords ~ go(0) + S9(1/3) + Sa(2/3) + got1)
0
gegeben ist und zu dem Butcher-Schema

0 0

/31 1/3 0

2/31-1/3 1 0
1 1 -1 1 0

| 1/8 3/8 3/8 1/8

fithrt. Man kann zeigen, dass auch das zu diesem Schema gehorende Runge-Kutta-
Verfahren die Konsistenzordnung vier besitzt.

Im Interesse einer hohen Genauigkeit sind wir natiirlich an Verfahren mdoglichst hoher
Konsistenzordnung interessiert. Die Konstruktion derartiger Verfahren ist im Allgemei-
nen relativ schwierig, aber es ist immerhin moglich, eine obere Schranke fiir die maximal
erreichbare Ordnung anzugeben, indem man ein einfaches Beispielproblem analysiert.
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Lemma 4.4 (Exponentialfunktion) Sei ein explizites Runge-Kutta-Verfahren der
Stufe s durch (A,b,c) gegeben.
Wendet man es auf das fiir X € R gegebene einfache Anfangswertproblem

yA(0) =1, yh(t) = Aya(t) fir alle t € Rxg (4.5)

an, dessen Losung offenbar durch yx(t) = e gegeben ist, so gilt fir die durch das
Verfahren definierte Niherungsldsung

ma(t + hyt,x) =+ h®(t,z,h) = g(Ah)x  fir alle h € Rug,t € [a,b— h],z, A € R

mit einem Polynom g € Ps, das nur von A, b und ¢ abhdngt. Dieses Polynom wird
manchmal als Stabilitdtsfunktion bezeichnet.

Beweis. Im trivialen Fall A = 0 setzen wir g = 1 und sind fertig.
Sei nun A # 0 angenommen. Einsetzen der Differentialgleichung in (4.4) fithrt auf die
Gleichung

ki=X|2+h) aik; |,
j=1
i—1 i—1
AMEi=(z+h) aghki | =x+hA> a3 k) firalleie{1,...,s},
j=1 j=1

die es nahelegt, einen polynomialen Zusammenhang zwischen den skalierten Hilfsvekto-
ren A\~ 'k; zu vermuten.
Konkret wollen wir nun die Existenz von Polynomen ¢; € P;_1 beweisen, die

Mk = (b)) fiir alle i € {1,...,s} (4.6)
erfiillen. Wir verwenden dazu eine abschnittsweise Induktion, zeigen also
Ak = qi(\h)x fiir alle 7 € {1,...,0} (4.7)
fiir alle £ € {1,...,s}. Der Induktionsanfang ¢ = 1 ist einfach: Fiir ¢ = 1 haben wir
ANy = XN (t,2) =,

also gilt die Behauptung mit ¢y =1 € P;_.
Gelte nun (4.7) fiir ein £ € {1,...,s — 1}. Dann erhalten wir nach (4.4) und dank der
Induktionsvoraussetzung

l L

Abpp =X [ t+coph o + 0 apaky | =z + A0 apa Ak
j=1 j=1
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l 1
=2+ A ar1gi Az = [ 14+ A0Y ap;qi(AR) | @ = g (M)
j=1 j=1

fiir das Polynom
4
a+1(¢) =1+ Czazﬂ,ﬂj@),
j=1
das in Py liegen muss, da die Polynome g; fiir j < ¢ hochstens in P,_; liegen koénnen.

Damit ist die Induktion abgeschlossen und (4.7) sowie auch (4.6) bewiesen.
Die Niherungslosung ist nach (4.4) gegeben durch

Nt +hit,x) =x+h®(t,z,h) =2+h Y biki=x+hA>_ bA 'k

=1 =1
=z +hA)_bigi(Ah)z = (1 + ALY b,-qz-(/\h)> z = g(\h)x
=1 =1
fiir das Polynom

9(¢) =1+ bigi(C),
=1

das wegen ¢; € P;—1 in Py enthalten sein muss. [ ]

Offenbar steht die Stabilitéitsfunktion g in enger Beziehung zum Approximationsfehler:
Die Differenz zwischen exakter Losung yy und approximativer Losung 7)) ist gerade durch

At +h) = ma(t + hst,ya (1) = X — g(An)eM = et(eM — g(Ah))

gegeben, fiir eine hohe Konsistenzordnung muss also g eine moglichst gute Approxi-
mation der Exponentialfunktion sein. Aus dieser Beobachtung ergibt sich die folgen-
de Schranke fiir die von einem s-stufigen expliziten Runge-Kutta-Verfahren erreichbare
Konsistenzordnung:

Lemma 4.5 (Maximale Ordnung) Die Konsistenzordnung p eines s-stufigen expli-
ziten Runge-Kutta- Verfahrens betrdgt hochstens s. Im Falle p = s gilt

9(Q)=>_
=0

Beweis. Sei ein s-stufiges explizites Runge-Kutta-Verfahren gegeben, und sei g die ent-
sprechende Stabilitatsfunktion. Wir untersuchen den lokalen Diskretisierungsfehler fiir
das Problem (4.5). Er ist gegeben durch

|7

. (4.8)

7!

oyt h) —uya(t) _
N h

B(t, (1), ) = 2L GO+ B2 (0, 1)

T(t,z, h)

38



_ 4 h) —n(t+ bty (b)) _ MY —g(A)eN et — g(Ah)

h h h

Durch Einsetzen der Exponentialreihe erhalten wir

et 5 (\R) e (A\h)sT1 eM (AR )5 12

fiir ein hy € [0, h].
Falls (4.8) gilt, folgt unmittelbar
e/\t)\s—i-l e)\t)\s-i-l 6At}\s+2

s S s+1 .
mh <||r(t, 2, h)| < T 1)!h + (8+2)!h fiir alle i € R,

also ist das Verfahren konsistent von Ordnung s und eine héhere Ordnung auch nicht
moglich.
Falls (4.8) nicht gilt, kann das entscheidende Polynom

¢ o)

in Null hochstens eine Nullstelle der Ordnung s besitzen, also gibt es eine Konstante
c € Ryg und ein hg € Ry so, dass

Z % —g(0)| > ec® fiir alle ¢ € (0, ho).
i=0

gilt, also auch

M| i At ys+1
e (A\h) e
t,x,h)| > — —g(AR)| — 5
it 0l 2 G 13255 - g - Ty
)\h)s eAt}\erl eAt)\erl
> MO he = ceMAhs T — h®  fiir alle h € (0, ho/A).
2 e i) ce i) iir alle h € (0, ho/\)
Demzufolge kann die Konsistenzordnung in diesem Fall héchstens s — 1 betragen. ]

Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht: Es kann vorkommen, dass zu einer gegebenen
Konsistenzordnung p kein p-stufiges Runge-Kutta-Verfahren existiert.

Bemerkung 4.6 (Implizite Verfahren) Fir ein explizites Runge-Kutta- Verfahren
muss die zugehorige Matrix A eine strikte untere Dreiecksmatriz sein. Wire sie es nicht,
konnten die Grdfsen k1,..., ks nicht der Reihe nach explizit berechnet werden.

Wenn wir beliebige Matrizen A zulassen, erhalten wir im Allgemeinen implizite Run-
ge-Kutta-Verfahren. Diese Verfahren unterliegen nicht der in Lemma 4.5 bewiesenen
Schranke fiir die Konsistenzordnung, sondern kinnen wesentlich héhere Genauigkeiten
erzielen.
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Beispielsweise konnen auch in diesem Fall die Vektoren ¢ und b entsprechend einer
Quadraturformel gewdhlt werden, etwa entsprechend einer Gauf-Formel. Es ist bekannt,
dass eine Gaufs-Formel mit s Quadraturpunkten exakt bis zur Ordnung 2s — 1 ist, und
man kann zeigen, dass das mit Hilfe einer derartigen Formel definierte implizite Runge-
Kutta- Verfahren die Konsistenzordnung 2s besitzt.

Es ist auch bekannt, dass eine Quadraturformel mit s Quadraturpunkten keine héhere
Ezaktheitsordnung erreichen kann, dementsprechend kann auch ein s-stufiges Runge-
Kutta-Verfahren die Konsistenzordnung von 2s nicht tiberschreiten.

FEin so definiertes allgemeines Runge-Kutta- Verfahren hat den Nachteil, dass in jedem
Schritt ein nichtlineares Gleichungssystem mit s unbekannten Vektoren k; geldst werden
muss, wodurch ein hoher Rechenaufwand zustande kommen kann.

FEinen Mittelweg beschreiten semi-implizite Runge-Kutta- Verfahren, bei denen die Ma-
triz A zwar eine untere Dreiecksmatrixz ist, aber Diagonaleintrige ungleich Null zugelas-
sen werden. Dann kénnen die Vektoren ki, ks, ..., ks der Reihe nach bestimmt werden,
indem eine Folge von s nichtlinearen Gleichungssystemen fiir jeweils einen einzelnen
Vektor geldst wird.

4.3 Extrapolationsverfahren

Die Abschitzung von Satz 3.2 in Kombination mit e/ /L = h lisst uns erwarten, dass
bei einem Verfahren der Konsistenzordnung p fiir hinreichend kleine Schrittweiten h eine
Abschétzung der Form

ly(t + hst,y (1) — n(t + hit,y (1) < CAPH fiir alle h € (0, hy) (4.9)

gilt. Falls wir annehmen, dass sich der Fehler um den Punkt A = 0 in eine Taylor-
Reihe der Ordnung p + 2 entwickeln lésst, miissen wegen (4.9) die ersten p + 1 Terme
verschwinden, und es bleibt eine Abschétzung der Form

ly(t + hst,y(t)) — nt + hst,y(t)) — e hPTH| < C.hPT2 fiir alle h € (0,hy)  (4.10)

mit einer geeigneten Konstanten C. € R>o und dem Vektor c;, der mit dem Term der
Ordnung p + 1 der Taylor-Entwicklung korrespondiert.

Mit Hilfe dieser Abschiitzung kéonnen wir die Konsistenzordnung des Verfahrens ver-
bessern: Wir berechnen eine Losung 11 (t + h; ¢, y(t)) mit dem urspriinglichen Verfahren
und eine zweite Losung 72(t + h;t,y(t)) mit einem Verfahren zu der halbierten Schritt-
weite h/2. Die Voraussetzung (4.10) impliziert dann

y(t+ hst,y(t)) =t + bt y(t) + e hP
y(t + hit,y(t)) = na(t + hit,y(t)) + c-h(h/2)P,

und Multiplikation der zweiten Gleichung mit 2P und Subtraktion beider Gleichungen
ergibt

(2P = Dy(t + h;t,y(t)) = 2Pna(t + hit,y(t)) — m(t + hst,y(1)),
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_ Pt +hit y(t) —m(t+ hit,y(t)
2r —1 ’

y(t+hit,y(t) = ns(t+ hit,y(t)) -
Ausgehend von (4.10) erhalten wir

ly(t + h;t,y(t)) — ns(t + hst,y(t))]|
2r —1 2P+ sty y(t) —m(t + hit,y(t)) H

7Y+ Rt (1)) T

= G 2P st y(6)) — ot + Bt (1))
= (y(t+hit,y(t)) —mt+ hit,y(@0)))l
= Lo+ bt y(8) — ot + bt y(8) — eoh(h/2)7)
)
)

2r —1

IN

)
)
)
— (Yt + bty (8) — mu(t+ bty () — e bt
(@ lly(t + hit, y(1)) — malt + hit,y(8)) — e h(h/2)7|
)

% _ 1
+ ly(t + hit,y(t) — m(t+ hit,y(t)) — e, RPHH])
1 C.(2? + 1)
< 2P hPT2 P2y = =€ pt+2
_2p_1( C.h + C.hPT2) 9p — 1 hPT=,

also besitzt das durch n3 gegebene Einschrittverfahren die Konsistenzordnung p + 1.

Die Konstruktion von n3 entspricht der bekannten Grenzwertextrapolation: Im Idealfall
wiirden wir mit Schrittweite 0 rechnen wollen, aber das ist praktisch nicht durchfiihrbar.
Stattdessen rechnen wir mit den Schrittweiten » und h/2 und bestimmen das lineare
Interpolationspolynom, das die fiir diese Schrittweiten erhaltenen Werte trifft, und wer-
ten es an der Stelle Null aus. Dreh- und Angelpunkt der Extrapolation ist die Kenntnis
einer Entwicklung der Form (4.10): Wenn eine solche asymptotische Entwicklung vor-
liegt, konnen wir Einschrittverfahren hoher Ordnung durch einfache Kombination von
Verfahren niedriger Ordnung konstruieren, allerdings wird der Rechenaufwand dabei in
der Regel deutlich hoher als etwa bei einem Runge-Kutta-Verfahren ausfallen: Schon in
unserem Beispiel erfordert der Extrapolationsansatz den dreifachen Rechenaufwand des
Basisverfahrens.

Da bei einem Extrapolationsansatz die Schrittweite als entscheidender Parameter
beriicksichtigt werden muss, ben6tigen wir eine etwas erweiterte Notation. Wenn wir eine
verbesserte Approximation mit Hilfe von n € N Teilschritten der Schrittweite h,, := h/n
berechnen wollen, miissen wir

Un(t) = n(t)v
M (t+ (i + Dhy) i= np(t + ihy) + hn @ (E + ihy, nn(t + ihy), hy)

fiir alle 7 € {0,...,n — 1} bestimmen und erhalten schlieBlich die N&herung n,(t + h).
Ideal wire n = oo, denn dann wére h,, = 0 und aus unserem Konvergenzsatz 3.2 und
der Konsistenz des zugrundeliegenden Niherungsverfahrens wiirde n,, = y(t + h) folgen.
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Da die Berechnung unendlich vieler Zwischenschritte zu lange dauern wiirde, miissen
wir uns auf endlich viele von ihnen beschrinken und hoffen, dass wir trotzdem eine gute
Approximation des Falls h,, = 0 erhalten. Abstrakt bedeutet das, dass wir die Funktion

Xth i {hn=h/n : ne N} -V, hp, — nn(t + h)

untersuchen und sie stetig in Null fortsetzen méchten. Damit das sinnvoll moglich ist,
miissen wir etwas iiber das Verhalten von x; 5 in der Nidhe der Null wissen: Wir brauchen
eine asymptotische Entwicklung.

Genauer gesagt gehen wir davon aus, dass es Konstanten C. € R5¢ und hy € R5o und
Funktionen e, ..., ex € C([a,b],V) so gibt, dass

|7 (t + ) 4 €1 ()AL + ea(t)RPFT + ... + ep(t)hETFD) _ g (¢ 4 b)|| < C.hEFR (4.11)

fir alle h € (0, hy), alle t € [a,b — h] und alle n € N gilt. Aus dieser Abschitzung folgt,
dass

Ren(hn) = y(t + h) — er(t)h, — ea(t)hETY — ... — ep(t)hET«*=D (4.12)

eine gute Approximation von 7, (t 4+ h) ist. Wenn wir dieses Polynom konkret berechnen
kénnten, hatten wir die Moglichkeit, den Wert Xt 4(0) = y(¢ + h) zu bestimmen, also die
exakte Losung. Leider ist es nicht so einfach: Das Polynom X lasst sich nicht direkt
bestimmen.

Stattdessen approximieren wir es: Da X; »(hy) eine gute Approximation von 7, (t + h)
ist, konnen wir eine gute Approximation von X, gewinnen, indem wir 7, (¢t + h) in
ausgewéhlten Punkten h,, interpolieren. Das so konstruierte Interpolationspolynom x; p,
erfiillt

Xt.h(hn) =1 (t + h) = Xen(hn) (4.13)
in allen Interpolationspunkten h,, und wir kénnen es in Null auswerten, um
Xt.n(0) = Xe,n(0) = y(t + h)

zu bestimmen. Zur Definition der Stiitzstellen der Interpolation geben wir Schrittzahlen
np < ni < ... < ng mit korrespondierenden Schrittweiten h,,, = h/n; vor, berechnen die
Naherungslésungen

N =M, (t+ h) fir alle 7 € {0,...,k},
und suchen ein Interpolationspolynom x; p, das
Xt.h(hn,) = ni fir alle 7 € {0,...,k} (4.14)

erfiillt. Infolge der speziellen Gestalt von X, j, bietet es sich an, das Polynom x; 5 in dem
Polynomraum

k
Ve =<K x+—ay+ E Oéj.errw(]fl) D ag,...,ap €V
Jj=1
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zu suchen. Zur Analyse empfiehlt es sich, auch das reellwertige Gegenstiick

k
Wy = $D—>ﬂ0+25j$p+w(j_l) : Boy.., 0 €ER
Jj=1

zu untersuchen. Aus Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir den reellwertigen Fall
lassen sich dann einfach die korrespondierenden Aussagen fiir den allgemeinen Fall ge-
winnen. Da Wy von den iiblichen Polynomriumen abweicht (einige Monome fehlen),
miissen wir zunéchst Existenz und Eindeutigkeit eines Interpolanten ¢ € W diskutie-
ren.

Lemma 4.7 (Interpolationsaufgabe) Seien Stiitzstellen xy > x1 > ... > x> 0 und
Stitzwerte qo, . .., qr € R gegeben. Es gibt genau ein q € Wy, mit

q(z;) = q fir alle i € {0,..., k}.

Beweis. (vgl. [1, Lemma 4.33]) Wir betrachten die Abbildung
k

k
+(j—1
S RM - RFHL (Bos -+ B) = | Bo+ > _ Bjat bt :
=1 i=0
die offenbar linear ist. Falls wir nachweisen konnen, dass sie auch injektiv ist, folgt aus
Dimensionsgriinden, dass sie auch surjektiv ist, also eindeutig invertierbar. Da X gerade
die Koeflizienten fJy, ..., 8r € R auf die Werte des durch sie definierten Polynoms

k
g:R— Gy + Z ﬁjxp+(j_l)“ fiir alle z € R (4.15)
j=1
in den Interpolationspunkten z1, ...,z abbildet, wiirde das die eindeutige Losbarkeit

der Interpolationsaufgabe implizieren.
Zum Nachweis der Injektivitéit fixieren wir (y,..., Bk € R so, dass X(fo,...,0k) =0
gilt. Wir fithren das Polynom ¢, € Py_1 durch

k
g«(x) = Zﬂjxjfl fiir alle x € R
j=1

ein und stellen fest, dass
q(x) = ag + 2Pq.(z*) fiir alle x € R
mit dem in (4.15) definierten g € Wi, gilt. Daraus folgt

—a = 2¥q. (%) fir alle i € {0,...,k}. (4.16)
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Wir definieren die Funktion

¢:R—R, ¢ —fo¢ P
und erhalten
wPp(xf) = —Poalz; P = — By = 2l q.(af) fir alle i € {0,...,k},
die Funktion g, interpoliert also ¢ in allen Punkten zf, ..., x%.

Insbesondere interpoliert g, die Funktion ¢ in den Punkten z¥,...,z¥, so dass wir
die bekannte Formel fiir den Interpolationsfehler anwenden konnen: Es gibt ein ( €
[x§,...,2¢] so, dass sich der Interpolationsfehler im Punkt x§ durch

(k)
™ (¢)
¢:(2) — plag) = (25 — o) - (a5 — )

darstellen lisst. Wir wissen aber bereits, dass in zfj die Funktion ¢ und das Polynom g,
ebenfalls iibereinstimmen, also folgt

" ()

0="%

(x5 —af)--- (a6 — =)

Da die x; paarweise verschieden und positiv sind, sind auch die =y’ paarweise verschieden
und positiv, also muss

0=¢"(0)

gelten. Wegen ¢ > 0 und p > 0 konnen wir aus der Definition von ¢ bereits Gy = 0
folgern.
Durch Einsetzen in (4.16) und Dividieren durch 2? erhalten wir

g«(2¥) =0 fir alle 7 € {0,...,k}.

Da die z¥ paarweise verschieden sind und ¢, nur ein Polynom der Ordnung k — 1 ist,
folgt per Identitétssatz ¢, = 0, also auch 6y = ... = [ = 0.

Demzufolge enthélt der Kern von Y nur die Null, somit muss ¥ injektiv und damit
auch bijektiv sein, und die durch

(ﬂo,. .. ;/Bk) = 271(‘]07 ... 7Qk)

gegebenen Koeffizienten definieren eindeutig das gesuchte Polynom gq. [

Indem wir das Lemma auf die kanonischen Einheitsvektoren anwenden, erhalten wir
die zu unserer Interpolationsaufgabe gehorenden Lagrange-Polynome: Fiir jedes i €
{0,...,k} existiert genau ein £; € Wy mit

1 fallsi=34
Li(z;) = { amre=g fiir alle j € {0, ..., k}. (4.17)
0 ansonsten
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Der Interpolant zu Werten qq, ..., qr € R ldsst sich damit als

k
q:= Z aGLi € Wy
i=0
definieren. Wir konnen aber mit Hilfe der Lagrange-Polynome auch die uns eigentlich
interessierende Interpolationsaufgabe im vektorwertigen Raum W, 16sen:

Lemma 4.8 (Vektorwertige Interpolationsaufgabe) Seien wieder die Stiitzstellen
x> x> ... > x> 0 und Stitzwerte xo, ..., xx € V gegeben. Es gibt genau ein x € Vi
mat

x(x;) = xq fir alle i € {0, ..., k}. (4.18)

Beweis. Unter Verwendung der in (4.17) eingefiithrten Lagrange-Polynome definieren wir
x durch

k
X =Y xili
=0

Aus L; € Wy folgt direkt x € Vi, und da es sich um Lagrange-Polynome handelt,
erhalten wir auch

k
x(zj) = inﬁi(a:j) = X fir alle 4, j € {0,...,k}.
=0

Zum Nachweis der Eindeutigkeit fixieren wir ein zweites Polynom x’ € W, das ebenfalls
die Eigenschaft (4.18) besitzt. Daraus folgt, dass die Differenz Y := x — X’ € Vg in allen
Punkten z; gleich Null sein muss. Nach Definition des Raums Vj, kénnen wir Vektoren
Qg, ..., € V so wihlen, dass

k
X(x) =ap+ Z ajzPtel=1 fir alle z € R
j=1
gilt. Sei i € {0, ..., k}. Wir betrachten das durch
k .
Xi(@) = (0, X(@)) = (i, 00) + Y {0, a)a? T fir alle 2 € R

j=1

definierte Polynom. Offenbar ist es ein Element von W, das in allen Punkten x; ver-
schwindet, also impliziert die Eindeutigkeitsaussage von Lemma 4.7 bereits X; = 0 und

damit insbesondere 0 = (a;, ;) = ||ay||>. Da i beliebig gewihlt war, folgt ¥ = 0 und
damit auch xy = x/. [ ]
Zur Definition des Polynoms x;, € V; wenden wir das Lemma 4.8 auf die Punkte
o = hng, - .-, T = hy, an und die Werte xo = 1o, ..., xx = nr an und erhalten
k
Xen =Y miLli € Vi
i=0
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Nun miissen wir iiberpriifen, dass das Extrapolationsverfahren auch die gewiinschte Kon-
sistenzordnung erreicht. Da das Polynom x; j, gemé8 (4.13) durch Interpolation gestdrter
Werte von x; 5, entsteht, miissen wir analysieren, wie diese Storung sich auf den gesuchten
Wert x:4(0) auswirkt.

Wir verwenden zur Analyse die Lebesgue-Zahl unserer Interpolationsaufgabe:

Lemma 4.9 (Lebesgue-Zahl) Es gibt eine Konstante A(ng,...,ny), die nur von
no, ..., Nk, aber nicht von h abhdngt, und die
k
> xiLi0)|| < Alno, ..., ) max{|all ¢ i€ {0,...,k}}  fiir alle xo,...,xx €V
i=0
erfillt.

Beweis. Wir bezeichnen die Lagrange-Polynome zu den Interpolationspunkten &y =
1/ng,..., T = 1/n; mit Lo, ..., L und definieren die Lebesgue-Zahl durch

k
A(no,...,mx) =Y |L£;(0)].
1=0
gegeben ist. Sei i € {0,...,k} fixiert. Es gilt
Li(#)) = Li(x;) = Li(hd;) fiir alle j € {0,...,k},
also impliziert die Eindeutigkeitsaussage von Lemma 4.7 bereits
Li(z) = Li(ha) fiir alle x € R,

und damit insbesondere £;(0) = £;(0).
Seien nun xo, ..., xx € V gegeben, und sei C' := max{||x;|| : ¢ € {0,...,k}}. Dann
gilt

k k
D x| <>l 1£:(0 |<OZ|£ |—OZ|£ )| = CA(no, ..., ),
i=0 i=0
und der Beweis ist abgeschlossen. [

Wir wenden diese Abschitzung auf die Differenz x5, — Xt € Vi an und finden

1X2.1(0) = X (0)]] < Alno, -, ) max[[Xen(2i) = Xen(2i)ll 2 @€ {0, K},

Storungen in den Stiitzwerten werden also schlimmstenfalls um den Faktor A(no, ..., ng)
verstérkt.
Aus der Wahl von ¢ und Xy (siehe (4.12) und (4.14)) folgt

e (@) = Xen(@a)ll = s (¢ + h) + ex (@), + ...+ ex (O FD —y(t + h)|
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< ChBth < CohP ek fiir alle 4 € {0,...,k}.
Mit Hilfe der Lebesgue-Zahl erhalten wir
[%e1(0) — y(t + R)|| < A(1/ng, . .., 1/ng)CehP TR,

die gewiinschte Konsistenzbedingung mit einer von h unabhéngigen Konstanten.

Um nachzuweisen, dass das Extrapolationsverfahren wie gewiinscht funktioniert,
miissen wir die Existenz von asymptotischen Entwicklungen der Form (4.11) diskutieren.
Da diese Abschiitzung im Wesentlichen den Unterschied zwischen der Ndherungslosung
Nt +h) + e (H)hh + ... + ek(t)hffw(kﬂ) und der Losung y(t 4+ h) beschreibt, liegt es
nahe, die Untersuchung auf Grundlage der Konsistenzordnung zu fiihren.

Wir beschrinken uns auf den Fall w = 1 und k& = 2 und miissen zeigen, dass

17 (¢ + ) + e(t + h)RE — y(t + h)|| < Cchi ™ (4.19)

fir alle h € (0, hy), t € [a,b— h] und n € N gilt.

Unser Ziel ist es, die Funktion e zu konstruieren. Dazu verfolgen wir den Ansatz, ein
zweites Einschrittverfahren mit der Inkrementfunktion ® so zu konstruieren, dass es die
hohere Konsistenzordnung p + 1 besitzt und

M (t +ihy) = 0y (t +ihy) + e(t + ihy )AL (4.20)

fiir seine Naherungslosung 7, gilt. Dann folgt nimlich aus dem Konvergenzsatz 3.2 be-
reits (4.19). Die Naherungslosung 7, (t + h) ist gegeben durch

Mn(t) = n(t),
Tt + (i 4+ 1)hp) i= T (t + i) + ha®(t 4 ihp, T (t + ihy), hn),
also nimmt die Bedingung (4.20) die Form
Nt + (i + Dhy) + e(t + (i + 1)hp)RE = 7, (t + ihy,)

= T (t + ihy) 4 hn®(t + ihp, T (t + ihy), by

= Nt + ihn) + e(t + ihn)hE + hp®(t + iy, 9o (t + ihn) + e(t + ihy)hE, hy,)
an und wir gelangen mit

N (t 4 (i + Dhy) = np(t +ihy) + ha®(t + ihy, 00 (E + ihn, hy)

zu dem Ansatz

&(t,x, hy) = O, — e(t)hE, hy) + (e(t + (i + 1)hy,) — e(t + ihy))hE.

Nun betrachten wir den lokalen Diskretisierungsfehler des neuen Néherungsverfahrens
®, der durch

(), ) = LI G 00,
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(Wt + hn) —y(t) = hn®@(t,y(t) — e(t)hy), hn)
—(e(t+ (i+ 1)hy) —e(t +ihy))hE)

_ b
-

gegeben ist. Wir verwenden die Taylor-Entwicklung von ® im zweiten Argument, um

B(t,y(t) — ()2 hn) = Bty (), ) — ()2 22 (1, (8). B

" ox
2 (t)h? 92
2 0x?
mit einem Zwischenpunkt £ € [0,1] zu erhalten. Den zweiten Term dieser Entwicklung
entwickeln wir im dritten Argument, um

(t, y(t) + Ee(t)hp, hn)

0P 0P 0%

mit einem Zwischenpunkt hy € [0, hy,] zu gewinnen. Da ® mindestens von erster Ordnung
konsistent ist, gilt ®(¢,z,0) = f(¢, ), also auch

0P 0 0*®
O (ty0) ) = L (1 (0) + s (0 y(0), ).

Schliefllich wenden wir die Taylor-Entwicklung auch in der Form

2

e(t+ (i +1)hy) — e(t +ihy) = hpe (t +ihy) + %"e”(t + (i + Q)hy)

mit einem Zwischenpunkt 7 € [0, 1] an, um auch den letzten Term von 7 zu vereinfachen.
Wir sammeln die Restterme in

e2(t)hh " 92®
2 a2
Rt

* ozon

R(t, hy, 1) == (t,y(t) + Ee(t)hP, hy)

1
(t,y(t), hy) + 56”(75 + (i + Q)ha)
und erhalten

T(t,y(t), hn) = hln<y(t +hn) = y(t) — ha®(t,y(t), hn) + e(t)hﬁ“g‘g’j(u y(t) — hﬁ“e’(t)>
+ RETIR(t, by, 1)
of

= 7(t,y(t), hy) + AP <e(t)8x(t, y(t)) — e’(t)) + RETIR(t, by, 1)

Jetzt miissen wir die Konsistenz des urspriinglichen Einschrittverfahrens einsetzen. Da es
eine Konsistenzordnung von p besitzt, folgt aus der Taylor-Entwicklung (4.1) des lokalen
Diskretisierungsfehlers bereits die Darstellung

hP (p+1) (¢ PP ppt1 (P+2) (¢ oP+1p
T(tay(t)v h) = <y ( ) t,l‘,O)) + ( )l (y ( +) t,l’,h+)

pl\ p+1 ~ o p+1 p+2 = ohr
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mit z = y(t), hy € [0,h] und ¢4 € [t,t + h]. Wir definieren

- y@+D) () o
T (p+1)!  onr

(t,y(t),0) fiir alle t € [a, b]

und erhalten fiir die Konstante

o 1 y®PtA () ol '
t €la,b—hl],hy € [O,h]}
die lokale Abschitzung
I7(t, y(t), h) — d(t)hP|| < C1RPT fiir alle h € (0, hy),t € [a,b— h].

Einsetzen in 7 fiithrt zu

17(s,y(s), hn) || < by ||d(s) — e(s) + WO+ | R(s, i, 1))

2 (s, 9(s)) +€/(s)

Wenn wir also e(t) als Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

e(t) =0, e'(s) = e(s)a—f(s,y(s)) —d(s) s € [t,t+ h]

definieren, folgt unmittelbar
17(s,y(s), ha)ll < BEFH(C1+ || R(s, s 0)])),

und wir konnen wie {iblich eine obere Schranke fiir || R(s, hy,)|| finden und so beweisen,
dass ® die Konsistenzordnung p + 1 besitzt.
Anwendung des Satzes 3.2 ergibt dann

170 (8 + ) = et + h)RE = y(t + Bl = [l (t + h) = y(t + h)|| < CHEH

fiir eine Konstante C' € R+, und das ist die gesuchte Abschétzung.

Wir kénnen den beschriebenen Prozess induktiv fortfithren, um durch Addition wei-
terer Terme die Konsistenzordnung weiter zu erh6hen und damit Aussagen der Form
(4.11) zu gewinnen. Voraussetzung ist immer, dass ® und f hinreichend oft differen-
zierbar sind, wir kénnen also auch mit einem Extrapolationsverfahren nur dann hohere
Konsistenzordnungen erreichen, wenn die Losung hinreichend glatt ist.
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5 Schrittweitensteuerung

5.1 Einschrittverfahren variabler Schrittweite

Wie wir bereits in Bemerkung 3.7 gesehen haben, hiangt die Konsistenzordnung mit dem
Verhalten der Losung zusammen. Falls die Losung y zweimal stetig differenzierbar ist,
folgt beispielsweise fiir das explizite Euler-Verfahren

Ity (@), W)l = [y (t+) — ' @O = (t+ = D)lly" (1)
mit Zwischenpunkten t4 € [t,t + h] und t4 4 € [t,t4]. Daraus folgt
Im(t,y(®), W)l < hmax{[ly"(s)]| : s € [t,t+Ahl}, (5.1)

also eine lokale Konsistenzabschéitzung.

Im Falle von Bemerkung 3.7 haben wir das Maximum auf der rechten Seite dieser
Abschitzung durch das Maximum iiber das gesamte Intervall [a,b] weiter abgeschitzt
und dadurch eine global gleichmiéflige Abschitzung fiir den Diskretisierungsfehler erhal-
ten.

In der Praxis kann eine derartige gleichméflige Abschiatzung unattraktiv sein: falls die
zweite Ableitung nur auf einem kleinen Teilstiick von [a, b] sehr grofie Werte annimmt,
wiirden Teile der Losung unnotig genau approximiert, und dadurch wére der Rechen-
aufwand zu hoch.

Wesentlich attraktiver wire es, die Schrittweite adaptiv zu wéhlen, sie also dort nur
dort klein zu wéhlen, wo das Verhalten der Losung es erfordert.

Zur niheren Untersuchung dieser Vorgehensweise fixieren wir beliebige Punkte

a=ty <t <...<t, =",
deren Abstinde durch
hi = =1ti41 — ¢ fir allei € {0,...,n— 1}

gegeben sind. Insbesondere sind wir an dem Fall interessiert, dass diese Abstédnde nicht
mehr unbedingt gleich grofl sind, sondern sich dem Verhalten der Losung anpassen.

Natiirlich miissen wir dabei darauf achten, dass die Genauigkeit der Losung weiterhin
gesteuert werden kann. Zur Analyse des Fehlers gehen wir wie im Beweis des Satzes 3.2
vor, allerdings miissen wir den Beweis etwas verallgemeinern und eine etwas weniger
scharfe Abschétzung in Kauf nehmen.
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Der Beweis des Satzes basiert auf Lemma 3.1, das unveréindert auch fiir den Fall nicht-
dquidistanter Punkte ¢; gilt. Selbstverstdndlich kénnte man auch hier dariiber nachden-
ken, statt der globalen Lipschitz-Konstanten L lokale Lipschitz-Konstanten L; zu ver-
wenden, um eine unregelméfige Fehlerfortpflanzun zu beschreiben, wir beschrinken uns
im Interesse der Einfachheit auf die globale Lipschitz-Bedingung (3.6).

Bei konstanter Schrittweite erhielten wir im Beweis von Satz 3.2 eine geometrische
Summe, die sich direkt ausrechnen lésst. Bei variabler Schrittweite ist das nicht mehr
der Fall, aber wir erhalten immerhin noch die folgende Aussage:

Satz 5.1 (Variable Schrittweite) Sei ® Lipschitz-stetig im zweiten Argument, es gel-
te also (3.6). Sei

70 := max{||7(t;;y(t:),hi)|| : i€{0,...,n—1}} (5.2)

der maximale lokale Diskretisierungsfehler. Dann gilt die Abschitzung

ly(t) = n(&)] < ro(t — a)e" = fir alle t € |a, blp.
Beweis. Sei t € [a,b]y. Da der Fall t = a trivial ist, beschrénken wir uns auf ¢ = ¢; mit
i€ {l,...,n}. Wir verwenden zur Abkiirzung wieder
yj = y(t;) fiir alle j € {0,...,n}

und beweisen zunéchst die Hilfsbehauptung
ly(t: t5,95) = 0t t5,97) | < To(t — t5)e" 5+ fiiralle j €{0,...,i =1} (5.3)

durch (endliche, absteigende) Induktion iiber j.
Der Induktionsanfang 7 = ¢ — 1 ergibt sich aus

hiT(ts, y5, hy) = y(t; + hysti, y5) — y5 — hi®(ts, 5, hy) = y(tiv1) — (y5 + hi®(t5, y5, hy))
=y(tjr1) — n(tjrsty, yi) = y(t) — nt; by, v5)
direkt, denn es gilt
ly(t:t,y5) — n(tsty, yi)ll = lly@) —n(ts i, yi)ll = byl (5, 95, ki)l < (& —t5)70.

Sei nun j € {1,...,7 — 1} so gewéhlt, dass (5.3) gilt. Durch Einschieben von n(t;t;,y;)
erhalten wir

ly(t5 tj—1yj—1) = 0t -1 y-0ll = Iyt L5, 95) =05t nts5t-1,y5-1)) |
<yt t,55) — nts i )l + It t,w5) =ttt ti1, yi—1) |
<yt ty,yp) — ntsts y)l| + lly; — ntssti—1, yj—1)|le 40

Dank der Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers folgt

Ny —n(tjsti—1,yi—0)ll = lly(ty) — (wtj—1) + hj1®(tj—1,yj-1,hj—1))|
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= hjallm(tj-1, 551, hi-0)Il < (&5 = tj-1)70,
und zusammen mit der Induktionsbehauptung erhalten wir

ly(t:tj—1, yj—1) — n(tstj—1,yj-1)|| < To(t — t;)eP 070+ 4 oty — ;1 )ell70)
< T()(t — tj_l)eL(tftj),

also die erforderliche Abschitzung.
Indem wir (5.3) auf j = 0 anwenden, erhalten wir die gewiinschte Aussage. ]

5.2 Kombination zweier Verfahren unterschiedlicher Ordnung

Sei eine Genauigkeit € € Rsg gegeben. Satz 5.1 besagt, dass es ausreicht, die lokalen
Diskretisierungsfehler 7(t;;y(¢;), yi) unter die Schranke

€

(b — a)elb—a)

zu driicken, um zu garantieren, dass die Ndherungslosung in allen Punkten des diskreten
Intervalls [a, b];, hochstens einen Fehler von e aufweist.

Wie wir in (5.1) bereits gesehen haben, hingt der lokale Diskretisierungsfehler aber nur
von dem lokalen Verhalten der Lésung ab und kann deshalb auch lokal gesteuert werden,
indem man die Schrittweite h; geeignet wihlt. Das Ziel ist es also, die Schrittweiten so zu
wihlen, dass einerseits eine gewisse Genauigkeit erzielt wird und andererseits moglichst
wenige der potentiell aufwendigen Funktionsauswertungen durchgefiihrt werden miissen.

Da wir den Fehler nie exakt kennen kénnen, sind wir auf Abschitzungen angewiesen,
die sich praktisch berechnen lassen. Eine gute Heuristik besteht darin, zwei Einschritt-
verfahren ®; und ®5 unterschiedlicher Ordnung zu verwenden.

Wir bezeichnen die zu ®; und ®5 gehérenden Ndherungslésungen mit 11 und 73 und die
entsprechenden lokalen Diskretisierungsfehler mit 7 und 79 und fordern, dass die beiden
Verfahren von p-ter beziehungsweise (p + 1)-ter Ordnung sind, i.e., dass Konstanten
hy,C1,Cs € Ry mit

lT1(t, y(t),h)|| < C1RP, | m2(t, y(t), h)|| < CohP*? fir alle h € (0, hy)

existieren. Wir gehen davon aus, dass sich der Fehler 7y in Null in einer Taylor-Reihe der
Ordnung p + 1 entwickeln lésst, dass also ein Vektor ¢, und eine Konstante C, € R+
mit

|71 (t, y(t), ) — hPe,|| < C.hPTL fiir alle b € (0, hy) (5.4)
existieren. Aufgrund dieser Annahme gilt

m(t+hit,y(t)) —me(t + hit,y(t))
=mt+ht,yt) —yt+h)+y(t+h) —n(t+htyt))
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- _th (ta y(t)7 h‘) + hTQ(ta y(t)v h)
= _hhpCT + hhpCT - th (ta y(t)7 h‘) + hTQ(tu y<t)7 h)
= _hp+lc7— + h(hpc"r - Tl(ta y(t)v h)) + h7—2(ta y(t)v h)a

also bringen wir h?*1c, auf die linke Seite der Gleichung und erhalten

71t y(t), h) — hPec|| + |Im2(t, y(2), h) |
hpt1

m(t+hit,y(t) —na(t + hit, y(t))
_ o

Cr

-

S (Cc + CQ)hv

wir konnen also zumindest den fithrenden Term von 7 (¢, y(t), h) approximativ bestim-
men. Das bietet uns die Moglichkeit, die Schrittweite zu regeln: Wenn h hinreichend
klein ist, ist

;o m(t+h;t,y(t)) —na(t + h;t, y(t))

Cr - hpt1
eine gute Approximation von ¢,, und es gilt

171 (8, y (&), )| < BP[ler|| + CehP*!
< W2l + R ler — ¢ + CRw+!
< BP||cL|| 4 (2C, + Co)hPHE fiir alle i € (0, hy).
Um eine gute Heuristik zu erhalten, vernachléssigen wir den zweiten Term und miissen
||| < 7o
sicherstellen. Das ist dquivalent zu
~ 7_0

hP <
=l

< Tohp'H
= lm(t+ hst y(t) —ma(t + kit y(@)I

~ Toh 1/p
hSth@+hmy@»—m@+mawwﬂ> |

Aufer fiir t = tp ist y(¢) nicht bekannt, hier miissen wir also stattdessen unsere N#he-
rungslosung 7(t) verwenden und erhalten die folgende heuristische Schrittweitensteue-
rung:

LD

Berechne ny (t + h;t,n(t)).

Berechne na(t + h;t,n(t)).

Berechne a := 1oh/||ni(t + h;t,n(t)) — n2(t + h;t,n(t))].

Setze h := h{/a.
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e Berechne n(t) = ni(t + ;L;tﬂ?(t))-

Natiirlich sind Verfeinerungen dieser Methode denkbar. Falls h sich nicht sehr von h
unterscheidet, kann man etwa h := h setzen und den bereits berechneten Wert 7 (t+
h;t,n(t)) fiir n(t) verwenden.

Die Schrittweitensteuerung mit Hilfe zweier Verfahren unterschiedlicher Ordnung
funktioniert im Allgemeinen nur dann, wenn beide Verfahren tatséichlich unterschiedli-
che Konsistenzordnungen aufweisen. Das Runge-Verfahren aus Beispiel 4.3 erreicht nur
dann eine Konsistenzordnung von 2, falls f zweimal stetig differenzierbar ist. Sollte f
nur einmal stetig differenzierbar sein, kénnen wir nur eine Konsistenzordnung von 1
erwarten, so dass die Abschétzungen, auf denen unser Verfahren basiert, nicht mehr
gelten.

Bemerkung 5.2 (Euler-Verfahren) Die Annahme (5.4) hingt ebenfalls von der Dif-
ferenzierbarkeit der Lisung y ab.
Fiir das explizite Euler-Verfahren etwa haben wir

2 3

e+ ) = (o) + b/ () + o) + Ty )

= 1) + b))+ )

2 3

h h
=t + hit, () + 5" () + =y O (ts)

fiir einen Zwischenpunkt t4 € [t,t + h], also folgt

(¢, y(8), h) — hy" (t)/2]| = %Hy(t +h) —n(t+hit,y(t) — k" (1)/2]

LK (s h? ©)
= e < B max (@) s et n)

so dass wir (5.4) einfach mit

1
e =1 (t)/2, C, = 6mam{||y<3>(s)u s € t,t+h]}

erfiillen konnen.

In die Herleitung der Formel fiir die Schrittweitensteuerung geht die Konstante C,. nur
in der Form ein, dass h ,klein genug® sein muss, um den Term (C. + C2)h ignorieren zu
konnen. Diese Konstante muss also zur Durchfithrung des Verfahrens nicht unbedingt
bekannt sein, stattdessen geniigt es, sie geeignet abzuschétzen oder experimentell zu
bestimmen.

Wir sind selbstversténdlich daran interessiert, die genauere Néherung 1 (t + h; t, n(t))
mit moglichst geringem zusétzlichen Aufwand zu bestimmen. Einen guten Ansatz hier-
zu bieten eingebettete Runge-Kutta- Verfahren, bei denen zwei Naherungslosungen unter-
schiedlicher Genauigkeit mit Hilfe einer einzigen zusétzlichen Stufe berechnet werden.
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Ein Beispiel dafiir das das folgende Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren, das die Konsis-

tenzordnungen 4 und 5 besitzt:

0

1 1

5 5

3 3 9

10| 40 10

4 44 _56 32

5 15 15 9

8 | 19372 25360 64448 212

9 | 6561 2187 6561 729

1| 9017 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656

1| 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 _ 2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 330200 2100 40

Das erweiterte Butcher-Tableau ist wie folgt zu interpretieren: Die beiden letzten Zeilen
geben Vektoren b und b' an, mit denen die beiden Niherungslésungen

s—1 S
mt+hit,x) =z +hY_ bikj, Mt +hit,x) =z +hy_ bik;
j=1 j=1

berechnet werden koénnen. Wichtig ist, dass beide Ergebnisse auf denselben Vektoren
k1,...,ks basieren, die Approximation niedrigerer Konsistenzordnung allerdings den
letzten Vektor kg nicht verwendet. Durch diesen Ansatz lassen sich mit denselben Funk-
tionsauswertungen zwei unterschiedlich gute Ndherungslésungen gewinnen, indem ledig-
lich unterschiedliche Linearkombinationen der Hilfsvektoren verwendet werden.

Man kann beweisen, dass ein explizites Runge-Kutta-Verfahren der Konsistenzordnung
5 mindestens 6 Stufen bendtigt. Das hier vorgestellte Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren
benétigt 7 Stufen, allerdings ldsst sich durch den sogenannten Fehlberg-Trick die 7. Stufe
quasi , kostenlos“ gewinnen: Wie man sieht, stimmen die letzte Spalte von A und die
Zeile von b' fiir die Konsistenzordnung 4 iiberein, es gilt also

6 6
kr=f|t+ha+h) agky| =ft+hz+h) bik;|=ft+hnt+h)).
Jj=1 Jj=1
Die letzte Auswertung von f in einem Schritt entspricht also der ersten Auswertung im
folgenden Schritt, so dass fiir die gesamte Berechnung lediglich 6n + 1 Auswertungen
statt der bei naivem Vorgehen erforderlichen 7n benétigt werden.
Dieser Trick funktioniert natiirlich nur, falls die angepasste Schrittweite h der fiir
die Schrittweitensteuerung verwendeten Schrittweite h entspricht, es empfiehlt sich also,
allzu hiufige Anderungen der Schrittweite zu vermeiden.
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5.3 Kombination durch Extrapolation

Die Steuerung der Schrittweite mit Hilfe zweier Verfahren unterschiedlicher Konsistenz-
ordnung ist relativ elegant, falls solche Verfahren fiir den jeweiligen Anwendungsfall zur
Verfiigung stehen. Man kann allerdings auch eine Steuerung der Schrittweite erzielen,
ohne auf ein separates zweites Verfahren zuriickzugreifen, indem man stattdessen die-
ses zweite Verfahren durch Extrapolation aus dem Ausgangsverfahren konstruiert. Wir
berechnen also eine Ndherung

m(t+hit,y(t)) = y(t) + he(t,y(t), h)
mit dem {iiblichen Einschrittverfahren und eine zweite Niherung
h
m(t +h/2:t,y(t) = y(t) + 58, y(t), h/2),
h
Mot Bty y(5) = e+ h/2:8,y(0) + SR ma(t 4+ R/2 (1)), 1/2),

die hoffentlich genauer als die erste sein wird. Wegen Satz 3.2 diirfen wir erwarten, dass
fiir hinreichend kleine Schrittweiten h die Abschétzungen

ly(t + hst,y (1)) —m(t+ hit,y()]| < CRPFY, (5.5a)
ot + st y(0) = (e + hita@)] < On () (5.50)

gelten (wegen e /L ~ h). Wenn wir wieder davon ausgehen, dass sich der Fehler nach
h entwickeln lésst, dass also die Ungleichungen

ly(t + hit,y(t) — m(t + hit,y(t)) — e, AP < ChPT2,

h p+2
e+ st y(0) = e+ hito ) = ech/2P) < o (3 )

fiir einen geeigneten Vektor ¢, erfiillt sind, folgt

m2(t + hit,y(t) —m(t+ h;t,y(t))
=ne(t+hit,yt) —yt+h)+yt+h) —m+ht,yt))

h p
~ —ch (2> + e, hPH = ¢ (1 — 27P)pP Tt

Préziser erhalten wir

_me(t 4 Rt y(t) —mt+ hit y(h) H <G
(1—2-7)hwtl =1-27

h,

cr

fiir hinreichend kleines h ist also

oo mt+hity(t) —m(t+ hit y(t)
T (1 —2-P)prt!
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eine gute Approximation von ¢;, und wir kénnen mit
hr(t,y(t), h) = y(t + hit,y(t) — m(t+ hst, y(t) = e h?H

die Formel

P oo _ ( (1—-27P)h >1/p
© Vel Imu(t + hit, y(t)) — na(t + hit, y (1))l
zur Bestimmung einer guten Schrittweite h gewinnen.

Bemerkung 5.3 (Praktische Belange) In der Prazis wird man mit Hilfe einer der
beiden wvorgestellten Regeln eine geeignete Schrittweite h verwenden, um einen Nihe-
rungswert im Zeitpunkt t + h zu bestimmen. Im nichsten Schritt bietet es sich an, die
letzte Schrittweite h als Ausgangswert fiir die Bestimmung der ndchsten Schrittweite zu
verwenden. Allerdings kann diese Strategie nur dann funktionieren, wenn h nicht zu grof
ist, denn dann wirden unsere Formeln, die ja nur fir ,hinreichend kleine“ Schrittweiten
sinnwvoll sind, zu unzuverldssige Ergebnisse ermitteln. Es empfiehlt sich also, eine obere
Schranke fiir die Schrittweite vorzugeben.

Falls die automatisch gewdihlte Schrittweite h deutlich kleiner als h ist, missen wir
davon ausgehen, dass die Ldsung y nicht sehr glatt ist. Unter diesen Bedingungen diirfte
auch schon die Schrittweite h, die wir fir die Heuristik verwenden, zu zu ungenauen
Ergebnissen fithren. In diesem Fall empfiehlt es sich, mit h := 2h einen zweiten Versuch
zur Schrittweitenanpassung zu unternehmen.

Dabei muss man zusdtzlich darauf achten, dass h und h nicht zu klein werden. Spdte-
stens sobald man in den Bereich der Maschinengenauigkeit kommt, konnte das Ndhe-
rungsverfahren sonst unendlich lange rechnen.
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6 Steife Differentialgleichungen

6.1 Motivation des Begriffs

Bisher waren die von uns analysierten numerischen Verfahren iiberwiegend explizit,
und wir haben gesehen, dass bei einer hinreichend kleinen Schrittweite diese Verfah-
ren brauchbare Approximationen der Losung eines Anfangswertproblems bestimmen.

Die Bedeutung von ,hinreichend klein“ héangt dabei im Wesentlichen davon ab, wie
grofl die Lipschitz-Konstante der rechten Seite f ist: Je grofer sie ist, desto , weniger
glatt® ist die Losung, und desto kleiner miissen wir die Schrittweite wéhlen, desto hoher
wird also der Rechenaufwand.

Es gibt Situationen, in denen eine grofie Lipschitz-Konstante nicht unbedingt eine
geringe Schrittweite erforderlich macht, weil der Term, der die Konstante in die Hohe
treibt, nur geringen Einfluss auf die exakte Losung des Problems hat. In diesen Situatio-
nen sind wir daran interessiert, Verfahren zu entwickeln, die diese Eigenschaft erben, also
mit einer grofleren Schrittweite trotzdem eine gute Approximation bestimmen kénnen.

Als Beispiel befassen wir uns mit dem linearen Anfangswertproblem

y(0) = yo, Y (t) = Ay(t) fiir alle t € R

mit einem Startvektor yo € R? und der Matrix

_1lfa+p a-p
A'_2<a—ﬂ oa—i-ﬂ)

mit Koeffizienten «, 3 € R.
Zunéchst bestimmen wir die bestmégliche Lipschitz-Konstante fiir die korrespondie-
rende rechte Seite f(t,z) = Ax. Da A symmetrisch ist, bietet es sich an, die Eigenwerte

zu bestimmen: Mit
0 L (1
T2\l 1
erhalten wir QT Q = I und

/1 1\ (fa+B a=-p6\ (1 -1\ [«
QTAQ_4<1 1) (aﬁ a+ﬂ) (1 1 > a < 5)’
also folgt sofort ||A|l2 = L := max{|a|,|3|} und damit
1f(t2) = £(E,2)ll2 = [|A(z = 2)[l2 < |All2lle = 2ll2 = L]z — 2|2,

und da wir z — z als Eigenvektor zum betragsgrofieren der beiden Eigenwerte wihlen
konnen, folgt die Optimalitdt von L.
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Zur Analyse des Verhaltens des Losung y fithren wir die Hilfsfunktion ¢ mit
§(t) == QT y(t) fiir alle t € R
ein. Wegen y(t) = Qy(t) muss

7)) =Q "y (t)=Q Ay(t) = QT AQy(t) = <O‘ ﬁ> (t) fiir alle t € Rxg

gelten, die Hilfsfunktion 16st also das Anfangswertproblem

~ ~ ~ « N ..
9(0) = go = Q" yo, 7'(t) = ( ﬁ) 9(t) fiir alle t € R>o.
Nun sind die beiden Komponenten von g entkoppelt und die Losung ist explizit durch
91(t) = go1€™, G2 (t) = Go.2€" fiir alle t € Rxg

gegeben. Aus y(t) = Qy(t) folgt direkt

1 _ A at
y(t) = \ﬁ <i 11> <gg’;25t> == aeat + be’gt fﬁl“ alle te Rzo
mit den Hilfsvektoren
S 7,1 <1> b 0,2 (—1>
V2 \1)’ v2 1

Untersuchen wir nun das Verhalten eines Naherungsverfahrens. Der Einfachheit halber
beschrinken wir uns auf das explizite Euler-Verfahren, das bei fester Schrittweite h die
Niaherungslosung 7(t) mit

n(t+ h) =n(t) + hAn(t) = (1 + hA)n(t) fiir alle ¢ € [0, 00)p,
berechnet. Wir fithren wieder die (diesmal diskrete) Hilfsfunktion 7 mit
A(t) :== Qn(t) fiir alle t € [0, 00)p
ein und erhalten

At+h)=Q n(t+h) =Q (I +hAm(t)=Q" (I+hA)Qi(t)

_ (1 + ha 1+ hﬂ) 7(t) fiir alle ¢t € [0, 00)p,.
Per Induktion folgt
R 1 _|_ ha t/h‘ ] .
At) = <§1 i hﬁgt/hggé fiir alle t € [0, 00), (6.1)
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und somit wegen 7(t) = Qn(t) auch
n(t) = a(1 + ha)’" + b(1 + nB3)t/" fiir alle ¢ € [0, 00)p,.
Wir vergleichen die exakte und die gendherte Losung:

y(t) = ae* + belt
n(t) = a(l+ha)" + b1+ B

Falls «, 8 > 0 gilt, verhalten sich die beiden Funktionen #hnlich: Fiir ¢ — oo streben sie
exponentiell gegen unendlich.

Anders sieht es im Fall o, 8 < 0 aus: Jetzt konvergiert y(¢) gegen Null, wenn wir ¢
gegen unendlich gehen lassen, aber fiir n(¢) gilt das nur, wenn die Schrittweite h klein
genug ist, wenn also

1+ ha| <1, 1+ hp] <1

gilt. Wegen a, f < 0 und L = max{|a/|, ||} ist das gerade fiir h < 2/L sichergestellt, die
Schrittweite wird also tatsédchlich durch den betragsgrofiten Eigenwert bestimmt.

Falls 0 <« a < 0 gilt, ist fiir das langfristige Verhalten die Losung nur der von «
abhingige Term relevant, weil e sehr schnell gegen null streben wird. Trotzdem miissen
wir in unserem N&herungsverfahren die Schrittweite so wihlen, dass h < 2/L mit L = ||
gilt, wir miissen also etwas approximieren, das uns eigentlich gar nicht interessiert.

Ein Anfangswertproblem, bei dem zwar die Losung fiir lange Zeitrdume gegen null
strebt, bei dem aber verschiedene Anteile der Losung das mit sehr unterschiedlichen
Geschwindigkeiten tun, bezeichnet man als steif: Bis zu einer gewissen Grenzschrittweite
(in unserem Beispiel 2/L) berechnet das Naherungsverfahren unbrauchbare Losungen,
sobald diese Schrittweite unterschritten wird, funktioniert plotzlich alles.

Den Begriff ,steife Differentialgleichung“ kann man dadurch motivieren, dass die Glei-
chung unseren numerischen Losungsversuchen ,, Widerstand®“ entgegensetzt, bis wir ge-
nug ,Kraft“ (also Rechenaufwand) investiert haben, um den ,, Widerstand zu brechen*.

6.2 Einsatz impliziter Verfahren

Da steife Anfangswertprobleme in vielen Anwendungen auftreten, stellt sich die Frage,
ob man Verfahren finden kann, die nicht auf die sehr restriktive Bedingung h < 2/L
angewiesen sind.

In dieser Hinsicht sehr erfolgreich sind implizite Verfahren. Als Beispiel stellen wir
dem expliziten Euler-Verfahren das implizite Euler-Verfahren gegeniiber, das in unserem
Beispiel die Form

n(t+ h) =n(t) + hAn(t + h) fiir alle t € [0, 00)y,

annimmt. Da unsere Gleichung linear ist, konnen wir n(t + h) direkt berechnen, indem
wir ein lineares Gleichungssystem lésen: Es gilt

(I — hA)n(t+ h) =n(t) fiir alle t € [0, 00)p,.
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Indem wir wieder zu 7j(t) = Q "n(t) wechseln, erhalten wir
(I = hA)Qi(t + h) = QA(1), Q' (I = hA)Qi(t + h) = (t),

1 - ha . .
(171 )i m =i,
so dass wir die Darstellung
1
e = (7Y
bewiesen haben. Per Induktion folgt

. 1 — ha)~t/hg ..
() = (El - hg;t/th:D fiir alle t € [0, 00)p, (6.2)

und per Riicktransformation erhalten wir schliellich
n(t) = a(l — ha) ™" 4 b(1 — h3) "R fiir alle ¢ € [0, 00)p.

Diese Ndherungslosung besitzt andere Eigenschaften als die, die wir im Falle des explizi-
ten Verfahrens erhalten haben: Sie konnte nur dann divergieren, wenn |1 — ha| < 1 oder
|1 — hG] < 1 gilt, aber dank «, 5 < 0 ist das ausgeschlossen.

Das implizite Euler-Verfahren wird also eine Losung berechnen, die fiir beliebige
Schrittweiten abklingt. Falls 8 < a < 0 gilt, ist 1 — h8 > 1 — ha > 0, der von [
abhingige Anteil der Losung wird also auch wesentlich schneller als der von a abhéngige
abklingen, die numerisch bestimmte N&herungslosung verhilt sich also zumindest in
dieser Hinsicht wie die exakte Losung.

Insbesondere geniigt es in dieser Situation, die Schrittweite h so zu wihlen, dass (1 —
hoz)_l/ h ~ e gilt, dass sie also fiir die entscheidende Komponente ausreicht, withrend
wir die schnell abklingende Komponente bei der Wahl der Schrittweite nicht mehr zu
beriicksichtigen brauchen.

6.3 Stabilitidtsgebiete

Zur naheren Analyse dieses Phdnomens untersuchen wir wieder die Stabilitdtsfunkti-
on: Wie schon bei der Untersuchung der maximalen Konsistenzordnung von expliziten

Runge-Kutta-Verfahren beschrinken wir uns auf das einfache Anfangswertproblem (4.5),
das durch

yn(0) =1, yr () = Aya(t) fiir alle t € R>g

fiir ein A € C gegeben ist.
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Definition 6.1 (Stabilititsfunktion) Sei ein Ndiherungsverfahren fir das Anfangs-
wertproblem (4.5) gegeben, und sei ny die von ihm berechnete Néiherungslésung. Falls
eine Funktion g : C — C existiert, die

m(t + h) = g(Ah)na(t) fir alle h € Rsg, A € C,t € [0,00), (6.3)
erfillt, bezeichnen wir sie als Stabilitdtsfunktion des Verfahrens.

Wie man an (6.1) leicht ablesen kann, besitzt das explizite Euler-Verfahren die Stabi-
litatsfunktion

gex(2) = 1+ 2, fiir alle z € C,

wihrend wir aus (6.2) folgern konnen, dass das implizite Euler-Verfahren die Stabilitéts-
funktion

1
C1—z
besitzt. Wir haben bereits in Lemma 4.5 gesehen, dass die Konsistenzordnung damit zu-
sammenhéngt, wie gut die Stabilitdtsfunktion die Exponentialfunktion in z = 0 appro-
ximiert. Man kann die Stabilitdtsfunktion aber auch verwenden, um zu charakterisieren,

fiir welche Schrittweiten die Ndherungslosung abklingen wird: Durch Induktion folgt aus
(6.3) direkt

fir alle z € C

gim(z)

m(t) = g(AR) Py, fiir alle ¢ € [0, 00)p,
wir kénnen also nur dann ein Abklingen erwarten, wenn |g(Ah)| < 1 gilt.
Definition 6.2 (Stabilitéitsgebiet) Die Menge

Sg:={2€C : [g(z)| <1}
heifit Stabilitdtsgebiet zu der Stabilitdtsfunktion g.

Das Néherungsverfahren wird also zu einem sinnvollen asymptotischen Verhalten der
Losung fithren, wenn wir Ah € Sy sicherstellen kénnen.
Fiir das explizite Euler-Verfahren erhalten wir

Sge ={|1+2/ <1 : 2€C}=K(-1,1),

das Stabilitdtsgebiet ist also eine offene Kreisscheibe um —1, und in unserem Fall ist —2
der Punkt, an dem die reelle Achse in das Stabilitdtsgebiet eintritt, wir miissen also —2 <
hA < 0 sicherstellen. Das entspricht dem Kriterium, dass wir fiir unser Modellproblem
bewiesen haben.

Fiir das implizite Euler-Verfahren finden wir

Som ={1/11 =2/ <1 : 2zeC}={]1—-2/>1: z€C} =C\ K(1,1),
das Stabilitdtsgebiet ist also die gesamte komplexe Ebene mit Ausnahme einer abge-
schlossenen Kreisscheibe um 1. In unserem Modellproblem ist A fiir alle Schrittweiten
h negativ, also immer im Stabilitdtsgebiet enthalten. Diese Eigenschaft ist natiirlich
besonders niitzlich.
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Definition 6.3 (A-Stabilitit) Ein Ndiherungsverfahren mit
{zeC : Rez< 0} C S,
heifit A-stabil.

Bei einem A-stabilen Verfahren diirfen wir also erwarten, dass es sich besonders gut
fiir steife Anfangswertprobleme eignet. Offensichtlich ist das implizite Euler-Verfahren
A-stabil, wihrend das explizite Euler-Verfahren es nicht ist.

Wir haben bereits gesehen, dass bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren die Stabilitéts-
funktion g ein Polynom ist, und da fiir alle nicht-konstanten Polynome

lim [g(z)] = o0
Z——00

gilt, folgt sofort, dass derartige Verfahren niemals A-stabil sein kénnen.

Eine Chance auf A-Stabilitéit haben wir also nur dann, wenn wir Verfahren mit nicht-
polynomialer Stabilitdtsfunktion untersuchen. Im Falle des impliziten Euler-Verfahrens
beispielsweise ist die Stabilitdtsfunktion rational.

Wir untersuchen allgemeine Runge-Kutta-Verfahren, die durch ein Gleichungssystem
der Form

S
ki=f|t+caha+hy agk fiir alle i € {1,...,s}
j=1
gegeben sind. Fiir unser Modellproblem (4.5) erhalten wir daraus
S
ki =Ax+ AR agkj,
j=1

ki — AhY agh; = fiir alle i € {1,..., s},
j=1

und wenn wir die Zwischenergebnisse k; in einem Vektor k € R® zusammenfassen und
den konstanten Vektor e := (1);_; einfiihren, ergibt sich

(I — AhA)k = dex, k= (I — A\hA) ez,

sofern die Matrix invertierbar (und damit das Verfahren tiberhaupt durchfiithrbar) ist.
Die Inkrementfunktion ist durch

B(t,x,h) =Y biki = (b, k)a = b (I = MA) e
i=1
gegeben, die néchste Iterierte durch

n(t+h) =n(t) +h®t,nt), h) =nt) +b" (I — AhA) " Aehn(t)
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= (14" (I — AnA) " LeXh)n(t),
also muss die Stabilitédtsfunktion gerade
g(z) =14+b" (I —zA) ez fiir alle z € C (6.4)

sein. Diese Funktion ist rational, und ihre Singularitdten sind gerade die Kehrwerte der
Figenwerte von A.

Im Falle eines expliziten Verfahrens ist I/ — zA eine untere Dreiecksmatrix mit kon-
stanten Diagonaleintridgen, also immer invertierbar. Durch Vorwértseinsetzen kénnen
wir direkt das Resultat aus Lemma 4.4 gewinnen.

Interessanter ist natiirlich die Anwendung auf implizite Verfahren. Als Beispiel unter-
suchen wir die implizite Trapezregel, deren Butcher-Schema

ist. Einsetzen in (6.4) fiithrt zu
1 0\ /1
1 0 1
=14 (1/2 1/2) ( 2/2 ) ) <1> z
1-z/2 1-z/2

=1+ (1/2 1/2) (13/2> S 14 1/2—,2{4_-:};2—1—,2/42

1-2z/2
z  142/2
1—2/2 1-—2z/2

Um das Stabilitdtsgebiet zu bestimmen, miissen wir diejenigen z € C finden, fiir die
lger(2)] < 1 gilt. Wir wéhlen ein z € C und stellen es durch seinen Realteil z, € R und
seinen Imaginérteil z; € R dar, also durch z = 2, 4+ i2;. Es gilt

lgr(2)| <1 <= [14+2/2| <|1—2/2| <= [2+2| < |2—2|
= 2+ <227 = 2+a)l+E<2-2) + 2

<— 4+4zr+23<4—4zT+22

r

< 4z, < -4z, < 8z, <0,
also ist |gtr(2)| < 1 dquivalent zu z, < 0 und das Stabilitéitsgebiet ist gegeben durch
Sge ={2€C : Rez <0}.

Wir sehen, dass das Stabilitdtsgebiet der impliziten Trapezregel deutlich kleiner als das
des impliziten Euler-Verfahrens ist, dass es aber immer noch die linke komplexe Halb-
ebene enthilt, so dass auch die implizite Trapezregel A-stabil ist.

64



7 Mehrschrittverfahren

Wir haben gesehen, dass bei Einschrittverfahren eine hohe Konsistenzordnung sehr er-
strebenswert ist: Wihrend eine Halbierung der Schrittweite bei einem Verfahren erster
Ordnung nur zu einer Halbierung des Fehlers fithrt, bewirkt sie bei einem Verfahren vier-
ter Ordnung schon eine Reduktion um einen Faktor von 1/16. Die mit der Halbierung
der Schrittweite in Kauf genommene Verdoppelung des Rechenaufwands lohnt sich also
bei einer hoheren Ordnung wesentlich mehr als bei einer niedrigen.

Bei Einschrittverfahren gibt es verschiedene Ansétze, um eine hohe Konsistenzord-
nung zu erzielen: Explizite Runge-Kutta-Verfahren verwenden Hilfswerte in Zwischen-
punkten, ihre Konstruktion ist fiir Ordnungen iiber 6 sehr aufwendig. Implizite Runge-
Kutta-Verfahren lassen sich wesentlich einfacher konstruieren und erreichen auch héhere
Ordnungen, das erforderliche Auflésen eines nichtlinearen Gleichungssystems in jedem
Schritt fithrt allerdings zu einem hohen Rechenaufwand. Extrapolationsverfahren kénnen
im Prinzip beliebig hohe Ordnungen erreichen, sofern die Losung hinreichend glatt ist,
benotigen aber die aufwendige Berechnung einer Anzahl von Hilfslésungen.

Ein Schritt eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens der Ordnung s erfordert minde-
stens s Auswertungen der rechten Seite f (siehe Lemma 4.5), bei einem Extrapolati-
onsverfahren muss man sogar mit s(s + 1)/2 Auswertungen rechnen, fiir die schnellere
Konvergenz ist also ein unter Umstédnden hoher Preis zu zahlen.

In diesem Kapitel geht es um eine Klasse von Approximationsverfahren, die eine Kon-
sistenzordnung von s mit lediglich einer einzigen Auswertung von f erzielen konnen.
Die Idee besteht darin, Ndherungslosungen in mehreren Zeitpunkten zu kombinieren,
um eine Naherung fiir einen weiteren Zeitpunkt zu gewinnen.

7.1 Adams-Bashforth-Verfahren

Wir untersuchen als einfiihrendes Beispiel eine Klasse von expliziten Mehrschrittverfah-
ren, die sich besonders einfach mit Hilfe der Integraldarstellung des Anfangswertproblems
motivieren lésst.

Herleitung

Wie wir in Lemma 2.2 bereits gesehen haben, ist eine Funktion y genau dann die Lésung
des Anfangswertproblems (2.1), wenn sie die Integralgleichung

y(t) = vo +/ f(s,y(s))ds fiir alle t € [a, b]
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erfiillt. Wenn wir das Zeitintervall [a, b] dquidistant zerlegen, also

b—a
n

t; = a+ih, h = firn e N;i € {0,...,n}

setzen, erhalten wir die Darstellung

trn

Y(tmsr) = o + f@mm%+lw7@mm@

tm+1
— () +/t F(s,y(s))ds  firme {0, n—1}.

Wir approximieren das Integral mit einer Newton-Cotes-artigen Quadraturformel, die

die k + 1 Quadraturpunkte t,, g, ..., t, verwendet. Dazu definieren wir die Lagrange-
Polynome
k e
Lri(s) == Hw fir alle m € {k,...,n—1},i€{0,...,k},
3=0 tm—i — tm—j
J#i

ersetzen den Integranden

9(s) == f(s,y(s))

durch seinen Lagrange-Interpolanten

k

Gm,k(8) == Z f(tm—isY(tm—1))Lm,i(s) fiir alle s € R,
i=0

und integrieren den Interpolanten, um schliellich

k

Y(tm+1) = Y(tms1) = y(tm) + hzwk,if(tmfiay(tmfi)) fir m € {k,...,n—1}
i=0
(7.1)

mit den durch

1 / 'm+1 /m+1 H d
wkﬂ‘ = - S
h | o

kot (m+s)—(a+h(m—j))
II
(a+

[T
— =< ds
0 g (a+h(m =) = (a+h(m - j))
i
1 k . 1 k .
:/ H’Mds:/ Hs,ﬂ,ds fir i € {0,...,k}
0 =0 h(]—Z) 0 j:()]_Z
J#i J#i

gegebenen Quadraturgewichten zu erhalten.
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Fehlerabschatzung

Die iibliche Fehlerabschitzung fiir die Lagrange-Interpolation besagt, dass es zu jedem
s € [tm-i-l)tm—k] ein 5 € [tm+1atm—k] SO gibt) dass

(ka(rSi)! )

gilt, wobei das Stiitzstellenpolynom zu den Punkten t,,,...,t,,_x durch

g(S) - ngg(S) =

w(s)=(s—tm)...(s = tm—k) fir alle s € [tn—k, tmt1]
gegeben ist. Es gilt
|s = tm—i| = |5 — twm| + [tm — tm—il
<h+hi=(G+1)h fir alle s € [tm, tmy1],7 € {0,...,k},
also folgt
w(s)| < h(2h)...(k+ 1)h = B* L (E +1)! fiir alle s € [ty tmt1],
und wir haben

lg(s) = Gmi(s)]| < B L sup{llg* V@) = € € [tmpr,tmi]}  fiir alle s € [t ]
(7.2)

bewiesen. Indem wir die Konstante
Cy := sup{[lg* V()| : € € [a, ]}
einfithren erhalten wir die kompaktere Form
[9(5) = Gmi(s)|| < CphFt? fiir alle s € [ty tmy1]-
Durch Integration dieser Fehlerabschiatzung erhalten wir direkt
|y (tms1) — G(tmer)]| < CphF*2 fir alle m € {k,...,n —1},

also eine Abschétzung, die uns eine (geeignet verallgemeinerte) Konsistenzordnung von
k + 1 vermuten l&sst.

Algorithmus

Indem wir auf der rechten Seite der Formel (7.1) die exakten Funktionswerte durch ihre
Naherungen ersetzen, erhalten wir das folgende Naherungsverfahren:

Berechne N&herungen 7o, ...,n; von yo, ..., Yk
for i € {0,...,k} do f; — f(ti,mi)
for m := k to n — 1 do begin

Mm+1 < Nm + I Zfzo wk,ifmfi

g1 — f(tm+1777m+1)
end
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Wir konnen sehen, dass fiir einen Schritt des Verfahrens tatséchlich nur eine Auswertung
von f erforderlich ist. Wir haben also ein Verfahren erhalten, das mit sehr wenigen
Auswertungen der rechten Seite eine Konsistenzordnung von k verspricht.

Bei der Implementierung des Verfahrens ist es vollig ausreichend, die letzten k +
1 Werte von f zu speichern, der Wert f,,11 kann also beispielsweise den Wert fp, &
tiberschreiben. Demzufolge bendtigt das neue Verfahren lediglich k£ + 1 Hilfsvektoren
und ist damit nicht viel speicheraufwendiger als ein Runge-Kutta-Verfahren.

Weil bei der Berechnung der Nédherung im Zeitpunkt ¢,,+1 die £ + 1 Ndherungen in
den Zeitpunkten t,,_p,...,t, eingehen, bezeichnen wir das neue Verfahren als (k + 1)-
Schritt-Verfahren.

7.2 Adams-Moulton-Verfahren

Wir haben bereits gesehen, dass bei steifen Differentialgleichungen ein implizites Ver-
fahren sehr viel bessere Eigenschaften als ein explizites aufweisen kann. Also stellt sich
die Frage nac impliziten Mehrschrittverfahren.

Herleitung

Wir gehen wieder von der Formel

tm+1
tmer) = ylta) + [ s,0(5)) ds fiir m € {0,...,n — 1}
tm
aus, approximieren den Integranden g aber diesmal in den k+2 Punkten t,,, g,..., tmt1-

Die entsprechenden Lagrange-Polynome sind durch

b S —tm—j
Loi(s) =] —— "

i=—
J#i

fir alle m € {k,...,n—1},i € {-1,...,k}
1tm—i_tm—j

gegeben, der Interpolant durch

k
Gmi(5) =D ftm—isy(tm—i)) Lmi(s) fiir alle s € R.

i=—1
Wir integrieren den Interpolanten, um die Formel

k
Y(tmr1) = J(tmy1) == y(tm) +h Z wk,if(tm—iyy(tm—i)) fir m € {k,...,n — 1}

i=—1

zu erhalten. Die Quadraturgewichte sind nun durch

1 tm+1 1 k .
wk,i::/ Em,i(s)ds:/ H S_+‘7_ds firie{-1,...,k}
h tm 0 j:71,7 —1
i
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gegeben.

Wenn wir die Ndherung §(¢,+1) berechnen wollen, stellen wir fest, dass sie von der
exakten Losung y(tm,+1) abhidngt. Um zu einem brauchbaren Verfahren zu gelangen, er-
setzen wir die exakte Losung durch die Naherung und erhalten die nichtlineare Gleichung

k

J(tms1) — hwg, 1 f (tms1, T(tmg1)) = y(tm) + h Z Wi [ (tm—i, Y(tm—i))
=0

zur Bestimmung von §(t,,+1). Wie schon bei den impliziten Einschrittverfahren kénnen
wir nachweisen, dass diese Gleichung fiir eine hinreichend kleine Schrittweite h eindeutig
losbar ist: Mit

k
O(x) == y(tm) + hwp 1 f (tmi1,2) + h Y wii f (bmis Y(tm—i))
i=0

gilt §(tm+1) = ®(Y(tm1)), und falls f Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten L
ist, erhalten wir

1@ (z) = @(2)[| = hwk,~1[lf (tmi1, @) = f(tmrr, 2)|| < hawg, 1 Lz — 2] fiir alle 2,z €V,

aus h < 1/|wy,—1L]| folgt also per Fixpunktsatz 2.1 die Existenz einer Losung §(t,+41).

Fehlerabschdtzung

Da wir im impliziten Fall k + 2 Stiitzstellen verwenden, nimmt die Fehlerdarstellung die
Form (s)
w(s
= _ _\2) (k+2)
9(8) = G,k () DIk (€)

an, wobei & € [ty—k,tm+1] €in von s € [ty,, ty,r1] abhingender Zwischenpunkt ist und
das Stiitzstellenpolynom durch

w(s) = (s —tms1)(s —tm) ... (s = tim—k) fir alle s € [tm—k, tm+1]

gegeben ist. Mit derselben Argumentation wie im Falle des Adams-Bashforth-Verfahrens
erhalten wir

w(s)| < hFF2(k+1)! fiir alle s € [ty tmt1]
und folgern
Iy (tms1) = G(tmir)|] < CphFT3 fiir alle m € {k,...,n — 1}
mit der Konstanten

Ch : sup{lg" I (©)I| : & € [a.b]}.

)

Obwohl das implizite Verfahren genausoviele ,Werte aus der Vergangenheit“ wie das
explizite Verfahren verwendet, erzielt es also ein besseres Fehlerverhalten.
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Algorithmus

Wir konnen wieder die exakten Funktionswerte durch Ndherungen ersetzen und erhalten
das folgende Verfahren:

Berechne N&herungen g, ...,n; von yo, ..., Yk
for i € {0,...,k} do f; «— f(ti,n;)
for m := k to n — 1 do begin
Finde 141 Mit N1 = m + B 1 f (bt Tmtt) + b S8 Wi frni

g1 — f(tm+1777m+1)
end

Bei diesem impliziten Verfahren stellt sich natiirlich die Frage nach einem effizienten
Losungsverfahren fiir die nichtlineare Gleichung, durch die 7,41 definiert ist.

Ein niitzliche Ansatz besteht darin, das explizite Verfahren zur Berechnung einer Aus-
gangsnéherung 7,11 zu verwenden und dann mit einer Fixpunktiteration oder einem
Newton-Verfahren die gesuchte Lésung 7,,+1 zu approximieren.

Falls die exakte Losung y hinreichend glatt ist, diirfen wir davon ausgehen, dass 7,1
bereits eine gute Nidherung von 7,,11 ist, so dass nur wenige Schritte des Iterationsver-
fahrens erforderlich sind.

Allgemein bezeichnet man solche Kombinationen aus expliziten und impliziten Ver-
fahren als Prddiktor-Korrektor-Verfahren: Das Préadiktor-Verfahren (in diesem Fall das
explizite) trifft eine ,, Vorhersage® fiir die nichste Iterierte, das Korrektor-Verfahren (in
diesem Fall das implizite) verbessert diese Ausgangsnéherung. Besonders attraktiv ist
es natiirlich, wenn beide Verfahren ein dhnliches Konvergenzverhalten besitzen, denn
dann geniigt unter Umsténden ein einziger Korrektor-Schritt, um eine hinreichend gute
Losung zu finden, so dass das implizite Mehrschrittverfahren nur zwei Auswertungen der
rechten Seite f pro Zeitschritt erfordert.

7.3 Stabilitat expliziter Mehrschrittverfahren

Das explizite Adams-Bashforth-Verfahren hat die Form

k
Nm+1 = Nm + 1 Z wkz,ifmfia
i=0
die Naherungslosung ergibt sich also aus einer Linearkombination von alten Néhe-
rungslésungen und den f-Werten.
Ein allgemeines explizites r-Schritt-Verfahren wird iiblicherweise in der Form

Nm+r T CGr—1Mm4r—1 + ... + Q0w = h@(tma Nms -+ 5 NIm+r—1, h) (7-3)

geschrieben, wobei 7,4, die néchste zu berechnende Néherung und 7, 4r—1, ..., Npy die
dafiir verwendeten vorangehenden Néherungen sind.

Wihrend es bei Einschrittverfahren ausreichte, die lokalen Fehler unter Kontrolle
zu halten, konnen sich bei Mehrschrittverfahren lokale Fehler von einem Schritt zum
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néchsten vererben und dabei sogar verstirken. Als Beispiel untersuchen wir das Zwei-
schrittverfahren

Nm+2 + 40m41 — 50 = B (4f (Fmt1, Mmt1) + 2 (B 0m)) -
Wir wenden es auf das besonders einfache Anfangswertproblem
y(0) = 1, y'(t) =0 fiir alle t € R (7.4)
und erhalten die Gleichung
Dma2 + 4Mma1 — 59m = 0 fiir alle m € Np. (7.5)

Derartige Differenzengleichungen lassen sich mit Hilfe des Ansatzes 1, = 2" 16sen: Wir
erhalten
22 gyt 5 = (22 442 —5)™ =0

und finden neben der trivialen Losung zp = 0 wegen
P4y 5= 442 4+4-9=(2+2)%*-9
auch die Losungen z; = 1 und zo = —5. Offenbar erfiillt auch jede Linearkombination
fim = 21" + Bz3"

die Gleichung (7.5). Also kénnen wir  und [ so wihlen, dass 7jp und 7; mit den Start-
werten 19 und 7; iibereinstimmen:

no = o+ f, m = a+ Bz,
770:044‘57 771:&_567

1 1
o= 6(5770+771)a B = 6(770 —n1)-

Aus ng = 7jp und n; = 71 folgt dann aus der Definition von 7, direkt n,, = 7, fiir alle
m € Np, wir haben also eine explizite Darstellung fiir die Ndherungslosungen gewonnen.

Wir gehen davon aus, dass ng = 1 exakt berechnet wurde, dass aber bei der Bestim-
mung von 7; = 1 + € ein Approximationsfehler ¢ € R aufgetreten ist. Daraus ergibt
sich

1 € 1 €
=—-(5+1 =14+= =—(1-(1 = ——
a=Grlt =1+, f=c-(1+a)=—5,

und wir erhalten die Darstellung

Nm = Thm = <1 + é) - E(—5)m fiir alle m € Ny.

Obwohl das Anfangswertproblem sehr einfach und die exakte Losung sehr glatt ist, wird
also die Ndherungslosung sehr ausgeprigte Oszillationen aufweisen. Diese Oszillationen
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haben nichts mit der tatséchlichen Losung der Differentialgleichung zu tun, sondern
entstehen durch die ungeschickte Wahl des Néherungsverfahrens.

Ausschlaggebend ist offenbar das Verhalten der Nullstellen des Polynoms 22 4+ 4z — 5,
das die Losungsdarstellung 7, motiviert: Die Nullstelle zo = —5, deren Betrag grofler als
eins ist, kann zu starken Oszillationen fithren, falls nicht gerade der zugehorige Koeffizient
B verschwindet.

Fiir ein allgemeines Mehrschrittverfahren miissen wir also die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms

0(2) = 2"+ a,_12" + ... +ag
untersuchen: Falls es eine Nullstelle z, mit |z.| > 1 geben sollte, ist die Folge 7, := 2}
eine Losung von

Tmtr + Gr—1Tmtr—1 + -« + aofm = 0(24)2" =0 fiir alle m € Ng, (7.6)

und wegen |z,| > 1 wéchst diese Losung exponentiell, demzufolge kénnen kleine Fehler
in den Anfangsdaten zu inakzeptablen Stérungen fiihren.

Falls es eine Nullstelle z, mit |z,| = 1 gibt, tritt kein exponentielles Wachstum auf,
falls allerdings z, eine mehrfache Nullstelle von g ist, kann sich immer noch eine stérende
Fehlerfortpflanzung ergeben: Falls ¢'(z.) = 0 gilt, erhalten wir fiir die Folge 7, :=
(m + 1)z" die Gleichung

ﬁm—&-r + ar—lﬁm—l—r—l +...+ aOﬁm
=(m+r+12"" da g (m+r)2"T b ag(m 1)
0

= g(zﬁ‘”"ﬂ*‘1 + a1 2" F g™
*

=3, ((z: +ar_2t 4+ ao)zin"'l)
*

= 2 (o)) = () o) (m 4 )2 =0,
%
also ist auch diese Folge eine Losung der homogenen Gleichung. Die Folge (7 )men,
divergiert offenbar, wenn auch nicht exponentiell.
Wenn wir sicherstellen wollen, dass ein Mehrschrittverfahren wenigstens fiir das triviale
Problem (7.4) sinnvoll funktioniert, miissen wir also verhindern, dass ¢ Nullstellen hat,
die divergierende Losungen verursachen:

Definition 7.1 (Stabilititsbedingung) Seien r € N, a,_1,...,a9 € R die Koeffizi-
enten eines r-Schritt-Verfahrens in der Form (7.3). Die Koeffizienten erfillen die Sta-
bilitatsbedingung, falls fiir jede Nullstelle z, € C des charakteristischen Polynoms

o(z) =20 +ar_120 7V + .. +ag fiir z, € C (7.7)
die Bedingung
|z <1 oder (|z«] = 1 und o' (24) # 0)

erfillt ist, falls also alle Nullstellen im Finheitskreis um Null liegen und eventuelle Null-
stellen auf seinem Rand einfach sind.
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Mit Hilfe dieser Bedingung kénnen wir nun die Konvergenz von Mehrschrittverfahren
analysieren. Dazu bedienen wir uns eines einfachen Tricks: Indem wir die Ndherungen von
r Zeitschritten in einem Vektor (oder Blockvektor, falls V' nicht eindimensional ist) zu-
sammenfassen, konnen wir die Analyse dhnlich wie fiir Einschrittverfahren durchfiihren.

Wir setzen also

i
N := : fiir alle 7 € {0,...,n —r+ 1}.
Ni+r—1
GeméB (7.3) gilt dann
(Mi)2 = Mix1
Nit1 = . : fiir alle ¢ € {0,...,n —7}.
(771')7“ = Nitr—1
—ag(i)1 — -« — ar—1(Mi)r + h®(ti, %, h)

Indem wir die Hilfsmatrix A € R™*" und den Hilfsvektor § € R” mit

0 1 0

A= R , o=1"°
0 1 0

—apg —a1 ... —Qp_1 1

und ihre Tensorprodukte mit der Identitédt auf V'

Al ... Ayl 0
AI=| + -~ 1 |, @1 :=
Al ... And ?
einfiihren, nimmt diese Gleichung die Form
Nit1 = (A DN + h(d @ I)P(t;,7;, h) fiir alle ¢ € {0,...,n —1r} (7.8)
an. Im skalarwertigen Fall vereinfacht sich diese Formel zu
Niv1 = Af; + ho®(t, 7, h) fiir alle ¢ € {0,...,n —r}.

Abgesehen von der Matrix A entspricht diese Formel gerade der Gleichung (3.3), die wir
bei der Definition des Einschrittverfahrens kennengelernt haben.

Das Vorhandensein der Matrix A macht die Stabilitétsbedingung erforderlich, und
sie steht in unmittelbarem Zusammenhang mit dem charakteristischen Polynom p des
Mehrschrittverfahrens:
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Lemma 7.2 Seien r € N, a,_1,...,a90 € R gegeben, und sei o durch (7.7) definiert.
Dann gilt

o(z) =det(zl — A) fir alle z € C,
o ist also das charakteristische Polynom von A.

Beweis. Wir untersuchen zunéchst ein verwandtes Problem: Sei (b;);en, eine Folge in C.
Wir definieren Matrizen

B., = 1 fiir alle z € C,i € N.
Z R

bo b1 ... b1

Wir fixieren z € C und ¢ € Ns; und stellen per Entwicklung nach der letzten Spalte fest,
dass

. 1 z -1
det Bo; =bi_ydet | .. .. | +det Z = bi12 ™ +det By
‘ bo bi ... bis
gilt. Durch eine einfache Induktion erhalten wir
det B.; =bi12" 1 + ...+ b1z + by fiir alle z € C,7 € N.

Nun kénnen wir uns wieder dem urspriinglichen Problem zuwenden. Wir haben

z -1
det(zI — A) = det
z -1
a ay ... 24+ar_q
und koénnen die Hilfsaussage auf by = ag,...,b.—2 = ar_2,b,—1 = z + a,_1 anwenden,
um det(z/ — A) = p(z) zu erhalten. ]

Die Nullstellen von p sind also die Eigenwerte von A, also trifft die Stabilitéitsbe-
dingung eine Aussage iiber das Spektrum von A. Fiir den Beweis der gesuchten Stabi-
litdtsaussage geniigt uns so eine Aussage nicht, wir bendtigen eine Abschéitzung einer
geeigneten Norm von A.

Naheliegend wére die durch

|]| oo := max{||x;|| : i€ {l,...,r}} fir alle z € V"

definierte Maximumnorm, die es uns allerdings im Allgemeinen nicht erlaubt, die Sta-
bilitdtsbedingung optimal auszunutzen. Deshalb fiihren wir eine fiir diese Bedingung
mafigeschneiderte Norm ein:
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Lemma 7.3 (Norm zum Spektralradius) Seien r € N, a,_1,...,a0 € R die Ko-
effizienten eines r-Schritt-Verfahrens in der Form (7.83), die die Stabilititsbedingung
erfillen. Dann existiert eine requlire Matriz R € C™" so, dass die von

I-llr:C" — Rxo, z — || Rz |00

nduzierte Matriznorm

[ Xz]|r
[E41p:

1 X||g := SUP{ :x e R™\ {0}} fiir alle X € R™"

die Ungleichung ||Al|lr < 1 erfillt.
Beweis. Die von der Maximumnorm
|z]|co := max{|x;| : i€ {1,...,r} fiir alle x € R"

induzierte Matrixnorm

X|loo
| X ||loo := sup { ‘|| ﬁ” czeR™\ {O}} fiir alle X € R™"
X (0.)
erfiillt die Gleichung
IX)loo = max ¢ > [ Xy5| : i€ {1,...,7} fiir alle X € R"™",
j=1

wenn wir also die Summen der Betréage der Zeilen einer Matrix beschranken kénnen, ist
auch diese Norm beschrinkt.

Seien Aq,...,As € C die Eigenwerte von A, und seien p1, ..., us € N die entsprechen-
den algebraischen Vielfachheiten. Es gibt eine reguldre Matrix T € C"™*", die A in die
Jordan-Normalform tiberfiithrt, mit der also

J1
T AT = ; Ji = . € CHixHi
Js A

gilt. Die Zeilensummen der Jordan-Blécke J; lassen sich direkt ablesen, und durch eine
geeignete Skalierung kénnen wir dafiir sorgen, dass sie die gewiinschte Grofle annehmen:
Wir setzen

e:=max{l—|N\| : i€{1l,...;r}|N| #1} >0

und fithren die Diagonalmatrix

D := ) e R™"
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ein. Eine Ahnlichkeitstransformation mit dieser Matrix ergibt
=71 AN €
D'T'ATD =

Js

Fiir ein A\; mit |\;| < 1 gilt nach Definition [\;|+¢ < 1, und damit sind die Zeilensummen
in J; durch eins beschrinkt.
Fiir ein \; mit |\;] = 1 gilt nach Voraussetzung u; = 1, der Jordan-Block jl ist also
trivial und besitzt damit insbesondere auch eine Zeilensumme von eins.
Da Eigenwerte A; mit |[A\;| > 1 nach Voraussetzung ausgeschlossen sind, erhalten wir
insgesamt
|DT YAT Do < 1.

Nun miissen wir lediglich noch die gesuchte Matrix definieren: Mit
R:=D7'T R'=1D
erhalten wir
IRAR Moo <1 (7.9)
und damit auch

A Az oo
\AHR:sup{’ gl : xE(CT}:sup{HRxH : xE(CT}
||| r | R oo

= Sup { HRAR?lyHioo .
ol

y € (C’“} = |RAR Yo < 1.

Es ist zu beachten, dass die Konstruktion auf eine spezielle Matrix A zugeschnitten
ist und die Norm || - ||, deshalb nicht unbedingt fiir die Matrizen zu anderen stabilen
Mehrschrittverfahren dieselbe Abschéitzung erfiillt. ]

Um auch den vektorwertigen Fall behandeln zu konnen, miissen wir dieses Resultat
auch auf Blockmatrizen iibertragen:

Lemma 7.4 Secienr € N, a,_1,...,a9 € R die Koeffizienten eine r-Schritt- Verfahrens
in der Form (7.3), die die Stabilititsbedingung erfillen. Dann existiert eine Norm ||- ||, :
V" — R>q so, dass

[(A® x|, < ||z, fir allex € V"

gilt. Das impliziert insbesondere, dass Fehler in den Startwerten durch den Berechnungs-
schritt (7.8) nicht verstirkt werden.

Beweis. Sei R € C"™*" die Matrix aus Lemma 7.3. Wir definieren die Norm || - ||, durch

|z]lp == max{||Rinz1+ ...+ Ripxy|| @ i€ {1,...,7}} fiir alle x € V".
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Sei x € V", und sei

Az +...+ Ao,
y=Ae)s = :
Az + ...+ Az,

Durch einfaches Einsetzen erhalten wir

Ruyi+...+ Ruyr (RA)1121 + ...+ (RA) 1,y

eryl +...F R’/‘Tyr (RA)’/‘lxl +...F (RA)TTy’/‘
Wir fithren den weiteren Hilfsvektor

Rz + ...+ Ryyzr

z =
Rz + ...+ Ry
ein und stellen fest, dass
(Ril)llzl + ...+ (Ril)lrzr (RilR)u:Bl 4+ ...+ (RflR)lT:cT
: = : ==z
(R_l)rlzl + ...+ (R_l)rrz’r (R_IR)rlxl + ...+ (R_IR)M,xr

gilt. Damit haben wir schlieflich

lyllp = max{||Riny1 + ...+ Ripyr| : i€{1,...,r}}
= max{|[(RA)iix1 + ... + (RA)iyz,|| : 1€ {1,...,7}}
=max{[|[(RAR Daz1 + ...+ (RAR V2| : i€ {l,...,r}}

erhalten und konnen fiir jedes i € {1,...,r} die Abschétzung

I(RAR™ )iz1 + ...+ (RAR™)inze | < [(RAR™ Darl|z1]l + ... + [(RAR™ )| |12
< |RAR™Y|oo max{||z;]| : 7€ {1,...,7}}

ausnutzen, um schliefllich

lyllo < [RAR™[|oo max{|[z]| : j € {1,....7}}
= HRAR71||OOmax{HRj1:c1 + ...+ Rjrl’rH 1 J € {17 R ,T}}

= [RAR™ | lll,
zu beweisen. Aus (7.9) folgt jetzt das gewiinschte Ergebnis. [
Die etwas ungewohnte Norm || - ||, kénnen wir mit Hilfe einfacher Argumente in Be-

ziehung zu der Maximumnorm setzen:
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Lemma 7.5 (Norméquivalenz) Mit der Konstanten
Cyi=max{|Ra|+ ...+ [Ri|, (R Da| + ...+ (R Y)ir| = i€{l,...;r}} >1
gelten
2]l < Collloo, [£]loo < Collzll, fiir alle x € V.
Beweis. Sei x € V". Die erste Abschéitzung erhalten wir aus

x|, = max{||Riix1 + ... + Rypxr| : i €{l,...,r}}
< max{|Ritl| ||z1|| + ...+ |Rir| [|zr]] : 7€{1,...,7}}
<max{|Ra|+ ...+ |Ri| : i€ {1,...,r}max{|lz;]| : je{l,...,7}}
< Cylloe

Fiir die zweite Abschéitzung fiihren wir

Ryjzy + ...+ Rypzy

Rz + ...+ Rerxy
ein und stellen fest, dass ||z, = ||2]lcc und

(R"YHy21 4+ ...+ (R Y12 (R'R)yniz1 + ...+ (R'R),z,

(Ril)rlzl +...+ (Ril)mnzr (RilR)rllUl +...+ (RilR)rrxr
gelten, so dass wir schliefflich

|2]|oo = max{||(R" 21 + ...+ (R Vize|| = i€ {1,...,r}}
< maxl (Rl lall + o 1R el 7€ {1,007}
<max{|(R Y|+ ...+ (R Y| = i€ {1,...,r}max{||z] : je{l,...,r}}
< Collzlloe = Colllq
erhalten. Indem wir beide Abschétzungen kombinieren erhalten wir

l2lloe < Collalle < Collloo,

also muss C’g > 1 und damit auch C, > 1 gelten. ]

In der richtigen Norm gemessen bleibt also der Einfluss der Matrix A unter Kontrol-
le, so dass wir uns nun der Analyse der Inkrementfunktion zuwenden kénnen. Wie im
Einschrittverfahren geniigt es, die Lipschitz-Stetigkeit von ® vorauszusetzen:
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Definition 7.6 (Stabiles Mehrschrittverfahren) Seienr € N, ag,...,a,—1 € R und
O die definierenden Grifen eines Mehrschrittverfahrens in der Form (7.3). Wir bezeich-
nen das Verfahren als stabil, falls die Koeffizienten aq, . ..,a,—1 die Stabilitdtsbedingung
erfiillen und ein L € Rx>q existiert, dass

|®(t,z,h) — ®(t,z,h)|| < L||z — z]|o fir alle x,z € V"
erfillt, falls also die Inkrementfunktion ® des Verfahrens Lipschitz-stetig ist.

Fiir ein stabiles Mehrschrittverfahren gilt eine Variante der aus Lemma 3.1 bekannten
Abschétzung fiir die Fehlerverstirkung des Naherungsverfahrens:

Lemma 7.7 (Stérungen im Mehrschrittverfahren) Sei ein stabiles Mehrschritt-
verfahren in der Form (7.3) und Startwerte x,z € V" gegeben. Seien 77, n7 € V" die
durch (7.8) fir diese Startwerte definierten Ndherungslosungen des Mehrschrittverfah-
rens. Dann gilt

175 — 17 [0 < CgeCSL(ti*a)Hx — 2|00 fir allei € {0,...,n —7r+ 1},
Beweis. Wir zeigen zunéchst
17 — 77|, < eCeLti=a)||z — 2|, fiir alle i € {0,...,n— 7+ 1},

Fiir 4 = 0 ist die Aussage trivial.
Sei nun 7 € {0,...,n—r} so gewihlt, dass die Aussage gilt. Mit Hilfe der Dreiecksun-
gleichung und des Lemmas 7.4 folgt aus (7.8) die Abschétzung

151 = Misalle < M1 = 07 |l + hovax{[| Rir (0L, 07, h) — (s, 07, )| = i€ {1,...,7}}
< | =97 lo + hmax{[Rir| = i€ {1,....r}}[®(E, 07, h) — (z,m, oll
<97 = llg + RO LG — i oo < (1 +hCEL) 7T — 1]l

< "t iF — 7,
Per Induktionsvoraussetzung folgt daraus
h(i+1) 02L||CC HQ — GCSL(t-

1951 — Hipalle < e H'17a)||33 — 2|l

und die Induktion ist vollstéindig.
Mit Hilfe von Lemma 7.5 erhalten wir daraus
197 = 77 ||oo < C2eCeEMi=0) |1 — 2|5 fiir alle i € {0,...,n—r + 1},

und das ist die gewiinschte Abschéitzung. [
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Beispiel 7.8 (Adams-Bashforth) Im Falle des Adams-Bashforth-Verfahrens hat die
Matriz A eine besonders einfache Struktur: Wegen Npm+r = Nmtr—1+h®(...) gilt a,_1 =
—1,a,_9=0,...,a0 =0, also insbesondere

0 1
1
Daraus konnen wir direkt ablesen, dass A eine einfache Nullstelle bei 1 und eine (r —1)-
fache Nullstelle bei 0 besitzt und damit die Stabilitatsbedingung erfiillt.
In diesem besonderen Fall gilt ||Allcc = 1, so dass wir auf die Transformation mit

einer Matriz R verzichten kénnen und deshalb C, = 1 erhalten. Damit entspricht die
Abschitzung aus Lemma 7.7 der von Lemma 3.1 fiir Einschrittverfahren.

7.4 Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Mit Hilfe des Stabilitidtsresultats aus Lemma 7.7 kénnen wir uns nun der Analyse der
Konvergenz expliziter Mehrschrittverfahren widmen.

Diese Analyse kénnen wir dhnlich wie im Falle des Einschrittverfahrens durchfiihren,
indem wir untersuchen, wie sich die in den einzelnen Schritten hinzukommenden lokalen
Fehler auf die Gesamtlosung auswirken.

Wie schon bei der Stabilitdtsanalyse fassen wir wieder r Ndherungslosungen zu Zeit-
punkten t;,...,t;1r—1 zu einem Vektor zusammen. Offenbar ist das nur fiir die Indizes
i €{0,...,n—r+1} sinnvoll, also fiir t; < b:=t,_ 41 =b—h(r —1).

Zu einem gegebenen Vektor 7); € V" von Startwerten zu einem Startzeitpunkt ¢;
definieren wir die Ndherungslosung

Aty 05) < [t bl — V"
in Anlehnung an (7.8) durch die induktive Gleichung

(A & I)’f](ti_l; tj, 77]) + h(5 & I)‘p(ti_t, ﬁ(ti—l; tj, ﬁj)a h) falls t; > tj,

ﬁj ansonsten

n(tistj,ny) == {

fir alle t; € [t5, b]n. Diese Definition impliziert bereits die Fortsetzungseigenschaft
ftists, i) = At te, D(te; ty, ;) fiir alle t;, 1y, € [t;, 0] mit t; > ty, (7.10)

die im Beweis der Konvergenz des Verfahrens eine zentrale Rolle spielen wird.

Wie im Falle des Einschrittverfahrens ist es unser Ziel, die Ndherungslésungen mit
den exakten Losungen zu vergleichen, die wir zu Vektoren
y(tists, y;)
@(ti;tj,yj) = fiir alle t; € [tj, b]h
Y(tivr—15t5,95)
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zusammenfassen. Wie im Falle der Einschrittverfahren interessiert uns die Konsistenz
von Mehrschrittverfahren, also Abschiatzungen dariiber, wie gut ein einzelner Schritt des
Verfahrens, angewandt auf exakte Startwerte, die exakte Losung approximiert.

Definition 7.9 (Diskretisierungsfehler) Wir definieren den lokalen Diskretisie-
rungsfehler zu einem in der Form (7.3) gegebenen Mehrschrittverfahren durch

gt + h;t, 2o) — 0t + hst, )

T(t, &, h) == .

fiir alle h € Rsq,t € [a,b—7rh],x € V".

Fiir Einschrittverfahren stimmt diese Definition mit Definition 3.3 iiberein. Wie schon
im Fall der Einschrittverfahren bezeichnen wir ein Mehrschrittverfahren als konsistent
mit einem Anfangswertproblem, falls der Diskretisierungsfehler entlang dessen Losungs-
graphen konvergiert.

Definition 7.10 (Konsistenz) Sei ein Mehrschrittverfahren in der Form (7.3) gege-
ben. Es heif$t konsistent mit dem Anfangswertproblem (2.1), falls

limn supd |7, §(0), )lloe ¢ € [a,b—rh]} =0 (7.11)

gilt. Das Verfahren heifst von der Ordnung p konsistent mit dem Problem fiir ein p € N,
falls es Konstanten Cy, hy € R>q so gibt, dass

sup{||7(¢,9(t),h)||x : t € [a,b—rh]} < CyhP fir alle h € (0, hy) (7.12)
gilt. Offenbar impliziert diese Bedingung bereits, dass das Verfahren auch konsistent ist.

Fiir ein konsistentes und stabiles Mehrschrittverfahren kénnen wir den Konvergenz-
beweis von Satz 3.2 anpassen, um eine Fehlerabschitzung zu erhalten:

Satz 7.11 (Konvergenz) Sei ein stabiles und konsistentes Mehrschrittverfahren gege-
ben. Sei y : [a,b] — V eine Losung des Anfangswertproblems (2.1). Sei h € R<qy und

K = sup{[[7( 3(t), W) lloo © ¢ € [a,b— rh]}.
Dann gilt

%(ech(t_a) —1) falls L >0,

tr alle t € a,I; .
KCZ(t —a) ansonsten f [a:bln

M@—WWMS{

Beweis. Sei t € [a, E]h gegeben. Der Fall t = a ist trivial, wir untersuchen deshalb nur
die Fallet =¢t; mit i € {1,...,n —r}.
Die zentrale Abschéiitzung des Beweises lautet

[
15t t5,55) — At 15,97 loo < KRCZ S eColhE=0 fiir alle j € {0,...,i — 1} (7.13)
l=j+1
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und wird durch (endliche, absteigende) Induktion iiber j bewiesen
Fiir den Induktionsanfang j7 = ¢ — 1 haben wir

19(t5 45, 95) — Dt L5, 95) loo = 19(tis tim1, y5-1) —

nach Definition von K, und wegen C, > 1 impliziert diese Abschétzung bereits (7.13)

N(tisti—1, Yi—1)|loc < Kh

fiir j =i — 1.
Seinun j € {1,...,i—1} so gegeben, dass (7.13) gilt. Dank der Fortsetzungseigenschaft
(7.10) und g; = §(t;; tj—1, yj—1) gilt

Nt ti—1,Ui-1)lloo = 9t t5,y5) — 0 t5, 055 t-1,05-1)) oo

19(t; tj—1,yj—1) —
< gt ts,y5) — 0t t,v5) oo

+ 19t t5, 9(t55t-1,95-1))
< Hﬁ(t;tj,yj) - ﬁ(tQ tj?%)”oo
+ ORI g k531, y41)
— it yj) oo + C

— 0t t;, 0t ti-1,95-1)) oo

— Nt ti—1,Yj—1)|loo
< [19(t; t5, ;) cC2Lh(=5) [,

Den ersten Term kénnen wir mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung abschétzen, so dass

schliefllich

19(t; -1, y5-1) — At tj-1, Gj-1) |l < KRCS Z CoLh
l= ]—i—l

) KhC2eCebh(=i)

_KhCQZeC Lh(i—j)

bewiesen ist. Das ist die zu zeigende Abschétzung (7.13) fiir j — 1, also ist die Induktion

vollstandig.
Wir wenden (7.13) auf j = 0 an und erhalten

19(t) = A(®)lloo = [19(¢; to, 30) — 1(t; t0, y0) oo < KRC) Zec =),
=1

Fir L = 0 ist die Summe gleich 4, also (¢ — a)/h, so dass wir die gewiinschte Schranke

CyLh > 1 und wir erhalten

(7.14)

erhalten. Fiir L > 0 gilt e
i i

C2Lhi Ze—cguw — CiL(t—a) (e—chh)e

=1

2
Zec Lh(i oC2
=1
~C2Lh _ ,—C2Lh(i+1
— e GelhiHy c2rn(t-a)l —€

e e
_ C2L(t—a) 2 — O R
1 _ ¢C2Lh oCILh _ 1

1 — ¢ CalLhi cCol(t—a) _q
C2Lh

97
—CGLhi

9

1+C2Lh—1
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so dass (7.14) die Form
K
19(t) = 7(®)lloo < fech(t_“)

annimmt und der Beweis vollstdndig ist. [

Auch dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des entsprechenden Resultats (ndmlich
Satz 3.2) fiir das Einschrittverfahren: Fiir r = 1 ist C, = 1, § = y und 7 = 7, so dass
beide Fehlerabschitzungen iibereinstimmen.

Korollar 7.12 (Konvergenzordnung) Sei ein stabiles Mehrschrittverfahren gegeben,
das konsistent von p-ter Ordnung mit dem Anfangswertproblem (2.1) ist.
Dann existiert ein Cx € R>q mit

1§(6) = 1()]loc < Cxch? fiir alle h € (0,hy),t € [a, B

Beweis. Wir setzen )
Cre {%’eC@L(l’_a)_l falls L > 0,

C,Cz(b—a) ansonsten,

und erhalten durch Kombination von Satz 7.11 mit Definition 7.10 die gewiinschte
Abschétzung mit K < CyhP. ]

Bemerkung 7.13 (Genéherte Startwerte) In der Prazis kionnen wir das Nihe-
rungsverfahren zur Berechnung von 7 hdufig nicht mit exakten Startwerten g versorgen,
mdssen also auf Approximationen zurickgreifen, die beispielsweise mit Hilfe eines
Einschrittverfahrens berechnet werden.

Sei ein stabiles Mehrschrittverfahren gegeben, das konsistent von p-ter Ordnung mit
dem Anfangswertproblem (2.1) ist. Sei die Niherungsldsung 1) mit gendherten Startwer-
ten ng € V7 berechnet worden. Wir kombinieren Korollar 7.12 mit Lemma 7.7, um

19(t) = 0()lloo < 9(t) = 11(E;t0, Yo)lloo + [I1(2; 0, Jo) — 1(t; to, 10) oo
2 —_ A~ A
< Crh? + C2eC2 =) 1 gg — gl o

zu erhalten. Solange also die Startwerte ebenfalls mit einer Genauigkeit von h? berechnet
werden, wird auch der Gesamtfehler weiterhin mit dieser Ordnung konvergieren.

Wenden wir uns nun der Analyse des lokalen Diskretisierungsfehlers 7(t, z, h) zu. Wir
sind lediglich an 7(¢,3(t), h) interessiert, und in diesem Fall gelten

y(t+ h)

Gt + hst,g(t) =

)

y(t + (7; —1)h)
y(t+rh)
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y(t+h)
Nt + hit, g(t) = y(t 4 (r— 1))
—ar—1y(t+ (r —1)h) — ... —agy(t) + h®(t, 5(¢), h)

also unterscheiden sich lediglich die letzten Komponenten der beiden Vektoren, und es
folgt die Gleichung

NPT 1 N
172, 9(), W)lloo = lly(t + ) + ar—1y(t + (r = 1) + ... + aoy(t) — h®(t,5(t), h)].
Mit ihrer Hilfe kénnen wir nun die Konsistenz géngiger Mehrschrittverfahren analysieren.

Beispiel 7.14 (Adams-Bashforth) Im Adams-Bashforth-Verfahren ist a,—; = —1
und ap,_o = ... = ag = 0, wihrend die Inkrementfunktion ® durch eine Quadraturformel
definiert ist: Infolge des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung gilt

ti+7‘ ti+r
Y(tivr) = y(titr—1) +/ y'(s)ds = y(tiyr—1) + / f(s,y(s))ds.
tigr—1 titr—1
Wir ersetzen den Integranden
g(s) == f(s,y(s))
durch seinen Interpolanten
r—1
(s) = Liyj(s)g(tir;)
j=0
in den r Punkten t;, ..., ti1r,—1 mit den zugehorigen Lagrange-Polynomen L;, ..., Liyr—1
und erhalten so
r—1 tivy
Y(tivr) 2 ntivrs i 9(t:) = y(tipr—1) + Zg(ti+j)/ Litj(s)ds.
§=0 titr—1

Der Approzimationsfehler ist durch

ti+r
Iottise) =it < [ o) = (s)] s
i+r—1
< hsup{|lg(s) = g(s)| : s € [tixr—1, tive]}
beschrinkt, und wir haben bereits in (7.2) nachgewiesen, dass

lg(s) = g(s)| < B sup{llg" (s )l| = st € [tistir]}  fir alle s € [tir—1,tig]

gilt, so dass wir schlief$lich

ly(ier) = n(tirsti, 9D < B sup{llg™ (s4)| = s+ € [t tirr]}
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erhalten. Mit
Cy i= max{llg® (sl + s+ € a8} = max{lly" (s, ¢ sy € a,b]}
folgt daraus sofort
|17 (t, (), h)|| < Cyh" fiir alle h € Rsg,t € [a,b—rh],

also besitzt das r-schrittige Adams-Bashforth-Verfahren eine Konsistenzordnung von r,
falls die (r + 1)-te Ableidung der Losung y stetig und beschrinkt ist.

Beispiel 7.15 (Leapfrog-Verfahren) FEin weiteres populires Mehrschrittverfahren ist
das Leapfrog-Verfahren, ein einfaches Zweischritt- Verfahren.

Motiviert wird es wieder durch den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrech-
nung, allerdings mit im Vergleich zum Adams-Bashforth- Verfahren etwas anders gewdhl-
ten Integrationsintervallen:

)=o)+ [ v ds=ue)+ [ fsu)ds

Wir approximieren das Integral mit der Mittelpunktregel, also durch

/ " Fsy(s)) ds ~ 20 f (tian, (tig))

ti

und erhalten so das Ndiherungsverfahren

Y(tive) = y(ti) + 2hf(tiv1, y(tiv1))-

Wir setzen wieder g(s) := f(s,y(s)) = y'(s) und schitzen den Approximationsfehler des
Integrals mit Hilfe der Taylor-Entwicklung um t;11 durch

/t. it2 o(s) — gltinr) ds /t " g(s) —g(tiz1) — (s — tz‘+1)g/(ti+1) ds

tit2
< / 19(5) — g(ti1) — (5 — ti1)g (ti)l| ds

< 2hsup{[lg(s) — g(tit1) — (s = tix1)g (tix1)|l + s € [ti tigo]}
h2
< 2h— sup{[lg”(s4)l| = s+ € [ti,tivo]}

= I sup{llg" (s )ll + s+ € [ti, tisa]}

ab, kinnen also feststellen, dass auch das Leapfrog- Verfahren eine Konsistenzordnung
von 2 aufweist.

Da das charakteristische Polynom des Verfahrens durch o(z) = z? — 1 gegeben ist,
also nur die einfachen Nullstellen 1 und —1 besitzt, ist das Leapfrog- Verfahren nicht nur
konsistent, sondern auch stabil.
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8 Randwertaufgaben

Bisher haben wir uns auf typische Anfangswertprobleme konzentriert: Der Ausgangs-
zustand eines Systems ist vollstéindig beschrieben, und wir wollen das Verhalten des
Systems in der Zukunft vorhersagen. In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit einer
anderen Klasse von Problemen, bei der nicht nur der Ausgangs-, sondern auch der Endzu-
stand vorgegeben sind, bei denen also Bedingungen an beiden Réndern des Zeitintervalls
[a, b] vorkommen.

8.1 Beispiele

Fin einfaches Beispiel stammt aus der Ballistik: Wenn wir mit einer Kanonenkugel einen
bestimmten Punkt treffen wollen, stehen sowohl der Ausgangspunkt der Kugel fest als
auch der Endpunkt. Damit wird aus dem Anfangswertproblem (2.1) das Randwertpro-
blem

y(a) = Ya, y(b) = yp, y'(t) = f(t,y(t)) fiir alle ¢ € [a, b], (8.1)

wobei y, € V und y, € V den Anfangs- und Endpunkt beschreiben. Allgemeiner kann
man lineare Randbedingungen

Ay(a) + By(b) = ¢, y'(t) = f(t,y(t)) fiir alle t € [a, b] (8.2)

zulassen, wobei A und B lineare Operatoren mit demselben Bildraum und ¢ ein Vektor
aus diesem Bildraum sind. Am allgemeinsten sind nichtlineare Randbedingungen

r(y(a),y(b)) =0, y'(t) = f(t,y(t)) fiir alle t € [a, b] (8.3)

mit einer beliebigen Funktion r, die von den Werten der Losung im linken und rechten
Randpunkt abhéngt.

Beispiel 8.1 (Kanonenschuss) Betrachten wir das Beispiel des Kanonenschusses et-
was genauer. Wenn wir die Position der Kanonenkugel durch eine Funktion k : R>g —
R? darstellen, erhalten wir aus den Newton’schen Bewegungsaziomen die Gleichungen

k(0) = 0, K(0) = (”0 COS“) , k(1) = < 0 ) ,

Vo sin o —y

wobei vy die Startgeschwindigkeit, o der Abschusswinkel und ~ die geeignet skalierte
Beschleunigung durch die Erdanziehung ist.
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Wir fassen k und k' mit dem Parameter o« zu einem Vektor zusammen, um

k(t)
y(t) = k/(t) f’lH” alle t € RZO
o
mit den Gleichungen
0 y3(t)
0 ya(t)
y(0) = [wocosa |, yt)y=1 0 fiir alle t € Rsg
Vo Sin « —
« 0

zu erhalten. Weil wir wollen, dass die Kanonenkugel in einer Entfernung z € Rxg
vom Nullpunkt wieder den Boden beriihrt, missen wir eine geeignete Randbedingung
einfiihren. Da uns die Zeit, die die Kugel fiir ihren Flug bendtigt, nicht wirklich inter-
essiert, ihre Entfernung von der Kanone (und damit die Nihe zum Ziel) dagegen sehr,
eliminieren wir die Zeit, indem wir stattdessen die Entfernung als Variable einfiihren.
Wegen der ersten und dritten Spalte der definierenden Gleichungen ist die Entfernung
d von der Kanone durch

d(t) = et, € := vy Cos fir alle t € R>g

gegeben, also konnen wir t = d/c substituieren und erhalten

0 93(d)
0 ga(d)
7(0) = 1 , 7' (d) = 0 fir alle d € R>o,
tan(a) —v/c?
« 0

und die Bedingung, dass die Kugel in der Entfernung d = z wieder den Boden erreichen
soll, kann einfach durch die Bedingung

g2(2) =0

in die Gleichung eingefiigt werden. Wir eliminieren die tiberfliissigen ersten und dritten
Komponenten und erhalten das Randwertproblem

t2(d)
91(0) = §1(2) = 0, 72(0) = tan §i3(0), J'(d) = | —v/(vocos ij3(d))?
0

fiir alle d € [0, z]. Wegen des Auftretens des Tangens in der Randbedingung und des
Cosinus in der rechten Seite ist dieses Problem nichtlinear.
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Die Losbarkeit von Randwertproblemen lisst sich nicht so einfach wie im Falle von
Anfangswertproblemen analysieren. Schon im Falle des Kanonenschusses lésst sich die
Bahnkurve zwar beliebig fortsetzen, aber es ist nicht moglich, Ziele zu treffen, die zu
weit von der Kanone entfernt sind. Fiir groBe Werte von z existiert also keine Losung
des Randwertproblems.

Beispiel 8.2 (Trigonometrisch) Wir untersuchen die Gleichung
y'(t) = —y(t) fir alle t € R.
Es ldsst sich einfach nachrechnen, dass y die Form
y(t) = asin(t) + G cos(t) fir allet € R

besitzen muss. Je nachdem, welche Art von Randbedingungen wir stellen, dndern sich
Ezistenz und Eindeutigkeit der Lisungen:

e y(0) =y(m/2) = 0: Aus y(0) = 0 folgt 5 =0, aus y(w/2) =0 folgt « = 0, also ist
y = 0 die eindeutig bestimmte Losung des Randwertproblems.

e y(0) = y(m) = 0: Wir haben wieder 3 = 0, konnen aber o beliebig wdihlen. Das
Randwertproblem ist also ldsbar, aber die Lésung ist nicht eindeutig.

o y(0) =y(m) =€ mit e > 0: Aus y(0) = € folgt f = €. Um die Bedingung y(mw) = €
erfiillen zu konnen, miisste dann asin(mw) = 2e gelten, und das ist wegen sin(mw) = 0
ausgeschlossen. Also besitzt dieses Randwertproblem keine Ldsung.

Wie man sieht konnen also auch kleine Anderungen an den Randbedingungen einen
erheblichen Einfluss auf die Losbarkeit von Randwertproblemen haben.

8.2 Einfache SchieBverfahren

Eine einfache Methode, um dafiir zu sorgen, dass Kanonenkugeln ihr Ziel erreichen,
besteht im sogenannten Dreipunktschieffen: Angenommen, ein erster Schuss ging zu weit
und ein zweiter zu kurz. Dann stellt man den Winkel fiir den dritten Schuss so ein, dass
er zwischen den Winkeln der ersten beiden liegt, und der dritte Schuss deshalb zwischen
die ersten beiden treffen wird.

Mathematisch ist dieser Ansatz ein schlichtes Bisektionsverfahren: Wir wissen, dass
der optimale Winkel in einem Intervall liegt, und wir unterteilen das Intervall, um uns
ihm anzundhern. Offenbar ist es theoretisch mdoglich, beliebig nahe an das gewiinschte
Ziel heran zu kommen, sofern geniigend viel Munition und Zeit zur Verfiigung stehen.

Dieser Ansatz lisst sich auf allgemeine Randwertprobleme ausweiten: Unser Ziel ist
es, Anfangswerte yp € V' so zu finden, dass die zugehorige Losung y(t; a,yo) die Rand-
bedingung erfiillt, dass also

r(y(a; a,yo), y(b; a,y0)) = r(yo, y(b;a,y0)) = 0
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gilt. Sobald yo gefunden ist, konnen wir die Lésung y(¢; a, yo) an beliebigen Punkten des
Intervall [a, b] auswerten.
Wir stehen also vor der Aufgabe, eine Nullstelle der Funktion

F(yo) := r(y0,y(b; a,y0))

zu finden. Falls yg einem eindimensionalen Raum entstammt, lésst sich das Problem mit
einem Bisektionsverfahren behandeln: Wir approximieren y(b; a, yo) durch eine diskrete
Néherung n(b; a, yo), werten

F(yo) :== 7(yo,n(b; a, y0))

aus und passen dann yo geeignet an. Die diskrete Ndherung 7(b; a, y9) kann mit Hilfe der
in den vorangehenden Kapiteln vorgestellten Verfahren effizient und hinreichend genau
bestimmt werden, sofern das Anfangswertproblem gut konditioniert ist.

Im allgemeinen Fall bietet es sich an, das Nullstellenproblem F'(yy) = 0 mit Hilfe eines
Newton-Verfahrens zu 16sen. Dazu bené6tigen wir neben der Auswertung von F' auch eine
Moglichkeit, die Jacobi-Matrix F’ zu berechnen. Natiirlich miissen beide Operationen in
der Praxis durch Néherungen ersetzt werden: F' konnen wir durch F ersetzen, F’ kann
geméf

F(yo +p) — F(yo)
]|

F(yo +p) — F(yo — p)
2|Ipll

durch Differenzenquotienten approximiert werden. Fiir jeden Richtungsvektor p erfordert
die Auswertung dieses Quotienten die Berechnung von Hilfslésungen 7(b; a, yo + p) (und
gegebenenfalls auch 7(b; a,yo — p)), und um die vollstindige Matrix F’ anzunihern sind
dim V Differenzenquotienten zu berechnen. Offenbar kann die Durchfithrung des Newton-
Verfahrens relativ aufwendig werden.

Der Einsatz von Differenzenquotienten kann zu numerischen Instabilititen fiithren:
Falls ||p|| gro8 ist, ist der Differenzenquotient im Allgemeinen nur eine schlechte Appro-
ximation der Ableitung. Falls ||p|| klein ist, kann bei der Berechnung von yo + p und der
Differenz F(yo + p) — F'(yo) Ausloschung auftreten, so dass wieder nur eine schlechte
Approximationsgiite erzielt wird. In der Praxis kann es deshalb sinnvoll sein, die Qua-
litdt der Approximation mit Hilfe von Extrapolationsverfahren zu verbessern. Der Preis
flir die Verbesserung der Genauigkeit ist dann die Notwendigkeit, F' fiir weitere Argu-
mente auswerten zu miissen. Da jede Auswertung das Losen eines Anfangswertproblems
erfordert, erhoht sich der Rechenaufwand wesentlich.

Alternativ lisst sich die Matrix F’ direkt als Losung eines matrixwertigen Anfangs-
wertproblems darstellen, auf dessen rechter Seite die Jacobi-Matrix d, f der rechten Sei-
te des Randwertproblems auftritt. Falls diese Jacobi-Matrix exakt zur Verfiigung steht,
kann F’ mit den Verfahren aus den vorangehenden Kapiteln direkt berechnet werden,
ansonsten muss 0, f wieder durch Differenzenquotienten und Extrapolation angenéhert
werden (,,internes Differenzieren im Gegensatz zum ,externen Differenzieren, bei dem
direkt F” durch Differenzenquotienten angenihert wird).

OpF (y0) = oder 0pF (o) =
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8.3 Mehrzielverfahren

Wir stoflen bei einfachen Schiefiverfahren auf Schwierigkeiten, falls die bei ihrer
Durchfiihrung auftretenden Anfangswertprobleme schlecht konditioniert sind.

Beispiel 8.3 (Definitionsbereich) Wir untersuchen die Anfangswertprobleme

ve(0) =&, ve(t) = ye(t)” fiir alle t € [0,1/¢)
fiir Parameter & € Rsq. Fir jedes & € R ist die Losung durch

ye(t) = 1—§§t fiir alle t € [0,1/¢)
gegeben, und da sie offenbar eine Singularitit bei 1/ besitzt, kann sie nicht beliebig weit
fortgesetzt werden.

Das bedeutet, dass wir bei einem SchiefSverfahren nicht beliebige Anfangswerte zulassen
diirfen, sondern nur solche, bei denen der Endpunkt b noch im Definitionsbereich [0,1/€)
liegt, bei denen also b < 1 gilt.

Falls die Randbedingungen zu einer Lisung gehdren, fiir die der Anfangswert & sehr
nahe bei 1/b liegt, kann das Berechnen einer Niherung von ye sehr schlecht konditioniert
sein und zum Scheitern eines einfachen Schieflverfahrens fiihren.

Das Problem ist der zu grofle Definitionsbereich: Auch wenn die Lésung des Rand-
wertproblems im Prinzip gutartig ist, kann durch die Reduktion auf Anfangswerte ein
schlecht konditioniertes Problem entstehen, weil Fehler in den Anfangswerten entspre-
chend Lemma 2.5 bzw. Lemma 3.1 exponentiell verstirkt werden.

Ein naheliegender Losungsansatz besteht darin, die Definitionsintervall kiinstlich zu
verkleinern: Statt das Intervall [a, b] insgesamt zu betrachten, wihlen wir Zwischenpunk-
te a =ty <t1 <... <ty =>bund untersuchen Losungen von m Anfangswertproblemen
zu den Startzeitpunkten tg,...,t,_1: Fiir jedes t; geben wir einen Anfangswert y; vor,
der dann eine Losung y(t;t;,y;) fir ¢ € [t;,t;+1] definiert, sofern das Intervall [t;,¢; 1]
nicht zu grof} ist.

Die durch

9t Yo, - Ym—1) = y(t; ti, vi) fur i € {0,...,m — 1}, t € [ti, tiy1)

definierte zusammengesetzte Losung erfiillt die urspriingliche Differentialgleichung nur
innerhalb jedes Intervalls, zwischen Intervallen kann es zu Spriingen kommen, die wir
durch zusétzliche Bedingungen

y(tiv1s i, yi) = Yir1 fiir alle i € {0,...,m —1}

ausschliefen miissen.
Statt also nur einen Startwert yo vorzugeben und so wéhlen zu miissen, dass die
Randbedingung erfiillt wird, stehen uns nun m Startwerte (wir konnen immer y,, :=
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Y(tm; tm—1, Ym—1) setzen) zur Verfiigung, die durch m — 1 zusitzliche Bedingungen an-
einander gekoppelt sind.

Diese zusétzlichen Bedingungen konnen wir in einer entsprechend verallgemeinerten
Randbedingung r,, verstecken: Falls wir mit

y(ti;to, vo) — 1

Tm(y07"'>ym—1) = ’
y(tmfﬁ tm727 ymfZ) —Ym—1

T’(yo, y(tm§ tm—1, ym—l))

das Nullstellenproblem 7., (yo, - - ., Ym—1) = 0 16sen, ist die zusammengesetzte Funktion
stetig (und damit auch Losung der Differentialgleichung) und erfiillt auflerdem auch die
Randbedingung.

Dieses erweiterte Nullstellenproblem ldsst sich mit dhnlichen Techniken wie im Fal-
le des einfachen Schiefiverfahrens behandeln: Um das Newton-Verfahren durchfithren
zu konnen, ersetzen wir die exakten Losungen y(tit1;t:,v;) durch Néherungslosungen
N(ti+1;ti,y;) und approximieren die Jacobi-Matrix mit Hilfe geeigneter Differenzenquo-
tienten oder Extrapolationstechniken.

Den resultierenden Algorithmus bezeichnet man als Mehrzielverfahren, weil simultan
mehrere Losungen zu mehreren Startwerten berechnet werden, die mehrere Endwerte
treffen sollen.

Durch das Hinzufiigen weiterer Zwischenpunkte kann man die Stabilitéit eines derarti-
gen Verfahrens verbessern (denn damit reduziert sich der Einfluss von Anfangsfehlern),
aber natiirlich fithrt diese Mafinahme auch zu einer deutlichen Erhéhung des Rechen-
aufwands fiir die Durchfithrung des Newton-Verfahrens. Es ist allerdings moglich, die
spezielle Struktur von r,, auszunutzen, um die Durchfiithrung des Newton-Verfahrens
effizienter zu gestalten.

8.4 Globale Diskretisierungsverfahren

Die Idee der Mehrzielverfahren lédsst sich weiter treiben: Statt nur eine kleinen Anzahl
m von Zwischenpunkten zu verwenden, um Stabilitdtsprobleme zu vermeiden, kénnen
wir auch gleich die gesamte Losung y auf einem Gitter a = ¢y < t1 < ... < t, = b
approximieren und Niherungswerte n; fiir y(¢;) simultan zu berechnen versuchen.

Ein einfacher Algorithmus wird beispielsweise von den Differenzenverfahren zur
Verfiigung gestellt: Als Beispiel betrachten wir das Randwertproblem

y(a) = Ya, y(b) = b, —y"(t) + q(t,y(t)) =0 fiir alle ¢ € [a, b]

mit einer differenzierbaren Funktion g. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass
t; —t;_1 = h fur alle ¢ € {1,...,n} mit einer Schrittweite h € R> gilt.
Aus der Taylor-Entwicklung von y folgen
h? h3 ht

y(t+h) = y(t) +hy'(8) + 5" () + " () + 57v

(4)
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2 3 4
ot —B) = (1) — Ry (1) + "oy () = Ty 4 Ly

mit Zwischenpunkten ¢y € [t,t 4+ h] und t_ € [t — h,t]. Addition dieser Gleichungen und
Division durch h? fithrt zu

y(t+h) —2y(t) +y(t —h) h?

w = y(1) + 5 (O (t4) +yO(e)),

der Differenzenquotient auf der linken Seite wird also wir h? gegen die zweite Ableitung
von y konvergieren, wenn wir die Schrittweite gegen Null gehen lassen.

Indem wir die exakte zweite Ableitung durch diesen Differenzenquotienten ersetzen,
wird aus dem kontinuierlichen Randwertproblem das diskrete Problem

210, — Ni—1 — M )
N0 = Yar "n = Yo, o mh; m+1+q(ti,m):O fir alle s € {1,...,n— 1}.

Unter geeigneten Voraussetzungen lésst sich beweisen, dass die Ndherungswerte 7; gegen
y(t;) konvergieren und der Fehler sich wie h? verhiilt.

Zur Berechnung des Vektors (1;)!"_, konnen, wie schon im Falle der Mehrzielverfahren,
wieder Newton-Verfahren zum Einsatz kommen. Das approximative Lésen von zwischen-
geschalteten Anfangswertproblemen ist bei diesem Ansatz nicht mehr erforderlich.
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