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1 Einleitung

Im Mittelpunkt dieser Vorlesung stehen Verfahren zur effizienten Behandlung grofler
linearer Gleichungssysteme der Form

Ax=Db fir A = (aij)iﬂ'ez S RZXI, X = (xi)iez, b= (bi)ieI c RI (1.1)

mit einer n-elementigen allgemeinen Indexmenge 7.

Wir haben bereits Algorithmen kennengelernt, mit denen sich derartige Probleme 16sen
lassen, etwa die Gauf-Elimination (bzw. LR-Faktorisierung), die Cholesky-Faktorisie-
rung (fiir symmetrische positiv definite Matrizen) oder die Householder-Zerlegung (bzw.
QR-Faktorisierung). Im allgemeinen Fall wiichst der Rechenaufwand dieser Verfahren
kubisch in n, also fithrt eine Verdopplung der Problemdimension zu einer Verachtfa-
chung des Rechenaufwands. Der Speicherbedarf wichst quadratisch, eine Verdopplung
der Dimension bedeutet also eine Vervierfachung des Speicherbedarfs.

Deshalb lassen sich diese Verfahren nur dann auf grofie Probleme anwenden, wenn sehr
schnelle Rechner (heutzutage in der Regel Parallelrechner, da sich die Leistung einzelner
Prozessoren nicht beliebig steigern ldsst) mit sehr hoher Speicherkapazitét zur Verfiigung
stehen.

Wenn wir ein grofles lineares Gleichungssystem l6sen wollen, ohne den Gegenwert
mehrerer Einfamilienh&user in modernste Rechnertechnik zu investieren, miissen wir uns
also nach alternativen Verfahren umsehen. Dieses Kapitel stellt eine Reihe erfolgreicher
Verfahren kurz dar, die detaillierte Behandlung der Algorithmen und die Analyse ihrer
Vor- und Nachteile ist spéteren Kapiteln vorbehalten.

Dieses Skript orientiert sich eng an dem Buch , Iterative Losung grofler schwachbesetz-
ter Gleichungssysteme® von Wolfgang Hackbusch, erschienen 1993 im Teubner-Verlag.
Dieses Buch bietet wesentlich mehr als den hier gegebenen Uberblick und ist jedem an ite-
rativen Verfahren Interessierten wiarmstens zu empfehlen. Eine erweiterte Version dieses
Buchs ist unter der Web-Adresse http://www.mis.mpg.de/scicomp/Fulltext/ggl.ps
zu finden.

Danksagung. Ich bedanke mich bei Knut Reimer, Christoph Gerken, Jonas Grams,
Jelle Kuiper und Franziska Schwarzenbach fiir Verbesserungsvorschldge und Korrektu-
ren.


http://www.mis.mpg.de/scicomp/Fulltext/ggl.ps

1 FEinleitung

1.1 Direkte Loser fiir schwachbesetzte Matrizen

Falls die meisten Eintrédge von A gleich Null sind, lassen sich die klassischen Losungsver-
fahren so modifizieren, dass sie effizienter arbeiten. In diesem Abschnitt sei Z = [1 : n]

Definition 1.1 (Dreiecksmatrizen) FEine Matrizc L € K™ nennen wir eine linke
untere Dreiecksmatrix, falls

li; =0 fir allei,j € [1:n] miti <j

gilt, falls also alle Fintrdge oberhalb der Diagonalen gleich null sind.
Eine Matriz R € K™*™ nennen wir eine rechte obere Dreiecksmatrix, falls

ri; =0 fir allei,j€[l:n] miti>j

qilt, falls also alle Fintrdge unterhalb der Diagonalen gleich null sind.
Wir nennen (L,R) eine LR-Zerlegung einer Matriz A € K™*", falls L € K™*™ eine
linke untere und R € K"*" eine rechte obere Dreiecksmatrix ist und A = LR gilt.

Satz 1.2 (Skyline-Struktur) Sei A € K"*" invertierbar, und sei (L,R) eine LR-
Zerlequng der Matriz A. Dann gelten

(Vke[l:j4] : ap=0)=4;=0 fir alle i,5 € [1:n] miti> j,
(Vke[l:4] @ arj=0)=r;; =0 fir alle i,5 € [1:n] mit i < j.

Falls also am Anfang einer Zeile der Matriz A Nulleintrige auftreten, bleiben sie auch
in der Matrix L erhalten. Falls am Anfang einer Spalte der Matriz A Nulleintrdge
auftreten, bleiben sie auch in der Matriz R erhalten.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber n € N.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

Induktionsvoraussetzung: Sei n € N so gegeben, dass die Behauptung fiir alle Matrizen
A € K™*™ gilt.

Induktionsschritt: Sei A € K TDX("+1) eine Matrix, und sei (L, R) eine LR-Zerlegung
dieser Matrix.

Wir zerlegen die Matrizen in

A A 1
A — A *x *,n+ ’ A,, € Knxn’ A*,n—i—l c ]I{TLXl7 An—i—l,* c KIXTL’
n+1l,x  An+1n+l

L
L= > , L., € K" Ly, € KX
Ln—i—l,* €n+1,n+1 ’
R R
R — < ok . J:ntil) 7 R, Knxn’ R*,n-‘,—l c Knxl)
n+1,n

und stellen fest, dass

( A** A*,n—i—l > —A=LR = ( L** > <R** R*,n+1 >
AnJrl,* an+1,n+1 Ln+1,* £n+1,n+1 Tn+1,n+1



1.1 Direkte Léser fiir schwachbesetzte Matrizen

_ L**R** L**R*,n+1
Ln+1,*R** Ln—i—l,*R*,n—‘rl + €n+1,n+lrn+1,n+1

gilt, also insbesondere
A** = L**R**, A*,n-{-l - L**R*,n—f—h An—l—l,* = Ln+1,*R**

Da A invertierbar ist, miissen auch L und R invertierbar sein. Da die beiden letztge-
nannten Dreiecksmatrizen sind, folgt, dass auch Ly, und R, invertierbar sind.

Seien nun 4,j € [1 : n+ 1] mit i > j so gegeben, dass a;;, = 0 fiir alle k € [1 : j] gilt.
Falls 7 < n gilt, folgt ¢;; = 0 mit der Induktionsvoraussetzung, da (Lys, Ryx) eine LR-
Zerlegung der Matrix A, ist. Wir brauchen also nur den Fall : = n + 1 zu betrachten.
Aus unserer Voraussetzung folgt, dass A,41 dann die Form

An+1,* = (0 ATL+1,+) mit An+17+ c KIX(n—j)

aufweist. Mit der Zerlegung
R.. = <R00 1221) ’ Ry € K99, Ry, € KX (n=3) R, € K (=) (n=j)

1xj 1x(n—j
Lytis = (Lnt1o Lnti4), Lnpro € K9, Lypq € KIX0D

folgt aus

R R
(0 Apii+) =Aniis = Lot Rus = (Lo Lnti+) ( : Rii)

unmittelbar 0 = L, 11 0Roo. Da Rgp als Diagonalblock einer invertierbaren Dreiecksma-
trix selbst invertierbar ist, folgen Ly 410 = 0 und damit insbesondere /;; = 0.

Fiir den Nachweis zweite Aussage seien i,j € [1 : n + 1] mit ¢ < j so gegeben, dass
ap; = 0 fiir alle & € [1 : ¢] gilt. Falls j < n gilt, folgt ¢;; = 0 wie zuvor mit der
Induktionsvoraussetzung. Wir betrachten den Fall j = n + 1. Es gilt

0

> mit A+,n+1 S K(n_i)x:l,
A ni

A*,n+1 - (

und mit der Zerlegung

L., — (Loo ) : Loo € K¥i, L,y e KO-0xi [, ¢ Kn—)x(n-)
Lio Lyt

RO 1 . .
R*’n+1 — <R+7’l7/':_1 R07n+1 c K1X17 R+,n+1 c K(n ’L)><1
M

folgt aus

0 Loo > (Ro n+1 )
- A* = L**R* n == ’
<A+,n+1> e e (L+0 Lit) \Ryns1

unmittelbar 0 = LogRo ,+1. Da Lgg als Diagonalblock einer invertierbaren Dreiecksma-
trix selbst invertierbar ist, haben wir Ry ;41 = 0, also insbesondere r;; = 0. [
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Abbildung 1.1: Konstruktion der Matrix S fiir Bandmatrizen

Definition 1.3 (Bandbreite) Sei p € Ny. Falls
li—jl>p=aiy=0 fir allei,j € T

gilt, nennen wir p eine Bandbreitenschranke fiir A. Die kleinste Bandbreitenschranke
nennen wir die Bandbreite von A.

Falls die Matrix A eine durch p beschrinkte Bandbreite besitzt, gilt dasselbe auch fiir
die Faktoren L, R € RZ*Z der LR-Zerlegung:

Satz 1.4 (Bandbreitenschranke fiir die LR-Zerlegung) Sei A € K"*" invertier-
bar, und sei (L,R) eine LR-Zerlequng dieser Matrix.

Sei p € N eine Bandbreitenschranke fiir A. Dann ist p auch eine Bandbreitenschranke
fiir die Matrizen L und R.

Beweis. Seien i,7 € [1: n| mit |i — j| > p gegeben.
Falls 7 < j gilt, folgt ¢;; = 0 per Definition. Anderenfalls haben wir ¢ — j > p, also fiir
alle k € [1:j] auch i — k >4 — j > p und damit a;; = 0. Mit Satz folgt ¢;; = 0.
Falls i > j gilt, folgt r;; = 0 per Definition. Anderenfalls haben wir j —4 > p, also fiir
alle k € [1:4] auch j —k > j —i > p und damit a; = 0. Mit Satz folgt r;; =0. m

Fiir die praktische Konstruktion der LR-Zerlegung empfiehlt sich eine &hnliche Vor-
gehensweise wie im Beweis des Satzes Statt die letzte Zeile und Spalte separat zu
behandeln, nehmen wir die erste, wir betrachten also

A [ A A, e KDX(D) AL e RIX(D A KD
A*l A**

und erhalten bei entsprechender Zerlegung der Faktoren L und R die Gleichung

arr Arc) _ LR — l riu Ry _ (furn 011 R

A*l A** L*l L** R** L*lrll L*lRl* + L**R** ’
aus der sich die Gleichungen

ain = l11ri, Ay = l11Rys, A1 =L, A.. — LaRi. = LR,
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procedure LRZerlegung(n, p, var A, L, R);
for m:=1ton do
lim < 1;
Tmm < Qmm
for i € [m + 1 : min{m + p,n}| do
lim aim/rmm§
Tmi < Gmi
end for;
for i,j € [/m+1: min{m +p,n}] do
Qij < Q5 — lim""mj
end for
end for

Abbildung 1.2: Berechnung der L R-Zerlegung

ergeben. Mit den ersten drei Gleichungen kénnen wir £11, 711, Ris und L,; bestimmen.
Die vierte erlaubt es uns dann, L., und R, mit einer LR-Zerlegung der Dimension n—1
zu berechnen. Indem wir die Bandstruktur ausnutzen, sind fiir die Berechnung der linken
Seite S := A, — L4s1R1, der vierten Gleichung héchstens p2 Operationen erforderlich,
wenn wir A, mit S iiberschreiben. Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung
gegeben. Da wir nur an dem Fall n > p interessiert sind, kénnen wir uns die Analyse
seiner algorithmischen Komplexitét leicht machen:

Satz 1.5 (Komplexitit der LR-Zerlegung) Der in Abbildung gegebene Algo-
rithmus bendtigt nicht mehr als np Divisionen, np® Multiplikationen und np? Subtrak-
tionen.

Beweis. Fiir ein m fiihrt die erste innere Schleife des Algorithmus héchstens p Divisionen
durch, da ¢ nur Werte zwischen m + 1 und m + p annehmen kann.

In der zweiten inneren Schleife kénnen ¢ und j jeweils nur Werte zwischen m + 1 und
m+p annehmen, also wird diese Schleife hichstens p?-mal durchlaufen, so dass héchstens
p? Multiplikationen und Subtraktionen durchzufiihren sind.

Da die #duflere Schleife genau m-mal durchlaufen wird, erhalten wir direkt das
gewiinschte Ergebnis. [

Wir kénnen sehen, dass diese Komplexitéatsabschéitzung wesentlich giinstiger als im
allgemeinen Fall ist: Falls die Bandbreite von A unabhéngig von n beschréankt ist, konnen
wir die L R-Zerlegung mit einem Aufwand berechnen, der lediglich linear in n wéchst.

Sobald die L R-Zerlegung zur Verfiigung steht, konnen wir das Gleichungssystem b =
Ax = LRx durch Riickwirtseinsetzen in R und Vorwértseinsetzen in L 16sen. Da die
Bandbreiten von L und R durch p beschrénkt sind, kénnen diese Berechnungen in O(np)
Operationen durchgefiihrt werden, wir erhalten also wieder eine lineare Komplexitét in
der Problemdimension n.

Indem wir die besonderen Eigenschaften der Matrix A ausnutzen, kénnen wir so eine
wesentlich hohere Effizienz erreichen.
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Abbildung 1.3: Auffiillen der Matrix A

Leider ist die Bandbreite vieler in der Praxis auftretender Matrizen nicht beschréankt.
Es tritt zwar haufig der Fall auf, dass nur wenige Eintrage der Matrix von Null ver-
schieden sind, aber diese Eigenschaft alleine geniigt nicht, um &dhnliche Aussagen wie in
Satz [L.5] zu zeigen.

Ein Beispiel ist in Abbildung [I.3] zu sehen: Obwohl in der Ausgangsmatrix nur jeweils
hochstens vier Eintréage pro Zeile von Null verschieden sind, fiillen die einzelnen Berech-
nungsschritte die Matrix A immer weiter auf, bis schliefllich die volle Bandbreite von 4
erreicht ist, wir erhalten die von Satz vorhergesagte Struktur. In der Praxis treten
hiufig Matrizen mit einer Bandbreite von n!/2 auf, hier wiirde unser Algorithmus also
O(n?) Operationen und O(n®/?) Speicherplitze benstigen, selbst wenn die Ausgangs-
matrizen fast nur aus Nulleintrdgen bestehen.

1.2 Iterationsverfahren

Wir haben gesehen, dass bei Matrizen, die zwar nur wenige von Null verschiedene Ein-
trage, aber trotzdem eine hohe Bandbreite aufweisen, Algorithmen wie die L R-Zerlegung
ineffizient werden, weil sich die Matrix nach und nach auffiillt, also Nulleintrdge durch
die einzelnen Berechnungsschritte iiberschrieben werden.

Es wire also sehr wiinschenswert, ein Verfahren zu kennen, das die Matrix iiberhaupt
nicht veréndert und insbesondere auch keine Nulleintriage iiberschreibt.

Dieses Ziel erreichen die meisten iterativen Losungsverfahren. Diese Algorithmen be-
rechnen eine Folge x(9), x| ... von Vektoren, ausgehend von einem beliebigen Startvek-
tor x(© € RZ, die gegen die gewiinschte Losung x konvergieren. Im Gegensatz zu LR-,
QR- oder Cholesky-Zerlegungen erhalten wir von diesen Verfahren also keine , exakte“
Losung, sondern lediglich eine approximative Losung, die allerdings beliebig genau ist.

Dieser scheinbare Nachteil wird durch zwei Beobachtungen relativiert: Erstens ist man
bei den meisten Anwendungen ohnehin nicht an einer exakten Losung interessiert, weil
die Ausgangsdaten in der Regel schon gestort sind, etwa durch Rundungsfehler. Zwei-
tens ist es leichter, bei iterativen Verfahren die Fehlerfortpflanzung zu kontrollieren, weil
in jedem Schritt lediglich die Ausgangsdaten und die aktuelle Approximation eingehen,
aber nicht die vorangehenden Approximationen. Aus diesem Grund werden in der Pra-
xis gelegentlich iterative Verfahren eingesetzt, um die Rundungsfehler zu kompensieren,
die bei einer LR- oder QQR-Zerlegung auftreten konnen (dann spricht man von einer

10



1.2 Iterationsverfahren

,Nachiteration*).
Ein sehr einfaches Iterationsverfahren ist die Richardson-Iteration, bei der die Folge
der Vektoren durch die Vorschrift

x( ) = x(m) _ g(Ax(™) — b) fiir alle m € Ny

gegeben ist. Hierbei ist § € C ein geeignet zu wéhlender Parameter, der offensichtlich
entscheidenden Einfluss auf das Verhalten des Verfahrens hat, beispielsweise bewirkt das
Verfahren in komplizierter Weise nichts, wenn wir 6 = 0 setzen.

Bereits bei diesem sehr einfachen Beispiel kénnen wir die Vorteile eines iterativen Ver-
fahrens erkennen: Neben der Matrix A, dem Vektor b und dem Losungsvektor x (in dem
wir die einzelnen Iterierten x(™) unterbringen) ist lediglich ein Hilfsvektor erforderlich,
in dem wir den sogenannten , Defekt* d(™ := Ax(™) —b speichern, wir kommen also mit
relativ wenig Speicher aus. Die Matrix A tritt ausschlieBlich in Form der Matrix-Vektor-
Multiplikation Ax(™) auf, insbesondere miissen wir ihre Eintriige nicht veriindern und
vor allem keine Nulleintréige iiberschreiben.

Die Durchfithrung eines Iterationsschritts, also die Berechnung von x(M*D) qus x(M),
kann in den meisten Anwendungsfillen sehr effizient gestaltet werden, sehr hiufig sogar
mit der optimalen Komplexitit O(n).

Leider ist es mit der blolen Durchfithrung des Verfahrens nicht getan, wir miissen auch
wissen, wieviele Schritte erforderlich sind, um eine gewisse Genauigkeit zu erzielen, und
ob das Verfahren fiir ein bestimmtes Problem iiberhaupt konvergiert. Die Untersuchung
der Konvergenz iterativer Verfahren kann sich beliebig kompliziert gestalten, und der
Entwurf eines geeigneten Verfahrens fiir eine bestimmte Problemklasse kann auch auf
dem heutigen Stand der Forschung noch eine grofle wissenschaftliche Herausforderung
darstellen.

Im Falle des Richardson-Verfahrens lésst sich die Frage nach der Konvergenz relativ
einfach beantworten: Das Verfahren konvergiert (fiir ein geeignetes ), falls alle Eigen-
werte der Matrix A in derselben Halfte der komplexen Ebene liegen, falls es also ein
z € C gibt, das Re(z)\) > 0 fiir alle Eigenwerte A von A erfiillt.

Wir werden diese Aussage spiter beweisen, im Augenblick geniigt es, zwei Beispiele
zu untersuchen. Das erste Beispiel ist das durch

“GY e

gegebene Gleichungssystem Ax = b. Offensichtlich besitzt es die eindeutige Losung
x = 0. Falls wir das Richardson-Verfahren auf einen beliebigen Startvektor x(©) ¢ R2
anwenden, erhalten wir

0 0 m (0
X(l) _ (1 — 0):(}53 : X(2) _ (1 — 9)2;(}5(3 : X(m) _ (1 — 9) 373(3 :
(1—20)z" (1 - 260)22) (1 —20)mz{
es folgt somit

5™l < maxc{[1 — 6", |1 — 26"} )| fir alle m € No,

11
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wir erhalten also Konvergenz fiir alle 6 € (0, 1), und die optimale Wahl § = 2/3 fiihrt zu
1 m
[x(™)]|y < <3> 1%l fiir alle m € Ny,

also reduziert jeder Schritt des Verfahrens den Fehler um den Faktor ¢ := 1/3. Diese
Konvergenzrate hingt nicht von der Grofle des Gleichungssystems ab, sondern lediglich
von dessen Eigenwerten.

Das zweite Beispiel ist das durch

A= (é _01) b= (8) (1.2)

gegebene Gleichungssystem Ax = b. Offensichtlich besitzt es ebenfalls die eindeutige
Losung x = 0. Falls wir das Richardson-Verfahren auf einen Startvektor x(9) anwenden,
erhalten wir diesmal

L0 (= 9)1‘§Z) Coxe o (0= 9)%? o oxm o (O 9)’”1‘52) _
1+ 60)z 1+ 6)22 1+ o)mazl”

Falls xgo) %0 +# xgo) gilt, erhalten wir, dass die Folge der Vektoren niemals gegen die
korrekte Losung konvergieren wird, weil

max{|1 —6],|1 46|} = /1+[0]> +2|Ref] > 1

gilt. Im schlimmsten Fall, fiir 6 # 0, wird die Folge sogar divergieren.

Wir kénnen also feststellen, dass die Konvergenz eines iterativen Verfahrens entschei-
dend von den Eigenschaften der Matrix A abhingt. Wenn das Verfahren zur Matrix
passt, konnen iterative Verfahren sehr effizient sein, beispielsweise gibt es fiir einige
wichtige Klassen von Gleichungssystemen iterative Verfahren, die auch mehrere Millio-
nen Unbekannte in wenigen Sekunden berechnen.

1.3 Semiiterative Verfahren

Eine Kombination aus direkten und iterativen Verfahren stellen die sogenannten se-
miiterativen Verfahren dar. Diese Algorithmen bestimmen die Losung in einer festen
Anzahl von Schritten (iiblicherweise n), berechnen dabei aber Zwischenergebnisse, die
auch schon gute Approximationen darstellen.

Ein grofier Vorteil der Richardson-Iteration besteht darin, dass sie durchgefiihrt wer-
den kann, sobald wir eine Moglichkeit besitzen, Matrix-Vektor-Produkte y := Ax zu
berechnen. Wir wollen nun ein Verfahren skizzieren, das ebenfalls ausschliefilich mit
derartigen Produkten auskommt.

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gibt es mindestens ein Polynom 7 mit einem
Grad von hochstens n derart, dass

m(A) =0

12



1.3 Semiiterative Verfahren

gilt. Wir wihlen ein Polynom minimalen Grades p, das diese Gleichung erfiillt, und
bezeichnen seine Koeffizienten mit mo, ..., m, € R, so dass die Gleichung die Gestalt

TpAP + 1, AP 4+ A+ Tl =0

annimmt. Da 7 minimalen Grad besitzt, muss myp # 0 gelten (sonst konnten wir ein
Polynom niedrigeren Grades konstruieren, indem wir die obige Gleichung mit A~! mul-
tiplizieren), und wir erhalten

(—W”> AP + (—ﬂ’”) APl 4 (_m) A=1
0 ) 0

Nun konnen wir A entweder nach links oder rechts aus der Summe herausziehen und
gelangen zu der Gleichung

[(—Wp> APl 4 <—7Tpl> AP2 4+ (—7”> I] A=T1,
) o o

sowie ihrem Gegenstiick

Al(-Te)art (Tt a2y () =1

Beide zusammen implizieren

(_ﬂ-p) Ap—1_|_ (_Wp—].) Ap—2_’_‘.'_’_ (_ﬂ-l> I:A_l,
0 0 7o

Wir haben also die Inverse von A durch ein Polynom dargestellt.
Fiir unsere Aufgabe, also das Losen des Gleichungssystems Ax = b, bedeutet diese
Gleichung, dass wir x = A~'b in der Form

x = <—7TP> APp (-”pl> AP 2b 4 <—7”> b

darstellen kénnen, wir brauchen also lediglich die Vektoren

vy .=p, y1 .= Ay =Ab, y@ .= AyD = A%h, y™ .= Ay(m—1) = A"
zu berechnen und wissen, dass
x=a, 17"V +a, oy? 2 4. 4 agy®

mit den Koeffizienten o; := —m;41 /7o gilt.

In der Praxis steht uns das Polynom 7 nicht zur Verfiigung, wir miissen also das
richtige p und die richtigen Koeffizienten «; anders konstruieren. Krylow- Verfahren gehen
dabei so vor, dass der Reihe nach die Vektoren y(™ berechnet und dann die Losung im
zugehorigen Krylow-Raum

K(b,m) := span{y(o), . ,y(m)} = span{b,...,A"b}

13



1 FEinleitung

gesucht wird. Die Suche nach der Losung ldsst sich als lineares Ausgleichsproblem for-
mulieren: Wir suchen Koeffizienten «y, ..., a;, € R derart, dass der Fehler

(m) _ (0) [

€m = ||X — amy ... —apy

in einer geeigneten Norm (schlie8lich steht uns x nicht zur Verfiigung) minimiert wird.
Dieses lineare Ausgleichsproblem kann effizient gelost werden, sofern m nicht zu grof3
ist.

Wir kénnen diesen Prozess so lange wiederholen, wie die Vektoren y(™) linear un-
abhéngig sind. Wenn sie fiir ein m nicht mehr linear unabhéngig sein sollten, kann man
zeigen, dass €,, = 0 gelten muss, dass wir also unsere Losung bereits gefunden haben.

Da die Krylow-Réume geschachtelt sind (es gilt offensichtlich (b, m) C K(b, m+1)),
muss auch €, > €,11 gelten, und aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt ¢, = 0.
Das Krylow-Verfahren berechnet also eine Folge von Vektoren, die monoton gegen die
Losung x konvergiert und nach spétestens n — 1 Schritten die exakte Losung erreicht.

1.4 Eindimensionales Modellproblem

Wie wir gesehen haben, spielen fiir die verschiedenen skizzierten Verfahren verschiede-
ne Eigenschaften des Gleichungssystems eine Rolle: Bei Band-L R-Zerlegungen ist die
Bandbreite der Matrix von entscheidender Bedeutung, bei der Richardson-Iteration sind
es die Eigenwerte, und auch die Analyse von Krylow-Verfahren lisst sich, zumindest in
wichtigen Spezialfiillen, auf die Analyse der Eigenwerte zuriickfiihren.

Deshalb ist es sinnvoll, zum Vergleich verschiedener Verfahren einfache Modellproble-
me heranzuziehen, bei denen sich die nétigen Eigenschaften leicht nachweisen lassen. Wir
beschranken uns hier auf lineare Gleichungssysteme, die aus der Diskretisierung einer
partiellen Differentialgleichung entstehen, denn dieser Ansatz hat den Vorteil, dass wir
Matrizen beliebiger Gréfie mit geringem Aufwand aufstellen kénnen und dass sie viele
Eigenschaften aufweisen, die auch praktisch auftretende Probleme besitzen.

Zunéchst betrachten wir die eindimensionale partielle Differentialgleichung

—u"(z) = f(2) fir alle z € 2 := (0, 1), (1.3a)

u(0) =u(1) =0, (1.3b)

fiir eine Funktion u € C[0,1] mit u|g) € C%(0,1) und eine Funktion f € C(0,1).

Da das Intervall [0, 1] unendlich viele Punkte enthélt, konnen wir die Losung u in einem

Computer mit endlichem Speicher nicht exakt darstellen, miissen sie also approximieren.

Zu diesem Zweck wihlen wir ein N € N und unterteilen das Intervall [0,1] in N 41

Teilintervalle der Liange h := 1/(N +1). Die Anfangs- und Endpunkte der Intervalle sind

durch

& = hi fir alle ¢ € {0,...,N + 1}

gegeben, und es gilt 0 =&y < &1 < ... < &n < &n+1 = 1. Unser Ziel ist es nun, die Werte

der Funktion in diesen Punkten zu bestimmen, also

wi = u(&;) fir allei € {0,...,N +1}

14



1.4 FEindimensionales Modellproblem

&o & & - &7 &3

Abbildung 1.4: Eindimensionales Modellproblem

zu berechnen. Wegen vy = u(0) = 0 und unyy1 = u(l) = 0 sind nur die Werte
ug,...,uy € R zu bestimmen, also der Vektor u = (u;);ez fiir Z := {1,...,N}.

Da uns die wahre Losung u nicht zur Verfiigung steht, miissen wir versuchen, ihre
Ableitung u” zu approximieren, indem wir nur die Werte wuy,...,uy verwenden. Wir
nehmen an, dass u € C*#[0,1] gilt und wenden die Taylor-Entwicklung an, um die Glei-
chungen

/ h? " h? 3 h4 4
u(x + h) =u(z) + hu'(z) + U () + FU( () + ﬂu( '(ny),
h? h3 ht
uw(x — h) = u(z) — hu'(x) + ?u"(a:) - gu(?’) (z) + ﬂuw (n-)

fiir geeignete ny € [x,x + h| und n— € [x — h, z] zu erhalten. Wir addieren beide Glei-
chungen und finden

u(z + h) +u(z — h) = 2u(z) + b2 (z) + ;leu(‘l) (ny) + ;iuw (n-).
Wir sortieren die Terme um und stellen fest, dass
W'(e) = o (e — ) = 2(e) + e+ )| < Oy (1)
gilt, also kénnen wir
% (ulz — h) — 2u(z) +ulz + b)) ~ u"(z) (1.5)

als Endergebnis festhalten. Angewendet auf die Punkte &1, ..., &y bedeutet diese Glei-

chung
1
ﬁ(ui—l — 2ui + uipr) = U (&)
Um die Verbindung zur Differentialgleichung (|1.3)) herzustellen, fithren wir den Vektor

f = (fi)iez mit
fi= f(&) fir allet € 7

15



1 FEinleitung

ein und erhalten wegen f; = —u”(&;) die diskrete Approximation
1
ﬁ(—ui_1 +2u; —uiy1) = fi fir allei € Z

der Differentialgleichung (1.3). Wie wir sehen, handelt es sich dabei um ein lineares
Gleichungssystem

2 —1 uy fi
-1 2 -1 U
) .2 f.z
2 = |
-1 2 —1||un= IN-1
-1 2 unN fN

das mit Hilfe der durch

22 falls i = j,
Lij=14—-h7%2 falls|i —j| =1, fir allei,j € Z

0 sonst

und L = (L;;); jer gegebenen Matrix in der kompakten Form
Lu=f

dargestellt werden kann. An der Definition von L kann man leicht ablesen, dass diese
Matrix eine Bandbreite von 1 besitzt, also ldsst sich das Gleichungssystem mit den in
Abschnitt eingefithrten Verfahren sehr effizient 16sen.

Die Fehlerabschitzung legt uns nahe, dass wir nur dann auf eine gute Genauigkeit
hoffen diirfen, wenn A klein ist. Wegen h = 1/(N+1) kénnen wir dieses Ziel nur erreichen,
indem wir die Anzahl N der Unbekannten relativ grofl wihlen.

Fiir die Untersuchung des Richardson-Verfahrens bendtigen wir die Eigenwerte der
Matrix L, die sich mit Hilfe von etwas trigonometrischer Arithmetik bestimmen lassen.

Lemma 1.6 (Trigonometrische Orthogonalbasis) Sei N € N und h :=1/(N +1).
Es gilt

> " sin(mjkh) sin(rjth) =
j=1

fir alle k, ¢ € [1: NJ.

ansonsten

N {(N+1)/2 falls k = ¢,
0

Beweis. Seien k, ¢ € [1 : N| gegeben. Mit der Eulerschen Gleichung gilt

N N injkh _ —injkh injth _ —imjlh
Z sin(mjkh) sin(mjlh) = (e ‘ ) <e ‘ >

(]

, , 21 2i
Jj=1 J=1

Y

I
=~ =
1M

(emj(k—e)h 1 emimi(k—0h _ imj(k+Oh _ 6—i7rj(k+€)h>

16



1.4 FEindimensionales Modellproblem

und wegen k + £ € [2: 2N] gilt (k4 £)h € (0,2), also folgen ¢ := e™(F+O" £ 1 und

N N N+1

3 e St o
ewr](k’-l—f)h _ ¢ = — _
=1 =1 1

=
fiir o := ¢Vt = ™k +0 ¢ {1 1}. In derselben Weise erhalten wir fiir p := /7(k=0"h
die Gleichung

N N

S emilh-Oh 7 i = {N falls k = ¢,

: =

o—p
= =1 ansonsten,

da aus k + ¢ = (k — ¢) + 20 auch o = e™F=0) = pN+1 folgt. Fiir k = ¢ haben wir o = 1,
also

N - —
" sin(mjkh) sin(mjh) = % <2N _o—q 0~ q) N 1, 0-9@-1

=i g—1 q¢-1) 2 2 g — 12
N 1_ (¢g—1)(@—-1) N+1
> Pt T o 2
Fiir k£ # ¢ miissen wir die Fille 0 = 1 und o = —1 unterscheiden. Im ersten Fall gilt

i o
(k) sin(mith) — L (=P TP _0=4a T—4q
Y _sin(mjkh) sin(mjlh) = | <p—1 Tr1 g q‘1>

1 1—-p 1-—gq 1
—“Re(—2 "9 - (141)=0
4e<p—1 q—1> FIHD =0,

Jj=1

im zweiten Fall erhalten wir

N
1 _ - _ -
E sin(mjkh)sin(mjlh) = — (0 L ]19 _279_9 q>
p_

=1 4\p-1 g—1 q¢q-1
1 “1-p —1- 1 1—p)p-1) (~1—g)@G-1
:Re< p_ Q>:Re(< WE-1)  (-1-0 ))
4 p—1 " q-1 4 lp—1] lg —1]
1 1— 2_ 5 1— 2 _ = 1 = =
_Re< p| Pty gl g+Q>_Re<p o %>_ﬂ’
4 p=1] ja =1 4 =1 |g—1]
und damit ist die gewiinschte Orthonormalitéitsbeziehung bewiesen. m

Lemma 1.7 (Eigenwerte) Fiir alle k € T definieren wir den Vektor e* € R durch
e? := V2hsin(mjkh) fiir alle j € T.
Es gilt

Le* = )\ ef mit A\, := 4h™? sin?(wkh/2) fir alle k € T,

17



1 FEinleitung

und die Vektoren erfiillen

1 fallsk =1
{ Jalls ’ fiir k0 € T,

0 ansonsten
bilden also eine aus Eigenvektoren der Matriz L bestehende Orthonormalbasis von RZ.
Beweis. Sei k € Z. Um nachzuweisen, dass e” ein Eigenvektor ist, betrachten wir fiir einen
Index j € Z die j-te Komponente von Le*: Wegen sin(m0kh) = 0 = sin(m(N + 1)kh)
erhalten wir

(Lek)j — h72(26§ — e?,l — €§+1)

= V2hh™2(2sin(mjkh) — sin(n(j — 1)kh) — sin(7(j + 1)kh)).
Wir wenden das Additionstheorem sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) an:
(Le*); = V2hh™2(2sin(mjkh) — sin(mjkh) cos(—wkh) — cos(mjkh) sin(—rkh)
—sin(mwjkh) cos(mkh) — cos(mjkh) sin(mwkh))
= V2hh™2(2 — 2 cos(wkh)) sin(mjkh).

Nun benutzen wir das Additionstheorem cos(2z) = 2 cos?(z) — 1:

(Le*); = V2hh™2(2 — 4 cos®(nkh/2) + 2) sin(mjkh)
= 4V2hh™2(1 — cos®(wkh/2)) sin(mjkh)
= 4V2hh~? sin®(wkh/2) sin(wjkh)
= /\kef = (\eh);.
Da wkh/2 = wk/(2(N + 1)) € (0,7/2) fur alle k € Z = {1,..., N} gilt und die Sinus-
funktion auf diesem Intervall streng monoton wéchst, sind alle Eigenwerte verschieden,

also miissen alle Eigenvektoren e* linear unabhingig sein.
Seien nun k, ¢ € Z. Mit Lemma [I.6] erhalten wir

N
N+1)/2 fallsk=/¢
(eF, ey = Qthin(ij‘h) sin(wjlh) = 2h (N+1)/ A ’
= ansonsten
B 1 falls k=2,
10 ansonsten.

Untersuchen wir nun das Verhalten der Richardson-Iteration fiir die Matrix L. Wir
betrachten wieder das vereinfachte System Lu = 0, das die exakte Losung u = 0 besitzt.
Den Startvektor u(® e RZ stellen wir in der Eigenvektorbasis dar und erhalten

u® = 3 oge,

kel

18



1.4 FEindimensionales Modellproblem

so dass sich der Iterationsschritt
uD = 1@ _ o, u®

in der Form

u =" (1 - Orp)e” (1.6)
kel
darstellen lidsst. Fiir die weiteren Iterierten erhalten wir die Darstellung
u(m) = Zak(l — GAk)mek
kel

in der Eigenvektorbasis, also konvergiert die Iteration gegen die korrekte Losung u = 0,
falls

max{|1 —0\;| : k€Z} <1 (1.7)
gilt. Gliicklicherweise geniigt es, nur den gréfiten und den kleinsten Eigenwert zu unter-
suchen, also

A\ = 4h~?sin?(wh/2), Ay = 4h™2sin?(nNh/2) = 4h~2 cos®(nh/2).

Wenn wir max{|1 — 0\;],|1 —0Ax|} < 1 bewiesen haben, gilt auch die Bedingung (|1.7).
Wir wihlen 6 so, dass diese Grofle minimiert wird, ndmlich als Losung von

1 — Gopt A1 = Oopt Ay — 1.

Diese Lésung ist durch
2 2 h?

AN + A1 :4h_2_?

Hopt =

gegeben und fithrt zu der Schranke

2\ AN — XN <1
AN +AL Av+ M '
Mit dieser Schranke und der Dreiecksungleichung erhalten wir

™ < ™ llare”|
kel

max{|l —Oopt x| : K€L} =0:=1—0Opt A1 =1

fiir jede beliebige Norm. Fiir die euklidische Norm gilt sogar
™o < o™ a2,

da wir bereits nachgewiesen haben, dass die Eigenvektoren senkrecht zueinander stehen.
Die Richardson-Iteration konvergiert also. Leider konvergiert sie nicht sehr schnell: Wir
haben

~ Amax — Amin _ 4h 7% cos?(wh/2) — 4h~ % sin?(7h/2)

" Mmax + Amin 4h—2

= cos?(mh/2) —sin®(mh/2) = 1 — 2sin®(7h/2),

(1.8)

und fiir A — 0, also N — oo, bedeutet diese Gleichung o ~ 1 — 72h?/2, die Konvergenz-
rate wird also schlechter, wenn die Problemdimension wéchst.
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h
+ + + + + + + + +
+ + + + + + + + 4
Siniiy
G + + +

Abbildung 1.5: Zweidimensionales Modellproblem fiir N = 7

1.5 Zweidimensionales Modellproblem

Wihrend das eindimensionale Modellproblem (und auch viele andere eindimensionale
Probleme) zu Matrizen geringer Bandbreite fithrt und somit effizient mit der Band-LR-
Zerlegung gehandhabt werden kann, wird die Situation wesentlich schwieriger, wenn wir
zu einem zweidimensionalen Problem iibergehen: Wir untersuchen die partielle Differen-
tialgleichung

82 82 H —
—Au(x) = <_81:% - 8x%) u(x) = f(x)  fiir alle x € Q := (0,1)?, (1.9a)
u(x) =0 fir alle x € 02 ={0,1} x [0,1]  (1.9b)
U [0,1] x {0, 1},

fiir eine Funktion v € C(Q) mit u|g € C?(Q) und eine rechte Seite f € C(£).

Diese Differentialgleichung ist das zweidimensionale Gegenstiick zu der Gleichung
. Wir diskretisieren sie, indem wir eine endliche Anzahl von Punkten in Q fixieren
und die zweite Ableitung mit Hilfe der Funktionswerte in diesen Punkten approximieren.
Die Punkte konstruieren wir dhnlich wie im eindimensionalen Fall: Wir fixieren N € N,
setzen h :=1/(N + 1) und wéhlen

Eiviy = (hig, hiy) fiir alle iy, 4, € {0,..., N +1}.
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1.5 Zweidimensionales Modellproblem

Infolge der Randbedingung sind nur die Werte
Uiy iy = U(Eiyi,) fur alle iz,4, € {1,..., N}

zu bestimmen.
Zur Vereinfachung der Notation fassen wir i, und i, zu einem Multiindex 7 := (iz, iy)
zusammen und bezeichnen die Menge aller dieser Multiindizes mit

T = {i = (ig,iy) © iz iy € {1,...,N}}.

Die Miichtigkeit der neuen Indexmenge Z betrigt n := N2, und mit ihrer Hilfe kénnen
wir die Notationen des eindimensionalen Problems weiterverwenden: & = (hiy, hiy),
u; = u(&;) = u(hiy, hiy). Der Vektor der Werte von u schreibt sich als u = (u;)iez.

Um die Differentialgleichung zu diskretisieren, ersetzen wir wieder die zweiten
Ableitungen durch die Approximation und erhalten

o u noh —2u (M +u T+ zﬁu 1

h2 T2 xI9 9 81’% 79 5

1 T T T N o? T ) (n
hQ(U<;p2h>_2u<x2>+u<$2+h)>~ax%u . fir alle x = 2y cO.

Wie bereits im eindimensionalen Fall wenden wir diese Gleichungen auf die Punkte &;
an und erhalten

1 .. .
2 (4ul- — Ui (1,0) = Ui—(0,1) — Wit+(1,0) — ui+(071)) ~ —Au(&;) fiir alle 7 € Z.

Wir fithren wieder den Vektor f € RZ mit
fi = f(&) = f(hig, hiy) fiir alle i € T

ein und setzen —Au(§;) = f;, um die diskrete Approximation

1 . )
ﬁ (4'LL1 — ui*(l,O) - u’i*(ﬂ,l) — ui+(170) — Ui+(071)) = fz fir allei e 7

der Differentialgleichung (|1.9)) zu erhalten.
Mit Hilfe der Matrix L = (L;j); jez, gegeben durch

4h=2  falls iy = ju, iy = jy,
Lo — —h™?  falls |iy — jo| = 1,4y = jy, fiir alle 4,7 € 7
TN oh? falls |y — G| = Lis = g o

0 sonst
konnen wir das lineare Gleichungssystem wieder in der kompakten Form

Lu=f

21



1 FEinleitung

procedure MVMModell2D(N, x, var y);
h+1/(N+1);
a+— 4h72% f+— —h72;
for i, € {1,...,N} do
for i, € {1,...,N} do
y’iz,iy A awlzﬂy’
if i, > 1 then
Yigiy < Yigyiy T BTip—14,
end if;
if i, < N then
Yig iy < Yigyiy T BTip+1,
end if;
if ¢, > 1 then
Yigsiy < Yigyiy T BTiyi,—1
end if;
if 7, < N then
Yig iy & Yig,iy T BTiyiy+1
end if
end for
end for

Abbildung 1.6: Berechnung von y := Lx

schreiben. Da 7 keine Teilmenge von N ist, konnen wir keine direkte Aussage iiber die
Bandbreite von L treffen. Wir kénnen allerdings versuchen, die Indexmenge Z durch die
Menge N,, := {1,...,n} mit n = |Z| = N? zu ersetzen. Formal geschieht dies durch die
Wahl einer bijektiven Abbildung

t:Z — Ny,

die die Multiindizes i = (iz,%y) € Z durchnumeriert. Fiir so ein ¢ kénnen wir dann
Matrizen L) € R"*" und Vektoren u®,f) ¢ R" durch

L%,L(j) = Lij, UEEZ) = uj, fL((LZ-)) = fi fiir alle i,j € 7
definieren und feststellen, dass das Gleichungssystem Lu = f und das ,numerierte“
Gleichungssystem

LOu® = g

vollstandig gleichwertig sind.

Es stellt sich die Frage, ob es eine von n (also von N) unabhingige Bandbreiten-
schranke % fiir L geben kann. Im eindimensionalen Fall war sogar k = 1 akzeptabel,
im zweidimensionalen Fall ist die Situation komplizierter:

Lemma 1.8 (Minimale Bandbreite) Sei k € N eine Bandbreitenschranke fiir L),
Dann gilt k > (N +1)/4.
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Abbildung 1.7: Mengen Gy, G1, Go und Gs fiir den Fall N =7

Beweis. Wir betrachten die Folge

Go = {(17 1)}a
g1 := {JGI N eGo o Lij#0}:{(171)7(271)7(172)}7
g2 = {] S 691 : Lij 7&0} :{(1a1)7(271)a(172)a(37 1)7(272)7(1a3)}7
Om:={j€Z : FieGu1 : Lij #0}.
Man kann sich einfach iiberlegen, dass
|G| = |Gm—1] + m +1 fir alle m e [1: N — 1]
gilt (siehe Abbildung , und die Gauf3’sche Summenformel ergibt

G| = (m + 2)2(m +1) fir alle m € [1: N —1]. (1.10)

Wir untersuchen nun die Méchtigkeit der Mengen ¢(G,,). Wir zeigen

(Gm) C{jeN : |j—c <km} (1.11)

per Induktion fiir ¢ := ¢(1,1). Fiir m = 0 ist die Aussage (|1.11)) offensichtlich.
Nehmen wir nun an, dass ([L.11]) fiir ein m € Ny gilt. Sei j € G,4+1. Nach Definition

gibt es ein ¢ € G, mit L;; # 0, also gilt auch LEEE) () = 0. Da k eine Bandbreitenschranke
fiir L) ist, folgt |¢(7) — ¢(j)| < k. Die Induktionsannahme impliziert [.(i) — ¢| < km, also
erhalten wir [¢(j) — ¢| < [e(j) — ¢(3)| + |¢(i) — | < k(m + 1). Damit ist (1.11)) auch fiir
m + 1 bewiesen.

Aus (1.11) folgt #¢(Gm) < 2km + 1, und da ¢ eine Bijektion ist, erhalten wir

(m+2)(m+1)
2

= |Gm| = |t(Gm)| < 2km + 1 fir alle m € [0: N —1].

Wir haben k& > 1, also folgt

2 1
(m + )2(m+ ) < km 41 < 2km + 2k = 2(m +1)
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und damit k& > (m + 2)/4. Wir setzen den maximalen Wert m = N — 1 ein und folgern
k> (N +1)/4. -

Wenn wir in diesem Beweis i := ([(V + 1)/2], [(V + 1)/2]) statt ig := (1,1) ver-
wenden, kénnen wir sogar nachweisen, dass k& > [(N + 1)/2] fiir alle N > 1 gelten
muss.

Selbst wenn wir also eine Numerierung ¢ der Indexmenge Z finden kénnen, die dafiir
sorgt, dass die Bandbreite der Matrix L®) minimal wird, wiren fiir die Band-LR-
Zerlegung immer noch ungefihr nk? > nN?/4 = n?/4 Multiplikationen und Subtraktio-
nen erforderlich, die Berechnung hiéitte also keine lineare Komplexitat.

Ein Schritt der Richardson-Iteration, und auch der meisten anderen Iterationsver-
fahren, hingegen kann mit einem zu n proportionalen Aufwand durchgefiihrt werden,
hier wére also zu kldren, wie schnell die Iterierten gegen die Losung konvergieren. Zur
Untersuchung dieser Frage benotigen wir die Eigenwerte der Matrix L.

Lemma 1.9 (Eigenwerte) Fir alle k = (kg ky) € T definieren wir den Vektor e* €
RZ durch

el .= 2hsin(mi k.h) sin(miyk,h) fir alle i = (ig,1y) € L.
Es gilt

Le* = \ et mit A\ := 4h~ 2 (sin? (wk,h/2) + sin’(7k,h/2))
fir alle k = (ky, ky) € T, und die Vektoren erfiillen

1 fallsk =1
(e*, ety :{ falls ’ fiir alle k, 0 € T,

0 ansonsten
bilden also eine aus Eigenvektoren der Matriz L bestehende Orthonormalbasis von RZ.

Beweis. Sei k = (ky, ky) € Z und i = (ig, iy) € Z. GeméB der Definition von L haben wir

(Lek)i = h_2(4€f - 6?-(1 0) — Gi+(1,0) ~ 6?—(0,1) - €i+(0,1))
= h72(26f — e (10) ~ r(10) (1.12)
k_k k
+2ei — €01y ~ €4 (0,1))-

Wir betrachten zunéchst die erste Zeile dieser Gleichung;:

h=%(2eF — ef_(m) - ef+(170)) = 20~ sin(miykyh) (2 sin(migk,h)
—sin(m(iy — 1)kgh) — sin(w(iy + 1)kzh)).

Wir verfahren wie im Beweis von Lemma [T

2h~1(2ef — ef_(m) - ef+(170)) = 20~ sin(miykyh) (2 — 2 cos(nkh)) sin(mig ki h)
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1.5 Zweidimensionales Modellproblem

= 8h~ ! sin(migk,h) sin(miykyh) (1 — cos®(mhyh/2))
= 8h~Lsin®(wk,yh/2)ek

Fiir die zweite Zeile der Gleichung (|1.12]) erhalten wir auf demselben Weg

h=2(2ek — 6?—(0,1) - ef+(071)) = 8h~ ! sin®(wkyh/2)el,

7

und die Summe der beiden Zeilen ergibt

(Lek)i = 8h_1(sin2(7rkxh/2) + sin2(7rkyh/2))ef = )\kef = )\k(ek)i.

Da wir diese Gleichung fiir alle i € 7 bewiesen haben, muss e*
Eigenwert A\ sein.

Der Nachweis der Orthonormalitéit lsst sich einfach auf den in Lemmal[l.7] behandelten

Fall zuriickfithren. ]

ein Eigenvektor zum

Mit denselben Argumenten wie im eindimensionalen Fall kénnen wir auch hier
schlussfolgern, dass das Richardson-Verfahren fiir den optimalen Parameter 04, = h?/4
mit der Rate o = 1 — 2sin?(h/2) konvergiert.

Fiir das zweidimensionale Modellproblem werden also sowohl die Band-L R-Zerlegung
als auch die Richardson-Iteration sehr ineffizient, wenn N grof3 wird.
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2 Lineare lterationsverfahren

Wir haben gesehen, dass das zweidimensionale Modellproblem sich mit einfachen Me-
thoden nur schlecht behandeln ldsst: Der Aufwand fiir die Band-L R-Zerlegung wichst
zu schnell, und die Richardson-Iteration konvergiert zu langsam.

Wenn wir das Problem effizient 16sen wollen, miissen wir uns also auf die Suche nach
anderen Algorithmen begeben, und ein guter Ausgangspunkt sind die iterativen Metho-
den, weil sie sehr einfach zu programmieren und flexibel sind.

2.1 Allgemeine lineare lterationsverfahren

Sei K € {R,C}, und sei A € KZ*Z eine regulire Matrix. Unser Ziel ist die Berechnung
einer beliebig guten Approximation der Losung x € K eines linearen Gleichungssystems
Ax = b mit der rechten Seite b € KZ (vgl. (1.1)).

Definition 2.1 (Iterationsverfahren) FEine Abbildung
P : KL x KT — K7,
die 1m ersten Argument stetig ist, bezeichnen wir als Iterationsverfahren.

Diese Definition ist so zu interpretieren, dass ® einer aktuellen Iterierten (im ersten
Argument) und der rechten Seite (im zweiten) eine neue Iterierte zuordnet.

Selbstverstandlich wird bei jedem sinnvollen Iterationsverfahren die Abbildung ® auch
von der Matrix A abhéngen, aber diese Abhingigkeit nehmen wir nicht explizit in die
Notation auf, sondern setzen sie implizit voraus.

Definition 2.2 (Iterierte) Sei ® ein Iterationsverfahren, und seien b,x ¢ KZ. Die
durch

x(M .= (x(mV b) fir alle m € N

definierte Folge (x(m))meNO bezeichnen wir als Folge der Iterierten zu dem Verfahren @,
der rechten Seite b und dem Startvektor x(©) .

Wir sind an Verfahren interessiert, die eine beliebig genaue Approximation der Losung
x des Gleichungssystems (|1.1]) berechnen. Damit diese Losung tatséchlich beliebig genau
werden kann, muss also die Folge der Iterierten x(©, x(), .. konvergieren.

Definition 2.3 (Konvergenz) Fin Iterationsverfahren ® heifit konvergent, falls fiir
alle b € KT ein x* € K so eaistiert, dass fiir jeden Startvektor x9 e KT die Folge
(X(m))mENo der Iterierten gegen den Grenzwert x* € KT konvergiert.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Bei dieser Definition ist wichtig, dass der Grenzwert unabhéngig vom Startvektor sein
soll: Im vorangegangenen Kapitel haben wir in ein Beispiel fiir ein lineares Glei-
chungssystem gesehen, bei dem das Richardson-Verfahren nicht fiir alle Startvektoren
konvergiert, fiir spezielle (etwa x(®) = (1,0) und 6 = 1) jedoch sehr wohl.

Es geniigt im Allgemeinen nicht, dass die Folge konvergiert, sie muss auch gegen die
richtige Losung x des Gleichungssystems konvergieren. Wir charakterisieren die
Grenzwerte der Folgen mit Hilfe von Fixpunkten:

Definition 2.4 (Fixpunkt) Ein Vektor x* € K heift Fixpunkt eines Iterationsver-
fahrens ® zu einem Vektor b € KZ, falls ®(x*,b) = x* gilt.

Lemma 2.5 Sei ® ein Iterationsverfahren. Seien b,x9) € KT so gegeben, dass die Folge
(X(m))meNo der Iterierten gegen einen Grenzwert x* € KX konvergiert. Dann ist xX* ein
Fixpunkt von ® zu b.

Beweis. Sei € € R~g. Da ® im ersten Argument stetig ist, finden wir ein § € R+ so, dass
fiir alle y € K mit ||x* — y| < § die Ungleichung ||®(x*,b) — ®(y,b)|| < e gilt.
Da die Folge (X(m))mGNo gegen x* konvergiert, gibt es ein mg € Ny so, dass

[x* — x(™)|| < min{e, §} fiir alle m € Nxpp,
gilt. Wir wéhlen ein m € N>,,, und erhalten
1e(x*,b) — x"|| = | @(x*,b) — 2(x™,b) + ("), b) — x|
< [@(x*,b) = &(x", b)| + x" —x" V|| < 2e.
Da € beliebig gewihlt wurde, folgt ®(x*,b) = x*. ]

Wir suchen nach Verfahren, die gegen die Losung x konvergieren, wir miissten also
eigentlich fordern, dass das Iterationsverfahren genau einen Fixpunkt besitzt, der mit x
iibereinstimmt. Diese Eigenschaft ist praktisch nur schwer nachzupriifen.

Sehr viel brauchbarer ist die folgende Definition:

Definition 2.6 (Konsistenz) Ein Iterationsverfahren ® heifit konsistent, falls die
Losung x des Gleichungssystems ein Fizpunkt von ® ist, also die Gleichung
®(x,b) = x erfiillt.

Lemma 2.7 Sei ® konsistent und konvergent, sei b € KX. Dann konvergiert die Folge
(x(m))meNO der ITterierten zu jedem beliebigen Startvektor x(© € KT gegen die Lisung x
des Gleichungssystems .

Beweis. Da ® konsistent ist, ist die Folge der Iterierten zum Startvektor x konstant,
besitzt also insbesondere den Grenzwert x* := x.

Da @ auch konvergent ist, muss auch die Folge der Iterierten zu jedem anderen Start-
vektor x(©) € KZ gegen x konvergieren. |

Da wir ein lineares Gleichungssystem 16sen m6chten, bietet es sich an, auch ein lineares
Iterationsverfahren zu betrachten, also zu verlangen, dass ® eine lineare Abbildung ist.
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2.2 Hinreichendes Konvergenzkriterium

Definition 2.8 (Lineares Iterationsverfahren) Fin Iterationsverfahren ® heifst li-
near, falls es Matrizen M,N € K% so0 gibt, dass

®(x,b) = Mx + Nb fiir alle x,b € KT gilt. (2.1)

Diese Darstellung des Iterationsverfahrens bezeichnet man als erste Normalform und die
Matriz M als Iterationsmatrix.

Umgekehrt gehort zu jedem Paar von Matrizen M und N genau ein lineares Iterati-
onsverfahren.
Fiir lineare Iterationsverfahren lisst sich einfach nachpriifen, ob sie konsistent sind:

Lemma 2.9 Sei ® ein lineares Iterationsverfahren, und seien M,N € KZ*T die kor-
respondierenden Matrizen der ersten Normalform. ® ist genau dann konsistent, wenn
M =1-NA gilt.

Beweis. Sei zuniichst ® konsistent. Wir wihlen ein x € KZ und setzen b := Ax. Da ®
konsistent ist, gilt
x = &(x,b) = Mx + Nb = Mx + NAx,

und diese Identitdt impliziert I — NA = M.
Falls wir umgekehrt diese Gleichung voraussetzen, erhalten wir fiir die Losung x zu
der rechten Seite b die Gleichung

®(x,b) = Mx+ Nb =x—-NAx+ Nb=x - N(Ax — b) = x,

also ist x ein Fixpunkt von . [

Aufgrund dieses Lemmas lisst sich jedes konsistente lineare Iterationsverfahren in der
zweiten Normalform

®d(x,b) = x — N(Ax — b) fiir alle x, b € KX (2.2)

darstellen, und offenbar ist jedes in dieser Form darstellbare Iterationsverfahren auch
konsistent. Besonders gut sind diejenigen Iterationsverfahren, bei denen N eine gute
Approximation der Inversen von A ist.

2.2 Hinreichendes Konvergenzkriterium

Die Untersuchung des Konvergenzverhaltens eines linearen Iterationsverfahrens ist etwas
komplizierter und erfordert einige vorbereitende Resultate.

Bevor wir uns dem allgemeinen Beweis zuwenden, betrachten wir zunéchst einen ein-
facheren Fall, in dem wir die Normen der Iterationsfehler explizit abschétzen kénnen.
Zunichst leiten wir dazu eine Darstellung der einzelnen Iterierten eines linearen Iterati-
onsverfahrens her.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Lemma 2.10 Sei ® ein lineares Iterationsverfahren, und seien M, N € K% die Ma-

trizen seiner ersten Normalform. Fiir einen Startvektor x(©) € KZ und eine rechte Seite
b € K? gilt dann

m—1
x(M) = M™% Z M{‘Nb fiir alle m € Ny.
=0

Beweis. Per Induktion iiber m € Ny. Fiir m = 0 gilt die Behauptung offenbar. Sei nun
m € Ny so gewihlt, dass die Gleichung gilt. Wir erhalten

xm+D) = ¢(x(™ b) = Mx™ + Nb
m—1 m
- M (me<0> + Z Mbe> + Nb = M™t1x0) ¢ Z M‘Nb + Nb
=0 =1

=M% + 3 "M‘Nb,
=0

also gilt die Gleichung auch fiir m + 1. ]

Der Grenzwert der Folge der Iterierten kann also nur dann von der Wahl des Startvek-
tors x(Y) unabhiingig sein, falls M™x(® fiir alle Startvektoren x(*) gegen Null konvergiert.

Die Konvergenz gegen einen Fixpunkt ldsst sich besonders einfach charakterisieren,
indem wir den Iterationsfehler x(™) — x* analysieren:

Lemma 2.11 (Explizite Fehlerdarstellung) Sei ® ein lineares Iterationsverfahren,
und seien M,N € KI*T die Matrizen seiner ersten Normalform. Seien x0 b e KT
gegeben. Falls x* € K ein Fizpunkt der Iteration ® zur rechten Seite b ist, gelten fiir
den Iterationsfehler die Gleichungen

x(m+1) oy M(X(m) —x") = Mm+1(x(0) —x") fiir alle m € Ny. (2.3)
Beweis. Sei m € Ny. Da x* ein Fixpunkt ist, gilt
x* = ®(x*,b) = Mx* + Nb.
Aus der Definition folgt
x(mt) = ¢(x(™) b) = Mx(™ + Nb,
also erhalten wir fiir die Differenz
x(MHD) e = M(x™ — x*).

Eine einfache Induktion vervollstéindigt den Beweis. ]

Auch hier sehen wir, dass das Verfahren gegen einen eindeutigen Fixpunkt konver-
giert, falls M™ fiir m — oo gegen null konvergiert. Die Fehlerdarstellung bietet aber
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2.2 Hinreichendes Konvergenzkriterium

auch die Moglichkeit, die Konvergenz auf Teilriumen zu analysieren: Falls beispielsweise
der Startfehler x(©) — x* aus einem Eigenraum von M zu einem Eigenwert A € (—1,1)
stammt, wird die Folge der Fehler wie A" konvergieren, selbst wenn die Folge der Ma-
trizen M divergieren sollte.

In der Regel sind wir daran interessiert, die Konvergenz auch quantitativ zu erfassen,
also die Konvergenzgeschwindigkeit zu beschreiben. Dazu verwenden wir eine geeignete
Matrixnorm:

Lemma 2.12 (Induzierte Matrixnorm) Sei || - || : KX — R>q eine Norm. Dann ist
die Abbildung

X
f:KPT 5 Ry, X»%sup{w : yEKI\{O}}
- y
eine Norm auf dem Raum KZ*T der Matrizen.
Da Verwechslungen ausgeschlossen sind, verwenden wir die Notation ||X| = f(X)
fiir alle X € KT*T und bezeichnen diese Norm als die von || - || induzierte Matrixnorm.

Beweis. Um zu zeigen, dass f reellwertig ist, stellen wir fest, dass
F(X) =sup {|Xy| : y €K mit [ly|| =1} fiir alle X € K2**

gilt. Nach dem Satz von Heine-Borel ist die Menge S := {x € K : |x| = 1} kom-
pakt, also besitzt die stetige Abbildung gx: S — Rx>g,y — || Xy]|| auf ihr ein endliches
Maximum. Damit gilt f(X) = max gx(S) € Rxq fiir alle Matrizen X € KZ*Z.

Die Dreiecksungleichung und die absolute Homogenitét der Funktion f folgen aus den

entsprechenden Eigenschaften der Norm || - ||. Falls f(X) = 0 gilt, folgt || Xy| = 0 fiir
alle y € K7, also X = 0. [
Lemma 2.13 (Submultiplikativitit) Sei |- || : KT — Rsq eine Norm. Es gilt
Xyl < [IX[Hlyll fiir alle X € KP*F, y € KT, (2.42)
XY < [IX] Y]] fiir alle X, Y € KT*T, (2.4b)

Beweis. Seien eine Matrix X € KZ*T und ein Vektor y € KZ gegeben. Fiir y = 0 ist die
Aussage trivial. Ansonsten gilt ||y|| # 0 und wir haben

_ Xyl 1 Xz]|

Xyl = WHY” < sup {HZH s ze K\ {0}} [y [F= 11X Iy -

Zum Beweis der Abschiitzung (2.4b)) seien X, Y € KZ*Z und ein Vektor z € K* gegeben.
Dank (2.4a)) erhalten wir

1XYz|| < X[ Yz < X[ Y]],
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2 Lineare Iterationsverfahren

also auch

|X¥a] zeKI\{O}}

IXY = sup {

||

<sup { PN 5 c e g0y} = ey v

Il

Wie wir in Lemma gesehen habe, spielen Potenzen der Iterationsmatrix M und
die zu dieser Matrix gehorende Potenzreihe eine wichtige Rolle bei der Untersuchung des
Konvergenzverhaltens. Die Eigenschaften der betreffenden Potenzreihe sind im folgenden

Hilfssatz zusammengefasst:

Lemma 2.14 (Neumannsche Reihe) Sei ||-|| : KT — R>q eine Norm. Sei X € KZ*Z

eine Matriz. Dann gilt

m

I-X)> X‘=1-x"" fiir alle m € No.

=0

Falls || X|| < 1 gilt, ist I — X invertierbar und es gelten

(2.5)

(2.7)

o0
1
I-x)"'=) X 1T =X)7H < -
2 1= X]
Beweis. Wir wahlen ein m € Ny und erhalten
m m m+1
I-X)> X=) X -y X=1-X"".
=0 =0 (=1
Das ist gerade (2.5)). Gelte nun ||X|| < 1. Wir definieren
m
Y =% X! fiir alle m € Ny
=0
und erhalten mit der Submultiplikativitét (2.4b|) der Matrixnorm und der geometrischen
Summenformel
m m oo 1
YO =3 X < DX < Y IX| = =X
=0 £=0 =0

Also ist die Neumannsche Reihe absolut summierbar. Insbesondere ist (Y (™)

Cauchy-Folge: Sei € € R~. Wir finden ein mg € N mit

[1X[|™

<e
1—|IX]|
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2.2 Hinreichendes Konvergenzkriterium

Fiir n,m € N mit mg < m < n folgt mit (2.4b)) und (2.7)) die Abschitzung

> x

l=m+1

”Y(n) _ Y(m)H — xm+1 Z Xk = HXm—l—lY(n—m—l)”
k=0
X[t x|

< <,
L= [IX]| 1= [IX]|

H n—m—1

< x|y D) <

also ist (Y(m));’fzo eine Cauchy-Folge. Da KZ*Z ein vollstéindiger Raum ist, besitzt diese
Folge einen Grenzwert, den wir mit

o0
— 1 (m) _ l
Y= lim Y™ =3 X"
=0
bezeichnen. Wegen || X|| < 1 und (2.4b) gilt insbesondere auch
| tim X7 = Tim X7 < Tm X" =0,
m—o0 m—r0o0 m—r0o0

also lim, 00 X" = 0. Zusammen mit (2.5 erhalten wir

_ — (T — ; (m) _ 7; _ L_ _xm+l _
I-X)Y =(I X)nignooY —n%gnoo(l X)ZZ;X—TAEnOOI X =1,

also ist Y die Inverse der Matrix I — X. Aus ([2.7)) folgt schliefllich

1

Y| = i vy < -~
IYI= Jim YO < e

und ([2.6) ist bewiesen. ]

Lemma 2.15 (Konvergenzkriterium) Sei ® ein lineares Iterationsverfahren mit Ite-
rationsmatriz M € KI*T. Sei || - || eine Norm auf KT, fiir die

M| <1 (2.8)

gilt. Dann ist ® konvergent, und fiir eine rechte Seite b € KZ ist der Grenzwert durch
x*:= (I - M)~ !Nb gegeben.

Beweis. Wir weisen nach, dass M die Voraussetzungen von Lemma erfiillt.
Nach Lemma gilt

(T = M)x|| > [[x[| = [Mx][| > [[x[| = [IM][ f|x]| = (1 = [M]})]|x]]

und da ||[M]|| < 1 vorausgesetzt ist, kann der Kern von I — M nur den Nullvektor
enthalten. Also muss I — M invertierbar sein.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Mit einer einfachen Induktion kénnen wir zeigen, dass die in Lemma nachgewie-
sene Submultiplikativitidt (2.4b)) der induzierten Matrixnorm die Ungleichung

IM™ < M fiir alle m € N,

impliziert, und da |[M]| < 1 vorausgesetzt ist, erhalten wir lim,,_,~ ||[M™| = 0.
Also kénnen wir Lemma mit Lemma kombinieren, um

m—1 (%)
lim x™ = lim M™x® + )" M‘Nb = (Z Mf> Nb = (I- M) 'Nb

m—00 m—0o0
{=0 (=0

zu erhalten. ]

Dieses Kriterium erlaubt es uns, die Konvergenz eines linearen Iterationsverfahrens
nachzuweisen, aber die Charakterisierung mit Hilfe einer induzierten Matrixnorm ist
nicht vollstindig zufriedenstellend: Wir kénnen eine beliebige Norm || - || : K? — Rxq
wéhlen und die durch

0 « 1 —«
S ()

gegebene lineare Iteration
®,(x,b) ;= Myx + Nyb fiir alle x, b € K2

untersuchen. Falls wir o € R grof§ genug wihlen, folgt |M,| > 1, also sind die Bedin-
gungen von Lemma nicht erfiillt, aber wegen M2 = 0 wird das Verfahren trotzdem
bereits nach zwei Schritten seinen Fixpunkt erreichen.

2.3 Konvergenz und Spektralradius

Den Schliissel zu einer besseren Charakterisierung der konvergenten linearen Iterations-
verfahren bieten die Eigenwerte. In unserem Beispiel besitzt M, lediglich den Eigenwert
Null, und der Satz von Cayley-Hamilton impliziert, dass auch eine allgemeine Matrix
M e K2*Z| die nur Null als Eigenwert besitzt, die Gleichung M” = 0 fiir n := #7T
erfiillt, so dass die Folge der Iterierten nach endlich vielen Schritten ihren Grenzwert
tatséchlich annimmt.

In der Praxis konnen wir nicht verlangen, dass die Iterationsmatrix nur Null als Ei-
genwert besitzen darf, aber gliicklicherweise geniigt es auch, wenn wir die Grofle der
Eigenwerte beschrinken konnen. Allerdings eignen sich die Eigenwerte nur im komplex-
wertigen Fall fiir die Charakterisierung einer Matrix: Die Matrix

(%)

beispielsweise besitzt fiir & € Rsq keinen reellen Eigenwert, allerdings folgt aus
2
2 —Q 0
(0 )
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2.3 Konvergenz und Spektralradius

trotzdem, dass fiir & < 1 die Matrizen X" fiir m — oo gegen null konvergieren wer-
den, wihrend sie fiir @ > 1 unbegrenzt wachsen. Im reellwertigen Fall ermdglichen uns
Eigenwerte also keine befriedigenden Aussagen. Deshalb werden wir uns im folgenden
Abschnitt auf die Untersuchung des komplexwertigen Falls K = C beschréanken.

Definition 2.16 (Eigenwerte, Eigenvektoren, Spektralradius) Sei X € C2*Z ei-
ne Matriz. Falls fiir ein A € C die Matrizc \I — X nicht reguldr ist, nennen wir X einen
Figenwert. In diesem Fall ist der Kern von AXI — X nicht trivial, also gibt es mindestens
einen Vektor e € CT\ {0} mit Xe = \e. Derartige Vektoren nennen wir Eigenvektoren
zum Figenwert .

Das Spektrum der Matrixz X ist die Menge ihrer Figenwerte, definiert durch

o(X):={r e C : X —X ist nicht reguldr}.

Das Maximum der Betrdge der Figenwerte nennen wir den Spektralradius von X, er ist
definiert durch
o(X) :=max{|\| : A€ a(X)}.

Eine Schranke fiir den Spektralradius ist im folgenden Sinne eine schwichere Bedin-
gung als eine Schranke einer induzierten Matrixnorm:

Lemma 2.17 Sei || - || eine Norm auf CE. Fiir die von ihr induzierte Matriznorm gilt
o(X) < |IX]| fiir alle X € CT*Z,

Beweis. Sei A € C ein Eigenwert von X, und sei e € C\ {0} ein zugehoriger Eigenvektor.
Nach Definition der induzierten Matrixnorm gilt

(Alllell _ [Ixell _ [IXell [1Xx]|
M = o = e = e < - x e €\ {0} = |X].
lel] el el [l
Da X € 0(X) beliebig gewihlt werden kann, ist die gewiinschte Aussage bewiesen. ]

Ubungsaufgabe 2.18 (Spektralradius eines Produkts) Seien 7,7 endliche In-
dexmengen. Fiir Matrizen A € K27 und B € KY*T zeige man

7(AB) U {0} = o(BA) U {0}.

Daraus folgt offenbar o(AB) = o(BA).
Hinweis: Der Beweis lisst sich besonders elegant fithren, indem man zeigt, dass die

Blockmatrizen
AB A d 0 A
0 0 un 0 BA

ahnlich sind.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Wir werden nun nachweisen, dass aus o(X) < 1 bereits lim,, o, X" = 0 folgt. Die
Idee besteht dabei darin, fiir ein beliebiges € € R~ eine spezielle Norm || - || x . auf C*
zu konstruieren, deren induzierte Matrixnorm die Ungleichung

1X][x,e < o(X) +e€

erfiillt. Falls o(X) < 1 gilt, kénnen wir € so klein wéhlen, dass auch || X|/x. < 1 gilt, so
dass sich das Konvergenzkriterium aus Lemma [2.15) anwenden l&sst.

Zu dieser Norm gelangen wir in drei Schritten: Zuniichst verwenden wir eine Ahnlich-
keitstransformation, um X in eine obere Dreiecksmatrix zu iiberfithren. Dann verwenden
wir eine weitere Ahnlichkeitstransformation, um die Dreiecksmatrix ,,bis auf ¢ in die
Néhe einer Diagonalmatrix zu bringen. Schlieflich konstruieren wir aus den beiden Trans-
formationen eine Norm und weisen nach, dass diese Norm die gewiinschte Eigenschaft
besitzt.

Definition 2.19 (Orthogonale Matrix) Eine Matriz Q € K**Z nennen wir ortho-
gonal, falls Q*Q =1 gilt. In diesem Fall ist Q regulir und es gilt Q* = QL.

Lemma 2.20 (Schur-Normalform) Sei X € C"*" eine beliebige Matriz. Dann exi-
stieren eine orthogonale Matrix Q € C" "™ und eine rechte obere Dreiecksmatriz R €
C™ ™ mit

X = QRQ".
Wir kénnen also jede komplezwertige quadratische Matriz mit einer orthogonalen Ahn-
lichkeitstransformation auf Dreiecksgestalt bringen.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt das charakteristische Polynom
¢+ det(¢I — X)

eine Nullstelle A € C. Offenbar ist A dann ein Eigenwert von X, so dass wir einen
passenden Eigenvektor e € CZ \ {0} finden kénnen. Sei §; € C" der erste kanonische
Einheitsvektor, und sei H € C"*™ eine Householder-Spiegelung, die H§; = ~e fiir ein
~ € C erfiillt. Dann folgt

H*XHj§, = H' Xve = H*yle = \H"(ye) = A\,

. A C
HXH_( f()

also insbesondere

mit C € C1X("=1 ypd X € Cr=Dx(=1) Indem wir induktiv mit X fortfahren, folgt die
Behauptung. ]

Es ldsst sich leicht erkennen, dass AI — R genau dann nicht regulér ist, wenn A mit
einem der Diagonalelemente der Dreiecksmatrix iibereinstimmt, sdmtliche Eigenwerte
der Matrix X lassen sich also an der Diagonale der Matrix R ablesen. Den Auflerdiago-
nalanteil kénnen wir mit Hilfe einer zweiten Ahnlichkeitstransformation reduzieren, und
in einer geeigneten Norm erhalten wir damit die nétige Abschitzung.
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2.3 Konvergenz und Spektralradius

Definition 2.21 (Maximumnorm) Die durch
|xX|loo := max{|z;| : i€} fiir alle x € KT
gegebene Norm nennen wir die Maximumnorm oder ¢°°-Norm.

Lemma 2.22 (Zeilensummennorm) Die durch die Mazimumnorm induzierte Ma-
triznorm erfillt

1 X[oo = DiflEaIXZ |41 fiir alle X € KT*T
jeT

und wird deshalb als Zeilensummennorm bezeichnet.

Beweis. Seien X € KZ*Z und y € K? gegeben. Dann gilt

1Xylloo = max | 3 @igys| < max > Joisllsl < maxd Ly lloo,
J€T JjET jeT

also folgt

[ X[loe < I?EaIXZ e
JjET

Sei nun k € 7 so gewéhlt, dass
> okl = I?QZXZ |4
jE€T jET

gilt. Wir definieren einen Vektor y € K durch

; i fall i #0
yj = {:rk]’/mk] alls @y 70, fir alle j € Z

1 ansonsten

und stellen fest, dass ||y|lcc = 1 gilt. AuBerdem gilt

X310 > 10Xl = 3 ] = D bl = max D fa = max 3 fos [ o

jeT jeT jeT jeT
also haben wir auch eine untere Schranke fiir || X||o gefunden. ]

Die Zeilensummennorm hingt in besonders einfacher Weise von den einzelnen Koeffi-
zienten der Matrix ab, also bietet es sich an, nach einer Ahnlichkeitstransformation zu
suchen, die die Koeffizienten auflerhalb der Diagonale reduziert.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Lemma 2.23 (Diagonalskalierung) Sei R € R"*" eine rechte obere Dreiecksmatrix.
Wir zerlegen sie in der Form

T11 0 reo ... T1n
22
R=D+N, D= , ., N=
‘. 0 Tn—1mn
Tnn 0

in thren Diagonalanteil D und einen Rest N.
Sei € € (0,1] und sei

Dann gilt fiir die Zeilensummennorm

IET'RE|oc < [IDlloc + €[ Nlloe < [Dlloc + €| Rl

Beweis. Fiir jede beliebige Matrix Y € R™*" gilt
(E7'YE);; = ¢ yijel = &7y, fiir alle 4,7 € [1 : n].

In unserem Fall folgt daraus
11 0 eryg ... 6”717’171

_1 22 _1
E'DE = ' , EINE =
. 0 erp—1pn

Tnn 0
und dank Lemma folgt wegen |e| < 1 unmittelbar
HEilNEHoo < €[[Nl|oo.
Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir
|E'RE|. = [E{(D + N)E|xc < |E"'DE||x. + [E"'NE||s. < D]l + €|N]la

so dass sich mit || N||oo < ||R||c die gewiinschte Aussage ergibt. |

Damit sind die nétigen Vorarbeiten abgeschlossen und wir kénnen die gewiinschte
Normabschéatzung beweisen.

Satz 2.24 (Spektralradius) Sei X € CT*T eine beliebige Matriz, sei € € Rsqg. Dann
existiert eine Norm || - || x. auf CT derart, dass die von ihr induzierte Matriznorm die
Abschitzung

X xe < o(X) +€

erfillt.
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2.3 Konvergenz und Spektralradius

Beweis. Fiir X = 0 ist die Aussage trivial, also kénnen wir im Folgenden von X # 0
ausgehen.

Da wir die Elemente der Indexmenge Z beliebig durchnumerieren kénnen, diirfen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit X € C™*™ annehmen.

Mit Lemma finden wir eine orthogonale Matrix Q € C™*" und eine rechte obere
Dreiecksmatrix R € C™*" mit

X =QRQ".
Da X # 0 vorausgesetzt ist, muss auch R # 0 gelten, also |R||cc > 0. Indem wir
Lemma auf € := min{e/||R||~, 1} anwenden, erhalten wir eine Diagonalmatrix E €
Cm>nm) die
IET'RE|| < [Dljoc + €| R|loc < Do + ¢

erfiillt. Mit Lemma folgt
ID||oo = max{|dy| : i €{1,...,n}} = o(D),

und da D dieselben Eigenwerte wie R besitzt und R durch eine Ahnlichkeitstransfor-
mation aus X hervorgegangen ist, erhalten wir

IDllsc = o(D) = o(R) = o(X).
Insgesamt haben wir also bereits
IET'Q"XQE|w = |[ET'RE| o < o(X) + ¢

bewiesen und miissen nur noch den Term auf der linken Seite als eine induzierte Ma-
trixnorm identifizieren.
Dazu setzen wir

Iyllx.c == IE7'Q*Y |l fiir alle y € C"

und stellen fest, dass wir dank der Regularitiit der Matrix E~'Q* eine Norm konstruiert
haben, die

Xy X,e
X . = sup {” Ixe . 5 e cny {0}}
Ty xe

IE7 Q" Xy |l n }
= . (C 0
o { oty ¢ o ©)
E'Q*XQEz| s
:sup{H Q||z||Q 2o ze@”\{o}}:yE LQ"XQE|

erfiillt. In der dritten Zeile haben wir dabei die Substitution y = QEz durchgefiihrt, die
dank der Regularitit der Matrix nichts an dem Supremum &ndert. ]

Mit Hilfe dieses Resultats konnen wir nun die Konvergenz linearer Iterationsverfahren
vollstédndig charakterisieren und die folgende wesentliche Verallgemeinerung des Lem-
mas herleiten:
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2 Lineare Iterationsverfahren

Satz 2.25 (Konvergenz) Sei ® ein lineares Iterationsverfahren, dessen erste Normal-
form durch die Matrizen M,N € CT*T gegeben ist. ® ist genau dann konvergent, wenn
o(M) < 1 gilt.

In diesem Fall ist der Grenzwert fir eine rechte Seite b € CT durch die Formel
x*:= (I - M)"'Nb gegeben.

Beweis. Sei zundchst o(M) > 1. Wir wéhlen einen Eigenwert A € C von M mit [A| > 1
und einen zugehérigen Eigenvektor e € CT \ {0}. Fiir die rechte Seite b = 0 und den
Startvektor 0 ist die Folge der Iterierten konstant O.

Fiir den Startvektor x(¥) := e dagegen gilt

x = (% b) = Mx(® = Me = Je,
und mit Lemma B.10] erhalten wir
x(M) = \"e fir alle m € Ny,

also konvergiert diese Folge nicht gegen 0. Also ist der Grenzwert nicht vom Startvektor
unabhéngig, und das Verfahren ® gemé&f Definition [2.3| nicht konvergent.

Sei nun (M) < 1. Dann kénnen wir ein € € Rsg so wihlen, dass o(M) + € < 1 gilt,
und erhalten mit der in Satz [2.24] definierten Norm

IM[aze < 1.
Mit Lemma folgt, dass ® konvergent ist und dass der Grenzwert die gewiinschte

Gestalt aufweist. ]

Wir haben bereits in Lemma [2.17] gesehen, dass o(M) < |[M]| fiir jede beliebige
induzierte Matrixnorm gilt, also ist Satz [2.25] tatséchlich eine Verallgemeinerung des
einfacheren Kriteriums, das in Lemma vorgestellt wurde.

Bemerkung 2.26 (Dritte Normalform) Fualls ® eine konsistente und konvergente
lineare Iteration ist, ist wegen o(M) < 1 insbesondere 1 kein Eigenwert der Matriz M.
Also muss I — M = NA requldr sein. Da N und A quadratische Matrizen sind, folgt
daraus, dass auch N requldr sein muss.

Deshalb lisst sich eine konsistente und konvergente lineare Iteration mit der Matrix
W := N~! quch in der dritten Normalform

d(x,b) =x - W (Ax — b) fir alle x,b € C*
darstellen, und die Folge der Iterierten ist durch die Gleichungssysteme
w (x(m_l) — x(m)> = Ax(m ) _p = A(x(mY — x*) fiir alle m € N

gegeben. Fin Iterationsverfahren ist also dann besonders gut, wenn W eine gute Appro-
rimation von A ist und sich diese Gleichungssysteme effizient l6sen lassen.
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2.4 Richardson-Iteration

Bemerkung 2.27 (Grenzwert) Falls ® konsistent, konvergent und linear ist, erhalten
wir fiir den Grenzwert der Folge der Iterierten die Gleichung

x*=I-M) 'Nb=(I-1+NA) 'Nb=A"'N"'Nb=A""b, (2.9)

im Falle einer linearen Iteration kénnen wir also sogar explizit nachrechnen, dass die
Folge der Iterierten gegen die Ldsung des Gleichungssystems konvergiert.

Bemerkung 2.28 Falls ® lediglich konvergent ist, aber nicht die stirkere Bedingung
(@ erfillt, gilt gemdfs Satz immerhin noch o(M) < 1, also kénnen wir nach

Satz|2.24) fir jedes ¢ € (0(M),1) eine Norm || - ||ar,e mit
M"™||ar,e < ¢C™ fiir alle m € Ny

finden. Da in dem endlich-dimensionalen Raum C" alle Normen dquivalent sind, folgt
auch fir jede andere induzierte Matriznorm

[M™]| < C¢™ fiir alle m € Ny

mit einer geeigneten Konstanten C € Rsg.
In diesem Sinn ist o(M) eine obere Schranke fiir die Konvergenzgeschwindigkeit, des-
halb wird diese Grifie auch als die Konvergenzrate des Verfahrens ® bezeichnet.

2.4 Richardson-Ilteration

Wenden wir uns nun der Untersuchung der bereits in Kapitel [1| erwdhnten Richardson-
Iteration zu, die das einfachste lineare Iterationsverfahren ist.

Definition 2.29 (Richardson-Iteration) Sei 6 € K. Das durch
PRicho(x,b) =x — 0(Ax —b) fiir alle x,b € K*

gegebene lineare Iterationsverfahren nennen wir die Richardson-Iteration. Die Konstante
0 bezeichnen wir als Dampfungsparameter.

Aus der Definition kénnen wir bereits ablesen, dass die Richardson-Iteration konsistent
ist, und dass die Matrizen ihrer ersten Normalform durch

MRich,p := 1 —0A, NRichg := 01

gegeben sind. Da die Konsistenz geklért ist, wenden wir uns der Untersuchung der Kon-
vergenz des Verfahrens zu.

Gemif Satz kénnen wir an den Eigenwerten der Iterationsmatrix Mgjeh,o erken-
nen, ob ®gicn ¢ konvergiert.

Lemma 2.30 Sei 0 € C. Es gilt

O'(MRich,e) = {1 —0X : \e U(A)}
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2 Lineare Iterationsverfahren

Beweis. Fiir § = 0 ist die Aussage trivial. Sei also nun 6 # 0.
Wir wihlen zuniichst A € o(A). Sei e € CT \ {0} ein Eigenvektor mit Ae = \e. Die
Definition der Iterationsmatrix impliziert

Mgichoe = (I—0A)e =e—HAe =e —Ore = (1 —H)\)e,

also ist p1 := 1 — O\ ein Eigenwert von Mg, 9 zum Eigenvektor e.
Sei nun g € o(Mgijeng). Wir konnen einen Eigenvektor e € C \ {0} mit

pe = Mgjchpe = (I—0A)e =e —OAe
finden, also gilt auch
1—p
0

Demnach ist A := (1 — u)/0 ein Eigenwert zum Eigenvektor e von A, fiir den O\ = 1—p
und somit =1 — 6\ gilt. [

e = Ae.

Unsere Aufgabe besteht also darin, einen Dampfungsparameter § € C so zu finden,
dass der Spektralradius von MRgjen ¢ kleiner als Eins ist.
Die entsprechende Gleichung

I1—0) <1 fiir alle A € o(A)

lasst sich in der komplexen Ebene C geometrisch interpretieren: Die Zahlen 6\ miissen
in einem Kreis mit Radius kleiner als Eins um 1 liegen. Da wir fiir 8 komplexe Zah-
len zugelassen haben, beschreibt die Multiplikation mit dem Dampfungsparameter eine
Rotation und Skalierung des Spektrums, und wir kénnen das folgende einfache Konver-
genzkriterium gewinnen:

Lemma 2.31 (Konvergenzkriterium) Es gibt genau dann ein 6 € C, fir das die
Richardson-Iteration konvergiert, wenn es ein zo € C und ein r € [0, |z0|) so gibt, dass
o(A) C K(zp,7) gilt, dass also

A=z <7 fir alle A € o(A) gilt.
In diesem Fall gilt mit 6 = 1/zy die Abschditzung o(MRgich,g) < 7/|20] < 1.

Beweis. Seien zg € C und 7 € [0, |29|) mit der Eigenschaft o(A) C K(zp,r) gegeben.
Wir setzen 6 := 1/zp und miissen die Schranke fiir den Spektralradius von Mpgjch,g
nachweisen.
Sei also 1 € 0(MRich,0).- Nach Lemma muss es ein A € o(A) so geben, dass
uw=1—0M\ gilt, und wir erhalten
ul =103 = 1= 2| =

ZO_

Zo—)\’_|20—)\| r
20 |zl 7 |20

wegen A € K(z9,7). Da p beliebig gewihlt werden kann, folgt aus dieser Abschitzung
bereits 0(MRich,0) < 7/|20]-
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2.4 Richardson-Iteration

. <

Abbildung 2.1: Spektren der Beispielmatrizen A1, As und Ag

Sei nun umgekehrt 6 € C so gewahlt, dass die Richardson-Iteration konvergiert. Nach
Satz muss dann o(MRgich,g) < 1 gelten, also wegen Lemma gerade

o:=max{|l —0)\ : Neo(A)} <1.

Die Wahl # = 0 kann nicht zu einem konvergenten Verfahren (vgl. Deﬁnition fiihren,
also sind zg := 1/6 € C und r := p|zo| € [0, |20|) wohldefiniert. Fiir A € o(A) stellen wir
fest, dass

|20 = Al =

A
2 — ZOZO‘ — 20— 200A| = |z0] [1 — 6A] < |20l = r

gilt, also A € K (z9,7) und somit o(A) C K(z,7). ]

Die Bedingung r € [0, |z0|) ist dquivalent dazu, dass der Kreis K (zg,r) die Null nicht
enthélt, die Richardson-Iteration konvergiert also, falls das Spektrum von A in einem
abgeschlossenen Kreis enthalten ist, der die Null nicht enthélt.

Betrachten wir einige Beispiele (vgl. Abbildung . Fir die Matrix

12 5 6
Ar=|0 2/3 8
0 0 3/2

ist die Situation einfach: Ihre Eigenwerte sind durch o(A;) = {1/2,2/3,3/2} gegeben
und liegen in einem Kreis mit Radius 1/2 um zp = 1, also gilt schon fiir die einfache
Wahl 6 = 1 bereits
o(MRich,1) = {—1/2,1/3,1/2}
und wir erhalten o(MRgjch,1) = 1/2 < 1, die Richardson-Iteration wird also konvergieren.
Als néchstes untersuchen wir die Matrix

-5 3
Az= <—10—2¢ 6+7L>'

Ihr charakteristisches Polynom ist pa(A) = det(A\I— Ag) = (A +5)(A—6 — i) + (30 + 67),
und seine Nullstellen, also die Eigenwerte von Ag, sind o(Ag) = {1,7}. Fiir den Kreis
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2 Lineare Iterationsverfahren

um zg = 1 + 4 mit Radius » = 1 kénnen wir leicht nachpriifen, dass o(Ay) C K (z9,7)
gilt, also folgt fiir 6 = 1/2p = (1 —i)/2 schon o(Mgijchg) = v/1/2 < 1 und wir haben die

Konvergenz bewiesen.
_ 0 1/2
As = (-1 /20 )

Fiir die Matrix
hingegen ist die Situation hoffnungslos: Thr charakteristisches Polynom ist durch p3(\) =
A2 +1/4 gegeben, besitzt also nur die Nullstellen /2 und —i/2, und jeder Kreis, der diese
beide Eigenwerte einschliefit, muss auch die Null enthalten. Also kann es keinen Damp-
fungsparameter 6§ € C geben, mit dem eine Richardson-Iteration fiir A3 konvergiert.

Bemerkung 2.32 (Reelles Spektrum) Fulls alle Eigenwerte reell und positiv sind,
falls also o(A) C [o, 8] mit 0 < a < B gilt, kénnen wir Lemma erheblich ver-
einfachen: Wir wdhlen zo = (a + ()/2 > 0 sowie r = zgp — o und stellen fest, dass
o(A) C K(zo,7) gilt. Mit 6 =1/zy folgt

20z0—a) a+pf-2a p[-—a

0o(Mgich0) < 7/|20] = B+a - B+« :5+a<1'

Da die Konvergenz der Richardson-Iteration im Wesentlichen durch die Verteilung der
FEigenwerte der Matrix A festgelegt wird, fithren geringe Stérungen dieser Matrix auch
nur zu geringen Stérungen im Konvergenzverhalten.

Bemerkung 2.33 (Vorkonditionierer) Die relativ ausfiihrliche Analyse des in der
Praxis eher selten eingesetzten Richardson-Verfahrens ist dadurch gerechifertigt, dass es
als Prototyp fiir alle anderen konsistenten linearen Iterationsverfahren gesehen werden
kann: Falls ® ein konsistentes und lineares Iterationsverfahren ist, ldsst es sich nach
Lemma in der Form

®(x,b) =x — N(Ax — b) fiir alle x,b € KZ
darstellen. Ein Richardson-Verfahren fiir die mit N vorkonditionierte Gleichung
NAx = Nb (2.10)
hat gerade die Form
PRicho(x,b) = x — IN(Ax — b) fiir alle x,b € KT,

entspricht also fir @ =1 genau dem allgemeinen Verfahren. Falls N € KT*T regulir ist,
besitzt das lineare Gleichungssystem dieselbe Léosung wie das urspringliche System
, also entspricht die Anwendung des allgemeinen Verfahrens auf das urspringliche
System der Anwendung des Richardson-Verfahrens auf das vorkonditionierte System.

Damit ldsst sich die fiir das Richardson-Verfahren entwickelte Konvergenztheorie auch
fiir das allgemeine Verfahren einsetzen, beispielsweise wird das allgemeine Verfahren
genau dann konvergent sein, wenn

o(NA) C K(1,1)
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gilt. Emtsprechendes erhdlt man fir den Fall des gedimpften Verfahrens. Ein konsisten-
tes lineares Iterationsverfahren ist besonders gut, wenn die entsprechende Matriz N die
FEigenschaft besitzt, dass das Spektrum von NA in einem mdglichst kleinen Kreis mit
moglichst grofsem Abstand zum Nullpunkt liegt.

2.5 Jacobi-Ilteration

Wie wir in Bemerkung gesehen haben, ist es wiinschenswert, ein lineares Iterati-
onsverfahren so zu konstruieren, dass fiir die Matrix N € KZ*Z der zweiten Normalform
das Spektrum von NA in einem moglichst kleinen und vom Nullpunkt méoglichst weit
entfernten Kreis liegt. Die beste Wahl wiire natiirlich N = A~!, aber wenn wir die Inver-
se von A einfach berechnen kénnten, brauchten wir keine Iterationsverfahren. Gesucht
ist also eine Matrix N, die effizient berechnet werden kann und trotzdem das Spektrum
positiv beeinflusst.

Aufgrund dieser Beobachtung ist es uns nun mdoglich, die Probleme erneut zu unter-
suchen, die mit dem Richardson-Verfahren nicht erfolgreich behandelt werden konnten.

Wir haben bereits gesehen, dass das Richardson-Verfahren nicht konvergiert, wenn die
Eigenwerte von A auf verschiedenen Seiten des Nullpunkts liegen, etwa bei der Matrix

A= (b0,

Die Losung ist hier sehr einfach: Wir verwenden die Inverse der Diagonalen von A als
Approximation der vollstéindigen Inversen, setzen also

10
Mo 2)

13
NA_<0 1),

also 0(NA) = {1} und damit sogar schon o(MRgjcn,1) = 0. Durch eine einfache Diago-

nalskalierung wird also aus einem schwierigen Problem ein besonders einfaches.
Solange die Diagonale der Matrix A invertierbar ist, solange also kein Diagonalelement

gleich null ist, ldsst sich das auf diese Weise definierte Iterationsverfahren durchfiihren.

und erhalten

Definition 2.34 (Jacobi-Iteration) Sei D € KZ*? die Diagonale von A, definiert
durch

Ay lls i =j, .
Dz-j:{ Jalls i = j fir allei,j € T.
0 sonst

Sei D invertierbar, also jedes Diagonalelement von A von Null verschieden. Das durch
Pac(x,b) =x — D }(Ax — b) fiir alle x,b € KX

gegebene lineare Iterationsverfahren nennen wir die Jacobi-Iteration.
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Wie schon im Fall der Richardson-Iteration ist auch die Jacobi-Iteration offensichtlich
konsistent. Die Matrizen ihrer ersten Normalform sind durch

M, :=I-D'A, N :=D7!

gegeben. Im Gegensatz zur Richardson-Iteration gibt es Matrizen fiir die die Jacobi-
Iteration nicht durchfiihrbar ist: Falls eine Null auf der Diagonalen auftritt, ist D nicht
invertierbar und die Jacobi-Iteration nicht definiert.

Die Analyse der Konvergenz des Jacobi-Verfahrens 148t sich wie in Bemerkung
auf die Analyse des vorkonditionierten Richardson-Verfahrens zuriickfithren, wenn wir
einen zusétzlichen Dampfungsparameter zulassen:

Definition 2.35 (Gedidmpfte Jacobi-Iteration) Sei § € K. Unter den Vorausset-
zungen von Definition bezeichnen wir das durch

Pjyaco(x,b) =x — D 1(Ax —b) fiir alle x,b € K*

definierte lineare Iterationsverfahren als geddmpfte Jacobi-lteration mit Dampfungspa-
rameter 6.

Auf die gedédmpfte Jacobi-Iteration ldsst sich unmittelbar Lemma [2.31] anwenden:

Lemma 2.36 (Konvergenzkriterium) Es gibt genau dann ein 0 € K, fir das die
geddampfte Jacobi-Iteration konvergiert, wenn es ein zg € K und ein r € [0, |z0]) so gibt,
dass o(D7YA) C K (z0,7) gilt. In diesem Fall erhalten wir o(Mjac0) < 1/|20| < 1.

Beweis. Wir wenden Lemma auf das vorkonditionierte System D™'Ax = D~'b
an und stellen fest, dass die resultierende Richardson-Iteration dieselbe Iterationsmatrix
wie die geddmpfte Jacobi-Iteration fiir (1.1)) besitzt. [ |

Im Allgemeinen ist die Analyse des Spektrums von D~ A schwierig, deshalb werden
wir uns bis auf Weiteres auf Matrizen konzentrieren, die neben der Regularitéit zusétz-
liche Annahmen erfiillen.

Wir haben bereits gesehen, dass fiir die Konvergenz eines Iterationsverfahrens die Ei-
genwerte der Iterationsmatrix ausschlaggebend sind. Im Fall des eindimensionalen Mo-
dellproblems konnten wir sogar die Konvergenz des Richardson-Verfahrens analysieren,
ohne auf die in diesem Kapitel vorgestellten Konvergenzresultate zuriickzugreifen, indem
wir eine aus Eigenvektoren bestehende Basis des Raums K” verwendeten. Wir werden
diese Technik in folgenden Beweis haufiger anwenden, deshalb ist es sinnvoll, an dieser
Stelle die nétigen Aussagen zusammenzustellen.

Definition 2.37 (Spektralnorm) Zu dem durch

(x,y)2 = Zfzyz fiir alle x,y € K*
1€l
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2.5 Jacobi-Iteration

gegebenen euklidischen Skalarprodukt gehdrt die durch
1/2
Il = (x, %)3/% = (Dxm) fiir alle x € KZ
i€l

definierte euklidische Norm. Die von dieser Norm induzierte Matriznorm auf KX*T heifst
Spektralnorm, sie wird ebenfalls mit || - |2 bezeichnet.

Definition 2.38 (Adjungierte) Sei X € KZ*7. Die durch
Yij:Xﬂ firalleie J,j €T
definierte Matriz Y € K7*T heifit die Adjungierte von X und wird mit X* bezeichnet.
Lemma 2.39 Sei X € K2*J | Es gilt
(Xx,y)2 = (x,X"y)2 fiir alle x e K7,y € KZ.
Beweis. Sei x € KY und y € K. Dann gilt
(Xx,y)e=> [ Xijaj |ui=D %> Xijui = (x, X*y)a.
i€ \jeT jeT 1€L

Das ist die zu beweisende Gleichung. ]

Definition 2.40 (Selbstadjungiert) Sei X € KZ*Z ecine Matriz. Sie heifit selbstad-
jungiert, wenn X = X* gilt.

Lemma 2.41 Sei X € K2*T selbstadjungiert. Dann gilt
(x,Xx)s = (x, Xx), fiir alle x € KT,
also auch o(X) C R.
Beweis. Sei x € K. Nach Lemma gilt
(%, Xx)2 = (X", X)2 = (Xx,X)2 = (x, Xx),.

Sei nun A € ¢(X) und e € K% \ {0} ein entsprechender Eigenvektor. Dann haben wir

)‘HGH% = )‘<e7e>2 = <ea )\8)2 = (e,Xe>2 = (e,Xe>2 = <ev )‘e>2 = >‘<eve>2 = S‘HQH%’

also A = A. Daraus folgt A € R. |

Lemma 2.42 Sei Q € KX*T orthogonal. Dann gilt

1Qx|l2 = [x]|2 fiir alle x € KZ.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Beweis. Sei x € KZ. Nach Definition des euklidischen Skalarprodukts gilt

1Qx]13 = (Qx, Qx)2 = (x,Q*Qx)2 = (x,x)2 = ||x[3,

also auch die gewiinschte Gleichung. [

Lemma 2.43 (Reelle Schur-Normalform) Sei X € KZ*Z eine selbstadjungierte
Matriz. Dann existieren eine orthogonale Matriz Q € KI*T und eine reelle Diagonal-

matriz D € RTXT so0, dass

X = QDQ"

gilt. Offenbar sind die Diagonalelemente von D gerade die Eigenwerte von X und die
Spalten von Q entsprechende Figenvektoren, also ist X reell diagonalisierbar.

Beweis. Per Induktion iiber n := #Z. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial.
Sei nun n € N so gegeben, dass die gesuchte Basis fiir alle Indexmengen Z mit #Z =n
existiert. Sei Z eine Indexmenge mit #7Z = n + 1. Wir betrachten die Funktion

K\ {0} =K, XI—><X|7’}(H)2C>2
X2

(den sogenannten Rayleigh-Quotienten) auf dem Gebiet
S:={zecKl : 1/2<|z|s <2}

Da X selbstadjungiert ist, folgt aus Lemma f(S) € R. Weil K? ein endlich-
dimensionaler Raum ist, ist S kompakt, also auch f(S). Demzufolge muss es ein e € S
geben, das

fle) > f(x) fir allex € S

erfiillt. Nach Definition von f gilt f(e) = f(e/|el|2), also konnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit |le[|2 = 1 annehmen. Da e ein innerer Punkt von S ist, in dem f sein
Maximum annimmt, muss die erste Ableitung von f in diesem Punkt verschwinden:

({e, Xy)2 + (v, Xe)s)|[e]|3 — (e, Xe)s((e,y)2 + (. €)2)

0=Df(e) y= ”eH4
= (e, Xy)2 + (v, Xe)2 — (e, Xe)2({e,y)2 + (v, €)2)
= (Xy,e)2 + (y,Xe)z — (e,Xe)a((y, )2 + (v, €)2)
= (v, Xe)2 + (v, Xe)2 — (e, Xe)a((y,e)2 + (v, e)2)

(v, Xe)2
2Re(y, Xe)s — 2(e, Xe)2 Re(y, e)o
2Re (y, Xe — (Xe, e)q€), fiir alle y € KZ.

Indem wir y := Xe — (Xe, e)qe setzen, erhalten wir ||y||2 = 0, also

Xe = e
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2.5 Jacobi-Iteration

fiir A := (Xe, e)2 = f(e), also ist e ein Eigenvektor von X zu dem Eigenwert .

Wir kénnen wie im Beweis des Lemmas fortfahren, indem wir eine Householder-
Spiegelung H wihlen, die Hé; = e fiir den ersten kanonischen Einheitsvektor ¢; und
ein v € K erfiillt. Dann folgt wieder

H*XHj; = H* X~ve = \H"ye = \dy,

also hat die Matrix H*XH die Form

. A B
HXH_< f()

fir X € KIn*In, B € KU3*Zn und 7, := Z\ {i1}. Da X selbstadjungiert ist, folgt

A B i} cvrrr v (A BYT (A
( X):HXH_HXH_(HXH)_< 5()_<B* f()

alsoAzX,BzOund)A(*:}A(. R
Wegen #7,, = #7Z — 1 = n konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf X anwenden

und erhalten eine orthogonale Matrix Q € K%»*In und eine Diagonalmatrix D € KZnxIn
mit X = QDQ*, also folgt
1 0\afa,oa(1 O 1 0 A 1 0 A
~ |H"XH ~ | = ~ ~ ~ | = ~
o a)mxa(s a)-( o) (" 0) o &)= (" 5),
so dass wir mit
~ (1 A
ol g ey

die Gleichung Q*XQ = D erhalten, die offenbar zu X = QDQ* dquivalent ist. ]

Wir haben bereits gesehen, dass sich der Spektralradius durch eine beliebige induzierte
Matrixnorm abschétzen léasst. Fiir die Spektralnorm kénnen wir unter Zuhilfenahme des
soeben bewiesenen Lemmas diese Abschéitzung wie folgt verbessern:

Lemma 2.44 (Spektralnorm) Sei X € K2*7. Es gilt | X|s = o(X*X)Y/2. Fualls X
selbstadjungiert ist, gilt sogar | X||2 = o(X).

Beweis. Wir untersuchen zuniichst den Fall einer selbstadjungierten Matrix Y € KZ*Z,
Nach Lemma gibt es eine orthogonale Matrix Q € KZ*Z und eine reelle Diagonal-
matrix D € RZ*Z, die Y = QDQ* erfiillen.

Fiir einen Vektor x € KZ erhalten wir

[Yx[3 = (Yx, Yx), = (QDQ*x, QDQ*x); = (Q*QDy, Dy)> = (D%y,y)-

mit y := Q*"x.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Da D und Y &hnlich sind, besitzen sie dasselbe Spektrum. Also folgt |D;;| < o(Y) fiir
alle ¢ € Z, und nach Lemma und der Definition des euklidischen Skalarprodukts gilt

(y,D%y)s = Z%Di’yi = Z Dilyi* < o(Y)? Z lyil®

i€T i€T i€T
= o(Y)?|lyll3 = o(Y)*1Q"xI[3 = o(Y)?|Ix[I3.

Damit haben wir ||[Y||2 < o(Y) bewiesen, und aus Lemma folgt || Y|l2 = o(Y).
Um den allgemeinen Fall zu behandeln, setzen wir Y := X*X und erhalten

[Xx[3 = (Xx, Xx)s = (x, X*Xx)s = (x, YX)o (2.11)
< |1Yx||2]|x]]2 < o(Y)]|x]|3 fiir alle x € KZ.
Damit ist ||X||2 < o(Y) bewiesen.

Sei A € o(Y) mit |\ = o(Y), und sei e € K \ {0} ein entsprechender Eigenvektor.

Aus (2.11)) folgt
IXe[3 = (Ye,e)2 = (Ae,e)2 = A3,

also A € R>p, somit muss A = |A| = o(Y) gelten und wir erhalten

I3 el
i = { FE00 < x> B == o),

also X3 = o(Y). .

Im Fall des Richardson-Verfahrens haben wir gesehen, dass wir nur auf Konvergenz
hoffen diirfen, wenn das Spektrum der Matrix A in einem Kreis enthalten ist, der die Null
nicht enthélt. Fiir eine selbstadjungierte Matrix liegt das Spektrum geméfl Lemma [2.41
auf der reellen Achse, das Richardson-Verfahren kann also nur konvergieren, wenn das
Spektrum entweder nur aus echt positiven oder echt negativen Eigenwerten besteht. Der
Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den Fall eines positiven Spektrums:

Definition 2.45 (Positiv definit) Sei X € KT eine Matriz. Wir nennen X positiv
definit, falls X selbstadjungiert ist und die Ungleichung

(x,Xx)2 >0 fiir alle x € KT\ {0} gilt.
Falls X selbstadjungiert ist und
(x,Xx)2 >0 fiir alle x € KT gilt,

nennen wir X positiv semidefinit.
Anstelle von ,X ist positiv definit“ schreiben wir kurz X > 0, anstelle von ,X ist
positiv semidefinit“ schreiben wir kurz X > 0.
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2.5 Jacobi-Iteration

In der Literatur sieht man hiufig eine Definition des Begriffs , positiv definit®, die
auf die Forderung der Selbstadjungiertheit verzichtet. Wir schlieen diese Eigenschaft
in die Definition ein, weil in praktisch allen von uns hier untersuchten Fillen beide
Eigenschaften gleichzeitig auftreten.

Positiv definite Matrizen erlauben es uns, einem bestimmten Problem angepasste Nor-
men zu definieren, die fiir die Untersuchung von Konvergenzeigenschaften von entschei-
dender Bedeutung sind.

Definition 2.46 (Energienorm) Sei X € KZ*7 positiv definit. Die durch
f:K > R>o, x — (X, XX>é/2,

definierte Abbildung ist eine Norm, die wir die zu X gehdrende Energienorm nennen
und mit || - || x bezeichnen.

Wir haben bereits gesehen, dass sich die Spektralnorm durch den Spektralradius dar-
stellen lasst, und diese Darstellung erleichtert viele Beweise erheblich. Deshalb ist es
nun unser Ziel, eine entsprechende Darstellung fiir die durch die Energienorm induzierte
Matrixnorm zu gewinnen.

Mit Hilfe des Begriffs der positiv definiten Matrix kénnen wir eine Halbordnung auf
dem Raum der selbstadjungierten Matrizen definieren:

Definition 2.47 Fiir alle selbstadjungierten Matrizen X, Y € KI*T definieren wir

X<Y: <= 0<Y -X,
X<Y:«—= 0<Y —X.

Lemma 2.48 Seien X, Y € KT selbstadjungierte Matrizen, die X <Y erfiillen. Sei
T € K27 injektiv. Dann gilt auch

T'XT < T*YT.
Beweis. Sei x € K7 \ {0}. Dann gilt nach Lemma
(T*(Y — X)Tx,x)2 = ((Y — X)Tx, Tx)2 = (Y — X)y,y)2 >0

fiir y := Tx # 0. ]

Lemma 2.49 Sei X € KZ*T selbstadjungiert. Seien o, 3 € R mit a < 8 gegeben. Es
gelten

al < X < o(X) C Rs,,
al <X = o(X) CRx,,
ol <X < fl <= o(X) C (v, ),
Al <X < Bl <= o(X) C [, f].

o1



2 Lineare Iterationsverfahren

Beweis. Da X selbstadjungiert ist, gibt es nach Lemma [2.43| eine orthogonale Matrix
Q € K¥*T und eine reelle Diagonalmatrix D € RZ*T mit X = QDQ*.
Die Matrix X — al ist nach Lemma genau dann positiv definit, wenn

Q' (X—al)Q=D —al

es ist, also genau dann, wenn alle Diagonalelemente von D grofler als « sind. Da die
Diagonalelemente von D gerade die Eigenwerte von X sind, ist die erste Aussage damit
bewiesen.

Die restlichen Aussagen lassen sich analog behandeln. ]

Lemma 2.50 (Wurzel einer Matrix) Sei X € KZ*Z positiv semidefinit. Es gibt ge-
naw eine positiv semidefinite Matriz Y € K*T, fir die Y? = X gilt. Diese Matriz
nennen wir die Wurzel von X und bezeichnen sie mit X/2 =Y.

Falls X positiv definit ist, ist auch X'/2 positiv definit, und wir bezeichnen seine
Inverse mit X~1/2,

Beweis. Zunéchst beweisen wir die Existenz von Y. Da X selbstadjungiert ist, gibt
es eine orthogonale Matrix Q € KZ*Z und eine reelle Diagonalmatrix D € RZ*Z, die
X = QDQ* erfiillen. Aufgrund der Lemmas und sind alle Eigenwerte, also
Diagonaleintriige, von D nicht-negativ. Wir definieren R € KZ*Z durch
1/2 .
Ri; = {Dii falls ¢ = J, fur alle 4,5 € Z,
0 sonst

und setzen Y := QRQ*. Offenbar gilt
Y? = QRQ'QRQ* = QR’Q" = QDQ" = X.

Damit ist Y die gesuchte Matrix.

Man kann leicht nachrechnen, dass jeder Eigenvektor e € KZ \ {0} von X zum Eigen-
wert A auch ein Eigenvektor von Y zum Eigenwert A\'/2 ist.

Sei nun Z € KX*Z eine zweite positiv semidefinite Matrix, die Z? = X erfiillt. Sei
e € KZ\ {0} ein Eigenvektor von Z zum Eigenwert u. Es folgt Xe = Z%e = y2e, also ist
e ein Eigenvektor von X zum Eigenwert A := 2. Nach der obigen Beobachtung muss e
dann auch ein Eigenvektor von Y zum Eigenwert A/2 =y sein, und wir haben

Ze = ue = Ye

bewiesen. Da Z selbstadjungiert ist, existiert eine Basis aus derartigen Eigenvektoren,
also muss Z =Y gelten.

Sei nun X positiv definit. Dann ist X; := X!/2 positiv semidefinit, also ist auch
Xg = X}/Q positiv semidefinit. Da (X3)* = (X1)? = X reguliir ist, muss auch X, selbst
regulir sein. Sei x € KT\ {0}, und sei y := Xo 'x. Aus y # 0 folgt

(X1x,x)2 = (X1 Xay, Xoy)2 = (XoX1Xay,y)2 = (Xy,y)2 > 0,
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2.5 Jacobi-Iteration

also ist auch X; = X2 positiv definit. [

Mit Hilfe der Wurzel einer Matrix konnen wir nun die gewiinschte Darstellung der
Energienorm gewinnen.

Lemma 2.51 Sei X € KI*Z positiv definit. Dann gilt
Ixx = [1X"2x[5 fiir alle x € KZ.
Fir die von der Energienorm induzierte Matriznorm erhalten wir
1Y |lx = IXY2YX 12|, fiir alle Y € KE*T,
Beweis. Sei x € KZ. Nach Lemma gilt
Ix[1% = (x, Xx)2 = (3, XM2X 200 = (X2, X2x) = || X'/2x][3.

Zum Beweis der zweiten Aussage konnen wir direkt die Definition der induzierten Ma-
trixnorm einsetzen: Fiir Y € KZ*7 gilt

Yx]lx
%1

XY
X722

1Y)l :sup{ : xer\{O}} :sup{

X1y X2y,
= Ssu
Pl XX 172

: XEKZ\{O}}

: yeKI\{O}}

_ {uxl/ZYx—l/?yb
= sup

Iy Py KT\ {0}} = XA X
Yii2

infolge der Invertierbarkeit von X1/2. [

Mit dieser Darstellung der Energienorm kénnen wir uns nun wieder der Analyse des
Jacobi-Verfahrens zuwenden: Um seine Konvergenz nachzuweisen, miissen wir den Spek-
tralradius von

Mjucp =1—-6D 1A

abschédtzen. Nach Lemma [2.17] geniigt es dazu, eine beliebige induzierte Matrixnorm
dieser Matrix abzuschétzen. Falls A > 0 gilt, konnen wir die korrespondierende Ener-
gienorm || - || 4 verwenden und erhalten

[Myacolla = |AY2(I — 6D 'A)ATV2| = [T - A/*DTAY2|,.

Da das Argument der Spektralnorm selbstadjungiert ist, konnen wir die weiteren
Abschitzungen dank Lemma [2.44] auf eine Analyse der Eigenwerte reduzieren.

Satz 2.52 (Konvergenz) Sei ® ein lineares konsistentes Iterationsverfahren, und sei-
en M,N € KI*Z die entsprechenden Matrizen der ersten Normalform.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Seien A und N positiv definit. Falls die Matric W := N~! die Bedingung
0<A<2W (2.12)
erfillt, ist ® konvergent mit
o(M) = [M][4 = [|M]|w .

Falls fir a, B € R die Bedingung

aW < A < W (2.13)
gilt, erhalten wir die Schranke

o(M) < max{[1 —af,[1 - 5[}

fiir die Konvergenzrate.

Beweis. Da die Matrizen A und W positiv definit sind, sind nach Lemma [2.50|ihre Wur-
zeln AY? und W'/2 wohldefiniert und regulér. Die Matrix M und die transformierten
Matrizen

My = AVPMA V2 = AVHI-NA)A /2 =1 A/2NAY2,
My = W/2MW ™2 =1 - WI2WIAW 12 =1 - W 1/2AW /2

sind &hnlich, also gilt o(M) = 0(My4) = o(Myy).
Da M4 und Myy selbstadjungiert sind, erhalten wir mit Hilfe von Lemma [2.51

o(M) = o(M) = | Mall2 = |AVZMAT2|5 = [M] 4,
o(M) = o(My) = [[My|a = [[W*MW 12|y = |[M]|yy.
Mit Hilfe von Lemma folgt aus bereits
0< W 12AW1/2 < 21,
also nach Lemma [2.49] auch
c(W12ZAW~1/2) C (0,2).
Fiir die Iterationsmatrix M bedeutet diese Inklusion
o(M) = o(Myw) = o(I - W 2AW~1/2) < 1,
also ist ® nach Satz konvergent. Falls gilt, erhalten wir analog
c(Mw) € [1-8,1-aqal,

also die Schranke
o(M) = o(Mw) < max{[1 - ], |1 - af}
fiir die Konvergenzrate. u

Dieses allgemeine Kriterium konnen wir nun auf die ungeddmpfte oder gedampfte
Jacobi-Iteration anwenden:
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2.6 Diagonaldominante Matrizen

Lemma 2.53 Sei A positiv definit. Falls
0<A<2D

gilt, ist das Jacobi- Verfahren ®j,. konvergent. Falls

2
0<A<-D
0
fiir ein 0 € Ryq gilt, ist das geddmpfte Jacobi- Verfahren ®j,c 0 konvergent.
Es gibt ein Opax € Rog so, dass diese Bedingung fiir alle 0 € (0, 0max) gilt.

Beweis. Wir wenden Satz auf N = D~! beziechungsweise N = fD~! an.
Um zu beweisen, dass es einen Dampfungsparameter gibt, der Konvergenz garantiert,
setzen wir

Amax = max{A : A € c(A)}, dpin :=min{D;; : 1 € T}.
Da A positiv definit ist, gilt Apax € Rsg, und D ist ebenfalls positiv definit, also muss
auch dpin € Rso gelten. Wir setzen Opax := 2dmin/Amax und erhalten mit Hilfe von
Lemma 2.49
Amax 2 2 2
0<A S AmaLxI - 22dr:in dminI - KaxdminI S emaxD < §D7
fiir alle 6 € (0, Omax), also ist @,c 9 konvergent. ]

Wir stellen also fest, dass wir die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens fiir jede beliebige
positiv definite Matrix sicherstellen kénnen, indem wir den Dampfungsparameter 6 klein
genug wéahlen.

2.6 Diagonaldominante Matrizen

Die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens lidsst sich unter bestimmten Bedingungen auch
fiir nicht positiv definite Matrizen nachweisen, beispielsweise fiir diagonaldominante Ma-
trizen.

Fiir die Konvergenz ist der Spektralradius der Iterationsmatrix M = I — D™'A aus-
schlaggebend. Die Koeffizienten dieser Matrix sind durch

0 falls i =7
M;; = asr=J fiir alle 4,j € T
—A;j/A;  ansonsten

gegeben. Aus dieser Darstellung lisst sich bereits eine Aussage iiber die Eigenwerte der
Matrix M gewinnen.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Satz 2.54 (Gerschgorin) Sei M € KZ*7 eine Matriz. Wir definieren die Gerschgorin-
Kreise

D;:=2€C : |z— M| SZ‘Mij\
jJET
J#i

Dann gilt

sM) C | i,
€L
jeder Eigenwert der Matriz M ist also in mindestens einem Gerschgorin-Kreis enthalten.

Beweis. Sei A € o(M) ein Eigenwert der Matrix M, und sei e € K*\ {0} ein zugehoriger
Eigenvektor.
Wir wihlen i € Z als den Index, fiir den |e;| maximal wird, es gilt also

lej| < el fiir alle j € Z.
Aus e # 0 folgt |e;| > 0, und mit der Dreiecksungleichung erhalten wir
)\67; = ()\e), = (1\/18)Z = Z Mijej,
JET
()\ - M“)el = Z Mijej
JjeT
J#i
A= Myl [es] <> |Mij) e

JET
J#i
&5
!A'—-ﬂﬂi\f§:£:|ﬂ4hW’ég S§:£:|A4@W,
JET jET
J#i J#i
also A € D;. [}

In unserem Fall gilt M;; = 0 fiir alle ¢ € Z, die Null ist also der Mittelpunkt al-
ler Gerschgorin-Kreise. Um Konvergenz zu erhalten, miissen wir sicherstellen, dass die
Radien aller Kreise echt kleiner als eins sind, dass also die Bedingung

1 . )
jer jez
J# J#i

erfiillt ist.

Definition 2.55 (Streng diagonaldominante Matrix) Sei A € KI*T eine Matrix.
Wir nennen sie streng diagonaldominant, falls

E ‘AU‘ < ’A“‘ fﬁT’ allei € T gilt.
JjeET
i
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2.6 Diagonaldominante Matrizen

Folgerung 2.56 (Konvergenz) Sei A € KZ*7 cine streng diagonaldominante Matriz.

Dann konvergiert das ungeddmpfte Jacobi- Verfahren.

Beweis. Die strenge Diagonaldominanz stellt sicher, dass (2.14)) gilt. Mit Satz folgt
0(Mjac) < 1, also mit Satz die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens. ]

Leider ist strenge Diagonaldominanz eine relativ selten anzutreffende Eigenschaft. Man
kann sie allerdings so abschwichen, dass sich immerhin fiir unsere Modellprobleme eine
Aussage gewinnen ldsst. Dazu brauchen wir eine weitere Eigenschaft die Matrix A.

Definition 2.57 (Irreduzible Matrix) Sei A € KZ*7 eine Matriz. Eine Folge (is)}_,
nennen wir Pfad im Graphen der Matrix A von ig zu i, falls

Aiy iy 70 fiir alle £ € [1 : p]

gilt. Die Matrix A nennen wir irreduzibel, falls fiir alle i,j € Z ein Pfad im Graphen
von 1 zu j existiert.

Falls A € KZ*T irreduzibel (mit von null verschiedenen Diagonalelementen) ist, gilt
dasselbe offenbar auch fiir M.

Satz 2.58 (Gerschgorin) Sei M € KT ecine irreduzible Matriz. Seien D; die aus
Satz (2.5 bekannten Gerschgorin-Kreise.
Falls ein Eigenwert A € (M) auf dem Rand der Vereinigung

Ur
i€l
aller Kreise liegt, liegt er auch auf dem Rand aller Kreise.

Beweis. Der Beweis folgt dem Buch , Iterative Methods for Sparse Linear Systems* von
Yousef Saad (SIAM, 2003).

Wir gehen wie im Beweis des Satzes vor. Sei A € o(M), und sei e € KT\ {0} ein
zugehoriger Eigenvektor. Wir wéhlen wieder ¢ € Z mit

lej| < el fir alle j € Z

und erhalten \ € D;.

Wir setzen voraus, dass der Eigenwert A auf dem Rand der Vereinigung der
Gerschgorin-Kreise liegt.

Wir zeigen per Induktion iiber p € Ny, dass fiir alle k € Z, fiir die ein Pfad der Lénge
p von i zu k existiert, die Gleichungen

A — M| = E | My, lek| = e (2.15)
jez
ok

gelten.

o7



2 Lineare Iterationsverfahren

Induktionsanfang. Sei k € T so gegeben, dass ein Pfad der Linge p = 0 von i zu k
existiert. Nach Definition gilt k = 1.

Wenn der Eigenwert A im Inneren des Kreises D; liegen wiirde, 1ldge er auch im Inneren
der Vereinigung, und das haben wir soeben ausgeschlossen. A muss also auf dem Rand
des Kreises D; liegen, demnach gilt

A= M| = | M.
jeT
J#i
Die zweite Gleichung in ist wegen ¢ = k trivial erfiillt.
Induktionsvoraussetzung. Sei p € Ny so gegeben, dass fiir alle k € Z, fiir die ein Pfad
der Lénge p von ¢ zu k existiert, die Gleichungen gelten.
Induktionsschritt. Sei k € T so gegeben, dass ein Pfad (ig)fié der Léange p+1 von i zu
k existiert. Dann ist (z'g)lgzo ein Pfad der Lénge p von i zu q := iy, und es gilt My, # 0.
Nach Induktionsvoraussetzung gelten

— M| = Z | My, legl = lesl-
JET
J#q
Wir haben
(A = Myq)eq = Z Mqjej,
JET
J7#4q
Z [Mygj| il = [A — Mygql leg| < Z | Mqgj| le;l,
jET jeT
J7#4q i#aq
so dass
0< > [Myjl (Jej] — leal)
JjeET
J#4q
folgt. Da |e;| maximal gewéhlt wurde, folgt |e;| — |e;| < O fiir alle j € Z. Da My, # 0
nach Definition gilt, folgt daraus insbesondere |ex| = |e;|. Wie zuvor erhalten wir
N = Mig| lex] <Y 1Ml lej] <Y [ Mg lex],
jez jeT
i#k J#k

also A € Dg. Da A nicht im Inneren des Kreises Dy, liegen kann, folgt (2.15]).
Da M irreduzibel ist, kénnen wir jeden Index k € Z mit einem Pfad erreichen, also ist
die gewiinschte Aussage bewiesen. [

Definition 2.59 (Irreduzibel diagonaldominant) Sei A € KZ*T eine Matriz. Wir
nennen sie irreduzibel diagonaldominant, falls sie irreduzibel ist,

> 1A < | Al fiir alle i € T und (2.16a)
jeT
J#i
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2.7 GauB-Seidel-Iteration

Z |Aij| < Al fir mindestens ein i € T gilt. (2.16b)
JjeET
i
Folgerung 2.60 (Konvergenz) Sei A € KZ*Z cine irreduzibel diagonaldominante
Matriz. Dann konvergiert das ungedimpfte Jacobi-Verfahren.

Beweis. Wie zuvor folgt aus , dass alle Gerschgorin-Kreise der Matrix M einen
Radius von hochstens eins aufweisen kénnen, ihre Vereinigung ist also in dem Einheits-
kreis um null enthalten.

Aus folgt, dass der Radius mindestens eines Gerschgorin-Kreises D; echt kleiner
als eins ist.

Per Kontraposition folgt mit Satz dass kein Eigenwert auf dem Rand des Ein-
heitskreises liegen kann, denn dann miisste er auch auf dem Rand des Kreises D; liegen,
dessen Radius echt kleiner als eins ist. ]

Die Matrizen des ein- und zweidimensionalen Modellproblems sind irreduzibel diago-
naldominant, so dass wir Konvergenz des ungeddmpften Jacobi-Verfahrens erhalten.

2.7 GauB-Seidel-Iteration

Wir haben bereits gesehen, dass ein gutes Iterationsverfahren zwei Bedingungen erfiillen
muss: Die Matrix N der zweiten Normalform muss effizient berechnet werden kénnen,
und sie muss eine gute Approximation der Inversen von A darstellen.

Das Richardson-Verfahren verwendet #I als Approximation von A~!, das Jacobi-
Verfahren stattdessen D~!, denn die Identitdt und die Inversen von Diagonalmatrizen
lassen sich einfach und effizient berechnet. Wir kennen noch weitere Klassen von Matrizen
W, fiir die die Auswertung von W~ effizient durchgefiihrt werden kann, beispielsweise
obere und untere Dreiecksmatrizen.

Das GauB3-Seidel-Verfahren basiert darauf, die Matrix A durch eine untere Dreiecksma-
trix zu approximieren, deren Inverse dann mit Hilfe des Vorwértseinsetzens ausgewertet
wird. Um iiberhaupt definieren zu konnen, was eine untere Dreiecksmatrix ist, miissen
wir unsere Indexmenge Z mit einer totalen Ordnung versehen.

Sei v :Z — {1,...,n} eine Bijektion mit n := #Z, also eine Numerierung der Index-
menge Z. Wir zerlegen A in die Diagonalmatrix D € KZ*Z die strikte untere Dreiecks-
matrix E € KT und die strikte obere Dreiecksmatrix F € KZ*Z mit

A=D-E-F (2.17)
fir
A; fallsi= g
Di-:{ w  Esr=g fiir alle 4, 5 € Z,
J
0 ansonsten
—A;; fall ) > (7)), o
E;j { ij  falls (i) > o(j) fur alle 4,5 € Z,
0 ansonsten
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2 Lineare Iterationsverfahren

—A;; falls «(7) < o(j), .
Fy = { 5 falls o) <(j) fiir alle 4,5 € 7.

0 ansonsten

Das Jacobi-Verfahren entspricht der Wahl N := D~!, das GauB-Seidel-Verfahren der
Wahl N := (D - E)~ !

Definition 2.61 (GauB-Seidel-Tteration) Seien D, E,F € K*T wie in gege-
ben. Sei D invertierbar, also jedes Diagonalelement von A von Null verschieden. Das

durch
das(x,b) =x— (D —E)"}(Ax —b) fiir alle x,b € K*
gegebene lineare Iterationsverfahren nennen wir die Gaufl-Seidel-Iteration.

Offenbar ist auch die Gauf-Seidel-Iteration ein konsistentes Iterationsverfahren, das
in der ersten Normalform durch die Matrizen

Mgs:=1—-(D—-E)'A=(D-E)"'F,
Ngs = (D—E)™!
beschrieben wird.

Bevor wir uns der Analyse der Konvergenz des Verfahrens zuwenden, werfen wir
zunéchst einen Blick auf seine praktische Implementierung. Nach Definition gilt A =
D—-E—F, also

Pas(x,b) =x— (D —E)"}(Ax — b)

=x—(D-E)"'(D-E)x+(D-E)"}(Fx+b)
= (D -E) (Fx+b) fiir alle x, b € KZ.
Die Berechnung von x’ := ®gg(x,b) zerfillt also in zwei Schritte: Zunéchst miissen wir

den Vektor y := Fx + b berechnen, der komponentenweise durch

yi = b — Z Ajxj fir allei € Z
JET
L(5)>u(3)
gegeben ist, dann miissen wir das Gleichungssystem (D — E)x’ =y durch Vorwértsein-
setzen 16sen, erhalten also

1

xé:? yi — Z A fiir alle 7 € Z.
17 jET
U(5)<e(d)

Indem wir beide Gleichungen kombinieren, erhalten wir

1
:L‘; = Af bz - Z Aijxj — Z AU$; fiir alle 7 € 7. (218)
" jE€T JET
L(j)>(2) (i) <e(d)
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2.7 GauB-Seidel-Iteration

procedure GaussSeidel(n, ¢, b, var x);
for k:=1ton do

i+ 1Y (k);

y < bi;

for j € Z\ {i} do

Y<—y— Aij.%j

end for;

w; <y /Ay
end for

Abbildung 2.2: Ein Schritt der Gauf-Seidel-Iteration

Mit Hilfe dieser Darstellung lédsst sich das Gauf3-Seidel-Verfahren besonders einfach im-
plementieren:

Wir nehmen an, dass der Algorithmus zur Durchfithrung eines Iterationsschritts die
alte Tterierte x mit der neuen x’ iiberschreiben soll. Wenn wir die Komponenten von x’
in der durch die Numerierung ¢ gegebenen Reihenfolge :~1(1),.71(2),...,:7!(n) durch-
laufen, enthalten bei der Berechnung von i € Z die Komponenten x; mit +(j) > ¢(i) noch
die Werte der alten Iterierten, wihrend die Komponenten mit ¢(j) < ¢(7) bereits mit den
neuen iiberschrieben wurden. Der resultierende besonders einfache Algorithmus ist in
Abbildung gegeben. Anders als im Falle des Richardson- und des Jacobi-Verfahrens,
bei denen im Allgemeinen ein Hilfsvektor zur Durchfiihrung eines Iterationsschritts erfor-
derlich ist, kann ein Schritt des GauB-Seidel-Verfahrens ohne Hilfsspeicher durchgefiihrt
werden.

Wenn wir die GauB-Seidel-Iteration auf das zweidimensionale Modellproblem anwen-
den wollen, miissen wir zunéchst eine passende Numerierung festlegen. Eine {ibliche Wahl
ist die lexikographische Numerierung, die durch

ux (i) =g + (iy — )N fiir alle i = (iy, i) € T

gegeben ist: Jede Zeile des Gitters wird von links nach rechts numeriert, und die Zeilen
werden von unten nach oben numeriert. Der resultierende Algorithmus ist in Abbil-
dung angegeben. Wie wir sehen konnen, tritt die Numerierung ¢ nicht explizit im
Algorithmus auf, sie ist implizit durch die Organisation der Schleifen gegeben.

Wenden wir uns nun der Analyse des Konvergenzverhaltens zu. Wie im Fall des Jacobi-
Verfahrens betrachten wir lediglich den Fall einer positiv definiten Matrix A.

Satz 2.62 (Konvergenz) Sei ® ein lineares konsistentes Iterationsverfahren, und sei-
en M,N € KI*Z die entsprechenden Matrizen der ersten Normalform.
Sei A positiv definit. Falls die Matric W := N~! die Bedingung

0<A<W+Wr (2.19)

erfillt, ist ® konvergent mit
o(M) < [[M]|4 < 1.
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2 Lineare Iterationsverfahren

procedure GSModell2D(N, b, var x);
for iy, :=1to N do
for i, :=1to N do
Y < big iy
if i. > 1 then 31 32 33 34 35 36
xX
Yy +h w1,
end if; 25 26 27 28 29 30
if i, < N then
Yyt h 2w, 19 20 21 22 23 24
end if;
if iy > 1 then 13 14 15 16 17 18
Yy +h 2w,
end if; 7 8 9 10 11 12
if 7, < N then
Yy y+h P, 1 L2 3 4 5 |6
end if;
iy iy < Y/ (4R77)
end for
end for

Abbildung 2.3: Durchfithrung eines Gauf3-Seidel-Iterationsschritts fiir das zweidimensio-
nale Modellproblem mit lexikographischer Numerierung

Beweis. Wir setzen
My = AYV2MA~Y2 =1— AV2NAY2,
Nach Lemma [2.44] gilt
M4 = [[AYV2MA 2|y = [ M|z = o(M3M4)"2,
und mit Hilfe von Lemma [2.48 erhalten wir
M5My = (I— AYV2ZN*AY2)(1 - AYV2NAY?)
— I o A1/2N*Al/2 o A1/2NA1/2 + Al/QN*ANAl/Z
< I— A1/2N*A1/2 o A1/2NA1/2 + A1/2N*(W + W*)NA1/2
—I1— AI/QN*AI/Q _ AI/QNA1/2 + A1/2NA1/2 + AI/QN*AI/Q -1

Lemma impliziert also o(M*%My) C Roj. Da M¥% My offenbar auch positiv semi-
definit ist, folgt o(M*%M) C [0,1), also |[M]||4 = o(M*M4)"/? < 1. ]

Nun kénnen wir das allgemeine Kriterium auf den Fall der Gauf3-Seidel-Iteration an-
wenden:

Lemma 2.63 Sei A positiv definit. Dann ist das Gauf$-Seidel- Verfahren konvergent mit
o(Mgs) < [[Mgs|la <1.
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2.7 GauB-Seidel-Iteration

Beweis. Nach Definition [2.61] gilt
Ngs = (D -E)™ !, Weas =D —E.
Da A selbstadjungiert ist, erhalten wir
A=D-E-E"<2D-E-E*"=(D-E)+ (D—-E)" =Wgs + W(g,

so dass wir Satz 2.62] anwenden kénnen. n

Im Gegensatz zum Jacobi-Verfahren wird das Gauf3-Seidel-Verfahren also fiir jede posi-
tiv definite Matrix konvergieren, und es ist nicht erforderlich, einen Démpfungsparameter
einzusetzen.

Wie wir gesehen haben, wird eine Komponente 2, der neuen Iterierten mit der Formel

1
{L‘; = Af bl — Z Aijl'j — Z AU{L‘;
v JET JET
ud)>(d) v(g)<e(i)

berechnet. Indem wir mit A;; multiplizieren und die Summen umordnen, erhalten wir

Z Aij$j+ Z Aijx;:bi,

jET JET
U5)>u(9) Ug)<u(@)

also wurde z, gerade so gewihlt, dass das urspriingliche lineare Gleichungssystem in der
i-ten Komponente exakt gelost wird. Anstatt zu versuchen, dass System direkt zu
16sen, 16st das Gauf3-Seidel-Verfahren eine Folge von eindimensionalen Teilproblemen.

Auf #hnlichem Wege ldsst sich nachrechnen, dass fiir das ungeddmpfte Jacobi-
Verfahren die Komponente z; gerade so bestimmt wird, dass

Z Az + Ayal = b;
JET\{i}

gilt, auch hier wird das zum Index ¢ gehorende eindimensionale Teilproblem gelost.

Sowohl im Jacobi- als auch im Gauf-Seidel-Verfahren wird also versucht, einzelne
Freiheitsgrade so zu wéhlen, dass der Fehler lokal minimiert wird. Wenn man das ein-
dimensionale Modellproblem als physikalische Beschreibung einer gespannten Saite in-
terpretiert, approximiert (Ax); gerade die Spannung, unter der der zu i gehérenden
Gitterpunkt steht. Das Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren berechnen x, gerade so, dass
diese Spannung minimiert wird, sie fithren also zu einer lokalen Entspannung. Aus die-
sem Grund bezeichnet man Verfahren wie die Jacobi- und Gauf-Seidel-Iterationen auch
als Relazationsverfahren.
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2 Lineare Iterationsverfahren

2.8 SOR-Iteration

Eine Variante der Relaxationsverfahren ist das Uber-Relaxationsverfahren, bei dem die
Diagonale der Matrix A mit einem zusétzlichen Faktor skaliert wird, so dass die von dem
Verfahren durchgefithrten Korrekturen verstiarkt oder abgeschwicht werden koénnen:

Definition 2.64 (SOR-Iteration) Seien D,E,F ¢ KX*T wie in gegeben. Sei D
invertierbar, also jedes Diagonalelement von A von Null verschieden, und sei w € Rxg.
Das durch

Psorw(X,b) =x — (W'D - E)"'(Ax - b) fiir alle x,b € K*
gegebene lineare Iterationsverfahren nennen wir die SOR-Iteration.

Die Matrizen der zweiten Normalform sind durch
Msorw :=1— (W'D -E)™'A, Nsorw = (W'D —E)™!

gegeben. Das SOR-Verfahren sollte nicht mit dem geddmpften Gauf-Seidel-Verfahren
verwechselt werden.

Ahnlich zur Darstellung konnen wir auch fiir das SOR-Verfahren eine einfache
Formel zur Berechnung der einzelnen Komponenten des Losungsvektors herleiten: Seien
x,b € K. Fiir X' := ®goRr (%, b) gilt

X =x—(w'D-E)'Ax-b)=x— (v 'D - E) }(Dx - Ex — Fx — b)
=x— (W 'D-E) " (w'D-E)x+ (w'D-E)"(w! - 1)Dx+Fx +b)
= (D — wE) (1 — w)Dx + wFx 4 wb),
also kénnen wir die Berechnung von x’ wieder in zwei Schritte aufteilen: Zuerst wird

y := (1 —w)Dx+wFx+wb berechnet, dann wird das Gleichungssystem (D —wE)x' =y
durch Vorwértseinsetzen gelost. In Komponentendarstellung erhalten wir

yi = wb; — (w— 1) Ajx; —w Z Ajjz; fiir alle 1 € Z,
JjET
(5)>e(9)

und Vorwiértseinsetzen in D — wE fithrt zu

1
fo:T Y —w Z AUCL‘;
" JjET
¢(J)<e(4)
1
= T wb; — (LL) — 1)A“£L‘l —-w Z Aijxj —w Z AU:E;
ii = =~

u(4)>(i) v(g)<e(i)
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2.8 SOR-Iteration

procedure SOR(n, ¢, w, b, var x);
for k:=1to n do

i+ 1Y (k);

Yy < bi;

for j €7 do

Yy — Ajjxj
end for;
T < 1 + wy/ Ay
end for
Abbildung 2.4: Ein Schritt der SOR-Iteration
= — Ai Z Agjj + Z Ayl — b fir alle ¢ € Z,

13 ieT icT

J
o(J)Ze(4) L(5)<e(3)

wir konnen also die Iterierten des SOR-Verfahrens berechnen, indem wir eine Komponen-
te des Iterationsvektors nach der anderen aktualisieren. Der resultierende Algorithmus

findet sich in Abbildung

Lemma 2.65 Sei A positiv definit, und sei w € (0,2). Dann ist das SOR-Verfahren
konvergent mit o(Mgorw) < [[Msorw|a < 1.

Beweis. Nach Definition gilt
Ngor = (W'D - E)71, Wsor =w 'D —E.
Da w < 2 gilt, haben wir 2/w > 1, also
A=D-E-E* <20'D-E-E* = (w 'D-E)+(w 'D—E)* = Wgorw+ WoR >
so dass wir Satz [2.62] anwenden kénnen. n

In der Praxis kann das SOR-Verfahren bei geeigneter Wahl des Parameters w wesent-
lich schneller als das eng verwandte Gauf3-Seidel-Verfahren konvergieren.

Lemma 2.66 Sei A positiv definit und w € (0,2). Dann gilt

2/w—1
M = 1 -
[MsoR,wll 4 \/ |A-1/2WsoR o D~1/2|2

mit Wsor,w = Ngpp ., = (1/wD — E). Falls
WsorwD '"Wiogr,, < cA (2.20)

fiir ein ¢ € Rsq gilt, folgen

2/w-—1

|A~*Wsor D23 < c. Msorwlla < /1 ===
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2 Lineare Iterationsverfahren

Beweis. Wie im Beweis von Satz [2.62] verwenden wir
My := AY2Mgor wA™Y2 =1 — AY?Ngop,,AY2.

Aus der Gleichung

1 1 2
A —Wsorw — Wiop,=D—-E-E*——-D+E—- -D+E"= (1—>D.
9 w w

w

folgt dann

MM, = (I— AY*Niop ,A'?)(I - AV Ngop ,A'/2)
=I- AY*(N§or, + Nsorw)AY? + AY*Ngog , ANsoR o A2
=1 - A"*(N§or . WsorwNsorw + Nior .. Wior w Nsor ) A
+ AY2NgoR , ANsoR A2
=TI+ AY’N§op (A — Wsorw — Wior.w)NsorwA'/?

w w

2 2
=1+ <1 - > A'Y?N§or wDNsor A/ =1~ ( - 1) (XX*)!
mit der Matrix
X = A"Nglp D2 = ATPWgog D72,

Um die gewiinschte Abschétzung zu erhalten, miissen wir den kleinsten Eigenwert von
(XX*)~! nach unten abschiitzen. Dieser Eigenwert ist gerade

11
o(XX*) X3

also erhalten wir

2 1
IMsor.wllh = [Mall3 = o(MAM4) =1 - ( . 1) 1
i o ) IXE

Das ist die gesuchte obere Schranke fiir die Konvergenzrate.
Jetzt bleibt noch die Abschitzung der Norm zu zeigen. Wir haben

XX* — AfI/QWSORWJDflngR’wAfl/Q S CAfl/QAAfl/Z _ CI,

also folgt o(XX*) C [0, c] und damit ||X||3 = o(XX*) < c. |

Wenn wir schon einen Parameter haben, mit dem wir das Konvergenzverhalten eines
Verfahrens beeinflussen kénnen, sind wir natiirlich daran interessiert, ihn moglichst ge-
schickt zu wéhlen, um eine moglichst gute Konvergenzrate zu erhalten. Mit Hilfe der
expliziten Darstellung der Norm der Iterationsmatrix Mgogr, aus Lemma kénnen
wir uns diesem Ziel néhern.
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2.8 SOR-Iteration

Satz 2.67 (Optimierung von w) Seien v,I' € Ryo mit

1 1 r
0<+D <A, _-D-E|D!'(ZD-E*)<-A
2 2 4
gegeben. Dann erfillt
02 r 2—w 1 1
=—4+0Q+ - Qi=—=———
¢ 0% it 4’ 2w w2
die Abschitzung und wir erhalten
202
M wlla <4 /1 — . 2.21

Fiir die Wahl wopt = 2/(1 4+ \/~I') nimmt die rechte Seite ihr Minimum an, und zwar

V=7
M <Gy —=.
IMSOR wope |14 < N
Beweis. Wir stellen die Matrix WgoRr,, in der Form
1 1 1 1 1
Wsorw=-D-E=—-—-=-|D+-D-E=0D+-D-E
' w w 2 2 2

dar. Fiir die uns interessierende Matrix folgt dann
—1 * 1 1 1 "
WsorwD WSOR,w =( QD + §D —E D oD + 5D —E
2 1 1 * 1 —1 1 *
=0’D+Q(-D-E+_-D-E*)+(-D-E|D'(-D-E
2 2 2 2
Q2 r 02 r
<—A+QA+-A= (+Q+>A:CA’
Y 4 v 4

und das ist die gewiinschte Abschéitzung.
Zur Wahl des optimalen Wertes fiir w haben wir also die Aufgabe, den Term

20
1) = 02/y +Q+ /4

moglichst zu maximieren. Dazu suchen wir nach Nullstellen der Ableitung

(Q2/y+Q+T/4) —2Q(2Q/v + 1).

e 2
78y = (Q2/y + Q+T/4)?

Wegen
202y + Q4 T/4) —20(2Q/7 + 1) = =202 /y + T'/2
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2 Lineare Iterationsverfahren

erhalten wir Qop¢ = /7I'/2 und das Maximum

2 I
F(Qope) = F;@T

Durch Einsetzen in die Ungleichung (2.21)) erhalten wir die gewiinschte Abschitzung,
und indem wir die Gleichung Qqpt = (2 — wWopt)/(2wopt) Nach wepe auflésen folgt auch

Wopt = 2/(1 4 +/AT). ]

Eine tiberraschende Eigenschaft des SOR~Verfahrens besteht darin, dass es tatséchlich
nicht nur schneller als das Gauf3-Seidel-Verfahren sein kann, sondern dass es sogar eine
bessere Konvergenzordnung erreicht, sofern w korrekt gewéhlt wird.

Bemerkung 2.68 (Modellproblem) Wir wenden Satz auf das eindimensionale
Modellproblem aus Abschnitt[I.) an. Dafiir miissen wir zundchst vy so wdhlen, dass

0<7yD<A

gilt. Im Modellproblem gilt D = 2h =21, und wir wissen aus Lemma dass der kleinste
Eigenwert von A durch Ayin = 4h~2sin?(mh/2) gegeben ist. Also ist fiir v < 2sin?(7h/2)
die Ungleichung erfillt.

Auflerdem miissen wir I' so wdhlen, dass

1 1 r
“D-E|D!'(-D-E*|<-A
2 2 4
gilt. Da A eine Tridiagonalmatriz ist, konnen wir diese Berechnung explizit durchfiihren:
Es gilt

1 1 -1
pog)p(lp-w) =l |
2 2 2 1
~1 1 1
1 -1
-1 2 -1
-2
e et
2 ' =2
1 2 -1
-1 2

also kénnen wir I' = 2 wdihlen. Nach Satz[2.67 ist dann
2 N 2 2
o T JAsin?(nh)2) | 1+ \/An?h2jd 1+ 7h
die beste Wahl des Parameters und fiihrt zu einer Konvergenzrate von

V2 — /2sin(mh/2) _ |1 o sin(mh/2)
V2 + /2sin(rh/2) 1+ sin(rh/2)

IMSOR wope |4 <
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2.8 SOR-Iteration

7h 7Th 2 T
\/1—2—~ 1—2— — ) =1— —=h.
\/ 2) 2

Bei Verwendung von wepy erreicht also das SOR-Verfahren eine Konvergenzrate, die nur
linear in h gegen 1 strebt, wihrend sie sich im Richardson-, Jacobi- und Gauj-Seidel-
Verfahren wie 1 — ch? verhilt, wie wir in den ersten beiden Fillen der Formel (@
entnehmen konnen.

Fine kleine Modifikation des Verfahrens, in diesem Fuall eine geschickte Skalierung der
Diagonalen, kann also zu einer signifikanten Verbesserung der Effizienz fiihren.

Im allgemeinen Fall ist es schwierig, den Parameter w korrekt zu wéhlen, zumindest
sofern man von der Moglichkeit absieht, sich ihm durch geschicktes Ausprobieren an-
zundhern. Fiir einige wichtige Spezialfille gibt es Techniken, mit denen sich w im Zuge
der Iteration optimieren lésst, allerdings ist das resultierende Verfahren dann keine linea-
re Iteration mehr. Unter diesen Umstidnden sind oft die im néchsten Kapitel diskutierten
Kryloff-Verfahren empfehlenswerter.

Bemerkung 2.69 (Parallelisierung) Das Gaufl-Seidel- und erst recht das SOR-
Verfahren konvergieren in der Regel wesentlich schneller als das Jacobi- und das
Richardson-Verfahren. Dieser Vorteil ist eine Folge der Tatsache, dass im Zuge der
beiden erstgenannten Verfahren der Iterationsvektor schrittweise aktualisiert und die ein-
zelnen Korrekturen bereits auf der Grundlage der vorher erfolgten Korrekturen bestimmt
werden, wdhrend die beiden letztgenannten Verfahren alle Korrekturen unabhdngig
voneinander durchfiihren.

Dieser Vorteil kann sich als Nachteil erweisen, wenn ein Iterationsschritt auf einem
Parallelrechner durchgefiihrt werden soll: Werden etwa die Freiheitsgrade lexikographisch
durchlaufen, so basiert die Berechnung von x} fir i = (iy,ty) € Z auf dem Wert von x;
fir j = (iz — 1,1y), also kann z) erst berechnet werden, wenn x; berechnet wurde. Per
Induktion folgt, dass sich weder Gauj$-Seidel- noch SOR-Verfahren bei dieser Anordnung
effizient parallelisieren lassen, wdihrend Jacobi- und Richardson-Verfahren sich perfekt
fiir eine Parallelisierung eignen.

Gliicklicherweise lisst sich die Situation verbessern, indem man auf eine andere Nu-
merierung der Freiheitsgrade zuriickgreift. Eine mogliche Losung fiir das zweidimensio-
nale Modellproblem ist die sogenannte Schachbrett-Numerierung: In Anlehnung an ein
Schachbrett werden die Freiheitsgrade in ,,weifle“ und ,,schwarze“ Felder eingeteilt. Ein
Freiheitsgrad ¢ = (iz,4y) € T ist ,weill®, falls i, + i, gerade ist, anderenfalls ist er
,Sschwarz*:

W= {i = (iz,iy) €T : iy + iy ist gerade},
S :={i = (ig,iy) €T : iy + i, ist ungerade}.

Die Numerierung ¢ wird nun so gewahlt, dass kleine Zahlen zu Indizes in W und grofle
Zahlen zu Indizes in & gehoren:

(i) < [(N? +1)/2] fiir alle 1 € W,
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2 Lineare Iterationsverfahren

procedure SORModell2D(N, b, var x);
for i € W do

SORUpdate(N, b, i, w, x)
end for;
forie S do

SORUpdate(N, b, i, w, x)
end for 34 16 35 17 | 36 13
end;
procedure SORUpdate(N, b, i, w, var x); 13 31 14 | 39 15 33
Y < biy, — 40T,
if i, > 1 then

Yy y+h 2w, 1,
end if;
if i, < N then

Y <4—y+ h72$im+1,iy
end if;
if ¢, > 1 then

Yy y+h e,
end if;
if 7, < N then

Y y+h 2w, 5,4
end if;
Tiyiy € Tigg, +wy/(4h7?)
end;

28 10 29 11 30 12

22 4 23 5) 24 6

Abbildung 2.5: Durchfithrung eines SOR-Iterationsschritts fiir das zweidimensionale Mo-
dellproblem mit Schachbrett-Numerierung

(i) > [(N? +1)/2] fiir alle 7 € S.

Wenn wir den in Abbildung angegebenen Algorithmus auf diese Numerierung an-
wenden, sehen wir, dass zur Berechnung von z fiir ein i = (iy,4,) € Z aufler i selbst
lediglich die Indizes

{(ip = 1,1y), (i + 1,4y), (ig, iy — 1), (ig, 0y + 1)} NT

herangezogen werden. Falls ¢ € W gilt, sind alle Elemente dieser Menge in S enthalten,
anderenfalls sind sie alle in W enthalten.

Von dieser Eigenschaft kénnen wir profitieren, indem wir die Berechnung der neuen
Iterierten x’ in zwei Phasen aufteilen: Zuerst berechnen wir die Komponenten z/ fiir
alle ,,weilen“ Indizes ¢ € VW, dann behandeln wir die verbliebenen ,schwarzen* Indi-
zes i € S§. Da bei der Berechnung der ,,weiflen“ Indizes auler dem Diagonalelement
nur ,schwarze“ Indizes verwendet werden, sind die Berechnungen innerhalb der beiden
Phasen voneinander vollig unabhéingig, lassen sich also gut parallelisieren.

70



2.9 Kaczmarz-Iteration

Der entsprechende Algorithmus ist in Abbildung angegeben. Um zu betonen, dass
die Berechnungen der ,,weilen“ und ,schwarzen“ Phase unabhéngig sind, verwenden
wir die Notation ¢ € W und ¢ € S in den beiden zentralen Schleifen. Die eigentliche
Berechung einer neuen Komponente z ist in eine separate Prozedur ausgelagert, um
den Algorithmus kompakt zu halten.

2.9 Kaczmarz-Iteration

Zum Abschluss dieses Kapitels wenden wir uns einem Iterationsverfahren zu, das ge-
geniiber den bisher erwéhnten Methoden den Vorteil bietet, fiir jede reguldre Matrix zu
konvergieren, insbesondere auch fiir die indefiniten Probleme, die den bisherigen Verfah-
ren Schwierigkeiten bereiten konnten.

Lemma besagt, dass das GauB-Seidel-Verfahren fiir positiv definite Matrizen im-
mer konvergiert. Falls A € KZ*7 regulir ist, gilt dasselbe fiir die Adjungierte A*, also
ist die Matrix A := AA* wegen

(x, Ax)s = (A*x, A*x)y = {y,y)2 > 0 fir alle x € K\ {0},y := A*x #0
positiv definit. Wir untersuchen nun die Gleichung
AX=b
und stellen fest, dass die Losung X € KZ dieses Systems wegen
Ax=AA'R=AX=b

zu einer Losung x := A*X des urspriinglichen Gleichungssystems fithrt.

Also konnen wir die GauB-Seidel-Iteration auf das modifizierte positiv definite Glei-
chungssystem anwenden und aus der Iterierten X(™) eine Folge von Iterierten x("™) :=
A*X(™) fiir das urspriingliche System gewinnen.

Um eine praktisch brauchbare Darstellung des so definierten Kaczmarz-Verfahrens zu
gewinnen, nehmen wir zur Vereinfachung an, dass Z = {1,...,n} gilt. Die Formel
ist fiir X und A dquivalent zu

R ~ 1 noo R i—1 -
.73; =T — = ZAij.%'j + ZAUH,’; —b;
A j=i j=1
Wir fiihren fiir jedes ¢ € Z den durch

i z; falls 7 >1, )
’\g):—{ff ats g =t fiir alle j € Z
x; sonst

gegebenen Hilfsvektor (9 € KZ ein, mit dem sich die Gleichung in der Form

>‘l—‘

-((AX1); b))

(43

n i—1

~ 1 ;4\ ~ A\ ~ b o~

xi—mi—AT ij x5 + ijT; — 0 | =X —
1w\ =i j=1
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2 Lineare Iterationsverfahren

procedure Kaczmarz(n, ¢, b, var x);
for k:=1ton do

i+ 1Y (k);
KaczmarzUpdate(n, b, i, x);
end for
end;
procedure KaczmarzUpdate(n, b, i, var x);
y < bi;
a <+ 0;
for j € 7 do
y <y — Aijaj;
a < a-+ ’AijP
end for;
y<+yla;
for j € 7 do
Z;j — Zj + Aijy
end for
end

Abbildung 2.6: Ein Schritt der Kaczmarz-Iteration

darstellen lisst. Mit dem i-ten kanonischen Einheitsvektor e(® € KZ gilt also

QU+ — () _ e(i)gl((f‘ﬂ?(i))i —b;).

Unser eigentliches Interesse gilt nicht X, sondern x = A*X, also definieren wir al® :=
A*e® und x() := A*X() und erhalten

K1) = AR+ = A*() _ A%el) L ((AA*i@)i - b,)
Aii
. L1 .
_ () _ (AxD); — b,
x a , x\"); —b; ) .
|a(®]2 ( )

Nach Definition gelten x() = x und x("*?) = %/, wir kénnen also die neue Iterierte

berechnen, indem wir der Reihe nach die Zwischenergebnisse x@ .. x("D) bestimmen.
Indem wir b = Ax* ausnutzen, erhalten wir fiir einen Einzelschritt die Darstellung

D) _ ) _ q6) L ( A — X*)) —x a1 e A= _x)),
2 i la®]3

(Arel, (x1) — x*))y = x@) — a@%w, x() — x*),,
3 la®]2

jeder Einzelschritt berechnet also die orthogonale Projektion des Fehlers x(¥) —x* auf den
von al) aufgespannten eindimensionalen Teilraum und subtrahiert sie von der aktuellen
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2.9 Kaczmarz-Iteration

Iterierten. Dadurch wird dafiir gesorgt, dass der Fehler der neuen Iterierten senkrecht
auf a(® steht, also optimal beziiglich dieses eindimensionalen Unterraums ist.

Da a(® gemiB

aﬁ“ = (A*e(z))j = ZAkj(sik = Ayj
kel
gerade der (gegebenenfalls konjugierten) i-ten Zeile von A entspricht, lassen sich die
einzelnen Berechnungsschritte sehr effizient durchfiihren, falls, wie im Modellproblem,
die meisten Eintrége einer Zeile gleich Null sind.

Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung zusammengefasst. Da bei gingi-
gen Speicherformaten fiir schwachbesetzte Matrizen der Zugriff auf eine Zeile der Matrix
wesentlich effizienter als der Zugriff auf eine Spalte ist, ist der Algorithmus hier so for-
muliert, dass die Matrixeintriage ausschliellich zeilenweise durchlaufen werden.

Die Hauptprozedur ,Kaczmarz“ enthélt lediglich eine Schleife tiber alle Freiheitsgrade,
die eigentliche Arbeit leistet die Unterprozedur ,,KaczmarzUpdate®, die zunéchst die
Werte y = b; — (Ax); und a = ||a? || berechnet und dann den Vektor x aktualisiert.
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3 Semiiterative und
Krylow-Raum-Verfahren

Bisher haben wir uns lediglich fiir das gerade aktuelle Element der Folgen der Iterierten
interessiert, also im m-ten Schritt eines Iterationsverfahrens fiir x(™. Wir werden jetzt
Verfahren untersuchen, bei denen alle Iterierten x(@, ..., x(™ in die Berechnung einer
verbesserten Approximation y(™) der Losung einflieBen kénnen. Erfreulicherweise stellt
sich heraus, dass die so konstruierten semiiterativen Verfahren dhnlich effizient wie die
bisher untersuchten iterativen Verfahren implementiert werden kénnen, aber zum Teil
deutlich bessere Konvergenzeigenschaften besitzen.

3.1 Aligemeine lineare semiiterative Verfahren

Die Idee eines semiiterativen Verfahrens besteht darin, aus den im m-ten Schritt ei-
nes iterativen Verfahrens zur Verfiigung stehenden Tterierten x(© ..., x(™) einen Vektor
y(™) € KZ zu bestimmen, der moglichst nahe an der Losung des Gleichungssystems 1)
liegt.

Definition 3.1 (Semiiteration) Eine Abbildung

Y U(]KI)’“+1 —~ KL

meENy

bezeichnen wir als Semiiteration oder als semiiteratives Verfahren.

Fiir eine Folge (X(m))meNo von Iterierten eines der bisher eingefiihrten Verfahren de-
finiert eine Semiiteration ¥ die durch

y(m) = Z(X(O), . ,X(m)) fiir alle m € Ny (3.1)

gegebene Folge (y(m))meNO von ,,Semiiterierten*.

Ein lineares Verfahren haben wir als konsistent bezeichnet, falls die Losung des li-
nearen Gleichungssystems ein Fixpunkt des Verfahrens ist, die entsprechende Folge der
Iterierten also konstant ist. Natiirlich erwarten wir von einem sinnvollen semiiterativen
Verfahren, dass es in diesem Fall ebenfalls die Losung berechnet.

Definition 3.2 (Konsistenz) FEin Semiiterationsverfahren ¥ heif$t konsistent, falls

Y(x,...,x)=x fiir alle x € KX, m € N

c (KI)m+1
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

erfillt ist.

Wie bereits im vorangehenden Kapitel sind wir vor allem an linearen semiiterativen
Verfahren interessiert:

Definition 3.3 (Lineare Semiiteration) Fine Semiiteration ¥ heif$t linear, falls es
fiir jedes m € Ny Koeffizienten Hém), ces ,GS,T) € K so gibt, dass

E(X(O) ,x(m)) = Hém)x(o) + ...+ H%”)X(m) fiir alle x9, ..., x"™ e K% gilt.

P

Im Falle eines linearen Iterationsverfahrens konnten wir die Konsistenz des Verfah-
rens mit Hilfe einer einfachen Formel (vgl. Lemma [2.9) charakterisieren. Fiir lineare
Semiiterationen ist es ebenfalls moglich, die Konsistenz einfach zu beschreiben:

Lemma 3.4 Sei X eine durch die Koeffizienten (gz(m)>meNo,i§m beschriebene lineare Se-
miiteration. > ist genau dann konsistent, wenn fiir alle m € Ny die Gleichung Hém) +
0T =1 gat.

Beweis. Sei zunichst ¥ konsistent, und seien x € KZ \ {0} und m € Ny. Dann gilt

x =3(x,...,X) zeém)x—k...—ke,(gb)x: (9(()’”)4_”,4_9%”))}(‘
——
€(KT)ym+1

Wegen x # 0 folgt daraus 9(()m) +...+ ngl ) — 1. Der Rest des Beweises ist trivial. [

Um herauszufinden, welche Semiiterationen besonders giinstig sind, ben6tigen wir eine
Darstellung des Fehlers. Bei linearen Iterationsverfahren lédsst er sich nach Lemma [2.11

in der Form
x(M — x* = M™(x© — x*)

ausdriicken, so dass fiir die Konvergenzanalyse das Verhalten den Potenzen M™ zu
untersuchen ist. Bei linearen Semiiterationen werden die Potenzen durch allgemeinere
Polynome ersetzt. Wir bezeichnen den Raum der Polynome héchstens m-ten Grades mit

m
11, .= {§—>Zag§€ : ao,...,amEK}
=0

und koénnen in ein p € II,,, mit
m
P& =ag+arl+ ... +am™=> ag
=0
eine quadratische Matrix X € KZ*7 einsetzen, um die Matrix

p(X) = Oz()I + a1X + ...+ Oéme = ZO&ZXZ
=0

zu erhalten. Dabei verwenden wir die Konvention X? = 1.
Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Semiiteration auf einem konvergenten
Iterationsverfahren aufsetzt:
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3.1 Allgemeine lineare semiiterative Verfahren

Lemma 3.5 Sei ® ein lineares Iterationsverfahren, gegeben durch die Matrizen M, N €
KZ*T der ersten Normalform. Sei ¥ eine konsistente lineare Semiiteration, gegeben durch
die Koeffizienten (agm))meNo,igm-

Sei b € KZ, und sei x* € K ein Fizpunkt von ® zu b. Sei (x"™),,cn, eine Folge
von Iterierten von ® zu einem Startvektor x(©). Sei (y(m))meNO die durch gegebene
Folge von Semiiterierten und y* := x*. Dann gilt

y™ — y* = pp(M) (y(o) - y*> fiir alle m € Ny

mit den durch

m

() == > ¢! fiir alle m € N, € € K
=0

gegebenen Polynomen py,.

Beweis. Da ® linear ist, gilt

x(MtD) _ x* = (x(™ b) — d(x*,b)
= Mx™ + Nb — Mx* — Nb = M(x™ —x*) fiir alle m € Ny,

und wir erhalten
x(M — x* = M (% — x¥) fiir alle m € Ny.

Sei m € Ny. Da ¥ konsistent ist, folgt aus Lemma [3.4] die Gleichung

y(m) o y* _ i Hém)x(ﬁ) x* — in: eém)x(f) - Em: Hém)x*
/=0 /=0 /=0
= - 0™ (x(O) _ x*) = - oMM (x(©) — x*
S (0 ) - S (10 )
= S0 0IM (5O~ y*) = puM) (5O —
S (5 ) o0 (50 )
die zu beweisen war. [ ]

Offenbar ist eine lineare Semiiteration genau dann konsistent, wenn
m

pm(1) =Y 6" =1 fiir alle m € Ny
=0

gilt, wenn also 1 ein Fixpunkt aller Polynome p,, ist.
Fir die triviale Wahl p,,(§) = £™, also Hém) =...= 97?_)1 =0 und 0,(771”) = 1, erhalten
wir eine konsistente Semiiteration, bei der die Semiiterierten gerade den Iterierten der
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

zugrundeliegenden linearen Iteration entsprechen, wir kénnen also erwarten, dass eine
gut konstruierte Semiiteration nicht schlechter als das zugrundeliegende Verfahren ist.

Wenden wir uns nun der Frage zu, wie wir die Polynome p,, wéhlen miissen, um
den Fehler moglichst schnell zu minimieren. Ideal wire es, wenn wir die Koeflizienten
Hé)m), cee (9,(7? ) 50 wiihlen kénnen, dass die Norm

Iy =yl = llpm (M) (x? —x*)]

0 und von

minimiert wird. In diesem Fall miissten die Koeffizienten vom Startvektor x!
der rechten Seite b abhéngig gewéhlt werden, wodurch die Analyse verkompliziert wird.

Einfacher ist es, die induzierte Matrixnorm zu minimieren: Wegen Lemma gilt

Iy = = (M) (x© = x)]| < [l (M| [x© — "] (3.2)

also kénnten wir nach Polynomen suchen, die die Norm ||p,,(M)|| minimieren. Der Satz
von Cayley-Hamilton legt nahe, dass eine gut konstruierte lineare Semiiteration spéte-
stens nach m = n = #7Z Schritten die exakte Losung y(™ = x* berechnen sollte, denn
das charakteristische Polynom py, erfiillt pps(M) = 0 und hat die Ordnung n.

3.2 Tschebyscheff-Semiiteration

Im Allgemeinen lassen sich Polynome von Matrizen nur schwer handhaben, also wiirden
wir uns gerne auf Eigenwerte beschrianken. Wir wissen aus dem letzten Kapitel bereits,
wie sich dieses Ziel erreichen ldsst: Wir nehmen an, dass A und N positiv definit sind
und betrachten die Energienorm des Fehlers. Dank Lemma gilt

1 (M) 4 = | AY?p (M)A Y25 = Z@“”A”Q ~NA)'A12

2

(gm) (I- Al/ZNAl/Q)Z

2
= 0(pm (I — AY2NAY?)) = max{|p,n(N)] : A € o(I— AYV2NAY2)}
= max{|pn(A)| : A€o —NA)} =max{|p,,(\)| : AX€eo(M)}, (3.3)

also brauchen wir ,nur“ ein Polynom p,, zu finden, dass einerseits die Konsistenzbe-
dingung p;, (1) = 1 erfiillt und andererseits auf dem Spektrum der Iterationsmatrix M
moglichst kleine Werte annimmt.

Aus unseren Annahmen folgt bereits, dass das Spektrum von M eine Teilmenge von
R ist, und da es diskret ist, gibt es ein Intervall [a, b] C R derart, dass (M) C [a, b] gilt.
Wenn wir ein Polynom p,, finden kénnen, das auf [a, b] besonders kleine Werte annimmt,
wird es auch auf o(IM) besonders kleine Werte annehmen, also werden auch ||p,,(IM)|| 4
und der Fehler der m-ten Semiiterierten klein sein.

Falls @ ein konvergentes Verfahren ist, gilt o(M) C (—1,1), wir kénnen also

[a,0] €
(—1,1) wéhlen und miissen ein Polynom p,, mit Grad < m finden, das p,(1) = 1

78



3.2 Tschebyscheft-Semiiteration

-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 3.1: Tschebyscheff-Polynome Ty,. .., T3

erfiillt und auf [a,b] C (—1,1) moglichst kleine Werte annimmt. Diese Aufgabe 16sen die
Tschebyscheff-Polynome:

Definition 3.6 (Tschebyscheff-Polynome) Die Tschebyscheff-Polynome T, sind
fiir alle m € Ny durch die Rekursion

To(§) =1,
TI(§> = g?
Tin(§) = 26Tm-1(§) — Trn—2(§) fiir alle £ € K

definiert. Das Tschebyscheff-Polynom T,, hat den Grad m.

Diese Darstellung der Tschebyscheff-Polynome ist gut fiir die Implementierung geeig-
net, fiir Beweise sind die folgenden alternativen Darstellungen niitzlicher:

Lemma 3.7 (Alternative Darstellungen) Fir alle x € [—1,1] und alle m € Ny gilt
¢m(x) = cos(m arccos x). (3.4a)

Fiir alle z € R\ [-1,1] und alle m € Ny gilt

em(z) = 1 <<az + Va2 - 1)m + (m +Va?— 1>_m) . (3.4Db)

2
Beweis. Wir verwenden die Kutta-Schukowski-Transformation

5:C\ {0} = C, ZH”;/Z.

Sie ist surjektiv, denn fiir jedes x € C gilt
z+1/z

=z < 22 —-202+1=0,

s(z) =2 <=
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

und diese quadratische Gleichung ist in dem Koérper C der komplexen Zahlen immer
losbar. Falls z eine Losung ist, gilt dasselbe aus Symmetriegriinden auch fiir 1/z.
Wir definieren fiir alle m € Ny die Funktionen

fm: C\ {0} = C, s
und werden die Gleichungen
em(2) = fin(2) fiir alle m € No, z € C\ {0}, z := s(2) (3.5)

per abschnittsweiser Induktion beweisen.

Induktionsanfang: Fiir m = 0 gilt f,(2) = 1 = ¢ () fiir alle z € C\{0} und alle z € C.
Fiir m = 1 haben wir f,,, = s, also folgt aus x = s(z) bereits ¢1(z) =z = s(2) = fin(2)
fiir alle z € C\ {0}.

Induktionsvoraussetzung: Sei m € N>; so gegeben, dass die Gleichung ¢, (x) = fn(z)
fir alle n € [0:m], z € C\ {0}, x = s(z) gilt.

Induktionsschritt: Sei z € C\ {0}, sei z := s(z). Es gilt

e ) e O P e =

ferl(Z) = 9 = 2
m ;| 1 ,m—1 1 .
_ <+1> T () ()~ fua ()

=2z () — em—1(x) = cpg1(x).

Um (3.4a]) zu beweisen, wihlen wir x € [—1,1] und setzen £ := arccos(z) € [0, 7] sowie
z := €. Dann gilt mit der Eulerschen Formel
1 i€ i 6 | o .
s(z):Z+ /2:6 te > _cete = Re(e) = cos(&) = .
2 2 2
Mit (3.5) und der Eulerschen Formel folgt
ZM L g eim§ 4 e—im§

m(a) = fnl2) = T — =

_ % = Re(e™¢) = cos(m&) = cos(m arccos(z)).

Um (3.4b)) zu zeigen, wihlen wir 2 € R\ [—1,1] und setzen z := 2 + v/22 — 1. Dann gilt
1 1 x— V2 -1 r—vr2 -1

R Y N e e Y e e el )
und es folgt
(2) 24+1/z xz+vVa2l—-1+z—+vVa2-1 2
s(z) = = = — =ux.

2 2 2
Indem wir in (3.5)) einsetzen, folgt direkt (3.4b)). ]

Bevor wir diese Polynome zur Losung unserer Minimierungsaufgabe verwenden
konnen, miissen wir einige ihrer wichtigsten Figenschaften zusammentragen:
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3.2 Tschebyscheft-Semiiteration

Lemma 3.8 Seim € Ny und & € R~1. Sei g ein Polynom mit Grad < m, das

sup{|¢(§)] : &€ [-1, 1]} <sup{|Tn()| : £€[=1,1]}, (&) = Tm(S0)  (3.6)

erfillt. Dann gilt ¢ = Thy,, also sind die Tschebyscheff-Polynome in diesem Sinne die
Lésung einer Minimierungsaufgabe.

Beweis. Sei q ein Polynom mit Grad < m, dass (3.6 erfiillt. Wir definieren die Punkte
(Gv)iy durch

¢y = cos(m — wv/m) fir alle v € {0,...,m}.

Da der Cosinus auf dem Intervall [0, 7] streng monoton fillt, folgt —1 =(p < (1 < ... <
(m = 1. Wegen (3.4al) gelten die Gleichungen

Tin(Cy) = Tin(cos(m — mv/m)) = cos(mm — mav/m)

= cos(m(m —v)) = (-1)"" fiir alle v € {0,...,m}.

Geméf unsere Voraussetzung muss ¢((,) < 1 = T),,({,) fiir gerades m — v und ¢(¢) >
—1=T,,(¢,) fiir ungerades m — v gelten, also folgt fiir r := T}, — ¢ gerade

r(¢,) >0 fiir alle v € {0,...,m} mit geradem m — v,
r(¢) <0 fir alle v € {0, ..., m} mit ungeradem m — v.
Wir wollen beweisen, dass r mindestens m Nullstellen, nach Vielfachheit gezéhlt, besitzt.
Fiir jedes v € {1,...,m} existiert nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine Null-

stelle des Polynoms r in dem Intervall [(,_1, (,]. Wir wiihlen eine Nullstelle &, € [(,—1, (],
wobei wir Nullstellen im Inneren gegeniiber Randpunkten vorziehen, es soll also &, €
{¢v—1, ¢, } nur gelten, falls r keine Nullstelle im offenen Intervall ((,—_1,(,) besitzt.

Nun haben wir m Nullstellen & < & < ... < &, gefunden, allerdings miissen sie
nicht alle verschieden sein. In diesem Fall kommt die Vielfachheit ins Spiel: Falls fiir
ein v € {1,...,m — 1} die Gleichung &, = &, 41 gilt, folgt {, = &,41 = (, und das
Polynom r besitzt nach Definition weder auf ({,_1,(,) noch auf ({,,(,+1) Nullstellen.
Die Vorzeichen von r(¢,—1) und r(¢,+1) sind gleich, also muss r ein lokales Minimum
oder Maximum in (, = &, besitzen. Damit folgt r'(£,) = 0, &, ist also eine doppelte
Nullstelle des Polynoms r.

Wenn wir die Nullstellen nun inklusive ihrer Vielfachheit zédhlen, haben wir m Null-
stellen in [—1, 1] gefunden.

Nach unserer Voraussetzung ist £y € R+ eine weitere Nullstelle, also ist r ein Polynom
des Grades m mit m + 1 Nullstellen. Nach dem Identitétssatz fiir Polynome folgt r = 0,
also ¢ = Ty,. [

Wir sind nicht an einem Polynom interessiert, dass auf [—1,1] minimal ist, unser
Interesse gilt dem Intervall [a, b], also miissen wir das Tschebyscheff-Polynom T, geeignet
transformieren: Die Abbildung
26 —a—0>

&= b—a
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

bildet @ auf —1 und b auf 1 ab, muss also infolge ihrer Linearitét das Intervall [a, b]
bijektiv auf [—1, 1] abbilden. Also kénnen wir das gewiinschte Polynom durch
1 26 —a—"b
pm(&) = =—Tn §7a fir alle m € Ny, £ € K (3.7)
Cm b—a
definieren. Die Konstante C), benutzen wir, um sicherzustellen, dass die Konsistenzbe-
dingung p,,(1) =1 gilt:

Cp =Ty, <2—a—b> fir alle m € Ny.
b—a

Nach Lemma 3.8 gilt |17, (£)] < 1 fiir € € [—1,1], also folgt |pn(&)| < 1/Cy, fiir € € [a,b].
Wenn ¢ ein weiteres Polynom vom Grad < m mit ¢(1) = 1 ist, kénnen wir durch
Riicktransformation das Polynom

86 = Ot <(b—a)§+(a+b)>

2

mit Grad < m definieren und erhalten

fiir den Punkt

2—a—-b b—a+2-2b 1-0
— - =142—>1 3.8
%o b—a b—a + b—a> ’ (3.8)

also impliziert die Minimalitéitseigenschaft (3.6)) bereits
sup{¢(§) : § € [-1L, 1]} > sup{T,n(§) : €€ [-1,1]},

also auch

sup{q(§) : € € [a,b]} > sup{pm(§) : § € [a,b]},

somit ist p,, die optimale Wahl und 1/C,, die bestmogliche Schranke auf dem fiir uns
relevanten Intervall [a, b].

Um abschétzen zu kénnen, wie sich die Schranke 1/C,, verhilt, verwenden wir eine
weitere alternative Darstellung von T,,:

Lemma 3.9 Seien a,b € R mit a < b < 1. Es gilt

1 2c™ m .
F:WSQC fura”@meNO
m

mit den Konstanten

VE—1 1-a
= = R . .
c NCEEE K 1—b€ >0 (3.9)
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3.2 Tschebyscheft-Semiiteration

Beweis. Wir setzen £y wie in (3.8)). Es gilt

2
531:(1+2;__2) 1:1+4;:2+4E;:2§1
(A =bb—a)+(1-b)* (1-b)(1—a)
I ) N (T
—a — —a — —a _ h\2
- /753—1:(1 13+C(Ll b)+2\/1b\a/1 b_ (VI b+\a/1 b)

2 2
1—a 1-0 1—a 1
_b—a<1+ 1—a> _(1—a)—(1—b)<1+\/ﬁ>

N S NG
(14 1/k)? 141/ VE+1 1

AT 1/Vm(-1ym) 1=/ Va-1_¢
also erhalten wir mit (3.4b])

1 1 2 2™
—_ = = = < QCm,
Cm  Tm(&) c¢™+cem 142~

und das ist die zu beweisende Abschitzung. ]

Natiirlich ist unser Ansatz nur dann effizient, wenn sich auch die Semiiterierten y("™
effizient berechnen lassen.

Sei ® ein lineares Iterationsverfahren. Sei b € KZ eine rechte Seite, x(©) € KZ ein
Startvektor, und (x(™),,cn, die zugehérige Folge von Tterierten.

Fiir jedes Polynom p mit der Darstellung

p(&) => 0, fiir alle € € K
(=0

definieren wir die entsprechende Semiiterierte durch

yP = Z ng(é).
=0

Fiir diese Semiiterierten gelten Rechenregeln, die es uns erméglichen werden, die rekur-
sive Definition [3.6] auf die Konstruktion eines effizienten semiiterativen Verfahrens zu
iibertragen:

Lemma 3.10 Seien p und g Polynome, und sei o € K. Dann gilt

yp+aq — yp + Oéyq.
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

Falls die Gleichungen
q(1) =1, p(§) = &aq(8) fiir alle £ € K

erfillt ist, gilt
y" = ®(y’,b).

Beweis. Sei m der maximale Grad von p und ¢. Dann gibt es Koeffizienten (6,)}~, und
(Wg)zn:o mit

=0, g(&) =) wet' fiir alle ¢ € K,
=0 =0

und wir erhalten

(p + ag)( Z Op + awp)§ fiir alle £ € K,

=0
also auch
yPred = Z(G@—i—aw ZQ@X —i—aZng =y’ + ay?.
=0

Damit ist die erste Aussage bewiesen.
Wir setzen nun ¢(1) = 1 und p(§) = &q(€) fiir alle £ € K voraus. Es folgt

m+1

P =£q(&) =€) weit" =) wi™ =) wia g,
(=0 =0 =1

also per Koeffizientenvergleich

0 falls £ =0
Hg:{ o ’ fir alle £ € {0, ..., m}.

wy—1 ansonsten

Wiire wy, # 0, so hétte p den Grad m + 1 im Gegensatz zu unserer Voraussetzung. Also
muss w.,, = 0 gelten.
Definition und die Linearitit von ® ergeben

m—1
p—ZHKXE)—ng 1X )—ng 1D(x (=1 ,b) = ngfb
=0
= Zw,gcp(x(@,b) = i o
=0 £=0
=M (Z ng(e)> + (Z wg> Nb = My? + Nb = ®(y’, b),
/=0 =0

/=
Mx) + Nb) Z wMx® + Z w/Nb
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3.2 Tschebyscheft-Semiiteration

wobei wir im vorletzten Schritt » ;" jw; = ¢(1) = 1 ausgenutzt haben. |

Nun wenden wir diese Rechenregeln auf die transformierten Tschebyscheff-Polynome
pm an. Nach Definition [3.6] gilt

2—a—0» 2—a-—>»
c—e=v =9 "7
b—a ’ C b—a

und gemé$ der Formel (3.7)) erhalten wir

po(§) = iTo <2£_a_b) =1,

Co=1 CC1= Cr—1 — Ci—s fir alle m € N>o,

CO b—CL
L (%—a=by_12%-—a=b_ 2 b+a
p1(§)—ClT1< b—a )_01 b—a _C1(b—a)§ Ci(b—a)’
_ L (et

1 26—a—> 26 —a—1> 26 —a—1>

- (5 (5 ) e (B20)
Co126—a—b C,._

e O~ S pa(®

fir alle £ € K, m € N>o.

Mit Hilfe von Lemma konnen nun die Semiiterierten gemafl der Formeln

y(© = x(©) (3.10a)
2 b+a
W _ B(y© b) — (0) 10b
AC,,_ B 2Cn_1(b+a) 1 Cmz (o
(m) _ _ACm—1 g0 (m-1) py_ 2em-1(0+ ) no1)  Cm-2_(m—2) 1

fiir alle m € N>o berechnet werden.

Damit ist unser Ziel erreicht: Die neue Semiiterierte y(™ kann aus den beiden unmit-
telbar vorangehenden Semiiterierten y(™~1) und y("=2) berechnet werden, es ist nicht
erforderlich, alle Iterierten x(©, ... x(™ e KT abzuspeichern.

Definition 3.11 (Tschebyscheff-Semiiteration) Sei ® ein lineares Iterationsverfah-
ren mit der Iterationsmatrizc M € KI*Z | und seien a,b € R mit a < b < 1 so gegeben,
dass o(M) C [a, b] gilt.

Dann definiert eine konsistente lineare Semiiteration, die die Tschebyscheff-
Semiiteration genannt wird.

Indem wir Lemma 3.9l mit der in Lemma [3.5] bereits bewiesenen Schranke

Iy —y* 4 < [P ally©@ — y*[l4 < max{pn(X) : A€ [a, 8]} [y — y*||a
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

1 *
= Cf”)’“” -y ||A

fiir den Fehler der Semiiterierten kombinieren, erhalten wir die folgende Abschéitzung
fiir den Iterationsfehler.

Satz 3.12 (Konvergenz) Sei ® ein lineares Iterationsverfahren, gegeben durch die Ma-
trizen M, N € K2*T der ersten Normalform. Seien A und N positiv definit, und seien
a,b € R mit a <b<1 und o(M) C [a,b]. Dann gilt

2c
1+

Iy™ = y7lla < T Iy = ¥7lla fiir alle m € No

mit der in definierten Konstanten c.

Beweis. Wir kombinieren Lemma mit (3.2) und (3.3)). |

Wir wenden diese Abschétzung nun auf das optimal geddmpfte Richardson-Verfahren
an: Sei A positiv definit, und seien «, 8 € R der minimale und maximale Eigenwert.
Nach Bemerkung ist das Richardson-Verfahren konvergent fiir 6op := 2/(8 + )
und erfiillt

b —«
0(MRich 0., ) < Bta’
also gilt o(MRich,6,,,) < [a, b] fiir
a—pf I} b —« «
a:= —1-92- " <1, b= —1-2-% 1.
B+a B+ a B+ a B+ a

Wenn wir p,, fiir dieses Intervall konstruieren, erhalten wir aus Lemma die

Abschitzung

1 2™

||pm(MRich,00pt)HA = Fm = W < 2c

m

mit

_l-a_(Bta)—(a-p) f+a B

"TTI0 T Bra (Bra)t@-p a

pVE-L _Bla—1_VB-\a
- VE+1D /Bla+1 B+ Val

minimaler und maximaler Eigenwert gehen also bei der Abschétzung des Iterationsfehlers
nur noch iiber die Wurzel ein.

Fiir das Modellproblem bei grofier Problemdimension, also kleinem Gitterparameter
h, bedeutet das, dass der Fehler in einem Schritt ungefihr um den Faktor

VB—+a  2h7'cos(rh/2) —2h'sin(wh/2)) 2h'—m .
VB+va  2h~lcos(mh/2) + 2hlsin(nh/2))  2h~L4+m 2147
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3.2 Tschebyscheft-Semiiteration

procedure Tschebyscheff(a, b, ®, b, var x);
2—a—b.
50 — bga )
Ch+ 1; y < x;
Co < &o;
x < O(y’, b);
2 +b .
X G X T Gola)Y
while Fehler zu grofl do

Cy + Cy; y' vy’

C1 « Cy; y — x;

Co + 2§C1 — Cy;

x + ®(y',b);

X < Coél(gia)x - QCC«;I((I)UL_ZZ;) Y' - %y”
end while

Abbildung 3.2: Tschebyscheff-Semiiteration

reduziert wird, wihrend im urspriinglichen Verfahren nur der Faktor

B—a 4h~2cos?(nh/2) — 4h~2%sin?(nh/2)  4h™2% — 72 . 272 =728 /2
= ~ = l—-——FF = 1—7
B+a  4h2cos?(wh/2) + 4h~2sin®(wh/2)  4h=2 + w2 4h=2 4 72

zu erwarten ist. Fiir grofle Probleme kann das Tschebyscheff-Verfahren also die
Richardson-Iteration wesentlich beschleunigen.

Ein Beispiel fiir eine sinnvolle Implementierung des Verfahrens ist in Abbildung [3.2]
angegeben: Die Koeffizienten C),_2, C,,—1 und C), werden in den Variablen Cs, C1 und
Cy gespeichert, die Vektoren y(™=2) y(m=1 ynd y(™) in y” y’ und x. Eine elegan-
tere Implementierung wiirde die Koeffizienten und die Vektoren nicht in jedem Schritt
kopieren, sondern zyklisch iiberschreiben: Die Semiiterierte y(®) wiirde das nicht mehr
benstigte y(©) ersetzen, y® dann y() und so weiter.

Fiir einen Durchlauf der Schleife werden lediglich ein Iterationsschritt, zwei Kopier-
vorgédnge und die Berechnung einer Linearkombination von drei Vektoren benétigt, also
ist die Tschebyscheff-Semiiteration in der hier diskutierten Form effizient durchfiihrbar.

Bei Verfahren in der zweiten Normalform wird in jedem Schleifendurchgang der Defekt
d := Ax — b berechnet. Es bietet sich an, ||d||2 oder |Nd||; als Grundlage fiir das
Abbruchkriterium der Schleife zu verwenden: Falls ||d||2 klein ist, diirfte auch ||[x—x*||2 =
|A~td|]2 < [|A7Y2]|d||2 klein sein. Fiir den priikonditionierten Defekt INd lisst sich eine
ghnliche Abschitzung beweisen.

Bemerkung 3.13 Um Fehler bei der Implementierung des Tschebyscheff-Verfahrens,
insbesondere bei der Berechnung der Koeffizienten der Linearkombinationen, zu vermei-
den, ist es nitzlich, zu wissen, dass diese Koeffizienten jeweils die Summe 1 ergeben:
Fiir m = 0 ist die Aussage trivial, fir m =1 gilt

1 2 7ia—|—b_i2—a—b_
Clb—(l Clb—a_Cl b—a N

L
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

und fiir m > 2 haben wir

4C - Cr—12 b 2—a—0>
L ! (a i ) - Cm—? = 2Cm—1 a - Cm—? - Cm7
b—a b—a b—a
also auch
Cmp-1 4 B Cr-1 2(b+ a) B Cr—2 1

Cn b—a Cpn b—ua Com

Bemerkung 3.14 (Spektralschranken) Seien A, N € KZ*T positiv definit. Falls die
Matriz W := N~ die aus Satz[2.59 bekannte Bedingung

aW < A < (W
mit B > o > 0 erfillt, gilt fir die zugehdrige Iterationsmatric M = I—NA die Inklusion
U(M) g []‘ _671 —O[],

denn die Matrizen My := W12MW Y2 = T - W-12AW Y2 ynd M sind dhnlich,
und aus der Voraussetzung folgt mit Lemma [2.48

1-I<My < (1-al,

so dass wir Lemma anwenden kénnen.

3.3 Gradientenverfahren

Das Tschebyscheff-Verfahren fiihrt zwar zu einer Verbesserung der Konvergenz, erfordert
aber die Kenntnis guter Schranken fiir das Spektrum der Iterationsmatrix M. Bei allge-
meinen Anwendungen kann es sich als schwierig erweisen, diese Schranken herzuleiten.

Deshalb werden wir nun unsere Aufmerksamkeit auf Verfahren richten, bei der keine
Parameter a priori gewihlt werden miissen.

Wir untersuchen zuerst das Gradientenverfahren, das eng mit der Richardson-Iteration
verwandt ist. Die Grundidee dieses Verfahrens besteht darin, das Losen des Gleichungs-
systems als Minimierungsproblem zu formulieren, um neue Techniken zum Einsatz
bringen zu kénnen.

Sei A positiv definit, sei b € K? und x* = A~'b. Offenbar ist x € K? genau dann
eine Losung des Gleichungssystems Ax = b, wenn x = x* gilt. Das ist dquivalent dazu,
dass die Energienorm gleich null ist, dass also

= ((x" = %), A(X" = x))2

= (x", Ax")g — (x, AX™)s — (x*, AX)2 + (X, AX)2
= (x", Ax")o — (x, Ax")s — (AX",X)2 + (x, AX)2
= (x", Ax")2 — (x,b)s — (b, x)2 + (X, AX)2

= (x*, Ax")9 — (b, x)2 — (b, x)2 + (x, AX),

™ — x|
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3.3 Gradientenverfahren

= (x*, Ax")2 — 2Re(b, x)2 + (x, AX)2

gilt. Die letzten beiden Terme kénnen wir berechnen, ohne x* zu kennen, wiahrend der
erste Term von x vollig unabhéingig ist. Statt direkt die Energienorm zu minimieren,
kénnen wir demnach auch die quadratische Funktion

f: Kt - R, X %<X,AX>2 — Re(b, x)2,
behandeln, die nach den vorangehenden Betrachtungen die Gleichung
|x* — x[|4 = 2f(x) + (x*, Ax*)y (3.11)
erfiillt. Man beachte, dass aus der Selbstadjungiertheit der Matrix A die Gleichung
(x,Ax)y = (A*x, %)y = (AX,X) = (X, AX)o

folgt, so dass der erste Summand in der Definition der Funktion f nur reelle Werte
annehmen kann und die Funktion somit wohldefiniert ist.

Lemma 3.15 (Minimierung) Seien x,p € KX. Dann gilt die Minimalititsbedingung
f(x) < f(x+ Ap) fir alle A € K (3.12)

genau dann, wenn
(Ax —b,p)2 =0 (3.13)

erfillt ist. Insbesondere ist x genau dann ein globales Minimum der Funktion f, wenn
es das lineare Gleichungssystem lost.

Beweis. Wir berechnen zunéachst

F(x+AP) = ~(x + Ap, A(x + Ap))2 — Re(b, x + Ap)s

2

1 A A A2
= §<X, AX>2 + §<X7Ap>2 + §<p7 AX>2 + |2|<p7 Ap>2

- Re<b7 X>2 - Re)‘<b7 p>2
A A—nr AP
= (%) + 5 (Ax, p)2 + S (AX,p)2 + =~ (P, Ap)2 — Re A(b, D)2
by 2
= f(x) + Re\(Ax,p)2 — Re A(b,p)2 + ’2|(p,Ap>2
A 2

— /(x) + ReM{Ax— b, p)s + 2 (p. Ap)s. (3.14)

2
Falls nun (3.13)) gilt, folgt aus dieser Gleichung direkt f(x + Ap) > f(x), also (3.12)).

Gelte nun (3.12). Fiir p = 0 ist die Aussage trivial, also nehmen wir nun p # 0 an

und wéahlen
AX - b7 p>2

_
A= (Ap,p)2
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

Da A positiv definit ist, ist der Nenner ungleich null und A somit wohldefiniert. Aus

(3.14) folgt dann

<AX—b,p>2 <AX—b,p>2‘2

<AX— bap>2 + ’

f(x+Ap) = f(x) —Re Ap,p
( ) =56 (Ap,p)2 2Ap.p) PP

_ f(X) _ |<AX - b,p>2’2 + ‘(AX - b,p>2|2

(Ap,p)2 2(Ap,p)2
(Ax — b, p)o|?
= f(x) — 3.15
(%) 2(Ap,p)2 (3.15)
Aus der Minimalitdtsbedingung (3.12]) ergibt sich so
(Ax—b.plaP _
2<Ap7p>2

also insbesondere auch .
Falls x € K eine Losung des Gleichungssystems ist, gilt fiir alle p € KZ,
und wir haben soeben gezeigt, dass das bedeutet, dass x ein globales Minimum ist.
Falls umgekehrt fir alle p € K” gilt, konnen wir p = Ax — b einsetzen und
erhalten
0= (Ax — b, p)s = (Ax — b, Ax — b}y = | Ax — b3,

also insbesondere Ax = b. ]

Unser Ziel sollte es nun also sein, die Funktion f zu minimieren. Ein naheliegender
Ansatz besteht darin, eine Suchrichtung p € K\ {0} zu wihlen, die zu einer moglichst
schnellen Reduktion des Funktionswerts fithrt. An der Gleichung kénnen wir ab-
lesen, dass es besonders giinstig ist, wenn

|<AX - b7 p>2’2
(Ap,p)}

einen moglichst groflen Wert annimmt. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt, dass
der Zdhler maximal wird, wenn p ein Vielfaches des Vektors Ax — b ist, und wenn
wir fiir den Moment den Nenner ignorieren, erhalten wir so eine praktisch berechenbare
Suchrichtung.

Diese Wahl der Suchrichtung lésst sich geometrisch rechtfertigen: Im reellwertigen Fall
ist f eine differenzierbare Funktion, und aus dem Satz von Taylor folgt

fGx+ ) = f(x) + DFIp+ 3 D*F(n)(p.P)
= F(x) + {Ax ~ b.p)> + 5 (Ap,);

fiir einen zwischen x und x + p liegenden Zwischenpunkt n € K% (vgl. ) Falls
die Norm des Vektors p hinreichend klein ist, konnen wir den quadratischen Term ver-
nachléssigen und stellen fest, dass das Residuum

r:=b—- Ax

90



3.3 Gradientenverfahren

die (lokal) grofite Reduktion der Funktion f verspricht.

Mit dieser Wahl der Suchrichtung erhalten wir das Verfahren des steilsten Abstiegs.
Im reellwertigen Fall definiert man den Gradienten grad f(x) der Funktion f im Punkt
x durch die Gleichung

(grad f(x),&)s = Df(x)¢ fiir alle &€ € KZ,

so dass in unserem Fall gerade r = —grad f(x) gilt. Deshalb triigt das beschriebene
Verfahren auch den Namen Gradientenverfahren. Es ist ein allgemeiner Algorithmus zur
Minimierung reellwertiger Funktionen, denn aus dem Satz von Taylor folgt auch im
allgemeinen Fall, dass — grad f(x) die lokal beste Richtung ist.

Da wir uns nun fiir eine Suchrichtung entschieden haben, stellt sich die Frage, wie weit
wir ihr folgen sollen.

Lemma 3.16 (Optimale Schrittweite) Sei p # 0. Mit der Wahl

<p7 b — AX>2

Aopt 1=
Pt (P, Ap)2

qgilt
f(x+ AoptP) < f(x+ Ap) fir alle X € K.

Beweis. Indem wir X := x + Aoptp setzen, konnen wir diese Minimalitdtsbedingung in
der Form

fX) < f(x+ Ap) fiir alle A € K
schreiben und so auf Lemma zuriickfithren. Aus diesem Lemma folgt, dass
0= (p,AX = b)s = (p, A(Xx + AoptP) — b)2 = (P, Ax — b)2 + Aopt (P, AP)2
gelten muss. Daraus erhalten wir direkt

<p7AX_b>2 <p7b - AX>2

(p,Ap)2  (p,Ap)>

also ist Aopy die optimale Wahl. [ ]

)\opt = -

Im Gradientenverfahren verwenden wir keine allgemeine Suchrichtung, sondern
p=r=>b— Ax,
so dass sich fiir die optimale Schrittweite die vereinfachte Formel

_(mb—Ax)y _ |r|i3
)\opt - -
<I',AI‘>2 <I‘, AI’>2

ergibt. Insbesondere gilt, da A positiv definit ist, immer Aop; € Rso. Damit ist das
Gradientenverfahren fiir die Funktion f vollstédndig beschrieben:
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

procedure Gradienten(b, var x);
r < b— Ax;
while Fehler zu grofl do

a <+ Ar;

Aoy o A3

opt (a,r)s’

X = X + AoptT;

r<T— Agpta
end while

Abbildung 3.3: Gradientenverfahren

Definition 3.17 (Gradientenverfahren) Sei A positiv definit. Das durch

2
Piraa(x,b) :=x+ <r|’|ﬂi>2r, r:=b-— Ax fiir alle x,b € KZ

gegebene Iterationsverfahren nennen wir das Gradientenverfahren.

Offensichtlich ist ®araq im Allgemeinen kein lineares Iterationsverfahren mehr, lasst
sich aber immerhin wegen

Parad (X, b) = X — Apt (Ax — b)

noch als ,nichtlinear geddmpftes* Richardson-Verfahren interpretieren.

Bei der Implementierung des Gradientenverfahrens ist es moglich, mit einer Matrix-
Vektor-Multiplikation pro Iterationsschritt auszukommen, wenn man das Residuum r
speichert und ausnutzt, dass das Residuum r’ := b — Ax’ zur niichsten Iterierten x’' :=
D rad(x, b) aus dem alten Residuum r durch

r'=b—Ax'=b — A(X+ AptT) = b — Ax — AgptAr =T — Aot Ar

berechnet werden kann. Der entsprechende Algorithmus ist in Abbildung gegeben.
Er benotigt neben der rechten Seite b und der Iterierten x lediglich das Residuum r und
das Produkt aus der Matrix A und dem Residuum, sein Speicherbedarf ist also mit dem
der Tschebyscheff-Semiiteration vergleichbar.

Die Uberwachung der Genauigkeit dieses Verfahren ist besonders einfach, da am Ende
jedes Schleifendurchlaufs das aktuelle Residuum zur Verfiigung steht, so dass sich die
Defektnorm [|[Ax—bl|2 = ||r||2 einfach berechnen lisst. Da sie ohnehin fiir die Berechnung
des néchsten Wertes von Aoy benotigt wird, entsteht kein zusétzlicher Aufwand.

Lemma 3.18 Sei § € K. Sei b € K? und x* = A~'b. Dann gilt
|PGrad(x,b) — x*||a < || PRich,0(x,b) — x| 4 fiir alle x € KT,

das Gradientenverfahren ist also mindestens so schnell wie ein optimal geddmpftes
Richardson-Verfahren.

92



3.3 Gradientenverfahren

Beweis. Sei nun x € KZ und r := b — Ax. Wir haben Aopt gerade so konstruiert, dass
f(x+ Aoptr) < f(x+ Ar) fiir alle A € K

gilt, also gilt nach (3.11)) auch

1% + AoptT — x5 = 2f(x + AoptT) + (X7, Ax")o
<2f(x + Ar) + (x*, Ax*)y = ||x + Ar — x*||4  fiir alle X € K.

Fiir A = 0 erhalten wir so
[PGraa(x,b) = x*[% < [[x + Ar — x*[% = [|Ix — 0(Ax — b) — x*|[%
= || PRich,0(x, b) — x*[%.
Das ist die gesuchte Abschitzung. [
Satz 3.19 (Konvergenz) Sei A positiv definit. Seien «, 5 € R~ gegeben mit o(A) C
[, B]. Sei b € KZ, und sei x* = A~'b. Dann gilt

8 — «
B+ «a

[PGraa(x, b) = x| < % = x4 fiir alle x € K.

Fiir die Folge (x(m))meNO der Iterierten des Gradientenverfahrens ®craq zu einem Start-
vektor x©) € KT folgt daraus

m

x™) — x*|| 4 < (g - O‘) 1x© — x*[|4 fiir alle m € No.
e

Beweis. Fiir den Dampfungsparameter

_ 2
S+

erhalten wir geméafl Bemerkung die Abschitzung

08—«
B+a

0 :

0(MRich,0) <

Da A positiv definit und 6 reell ist, ist MRjch9 = I — 0 A selbstadjungiert, also gilt

_ 8 —«a
[Mricholla = |AY2(I — 0A)AT2|jy = | I - 0A|2 = o(MRpicho) < Fra L
Aus Lemma [3.18 und Lemma [2.11] erhalten wir
||q)Grad(X> b) - X*HA < ||(I)Rich,9(x>b) - X*HA < ||MRiCh,9
<B-
8+

Allx = x"[|a

o
% — x| a-
o
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Fiir die zu ®graq und b gehorende Folge der Iterierten gilt

* m * -« m * .
%) — x*||4 = | Paraa(x™, b) — x*||4 < g [x(™) — x*||4  fiir alle m € Ny,

= 3%a
also konnen wir die gewiinschte Abschéitzung mit einer einfachen Induktion erhalten. m
Das Gradientenverfahren ldsst sich also auf beliebige positiv definite Matrizen A
anwenden und erzielt immer eine Konvergenzrate, die der der optimal geddmpften
Richardson-Iteration entspricht.
Wir haben in Bemerkung gesehen, dass sich beliebige konsistente lineare Itera-

tionsverfahren aus dem Richardson-Verfahren konstruieren lassen, indem man von dem
linearen Gleichungssystem (|1.1)) zu dem vorkonditionierten System

NAx = Nb

iibergeht. Wir wiirden gerne in dieser Weise auch unsere Aussagen iiber das Gradienten-
verfahren verallgemeinern. Leider wére die oben verwendete Matrix NA im Allgemeinen
nicht mehr positiv definit, so dass sich Satz nicht mehr anwenden liefle, deshalb
miissen wir einen alternativen Zugang wéhlen:

Wir nehmen an, dass A und N positiv definit sind, und definieren

A = N'/2AN'/2, b= N/2p, %= N1
Dann ist A positiv definit, und die Gleichung
A% = b, (3.16)
ist dquivalent zu (|1.1)).

Wenn wir das Gradientenverfahren auf dieses vorkonditionierte Gleichungssystem an-
wenden, ist das Residuum nun durch

T:=b— Ax = N"/?b - N/2ANY2N"1/2x = N'/?(b — Ax) = N'/?r
gegeben, und der optimale Dampfungsparameter durch

ST i - INY/2r 13 (Nr,r),

P %, Af),  (NY2r,NUZANI2N1/2r), ~ (Nr,ANr)y’

so dass die niichste Iterierte X' durch

gegeben ist. Indem wir beide Seiten mit N'/2 multiplizieren, erhalten wir schlieflich

(Nr,r)o N

- N1/2A/ _ .
* X = XF Nr, ANr)

In diesem Ausdruck treten N*/2 und N—/2 nicht mehr auf, so dass er sich praktisch
auswerten lasst.
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procedure VorkondGradienten(b, var x);
r<+ b— Ax;
while Fehler zu grofl do
q < Nr;
a+ Aq;
Yopt € (a3l
X & X + Aoptd;
I T — Aopta
end while

Abbildung 3.4: Vorkonditioniertes Gradientenverfahren

Definition 3.20 (Vorkonditioniertes Gradientenverfahren) Seien A und N posi-
tiv definit. Das durch

(Nr,r)o

WNI’, r:=b— Ax fur alle X, b S KI

PGrad,N(X,b) =% +
gegebene Iterationsverfahren nennen wir das vorkonditionierte Gradientenverfahren. Die
Matriz N bezeichnen wir in diesem Kontext als Vorkonditionierer.

Das vorkonditionierte Gradientenverfahren benétigt den zusétzlichen Vektor q := Nr,
der den vorkonditionierten Gradienten aufnimmt. Es ist moglich, die Berechnung so zu
organisieren, dass fiir einen Schritt des neuen Verfahrens lediglich eine Multiplikation mit
A und eine mit N erforderlich sind. Der entsprechende Algorithmus ist in Abbildung
angegeben.

Die Konvergenzaussage von Satz iibertrégt sich direkt auf das Gradientenverfah-
ren mit Vorkonditionierer:

Satz 3.21 (Konvergenz) Seien A und N positiv definit. Seien o, € Rsg mit
o0(NA) C [, B]. Sei b € K, und sei x* := A~'b. Dann gilt

8 —«a
B+

| PGrada,n (X, b) — x4 < |x —x*||a fiir alle x € KL,

Fiir die Folge (x"))en, der Iterierten des vorkonditionierten Gradientenverfahrens
PGraa, Ny 2u einem Startvektor x(0) ¢ KT folgt daraus

Hﬂm—was<g+a>ru@—wa fir alle m € No.

Beweis. Wir bezeichnen mit (/ISGrad das Gradientenverfahren fiir das vorkonditionierte
Gleichungssystem (3.16)). Wir bezeichnen die auf X folgende Iterierte wieder mit

X 1= Braa(X,b) =X +
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

und die Losung des vorkonditionierten Systems mit
%= N V2x*,
Nach Definition gilt
1PGraa (%, b) = XI5 = ¥ — %[5 = (NVPAN? (R — %), (%' = %))z
— (AN2(® — %), N"2(® = %))z = (AR —x7), (' = x"))2
= |Ix" = x"|[4 = [ PGraa.n (x,b) = x*|%,

also erhalten wir die gewiinschte Aussage, indem wir Satz auf das vorkonditionierte
Gleichungssystem ({3.16) anwenden. [

Bemerkung 3.22 Die Bedingung c(NA) C [a, 8] aus Satz lasst sich auf die von
der Behandlung des Jacobi-Verfahrens her bekannte Form bringen: Fiir die positiv defi-
nite Matriz W := N1 gilt

oc(NA) C [a,] <= o(N'2AN'Y?) C [a,] < ol < NV/2AN'? < g1
— aN1<A<AHN! <= aW < A < W,

3.4 Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Gradientenverfahren hat den Vorteil, dass es fiir jede positiv definite Matrix A
funktioniert und keinerlei Parameter gew#hlt werden miissen. Leider sind die in den
Sétzen und gegebenen Abschitzungen fiir die Konvergenzgeschwindigkeit we-
niger gut als im Fall der Tschebyscheff-Semiiteration, insofern werden wir uns nun auf die
Suche nach einem Verfahren begeben, das die allgemeine Anwendbarkeit des Gradien-
tenverfahrens mit der hohen Geschwindigkeit des Tschebyscheff-Verfahrens kombiniert.

Im Gradientenverfahren wird der Parameter Ao gerade so gewahlt, dass f(x+ AoptI)
minimal ist. Wenn wir die neue Iterierte mit

/
X =X+ AoptT

bezeichnen, bedeutet diese Minimalitéitsbedingung nach Lemma gerade, dass

(A(x' —x*),r)o = (AX' —b,r)y =0 (3.17)
gilt. Das neue Residuum
r :=b - AX/
erfiillt also die Gleichung
(r';r)y = 0.

Wir kénnen den Schluss ziehen, dass die im Gradientenverfahren verwendeten Suchrich-

tungen
r™ = b — Ax(™)
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3.4 Verfahren der konjugierten Gradienten

beziiglich des euklidischen Skalarprodukts senkrecht aufeinander stehen. In vielen Si-
tuation fithrt das dazu, dass die in einem Schritt des Verfahrens erzielte Optimalitét
beziiglich der gerade gewé#hlten Suchrichtung im néchsten Schritt wieder zunichte ge-
macht wird.

Unser Ziel ist es nun, das Verfahren so zu verbessern, dass die Optimalitéit erhalten
bleibt. Die erste Iterierte soll also optimal beziiglich der ersten Suchrichtung sein, die
zweite beziiglich der ersten beiden Suchrichtungen, dir m-te beziiglich der ersten m.

Den Ausgangspunkt unserer Betrachtung bildet eine Charakterisierung der Optima-
litdt beziiglich einer Suchrichtung.

Definition 3.23 (Optimalitiit) Seien x,p € KZ. Fulls
f(x) < f(x+ Ap) fiir alle A € K
gilt, nennen wir x optimal beziiglich der Richtung p.

Aus Lemma folgt, dass ein Vektor x € K* genau dann optimal beziiglich einer
Richtung p € KZ ist, wenn die Gleichung

(P, Ax —b)2 = (p,A(x —x"))2 =0 (3.18)

erfiillt ist.
Wenn x bereits optimal beziiglich der Richtungen p©@. ... p™m D e KT ist, méchten
wir sicherstellen, dass diese Eigenschaft auch nach der Korrektur

x' = x + \p™
noch gegeben ist, dass also

0= (p®,Ax' — b)s = (p, Ax + AAPp™ — b),
)\<p(€), Ap(m)>2 fiir alle £ € [0: m — 1]

erfiillt ist. Da die Wahl A = 0 zu keiner Verbesserung des Fehlers fithren wiirde, besteht
die einzige Losung darin, sicherzustellen, dass p{™ die Gleichung

(p, Ap(™), =0 fiir alle £ € [0 : m — 1]

erfiillt. Diese Gleichung lésst sich geometrisch interpretieren: Da A eine selbstadjungierte
positiv definite Matrix ist, konnen wir das Energieskalarprodukt

(x,¥)4 = (x,Ay)2 fiir alle x,y € KZ

1/2

definieren, das fiir alle x € K iiber die Gleichung ||x[|4 = (x,x){" mit dem bereits
bekannten Energieskalarprodukt in Beziehung steht.
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

Die Gleichung (3.17) nimmt dann die Form
p®, pm™y =0

an, die Richtungen miissen also beziiglich des Energieskalarprodukts senkrecht zueinan-
der sein. Derartige Vektoren nennt man auch konjugiert zueinander.

Gliicklicherweise ldsst sich diese Eigenschaft mit Hilfe der Gram-Schmidt-Orthogona-
lisierung einfach garantieren: Wie zuvor wihlen wir als Ausgangspunkt das Residuum
r(™ := b — Ax(™ und konstruieren die Suchrichtung p(™ durch

(m) . p(m) _ B A (k)
p'™ =r Z <p(k)ap(k)>Ap , (3.19)

A4=0 fir alle £ € [0: m — 1]

gilt. Da im Fall K = R die Residuen r("™ gerade den negativen Gradienten —V f (x(m))
der zu minimierenden Funktion entsprechen, nennen wir die so konstruierten konjugier-
ten Richtungen p™ auch konjugierte Gradienten.

Nun kénnen wir wie bisher fortfahren: Aus Lemma[3.16]folgt, dass fiir die Suchrichtung
p(™) der Parameter

N (ptm), r(m)),
opt * <p(m)7Ap(m)>2

optimal ist, und die néchste Iterierte wird durch

(D) s () 4 A0 ) (3.20)

definiert. Abgesehen von der zusétzlichen Orthogonalisierung (3.19) entspricht unser
neues Verfahren also dem Gradientenverfahren.

Lemma 3.24 (Lucky Breakdown) Seim € Ny. Falls p(™) = 0 gilt, folgt auch r(™ =
0, also Ax(™ =b.

Beweis. Es gelte p{™ = 0. Aufgrund der Konstruktion 1) folgt

also finden wir ag, ..., am—1 € K mit
m—1
r(m — Z ap.
=
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3.4 Verfahren der konjugierten Gradienten

Da x(™ nach Konstruktion optimal beziiglich aller Richtungen p(®, ..., p(™~1 ist, gilt
mit (3.18)) auch

m—1 m—1
I3 = () pm)y = g™, p®)s = 3~ ay(b — Ax™, p); =0,
=0 =0
und damit r™ = 0, also b = Ax("™), [

Falls also keine neuen ,jechten“ Suchrichtungen mehr konstruiert werden kénnen, hat
unser Algorithmus bereits die exakte Losung gefunden, so dass wir ihn guten Gewissens
beenden kénnen.

Im Folgenden bezeichnen wir mit

mo := max{m € Ny : p¥ # 0 fiir alle £ € [0: m — 1]}

die Nummer der ersten Iteration, bei der p("0) = 0 auftritt, so dass die Orthogonalisie-
rung nicht weiter durchgefiithrt werden kann.

Die Definition vermittelt den Eindruck, dass wir alle bisherigen Suchrichtun-
gen (p(g))znzO benéstigen, um p("™+1) berechnen zu kénnen. Wiire das der Fall, wiirden
Speicherbedarf und Rechenzeit unseres Verfahrens wie m?
lich aufwendiger als die vorher betrachteten Methoden.

Gliicklicherweise konnen wir dieses Problem vermeiden, indem wir die Optimalitit der
Vektoren x(™ und A = A* ausnutzen, um die Berechnung effizienter zu gestalten.

wachsen, es wére also wesent-

Definition 3.25 (Krylow-Raum) Sei y € KZ und m € Ny. Der m-te Krylow-Raum
zu A und 'y ist gegeben durch

K(y,m) := span{y, Ay,...,A™y}.
Offenbar besitzt er hochstens die Dimension m + 1.

Krylow-Riume besitzen eine enge Beziehung zu Polynomen: Ein Vektor z € K(y,m)
ldsst sich nach Definition in der Form

z = apy + a1Ay + ...+ an, A"y

schreiben, und mit dem Polynom

p(&) :=ap+ a1+ ...+ ™ fiir alle ¢ € K
erhalten wir
z =p(A)y,
so dass sich der Krylow-Raum auch als
K(y,m) ={p(A)y : p€lln} (3:21)

darstellen lasst. Ausdriicke dieser Form haben wir schon im Kontext des Tschebyscheff-
Verfahrens gesehen.

Bevor wir die Konstruktion in eine effizientere Form iiberfithren kénnen, benoti-
gen wir eine alternative Darstellung des von den Suchrichtungen p'© aufgespannten
Vektorraums:
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

Lemma 3.26 Fiir alle m € [0 : mg] gilt
span{p® ... p™} = span{r@ ... ™} = K@ m). (3.22)
Beweis. Wir beweisen zunéchst
span{p(g), e ,p(m)} - span{r(o), R r(m)} (3.23)

fiir alle m € [0 : mg| per abschnittsweiser Induktion.
Induktionsanfang: Fiir m = 0 ist die Aussage wegen p(®) = r(® trivial.
Induktionsvoraussetzung: Sei nun m € [0 : mo — 1] so gegeben, dass fiir alle
m € [0 : 1] gilt.
Induktionsschritt: Sei m = m + 1. Gemé&fl Konstruktion haben wir

z p
Die Induktionsvoraussetzung impliziert
p¥) e span{r(o), e r(z)} fiir alle £ € [0 : ],
also folgt (3.23)) auch fiir m = m + 1.
Als nichstes beweisen wir
span{r® ... r(™} C K m) (3.24)

fiir alle m € [0 : myp|, und zwar wieder per abschnittsweiser Induktion.

Induktionsanfang: Der Induktionsbeginn m = 0 ist wieder trivial.

Induktionsvoraussetzung: Sei nun m € [0 : my — 1] so gegeben, dass (3.24]) fiir alle
m € [0 : 1] gilt.

Induktionsschritt: Sei m := 7 + 1. Nach Konstruktion von x(™ haben wir

r™ =p — Ax(™ = b — A(x™ + )\(pt)p(m))
=™ _ )\gﬁ)Ap(m).
Mit (3.23)) erhalten wir ) )
p™ € span{r®, ... r(™},

also mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung auch
p™ € K(x(©, )

und damit A
Ap™ e K™ m).

Da nach Induktionsvoraussetzung auch r™ ¢ K(r(®) gilt, ist der Induktionsschritt
vollendet.
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Sei m € [0 : mg]. Gelte zuniichst m < mg. Dann sind die Vektoren p®, ..., p(™ nach
Definition von Null verschieden. Da sie nach Konstruktion (3.19) auch orthogonal sind,
miissen sie linear unabhéingig sein. Daraus folgt

dimspan{p(o), e p(m)} =m+1,

und wegen dim K(r(®,m) < m + 1 und den Inklusionen (3.23) und (3.24) die Gleichheit
der drei betrachteten Rdume.
Gelte nun m = my. Falls m = 0 gilt, folgt p(® = r(® = 0, und die Aussage ist trivial.
Sei also m = mg > 0 vorausgesetzt. Wir haben in Lemma [3.24] bereits gesehen, dass
daraus r(™ = 0 folgt. Nach Konstruktion gilt

0= I,(m) _ I,(m—l) N )\(()7;1:—1)Ap(m—1)7

also
I,(m—l) _ )\(m_l)Ap(m—l)‘

opt

Da p(™~1 £ 0 aus r(™~1) konstruiert wird, muss auch (™1 £ 0 gelten, also )\((37;71) +
0, und damit

Ap™ ) e span{r™ Y} C Kx® m —1) = span{p®,...,p™mV}.

Fiir alle £ € [0 : m — 2] erhalten wir mit dem bereits Gezeigten pl© € K(r(®), ¢), also
ApY e K@, ¢+1) Cspan{p®,... pm I} fiir alle £ € [0: m — 2].
Wir haben bereits gezeigt, dass
A" 1O e €@ m — 1) C span{p®, ... p™V}
gilt, also folgt
A0 ¢ span{Ap(O), e ,Ap(mfl)} - span{p(o), A p(mfl)}.

Insgesamt haben wir

K(x©,m) Cspan{p®,...,p" D} =span{p®, ..., p""" plm}
bewiesen. ]

Aus diesem Lemma folgt insbesondere, dass mg gerade die maximale Dimension eines
von r(® aufgespannten Krylow-Raums sein muss: Falls mo = 0 gilt, haben wir r(®) =
p® =0, also hat der Krylow-Raum die Dimension null. Ansonsten gilt

K@ mg—1) = span{p?, ... pmo—1}
= span{p®, ..., p(m~ Y, p(mo)} = KC(x(® my),
so dass wir unmittelbar
mo = max{dim K(r®,m) : m e Ny} (3.25)

erhalten. Insbesondere ist mg durch die Dimension des Raums KZ beschrénkt, also durch
die Anzahl der Unbekannten.
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

Bemerkung 3.27 (Invarianter Teilraum) Es ist zu beachten, dass mqo von der Wahl
unseres Startvektors abhingt. Angenommen, das Startresiduum r®) liegt in einem inva-
riaten Teilraum V C KZ, also in einem Raum, der

Az eV fir allez € V
erfillt. Dann gilt auch
K(r(o), m) CV fiir alle m € Ny,

so dass
mo = max{dim K(r®, m) : m e Ny} < dimV

gilt. In dieser Situation wird also die exakte Losung nach hdchstens k := dimV Schritten
berechnet worden sein.

Wenden wir uns nun wieder der Definition (3.19) der Suchrichtung p™ zu. Um die

Effizienz unseres Verfahrens zu verbessern, ist es unser Ziel, die Formel

ml o), )
p(m) = plm) _ @(’7>AP<Z>

— (p(), pk)) 4

zu vereinfachen, insbesondere die Summe zu verkiirzen. Dazu untersuchen wir die im
Zahler der Summanden auftretenden Energieskalarprodukte

(™, M)y, = (p*) Ar(m),

fiir k € [0 : m — 1]. An dieser Stelle ist von entscheidender Bedeutung, dass die Matrix
A selbstadjungiert ist, denn diese Tatsache erlaubt es uns, die Gleichung in die Form

<p(k)7 Ar(m)>2 = <A*p(k)>r(m)>2 = <Ap(k)7 r(m)>2

zu iiberfithren. Nach Lemma gilt p® € K(r®, k), und nach Definition der Krylow-
R&ume muss dann auch
Ap® e K@k + 1)

gelten. Fiir £k <m — 1 folgt £ +1 < m — 1 und damit nach Lemma auch
Ap® e span{p(o), .. 7p(m_l)}.

Nach unserer Konstruktion ist x(") optimal beziiglich der Richtungen p(®, ..., p(™=1,
also gilt dank (3.18)) insbesondere

(v, T(m)>2 = —(y, Ax(™) — b)s =0 fiir alle y € span{p(o), .. ,p(m_l)}.
Indem wir diese Gleichung auf y = Ap*) anwenden, erhalten wir

(P, ™)y 4 = (Ap®, (M), = 0 fiir alle k € [0: m — 2],
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3.4 Verfahren der konjugierten Gradienten

procedure KonjGrad(b, var x);
r < b— Ax;
p <
while Fehler zu grofl und p # 0 do
a <+ Ap;
Yopt € (ol
X < X + AoptP;
I < T — Aoptd;
r
B Gl
p<r—up
end while

Abbildung 3.5: Verfahren der konjugierten Gradienten

in unserer Summe werden also alle Summanden mit Ausnahme des letzten wegfallen,

und die Formel (3.19) reduziert sich auf

L) R A W U
(ptm=1, p(m=1) 4

_ pm) (Ap(=1 r(m), p(m=D)

(ptm=1, Ap(m=1)), '

Es ist also, wie schon bei der Tschebyscheff-Semiiteration, nicht erforderlich, alle Zwi-
schenergebnisse zu speichern, es geniigen die Vektoren des unmittelbar vorhergehenden
Schrittes.

Da die Suchrichtung des vorhergehenden Schritts explizit in die Berechnung der
néchsten Iterierten eingeht, konnen wir das neue Verfahren nicht direkt als Iterations-
verfahren darstellen.

(3.26)

Definition 3.28 (cg-Verfahren) Sei A positiv definit. Seien x ¢ KT und b € KT
gegeben. Die durch

r™ .=b— Ax(™),

r(0) falls m =0,
m m (m=1) p(m) —_ e
p( )= { p(m) — <;&21)’Ap(m71>)2>2p( D falls m > 0 und pt™—1) £ 0,
0 sonst,

P fir alle m € Ny

(p(m), Ap(m)),

definierte Folge (x(m))meNO bezeichnen wir als die Folge der Semiiterierten des Verfah-
rens der konjugierten Gradienten (oder kurz des cg-Verfahrens, von conjugate gradients ).

Ein praktischer Algorithmus zur Berechnung der Folge der Semiiterierten ist in Ab-
bildung (3.5 gegeben. Um unnétige Matrix-Vektor-Multiplikationen zu vermeiden, ver-
wenden wir wie im Falle des Gradientenverfahrens einen Hilfsvektor a, der jeweils das
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

Produkt von A mit der aktuellen Suchrichtung p speichert und zur Aktualisierung des
Residuums r sowie zur Berechnung der verschiedenen Energieskalarprodukte benutzt
wird. Die gegebene Variante des Verfahrens bené6tigt also neben der rechten Seite b und
der Approximation x der Losung drei Hilfsvektoren: Das Residuum r, die Suchrichtung
p und das Produkt a von A mit dieser Suchrichtung.

Wenden wir uns nun der Fehleranalyse fiir das cg-Verfahren zu. Geméfl unserer Kon-
struktion ist die m-te ,, Iterierte* x(™) optimal beziiglich der Richtungen p@, ... pm1.
Diese Aussage lisst sich auf den von diesen Richtungen aufgespannten Unterraum iiber-

tragen:

Lemma 3.29 Sei A positiv definit, sei b € KX und x* := A~'b. Sei (x"™)),en, die
Folge der Semiiterierten des cg-Verfahrens zu einem Startvektor x(©) € KT. Dann gilt

Fx™) < fx™ 4+y)  firalley € K@©®,m —1) und alle m € [0: mg).  (3.27)
Insbesondere gilt

|x* —x™| 4 = min{||g(A)(x* —xO)||4 : g€y, q0) =1} fir alle m € [0 : mg).
(3.28)

Beweis. Seim € [0 : mg]. Die Gleichung folgt aus unserer Konstruktion: Wir haben
die Suchrichtungen p(©@, ..., p™=Y gerade so konstruiert, dass sie beziiglich des Ener-
gieskalarprodukts paarweise orthogonal sind. Daraus folgt, dass x(™ optimal beziiglich
aller dieser Suchrichtungen ist, also nach bereits

(Ax™ —b,p®)y =0 fiir alle £ € [0: m — 1]. (3.29)
Mit der Linearitdt des Skalarprodukts iibertriagt sich die Optimalitdt auf den gesamten
Teilraum span{p(©, ..., p™ D} = K(r®,m — 1).

Nach der Konstruktion unseres Verfahrens existieren A9, ..., A(m~1) ¢ K so, dass die
Gleichungen

x(H) = x(O 4 \Op®) fiir alle £ € [0: m — 1],

gelten, also insbesondere auch

[y

K — 50 = 37 \Op0) & Kz n — 1),
/=0

Damit existiert wegen ([3.21)) ein Polynom g, € II,,—1 mit
x(m — xO) =g, (A)r®,
und fiir den Fehler folgt

x* —xM = x* —xO — G, (A)r®, (3.30)
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Mit der Gleichung
rl® = b — Ax(® = Ax* — Ax(O) = A(x* —x(®)
folgt schliefllich
x* —x™ = x* —xO — G, (A)AX* —x9) = g, (A)(x* —x@)

mit dem Polynom ¢, (§) = 1 — gm (). Dieses Polynom erfiillt g, € II,,, und ¢,,,(0) = 1.

Sei nun ¢ € II,,, beliebig mit ¢(0) = 1. Dann ist null eine Nullstelle des Polynoms 1 —g¢,
die wir herausdividieren kénnen, um ein Polynom g € II,,—1 mit 1 — g(§) = q(§)¢&, also
q(§) =1 —q(&)€ zu erhalten. Es folgt

g(A)(x* —x0) = x* —xO — GA)A(x* — xV) = x* —x© —GAa)r©. (3.31)

Indem wir die Gleichung (3.31)) von der Gleichung ((3.30f) subtrahieren, erhalten wir

y = x* —x(™ — g(A)(x* —xO) = GA)r® — G, (A)r® e K@, m—1).

Mit (3.11)) und (3.27) folgt aus dieser Gleichung

la(A) (" = xO)[1% = [x* = (<™ + 3|5 =2/ (x") +y) + (x", Ax")s
> 2f(x"") + (x", Ax")s = |x* — x|
= [lgmn(A)(x" = xD)|I%.

Also wird das Minimum der rechten Seite in (3.28)) fiir ¢ = ¢,,, angenommen. ]

Der Beweis der Konvergenz des Gradientenverfahrens basiert darauf, dass wir
in Lemma [3.18] nachweisen, dass es mindestens so gut wie ein optimal geddmpftes
Richardson-Verfahren ist. Lemma [3.29] erm6glicht es uns nun, nachzuweisen, dass das
cg-Verfahren mindestens so gut wie eine optimale konsistente Semiiteration ist, die
auf dem Richardson-Verfahren fufit. Dieser Ansatz fiihrt direkt zu dem folgenden
Konvergenzresultat:

Satz 3.30 (Konvergenz) Sei A positiv definit. Seien «, 8 € Rsg mit o(A) C [a, 5].
Sei b € KZ, und sei x* := A~'b. Sei (x"™),.cn, die Folge der Semiiterierten des
cg-Verfahrens zu einem Startvektor x(© € KZ. Dann gilt

2c™

™) = x*)|a < 15 am

[x© — x*|| 4 fir alle m € Ny

mit der bereits aus (@) bekannten Konstanten

C .= _ 5 K =
+1

B

B
—_
SRS
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Beweis. Wir setzen 0 := 2/(8 + «) und rechnen wie in Abschnitt nach, dass
0(MRich ) C [a, b] fiir

B o

a:]_—2 s b:1_2
B+«

gilt, so dass wir k = f[/a erhalten. Sei p,, das in (3.7) definierte transformierte
Tschebyscheff-Polynom, und sei

gm (&) := pm(1 — 6¢) fiir alle £ € K. (3.32)

Dann erhalten wir
Qm(A) = pm(I - HA) = pm(MRich,9)7

also auch

g (A) ' =) < llgm (A alx = x4 = l[pm(Mricn0)l|alx© = x4

* 1 *
< max{|pm(p)] ¢ p € [a,b]}[x" — x4 = (THX(O) — x4
m
Indem wir die in Lemma [3.9 angegebene Abschétzung fiir C,, einsetzen erhalten wir das
gewiinschte Resultat. ]

Falls wir das Spektrum der Matrix A genauer eingrenzen kénnen, liasst ich die Aussage
des vorigen Satzes erheblich verbessern.

Bemerkung 3.31 (Extreme Eigenwerte) Da wir bei der Wahl des Polynoms q in
Lemma [3.29 relativ frei sind, kénnen wir beispielsweise einzelne extreme Eigenwerte
einer Sonderbehandlung unterziehen. Falls etwa o(A) C [a, ] U{B} fiir ein v < f gilt,
kann es sich auszahlen, ein Polynom der Form

qr (&) = ngpml(l —0¢) fiir alle £ € K

zu betrachten, wobei das transformierte Tschebyscheff-Polynom pm,—1 so gewdhlt wird,
dass es lediglich auf dem Intervall o, 7| kleine Werte annimmt, schliefSlich verschwindet
gk in B ohnehin. Da (8 —¢&)/B < 1 fir alle & € |« B] gilt, wiirde die Konvergenzrate nur
von dem kleinen Intervall [o, ] abhingen, aber nicht von dem gréferen Intervall [o, 3],
das das gesamte Spektrum einschlieft.

Es ist zu beachten, dass diese Konstruktionen ausschliefSlich fiir die theoretische Ana-
lyse des Verfahrens wichtig sind, denn die Abschdtzung aus Lemma gilt fir alle
Polynome ¢, mit g, (0) = 1.

Wie schon im Falle des Gradientenverfahrens sind wir wieder daran interessiert, das
Verfahren der konjugierten Gradienten zu beschleunigen, indem wir das urspriingliche
Gleichungssystem (|1.1)) durch das vorkonditionierte System (3.16)) ersetzen, also durch

AX=b
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3.4 Verfahren der konjugierten Gradienten

fiir die transformierten Vektoren
A := N'/2ANY/2, b := N/?p, %= N"12x,
Die einzelnen Iterierten konnen wir durch
x(m) .= N1/2x(m) fiir alle m € Ny

rekonstruieren. Wie schon im Fall des vorkonditionierten Gradientenverfahrens (vgl. De-
finition ist das vorkonditionierte cg-Verfahren in der Regel nur dann effizient im-
plementierbar, wenn wir es durchfithren kénnen, ohne die Matrizen N*/2 und N—1/2
explizit zur Verfiigung zu haben, wir miissen also eine geeignete Umformulierung finden.
Zu diesem Zweck fiihren wir vorkonditionierte Residuen und Suchrichtungen durch

q™ = NY250m) — Np(™)| p™ .= N1/2p(m) fiir alle m € Ny
ein. Fiir diese Vektoren gilt

<Aﬁ(m—1)7/f(m)>2 _ <N1/2AN1/2N_1/2p(m_1),N1/2I'(m)>2 _ <Ap(m—1)’ q(m)>2’
@™, Ap™)Yy, = (N/2p(m) NIZANY2ZN~1/2pm)y, = (p™) Ap(m)),,

P 7y, = (N~1/2pm) N1/2p(m)y ) — (p(m) pm)y,

also konnen wir die im vorkonditionierten cg-Verfahren auftretenden Skalarprodukte
berechnen, ohne explizit auf die Matrix N1/2 zuriickgreifen zu miissen.

Definition 3.32 (Vorkonditioniertes cg-Verfahren) Seien A und N positiv definit.
Seien x(0 € KT und b € KX gegeben. Die durch

r™ = b — Ax(™),

q(™ = Nr(™)
q® falls m = 0,
p(m) =< qm — (Ap("~).q"™), p™=Y  falls m > 0 und p™ ) £0,,

(pm=1, Ap(m=1)),
0 sonst

(m) p(m)
(mt1) . m) (P ;
=x"" 4 (), Ap(m) >2p fiir alle m € Ny
definierte Folge (X(m))meNO bezeichnen wir als die Folge der Semiiterierten des vorkon-
ditionierten Verfahrens der konjugierten Gradienten (oder kurz des vorkonditionierten
cg-Verfahrens). Die Matriz N bezeichnen wir in diesem Kontext als Vorkonditionierer.

Wenn wir wieder den Hilfsvektor a := Ap einfiithren und die Vektoren aus dem vor-

angehenden Iterationsschritt durch die des aktuellen {iberschreiben, erhalten wir den in
Abbildung 3.6 angegebenen Algorithmus. Im Vergleich zum urspriinglichen cg-Verfahren
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

procedure VorkondKonjGrad(b, var x);
r < b— Ax;
q ¢+ Nr;
P<q;
while Fehler zu grofl und p # 0 do
a <+ Ap;
Yoo B35
X < X + AoptP;
I < T — Agpta;
q < Nr;

(a,q)2.
M <p7a>2 )
P<q—up
end while

Abbildung 3.6: Vorkonditioniertes Verfahren der konjugierten Gradienten

benétigt er den zusétzlichen Hilfsvektor q, abgesehen davon ist die Struktur der beiden
Verfahren sehr dhnlich.

Wenden wir uns nun der Analyse der Konvergenzgeschwindigkeit des vorkonditionier-
ten cg-Verfahrens zu. Wie schon im Fall des Gradientenverfahrens kénnen wir ausnutzen,
dass uns Satz bereits eine Abschiitzung fiir den nicht vorkonditionierten Fall zur
Verfiigung stellt. Es bleibt lediglich nachzupriifen, dass sich bei der Anwendung dieses
Resultats auf den vorkonditionierten Fall die richtigen Normen ergeben.

Satz 3.33 (Konvergenz) Seien A und N positiv definit. Seien o, f € R~ gegeben mit
o(NA) C [, B]. Sei b € KL, und sei x* := A~'b. Dann gilt

(m) _ o+ T i
|x'™ —x HASWHX —x"[|a fir alle m € Ny
mit den Konstanten
. VE—1 . B
RV RS a

Beweis. Sei m € Ny. Wir setzen X* := N~1/2x* und erhalten

X0 x4 = (AG ), ) — x'), = (ANY2(R(™ %), NY2(R - %)
— <N1/2AN1/2(§(m) o i*)’ﬁ(m) - §*>2

= (A, (R =57, %M — %), = R - R[5

Offenbar gilt Ax* = NY/2ANL/2N-1/2x* = N/2p = E, also konnen wir Satz auf
das vorkonditionierte Gleichungssystem ([3.16) anwenden, um

2™

F < 2™
~Xlas 1+ c2m

KO — %) 5 = 5 I —x7|l4

(M) _ x|, = [|x(™) _
™) — 3] 4 = =07 A= T
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3.5 Krylow-Verfahren fiir nicht positiv definite Matrizen

zu erhalten und den Beweis abzuschlief3en. []

Auch hier gilt wieder, dass die Bedingung ¢(NA) C [a, (] dquivalent zu
aW < A < fW

mit der Matrix W := N~! ist. Wenn also W eine gute Approximation von A ist, diirfen
wir darauf hoffen, dass das vorkonditionierte cg-Verfahren schnell konvergieren wird. Die
Skalierung von W spielt dabei keine Rolle, da die Konvergenzgeschwindigkeit nur vom
Quotienten k = 3/« abhingt.

3.5 Krylow-Verfahren fiir nicht positiv definite Matrizen

Bei unseren bisherigen Untersuchungen war es ausschlaggebend, dass die Matrix A, und
bei vorkonditionierten Verfahren auch die Matrix N, positiv definit sind. Beispielsweise
beziehen sich alle Konvergenzaussagen auf die Energienorm, die nur dann sinnvoll ist,
wenn A positiv definit ist.

Wir werden nun Verfahren einfiithren, die auch dann noch funktionieren, wenn A nicht
positiv definit ist, die aber so viele der guten Eigenschaften von Krylow-Verfahren wie
moglich erhalten.

Die Grundidee ist dieselbe wie im Falle des cg-Verfahrens: Wir bendtigen Basisvekto-
ren p@, ..., p(™ Y fiir die Krylow-Unterriume K(r©® m —1), und diese Basen sollten
FEigenschaften besitzen, die es uns ermdoglichen, die jeweils bestmdgliche Approximation
x(™) der Lésung x* zu berechnen.

Wir stehen also vor der Aufgabe, fiir eine geeignete Vektornorm || - || einen Vektor
2™ € K(r®,m —1) = span{p®,...,p Y} so zu finden, dass fiir die m-te Iterierte

die Optimalitétseigenschaft
[x™ — x*|| < [|x™ +y — x*|| fiir alle y € K(x©® m — 1)

erfiillt ist. Da wir x* nicht kennen, kénnen wir diese Eigenschaft fiir allgemeine Normen
nicht sicherstellen, weil wir nicht einmal die Norm auswerten kénnen. Wenn wir allerdings
zu der Defektnorm

x — [|Ax]|2

iibergehen, wird die Aufgabe 16sbar: Fiir alle x € K gilt
[A(x —x%)[l2 = [[Ax — b2,
und die Optimalitédtseigenschaft nimmt die Form

|Ax(™ — bly < |Ax™ + Ay — b||; fiir alle y € K(r®, m —1)
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

an. Wenn wir x(™ durch z(™ ausdriicken, erhalten wir
Ax™ —b=Ax 4 Az(™ —b = Az — (b - AxD) = Az(™) (O
mit dem Residuum r(® = b — Ax(©), und die Optimalititseigenschaft lisst sich als
|AZz™ — O, < Ay — @] fiir alle y € K(r®, m —1) (3.33)
schreiben, also als ein lineares Ausgleichsproblem. Wir beobachten, dass
2™ e K(x©,m — 1), Az — 1O ¢ £(x©) m) (3.34)

gelten, demzufolge miissen wir z™ aus dem m-dimensionalen Raum K(r(®), m — 1) so
withlen, dass eine Differenz in dem (m 4 1)-dimensionalen Raum K(r(®) m) minimiert
wird.

Falls m < n = #Z gilt, ist es nicht erstrebenswert, das Ausgleichsproblem direkt zu
behandeln. Wesentlich vorteilhafter wire es, das Problem in eine niedrigdimensionale
Darstellung zu iiberfiihren, schliefflich wissen wir, dass die auftretenden Vektoren aus
relativ niedrigdimensionalen Rdumen stammen.

Den Wechsel der Darstellung miissen wir so gestalten, dass die im Ausgleichsproblem
verwendete Norm leicht berechnet werden kann. Da es sich um die euklidische Norm
handelt, bietet es sich an, eine orthogonale Transformation heranzuziehen.

Analog zu (3.25|) setzen wir
mo := max{dim K(r®),m) : m e Np}.

Definition 3.34 (Arnoldi-Basis) Fine Familie (p(m))zoz_o1 nennen wir eine Arnoldi-
Basis fiir die Matriz A und das Anfangsresiduum r©, falls die Bedingungen

K@, m) = span{p®,...,pm™1 fiir alle m € [0 : mg — 1], (3.35a)
1 lls ¢ =
(p¥,p"™), = { Jalls £ =m, fir allem,0€[0:mg—1]  (3.35b)
0 ansonsten

gelten, falls also fir alle m € [0 : mo — 1] die ersten m + 1 Vektoren jeweils eine
Orthonormalbasis des Krylow-Raums K(r(©), m) bilden.

Eine Arnoldi-Basis kénnen wir induktiv konstruieren: Falls r(®) = 0 gilt, haben wir
mgo = 0 und brauchen nichts zu tun.

Anderenfalls konnen wir
© . r©)

@

setzen, um die Bedingungen (3.35)) zu erfiillen.
Gehen wir nun davon aus, dass wir Vektoren p@,..., p(™ mit den gewiinschten
Eigenschaften konstruiert haben. Wir suchen einen Vektor p(™+1) e KZ mit

p

Kx©®, m+1) = span{p®,...,p™ p(m+H1,
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3.5 Krylow-Verfahren fiir nicht positiv definite Matrizen
1 fallsf= 1
(p?, pm+hy, = o mt L fir alle £ € [0: m + 1].
0 ansonsten
Mit der Voraussetzung und dem Basis-Austauschsatz finden wir
’C(I'(O), m+1) = span{r(o), Ar©® . A0 Aer(O)}

= span{p®,pW, ... p™ A1 (3.36)

Unter gewissen Annahmen werden die Winkel zwischen den Vektoren A™r(®) sehr klein,
so dass Rundungsfehler dazu fithren kénnen, dass unser Algorithmus zu einem sehr
ungenauen Ergebnis fithrt. Deshalb ist es unser Ziel, A" t1r(® in durch einen
gilinstigeren Vektor zu ersetzen. Nach Voraussetzung haben wir

A" e K m) = span{p®,...,p™}
existieren Koeflizienten «y, ..., o, € K mit

AmI'(O) = aOp(O) +...+ amp(m)a
A0 = 4 Ap© + .+ a,, Ap™).

Wieder aufgrund der Voraussetzung gilt
ApY e K@ ¢+ 1) C KEx©® m) fir alle £ € [0: m — 1],
so dass wir
A0 o Ap™ e K2 m) = span{p®,...,p™}
erhalten. Mit dieser Gleichung folgt aus wieder mit dem Basis-Austauschsatz
K@, m +1) = span{p®,...,p™, Ap™},

so dass wir lediglich dafiir sorgen miissen, dass aus Ap(™ ein Einheitsvektor wird, der auf
p©, ..., p(™ senkrecht steht. Das lésst sich mit der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung
erreichen: Wir setzen

m

B = Ap™ — 3 (pM), Ap(™),ph
k=0

und erhalten

(P, p )y = (p“, Apt™)s = > " (p™), Ap™)y(pt), pM),

k
= (p, Ap(™), — (p!9, Ap™); =0 fir alle £ € [0 : m],

wobei wir im zweiten Schritt die Orthogonalitéiit der bereits bekannten Basisvektoren
ausnutzen.
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

procedure Arnoldi(q, var my, p(o), . p(mofl));
pP<<q;
a < [Ipll2;
m <+ 0;
while ||ﬁ||2 > € do
p™ « p/|pll2;
p + Ap™);
a < |IPll2;
for k € [0:m] do
end for;
Am—i—l,m — ||ﬁ”2a
m<+<m-—+1
end while;
mo < m

Abbildung 3.7: Konstruktion einer Arnoldi-Basis

Falls p(™t1) = 0 gilt, folgt
Ap™ e span{p®, ..., p™} = £, m),

also
Kr®,m+1) = Kx?,m),

und damit mg < m. Wir koénnen also einfach priifen, ob wir den Krylow-Raum
vollstandig ausgeschopft haben.

Falls p(™t1) £ 0 gilt, kénnen wir

p(m+1) — p(m+1)
[P

setzen und sind fertig.

In der Praxis werden Rundungsfehler hiufig dazu fithren, dass p(0) nicht exakt gleich
Null ist. Deshalb kann es sinnvoll sein, ein Kriterium der Art

P2 < @] AP™ ]2 = m=mg

zu verwenden und €, € R<( hinreichend klein zu wéihlen. Geometrisch bedeutet diese
Bedingung, dass der Winkel zwischen der neuen Richtung Ap(™ und dem Unterraum
span{p(o) Y ,p(m)} sehr klein ist, ein neuer Basisvektor die Losung also nur wenig
verbessern wiirde. Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung [3.7] zusammengefasst.

Eine Arnoldi-Basis kénnen wir nun verwenden, um unsere Minimierungsaufgabe
zu vereinfachen. Dazu fithren wir fiir alle m € [0 : mg — 1] die Matrizen P,,, € KZ*I0:m]
mit

Prie := pge) fir allet € Z, £ € [0 : m)]
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ein. Die Spalten sind gerade die Vektoren p®, wir kénnen also auch kurz

P, = (p(o) p(m))

schreiben. Da die Vektoren eine Orthonormalbasis bilden, gilt

(P5Pom)ik = 3 Pt Pt = (0, p)3

1€L
1 fallsl/=k
:{ ams ’ fiir alle £,k € [0 : m],
0 sonst

also kurz
PP, =1 (3.37)

Matrizen mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als orthogonal oder isometrisch.

Lemma 3.35 (Projektion und Norminvarianz) Sei m € [0 : mg — 1|. Dann ist
II := P,,P, € KI*T cine orthogonale Projektion auf BildP,, = K(r®), m), erfillt also
insbesondere

y=Iy=P,Py fir alley € K(r(o),m).
Auferdem gilt

IPmyll2 = [1¥2 fiir alle § € Ko,

Beweis. Wegen gilt
n’-=ve,, P, P,P, =P,P;, =1I,
—r
also ist II eine Projektion. Es gilt auch
nm=P,r,,) =P, P, =P,P, =1II,

also ist IT auch eine orthogonale Projektion.
Offenbar gilt BildIT C Bild P,,. Sei nun y € Bild P,,. Dann existiert ein y € K[0:ml]

mit y = P,,,y, und es folgt aus (3.37)) auch
Iy = Py, P;Pmy = Pmy =Y,
——
=I

also erhalten wir Bild IT = Bild P,,,. Aus der Konstruktion der Matrizen P,, folgt direkt
K@ m) = span{p®,...,p™} = Bild P,,.
Fiir den Nachweis der Norminvarianz wihlen wir ein y € K und stellen fest, dass

P33 = Py, Prny)2 = PrPny, ¥)2 = (¥,3)2 = |73
——
=I
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gilt. Damit ist alles bewiesen, was zu beweisen war. ]

Da wir bereits gesehen haben, dass z(™ und der in 1D zu minimierende Term in ge-
eigneten Krylow-Réumen liegen, konnen wir mit Hilfe der Matrizen P, eine kompaktere
Darstellung des Ausgleichsproblems finden:

Lemma 3.36 (Vereinfachtes Ausgleichsproblem) Seim € [1 : mg — 1]. Wir defi-
nieren

A =P} AP, € Kmxlom=1], £ =Py r® e KO,

Ein Vektor z(™ ¢ IC(r(O),m — 1) ist genau dann eine Losung des Ausgleichsproblems
, falls der Vektor 2™ := an_lz(m) eine Ldosung des Ausgleichsproblems

|AMZm) _3m)), < | Ay — 57|, fir alle y € K01l (3.38)
ist. Dabei gilt 2™ = P,,_12("™).

Beweis. Sei zuniichst z € K(r(®, m — 1) beliebig, und sei z := P*z. Aus Lemma m
erhalten wir unmittelbar

z="P, 12 (3.39)
Wir haben bereits gesehen, dass sich aus
r® e K@ m—1), ze Kr® m-1)

unmittelbar
Az — 10 e K@ m)

ergibt. Mit Lemma folgen die Gleichungen
Az —r9 =P, P* (Az —r?),
|Az — 0|2 = [Py P}, (Az — )|z = P}, (Az —r()|2.
Wir setzen (3.39)) ein und erhalten
|Az — Oy = [P, AP,,_1Z — P5r@|y = |[A™z — ), (3.40)

Sei nun z™ € K(r®,m — 1) Losung des Ausgleichsproblems (3.33). Sei z(™) :=
P;“n_lz(m), und sei y € K=1I beliebig. Wir setzen y := P,,_1y. Dann gilt

[AZ 5], = Az —r Oy < |Ay =@ o = |ATF — 5,

also ist 2™ Losung des reduzierten Ausgleichsproblems .

Sei nun umgekehrt z(™ e K9~ ¢ine Losung des reduzierten Ausgleichsproblems
. Wir setzen z(™ = P,,_12(™). Sei y € K(r(® m — 1) beliebig, und set y :=
Py _,y. Dann gilt

Az — O, = [AZ — 5], < A — 5, = Ay — 1O
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also ist z(™ Losung des Ausgleichsproblems 1) ]

Mit Hilfe dieses Lemmas reduziert sich das lineare Ausgleichsproblem (3.33) auf ein
Problem in einem (m + 1)-dimensionalen Raum: Wir suchen lediglich nach der Losung
z(™) des Ausgleichsproblems

Hg(m)/z\(m) _’f(m)||2 < Hx(m)y _/I:(m)H2 fiir alle ? c K[O:m_l],
denn wenn wir sie gefunden haben, ist der Vektor

<) _ 5 (0) | plm=—1)z(m)

die beziiglich der Defektnorm bestmdogliche Approximation der Losung.

Lineare Ausgleichsprobleme lassen sich besonders leicht 16sen, wenn die ihnen zugrun-
deliegende Matrix injektiv ist. In unserem Fall erbt A(™) diese Eigenschaft von der
Matrix A:

Lemma 3.37 (Injektivitat) Seir(©® 0. Fir alle m € [0 : mo — 1] ist A™ injektiv.

Fiir m = mg st

A:=P AP,

sogar invertierbar.

Beweis. Sei m € [0 : mg — 1]. Zum Nachweis der Injektivitdt wihlen wir einen Vektor
y € KOm=1 it A(My = 0. Fiir alle t € K% gilt dann

0=(t, AM™y)y = £, P5AP,,_15)s = (Ppt, AP, _13)s. (3.41)
Wie wir bereits gesehen haben gilt
AP,y € Kr m) = BildP,,,
also kénnen wir t so wéahlen, dass
AP,,_1y =Pt
gilt. Durch Einsetzen in folgt
0= (AP,_15, AP, _1¥)2 = AP, 153,
also AP,, 1y = 0. Da A und P,,_; injektiv sind, folgt daraus bereits y = 0, also ist
A(™) injektiv. R
Fiir m = mg wihlen wir y € K" mit Ay = 0 und nutzen aus, dass
AP, 15 € Kr D m) =K@ m—1)=BidP,, ;

gilt, um entsprechend die Injektivitdt nachzuweisen. Da A quadratisch ist, impliziert
Injektivitdt auch Regularitét. ]
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Bemerkung 3.38 (Lucky Breakdown) Fir m = mg gilt Lemma sogar in
verschdrfter Form: Nach Definition haben wir

Az — @ e £xO® m) = K@D, m— 1),
also konnen wir uns auf das Ausgleichsproblem
|AZ(™ — 3=V, < [|Ay — 7D, fir alley € K™ (3.42)

beschrinken. Da A in diesem Fuall quadratisch und nach Lemma regquldr ist, ldsst
sich 2 als Losung des Gleichungssystems

Az = g(m=1) (3.43)
berechnen. Es folgen

AP Dz(m) _ 1(0) Ax(™ = b,

Falls wir also die Arnoldi-Basis nicht mehr erweitern kinnen, ist die Iterierte x(™) = x*

bereits die exakte Ldsung.

Um das Ausgleichsproblem im allgemeinen Fall m < mg ldsen zu_konnen, bietet es
sich an, nach fiir diesen Zweck niitzlichen Eigenschaften der Matrix A(™ zu suchen.

Lemma 3.39 Seim € [1:mg — 1]. Dann gilt

e = fiir alle £ € [0:m], k€[0:m—1],

gom _ [0 Ap®)y  falls £ < k41,
0 sonst

die Matriz A™ besitzt also Hessenberg-Gestalt.

Beweis. Nach Definition gilt
A — (p* AP - P g AiiPo 1 = 2O A (®)
Ik ( m m—l)ﬂk ZZ m,ilAij Lm—1,5k Zzpl ij Py
i€T jeT i€T jeT
= (p(é),Ap(k))g fir alle £€ [0:m], k€ [0:m—1].
Fiir alle k € [0 : m — 1] gilt nach Konstruktion p* € K(r(®, k), also auch Ap®*) e

K(x© k+1) C span{p®,...,p*+tD}. Falls nun ¢ > k + 1 gilt, muss p'¥ senkrecht zu
allen Suchrichtungen p(©, ..., p**1) sein, und es folgt (p¥, Ap*))y = 0. ]

Auch der Vektor (™) ist von besonderer Form: Da r(® e K(r(® 0) = span{p©®}

gelten muss, folgt
0 — <p(0), r(0)>2p(0),

und damit dank der Orthogonalitéit der Basisvektoren auch

(P, 1)y = (p® Oy, (p® + @y, =0 fir alle £ € [1 : m],
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so dass wir

(p0) £y, (p©, r(O),
1) p(0)
am) _pe g0 _ | PTTR O
<p(m)’ r(0)>2 0

erhalten, der Vektor T(™) ist also ein Vielfaches des ersten kanonischen Einheitsvektors.
Geméfl Lemma haben die Eintrige der Matrix A(™) die Form

A — (p® Ap®)),.

Fiir ¢ < k treten genau diese Skalarprodukte auch bei der Berechnung der Arnoldi-Basis
auf, fiir £ = k + 1 haben wir

k
A = (p® Ap®)y, = (p® pk+Dy, 4 S (p1, Ap®)y(p®, p)),
7=0
k . .
= ("), pFH), + > " (pD), ApM)y (p*HY) pU)), = |pED;,
j=0

also treten alle zur Konstruktion der Matrix A (™) benétigten Groflen bereits bei der
Konstruktion der Arnoldi-Basis auf, so dass sich die Matrix mit minimalem Mehraufwand
aufstellen lasst. Der in Abbildung dargestellte Algorithmus ist bereits so formuliert,
dass die Matrizen A(™ konstruiert werden.

Aus Stabilitéitsgriinden empfiehlt es sich, die Orthogonalisierung von p\™ wie in Ab-
bildung durchzufiithren: Die einzelnen Suchrichtungen werden der Reihe nach subtra-
hiert, und die Skalarprodukte werden nicht fiir das urspriingliche p(” berechnet, sondern
bereits fiir das partiell orthogonalisierte. Theoretisch sind beide Ansétze identisch, weil
die Orthogonalitdt der Suchrichtungen impliziert, dass in beiden Fillen dieselben Skalar-
produkte berechnet werden. Praktisch wirken sich Rundungsfehler bei der modifizierten
Konstruktion weniger stark als bei der urspriinglichen aus.

Ubungsaufgabe 3.40 (Biorthogonale Basis) Seien y,z € KX mit (y,z)s # 0 gege-
ben. Neben den Krylow-Rdumen

K(y,m) := span{y, Ay,..., A"y} fiir alle m € Ny
konnen wir auch die zu der adjungierten Matrix A* gehdérenden Rdume

K*(z,m) := span{z, A*z,...,(A")"z} fir alle m € Ny

mo—1

betrachten. Wir sind daran interessiert, biorthogonale Basen (p(m))%‘gl und (q(m))m:[)

dieser Rdume zu konstruieren, es sollen also

span{p?, ..., p™} = K(y,m),
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

Abbildung 3.8: Hessenberg-Ausgleichsproblem mit Householder-Transformation

span{q®, ..., q™} = K*(z,m) fir allem € [0 : mo — 1],
1 =
<q(é), P(k)>2 = { falls €= F, fir alle £,k € [0 : mg — 1]
0 ansonsten

gelten, und mgy € N sollte natiirlich mdglichst grof$ sein.

(a) Geben Sie einen Algorithmus an, mit dem sich, analog zu der Konstruktion der
Arnoldi-Basis, die gesuchten biorthogonalen Basen konstruieren lassen.

(b) Beweisen Sie, dass (q9), Ap*))y = 0 fiir alle £,k € [0 : mo— 1] mit [ —k| > 1 gilt.

(c) Analog zu dem cg-Verfahren suchen wir nach einer Niherung x(M) = x(0) 4 0ypO) +
o4 1PV derart, dass das zugehirige Residuum r™ = b — Ax(™) die
Orthogonalititseigenschaft (q©, r(™))y = 0 fiir alle £ € [0 : m — 1] besitzt. Geben
Sie einen Algorithmus an, mit dem ein solches x(™ berechnet werden kann.

Die im Zuge der Konstruktion der Arnoldi-Basis berechneten Matrizen A™M) kénnen
wir nun verwenden, um Losungen zZ(™ € K™ des linearen Ausgleichsproblems
und damit auch die Tterierten x(™ = x(9) 4P, ;2™ zu bestimmen. Nach Lemma
wissen wir, dass das Ausgleichsproblem immer eindeutig losbar ist.

Praktisch berechnen kénnen wir die Losung mit Hilfe einer Householder-Zerlegung:
Falls wir eine orthogonale Matrix Q(m) e K(m+1Dx(m+1) ynd eine obere Dreiecksmatrix
R ¢ KmtDxm i Q(m)ﬁ(m) = A(M) konstruieren konnen, erhalten wir dank der
Invarianz der Norm unter der orthogonalen Transformation Q(m) das transformierte
Ausgleichsproblem

IRz — QU 2™y < [RMg — QM)+l fir alle § € K™,

Nach Lemma hat die Matrix R(™ vollen Rang, und ihre letzte Zeile ist Null (vgl.
Abbildung [3.8).

Demzufolge konnen wir das transformierte Ausgleichsproblem losen, indem wir die
Komponenten von z™ durch Riickwirtseinsetzen in die oberen m Zeilen der Matrix
R(™) berechnen. Der Betrag der letzten Komponente von (Q(m))*?(m) entspricht gerade
dem verbliebenen Approximationsfehler.
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procedure FindeGivens(z, y, var ¢, s);
if |z| > |y| then

T — —y/Z;
c— —2E2
|z[y/1+|7[2
S cT
else
T =Ty
-y .
s+ —<L—
lyl\/1+(72
C 4+ ST
end if

procedure Givens(c, s, var z, y);

h + x;
T < ch — sy;
y < sh+cy

Abbildung 3.9: Bestimmung der Koeffizienten einer Givens-Rotation und Anwendung
der Rotation auf einen Vektor (z,y)

Unsere Aufgabe besteht also darin, eine geeignete orthogonale Transformation Q(m) €
K(m+Dx(m+1) 74 finden. Laut Lemma ist A (™) bereits eine Hessenberg-Matrix, wir
miissen also lediglich die untere Nebendiagonale eliminieren. Diese Aufgabe kann mit
Hilfe von Givens-Rotationen gelost werden:

Seien z,y € K. Wir suchen eine orthogonale Matrix

Q:(S ‘)

die die untere Komponente des Vektors (z,y) eliminiert. Wenn wir das Matrix-Vektor-
Produkt ausschreiben, erhalten wir

()= )0 -(E5)

wir miissen also ¢, s € K so bestimmen, dass sz + ¢y = 0 gilt und Q orthogonal ist.
Wir erreichen dieses Ziel, indem wir

_ X ,_ -y

V0el? + 1y VAL

setzen, denn dann gelten

_ T+ Yy
cx — 8y = ——————=— = +/|z|* + |y|?,
ViIz? + [y[?

—Yyr + Y

T ),
VI +[y?

sr+cy =
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

Abbildung 3.10: Transformation einer Hessenberg-Matrix auf obere Dreiecksgestalt mit
Hilfe von zeilenweisen Givens-Rotationen

2 2
2 o z|*+ 1yl
c*+|s]* = ——F5 =1,
4181 = P
Ty — Yyx
—cs+sc=—5—75 =0
2% + y|?

In der Praxis ist es sinnvoll, ¢ und s so zu berechnen, dass Rundungsfehler reduziert
werden, etwa indem wir die Fille |z| > |y| und |z| < |y| unterscheiden. Im ersten Fall
setzen wir 7 := —y/Z, stellen

Vel +yP? = a1+ ly/aP? = |z[v1+|7]

fest und erhalten

x T -y T -y
= = y S = = — =
VigP+ 1yl a1+ (72 >+ Jyl*  Jxl/1+][7]? T
Im zweiten Fall setzen wir 7 := —z/y, erhalten

Vel + 1yl = lylvIz/yl? + 1 = [yl V1 + |72

und konnen damit ¢ und s gemaf

-y

—Y z —Y z
= y C = = _—=
VieP+ 1yl v+ i /N RV I

berechnen. Die resultierenden Prozeduren zur Bestimmung von ¢ und s und zur Anwen-
dung auf einen Vektor sind in Abbildung [3.9] zusammengefasst.

ST

Bemerkung 3.41 In der Regel sind wir nur daran interessiert, dass die Matriz Q or-
thogonal ist und die zweite Zeile des Ausgangsvektors eliminiert. Dabei spielt das Vor-
zeichen von Q keine Rolle, wir kénnen also in Abbildung auch x statt T im ersten
Fall und y statt —y im zweiten Fall verwenden.

Falls K = R gilt, konnen wir die Vorzeichen gerade so wdihlen, dass jeweils nur

1/+/1+ |7|? dibrig bleibt, so dass die Berechnung besonders einfach ausfillt.
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3.5 Krylow-Verfahren fiir nicht positiv definite Matrizen

procedure Ausgleich(m, K, T, var z);
for /{=0tom—1do
FindeGivens(A\g,g, 121\3-1-1767 ce, 50);
for ke {(,...,m—1} do
Givens(cy, sy, A\é,k:’ A\Z—H,k)

end for;
Givens(cy, S¢, Ty, To11)
end for;
for / = m — 1 downto 0 do
q < Ty

forke{(+1,...,m—1} do
q<q— Aprzi
end for;A
Zg < q/ Ay
end for

Abbildung 3.11: Effizientes Losen des Ausgleichsproblems 1D

Wir kénnen die Givens-Rotation verwenden, um zunéchst den ersten Nebendiagonal-

eintrag A\ggl) zu eliminieren: Fiir x = 121\(()781) und y = gggn) erhalten wir

A(m) T(m A(m
Q (4?0)) _ (% AR+ |A§O>P> |
Am

10 0

Wenn wir also die orthogonale Matrix

Qo (m+1)x (m+1)
(0 1) eK

von links mit A (™) multiplizieren, werden die ersten beiden Zeilen der Matrix gerade so
linear kombiniert, dass ;1\%1) anschliefend Null ist. Wir konnen entsprechend fortfahren,
um auch die restlichen Nebendiagonaleintrige zu eliminieren. Am besten ist es, bei dieser
Gelegenheit auch gleich die rechte Seite ™ zu behandeln (vgl. Abbildung . An-
schlieend kann das resultierende Ausgleichsproblem wie beschrieben durch Riickwért-
seinsetzen gelost werden.

Der resultierende Algorithms ist in Abbildung [3.11] zusammengefasst: Er geht von ei-
ner Matrix A(™ und einer rechten Seite (™) aus und 1st das Ausgleichsproblem ,
indem zuerst die Matrix mit Hilfe von Givens-Rotationen auf obere Dreiecksgestalt ge-
bracht und dann z("™ durch einfaches Riickwiirtseinsetzen in die obere Dreiecksmatrix
bestimmt wird.

In der Regel wollen wir nicht die vollstéandige Arnoldi-Basis aufstellen, sondern wir sind
lediglich daran interessiert, eine approximative Losung einer bestimmten Genauigkeit zu
konstruieren. Diese Genauigkeit ldsst sich mit Hilfe des Ausgleichsproblems steuern,
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

unsere Aufgabe besteht also darin, die in den Abbildungen und gegebenen
Algorithmen zu kombinieren.

Laut Lemma kénnen wir die Matrix A+ aus der Matrix A (™ gewinnen,
indem wir unten eine Nullzeile und rechts eine weitere Spalte hinzufiigen. Wenn wir
bereits Givens-Rotationen fiir die ersten m Spalten konstruiert haben, kénnen wir sie
nun auf die letzte Spalte anwenden und dann eine neue Rotation bestimmen, die den
letzten Eintrag dieser Spalte eliminiert und die rechte Seite aktualisiert.

Indem wir in dieser Weise die Konstruktion der Arnoldi-Basis mit der Householder-
Faktorisierung kombinieren, erhalten wir den in Abbildung dargestellten GMRES-
Algorithmus. Nach der Berechnung jedes neuen Arnoldi-Vektors bestimmt er die neue
Defektnorm und bricht ab, sobald sie klein genug oder ein invarianter Unterraum erreicht
ist. Anschlieend wird durch Riickwértseinsetzen die neue Iterierte berechnet.

Lemma 3.42 Sei A regulir, seib € K und x* := A~ 'b. Sei (X(m))meND die Folge der
Semiiterierten des GMRES-Verfahrens zu einem Startvektor x©) € KZ. Dann gilt

b — Ax™)||y = min{||gm(A)(b — AxO)||ly : gm ist ein Polynom
vom Grad < m mit ¢, (0) = 1} fir alle m € Ny.

Beweis. Nach Konstruktion ist
xm =xO 4+ p,._z20M,
und 2™ e KIO™=1] jgt s0 gewiihlt, dass
b — Ax™y = |r® — AP,,_12(™ ||y < |£© — AP,,_1¥]l> fiir alle y € K%~

gilt. Das Bild von P,,_; ist der Aufspann der Vektoren p®, ..., p(™=1 und dieser
Aufspann ist gerade der Krylow-Raum K(r(®, m — 1).

Demzufolge gibt es Koeffizienten ay, ..., am—1 € K mit
m—1

P,, 2™ = apAFr©).
k=0

Wir definieren die Koeffizienten

1 falls £ =0
ﬁg::{ ats ’ fir alle £ € {0,...,m}
—ay_1  sonst

und fithren das Polynom g, durch
m
(&) = B’ fiir alle € € K,
=0
ein, denn dann gelten ¢, (0) = 1 und

m—1
b— Ax(™ =@ _ AP, 20" =0 _ A Z a AFr©
k=0
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procedure GMRES(b, var x);
r©) +— b — Ax; ro < HI'(O)HQ
P — /7 m « 0;
p+—Ap®; o« |ply
Ao+ (p © ), P)2; A Agop?;
Ao < [IPll2; B+ Aio;
FindeGivens(;l\o,g, ;1\1’0, Co, 80);
Givens(cy, o, //1\0,0, //1\1,0);
?1 — 0;
Givens(cy, So, T0, 1);
while § > ey« and |7y, 41| > € do
p(mth) p/B; m<+m+1;
P+ Ap™; o« ||pll;
for £ € {0,...,m} do R
AZm < <p(€)> ﬁ)?; ﬁ < ﬁ - Afmp(g)
g\nd for; R
Amsim < IPll2s B+ Amy1m;
for /=0tom —1do
Givens(cy, sy, ‘A\g?m, A\E—s—l,m)
end for;
FmdeleenS(Amm, A\erl,m, Cms Sm);
Givens(cm, Sm, A\mm, .Z{m_i_l,m);

?m+1 <~ 0;

Givens(Cm, Sm, Tms Tm+1)
end while;
for / = m downto 0 do

q Ty

forke{{+1,...,m} do
q < q— Arzk
end for;
Eg < q///l\g,g; X — X+ /Z\gp(e)
end for

Abbildung 3.12: GMRES-Algorithmus zum approximativen Losen eines reguléren linea-
ren Gleichungssystems

=10 — Z o AR 10 0 4 Z BeA T = g, (A)r©),

k=0

Damit haben wir
b — Ax™ |3 = ||gm(A)(b — Ax(V)||

fiir unsere Wahl von g, gezeigt. Jetzt miissen wir nachweisen, dass diese Norm auch
minimal ist.
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

Sei dazu ¢, ein weiteres Polynom mit Grad < m und ¢},,(0) = 1. Wir wihlen Koeffi-
zienten 3, ..., ], € K mit

m
(&) = Z Byt fiir alle £ € K.
=0
Wegen ¢,,(0) =1 gilt 5 = 1, und wir erhalten

(M@ = 3" B ALO = O L 3™ g AGO
=0 =1

m—1
—r® _ A Z (_Blchrl)Akr(O) =r® _ Ay
k=0

fiir den Vektor

m—1
yi=— Z B AR € K(r® m —1).
k=0
Da das Bild von P,,_; gerade IC(r(O), m — 1) ist, muss es einen Vektor y € K™ geben,
der y = P,,,_1y erfiillt, also gilt

g7, (A)r@ 2 = 2@ — Ayllz = [[F'” — AP, 132
> lr©@ — AP,,_12(™)]|, = A)r®
|| m—1 2 Qm 25

demzufolge minimiert g, tatséchlich die Defektnorm. ]

Mit Hilfe dieser Bestapproximationsaussage lassen sich, wie schon im Fall des
Gradienten- und des cg-Verfahrens, Aussagen iiber die Konvergenz des GMRES-
Verfahrens gewinnen:

Satz 3.43 (Konvergenz) Sei A regulir und diagonalisierbar, es gebe also eine reguldre
Diagonalmatric D € KI*T und eine requlire Matriz T € K¥*T s0, dass A = TDT !
gilt. Sei b € KZ, und sei x* :== A~ 'b.

1. Falls o(A) C o, (] fir a, € Rsq gilt, erfillen die Iterierten des GMRES-

Verfahrens die Abschdtzung

m

C _b—AxO|y  fir alle m € N

2
1+e¢

b — Ax™ [l < T2 T2
v/ B/a—1
B/a+1"

2. Falls 0(A) C [-8,—a] U |, B] fir o, € Rso gilt, erfillen die Iterierten des
GMRES-Verfahrens die Abschitzung

und ¢ :=

ool /2]
_ (m) -1y, <~ - _ (0) -
b~ Ax™ly < [Tl T oy b~ AxOlly fir alle m € Ny
. B—a
und C = m
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3. Ganz allgemein gilt b = Ax(™0) fijr mg < n = #I.

Beweis. Die dritte Aussage ist wegen ([3.42)) trivial.
Zum Beweis der ersten beiden Aussagen benutzen wir Lemma und die Submul-
tiplikativitdt der Spektralnorm, um

Ib — Ax" 5 < [lgm (A) (b — AxP) |2 < [[gm(A)2]]b — Ax V|
fiir ein beliebiges Polynom ¢,, der Ordnung < m mit ¢,,(0) = 1 zu erhalten. Aus
Al = (TDT ! = TD'T!
folgt

gm (A)ll2 = ' Tgm (D)T |2 < T2 T 2llgm (D)]l2
= | T2 T~ 2 max{lgm(N)] : A € o(A)}. (3.44)

Falls 0(A) C [o, 8] gilt, konnen wir ein transformiertes Tschebyscheff-Polynom p,,, ver-
wenden, das

m . 2c™

ax{|pm(§)| : €1 -58,1-a]} < [Ewem

fiir ¢ := %; und p,, (1) = 1 erfiillt. Wir setzen, wie schon im Beweis von Satz [3.30}
(0%

wieder ¢, (&) := pm(1 — §) und erhalten

max{|gm(A)| : A€ o(A)} <max{lgm(N)| A€o, f]}
= max{|pm(1 = A)[ : A€o, f]}

— max{[pm(€)] : €€ 1 B,1—a]} < —

1+ ¢2m

sowie ¢, (0) = 1 und damit die gewiinschte Abschétzung.

Falls 0(A) C [-f, —a]U]a, 8] gilt, setzen wir u := [m/2] und wéhlen ein transformier-
tes Tschebyscheff-Polynom p,, der Ordnung < p, das auf dem Intervall [1 — 52,1 — o?]
besonders kleine Werte annimmt, also

max{[p, ()] : €€ 1—F1—al} < —

. \/B2/a2—1 —a . . .
fiir ¢ := % = g-Ta und p,(1) = 1 erfiillt. Wir setzen jetzt ¢, (&) := pu(1 — £€2)

und erhalten

max{lgm(A)| : A€ o(A)} <max{lgm(A)| © A €[5, —a]Ula, 5]}
= max{[p,(1 = X*)| : A€ [-f,—a]Ula, B}

2cH
= max{p,(§)] : €€[1- A1 -’} < T
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

also die gewiinschte Abschéitzung. ]

Wir sehen also, dass das GMRES-Verfahren auch bei indefiniten Problemen konver-
giert, solange die Matrix A diagonalisierbar ist. Allerdings ist die Konvergenzrate in
diesem Fall offenbar deutlich reduziert und entspricht ungefihr dem Ergebnis, das man
auch fiir das cg-Verfahren angewendet auf die Normalengleichung

A*Ax=A"b

erwarten wiirde. Falls die Matrix A normal ist, also die Gleichung A*A = AA* erfiillt,
kann die Matrix T in Satz orthogonal gewéhlt werden. In diesem Fall verschwinden
die Terme || T||2 und ||T~!||2 = |T*||]2, und wir erhalten eine Abschitzung, die der fiir
das cg-Verfahren entspricht.

Leider gibt es Fille, in denen sich die ersten beiden Abschétzungen von Satz [3.43]
nicht verwenden lassen und wir lediglich auf seine letzte Aussage angewiesen sind. Fiir
ein n € N betrachten wir als Beispiel die Matrix F € K"*", die durch

fir alle 4, j € [1: n]

1 fallsi=j+1loderi+n=j5+1,
Fij =
0 sonst

gegeben ist. Wir wéhlen eine rechte Seite b € K™ gemif

1 fallsi=1
bizz{ ame=s fiir alle ¢ € [1 : n]
0 sonst

und wollen das Gleichungssystem Fx = b l6sen, das die Gestalt

0O ... 0 1 1

1 0 0
. X:

1 0 0

aufweist. Wir konnen sehen, dass die Spalten von F eine Orthogonalbasis bilden, al-
so ist F nicht nur regulér, sondern sogar orthogonal, also insbesondere auch sehr gut
konditioniert.

Wir wollen nun das Verhalten des GMRES-Verfahrens fiir dieses Gleichungssystem un-
tersuchen. Wir beginnen mit dem Startvektor x(°) = 0, also dem Startdefekt r®) = b,
und konstruieren die Arnoldi-Basis. Da F orthogonal und r(®) der erste kanonische Ein-
heitsvektor ist, sind die Suchrichtungen bereits durch p(™*t1) = Fp(™) gegeben. Mittels
einer einfachen Induktion kénnen wir

(m) _ {1 falls i =m + 1,

D; firalleme[0:n—1], i € [1:n]

0 sonst

nachweisen, da F den m-ten kanonischen Einheitsvektor gerade auf den (m + 1)-ten
abbildet. Dariiber hinaus gilt
Fp»1) = p®),
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da p Y der n-te kanonische Einheitsvektor ist, der durch F gerade auf den ersten
Einheitsvektor abgebildet wird.

Fiir alle £ € [0 : n — 2] gilt demzufolge

(Fp“) =p{* =0.

Sei m € [1:n—1], und sei y € K(r(®), m — 1). Dann existieren ay, . .., ay,_1 € K mit
m—1
y= S o
(=

und wir erhalten

3
L

m—

(Fy), = Z a(Fp¥), = aepgf-‘rl) -0,
=0 0

~
I

also insbesondere
IFy — @]y > ey = 1.

Da wir diese Abschétzung fiir alle y € span IC(r(O), m — 1) gezeigt haben, folgt insbeson-
dere auch

[Fx™) — 0], =1 fiir alle m € [0 : n — 1],

der Iterationsfehler wird also in den ersten n — 1 Iterationsschritten vollig unverdndert
bleiben. Im n-ten Schritt gilt dann

Fp® 1 = p® = 1)
und x(™ ist die exakte Losung.

Wir konnen also sehen, dass es Situationen gibt, in denen das GMRES-Verfahren erst
im letzten Schritt eine sinnvolle Approximation der Losung berechnet und zwischendurch
vollig unsinnige Suchrichtungen ausprobiert.

Immerhin berechnet GMRES fiir eine beliebige regulire Matrix eine Losung, auch
wenn diese Berechnung, wie gesehen, im schlimmsten Fall so lange wie bei einem direkten
Verfahren dauern kann. Also werden wir wagemutig: Was passiert, wenn A nicht regulér
ist? Eine elegante Antwort findet sich in dem Artikel “The Idea Behind Krylov Methods”
von Ipsen und Meyer: Mit Hilfe der Jordan-Zerlegung kénnen wir A in der Form

(T 0\ .
A=t 9

darstellen, wobei C eine regulire und N eine nilpotente Matrix ist, also N = 0 fiir ein
i € N gilt. Wir beschriinken uns wieder auf den Fall x(O) = 0, miissen also kliren, ob eine
Losung x* von Ax* = b sich in einem Krylow-Raum K(r®,m) = K(b, m) darstellen
l&sst.
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Nehmen wir zunichst an, dass das der Fall ist, dass es also Koeffizienten oy, ..., ay, €
K mit
m
x* =Y arA'b
£=0
gibt. Wir fithren die transformierten Vektoren

X = T Ix*, b:=T 'b

ein und erhalten

o)

. cl o

=0

Wir zerlegen X* und b passend zur Blockmatrix in

2 = (%) b (b
xX5) " bo

und gelangen zu den Gleichungen

m
ﬁf = Z agCebl,
=0

m
X5 =Y a/N'b,.
=0

Aus Ax* = b folgt Nx4 = BQ, und indem wir die zweite Gleichung mit N multiplizieren
erhalten wir

m
bz = Z Ongz+1b2
=0

0= (I - ZO&[NEJA) BQ.

=0

und somit

Da N nilpotent ist, gilt o(N) = {0}, also ist die Matrix in dieser Gleichung invertierbar
und es folgt by = 0. R
Falls umgekehrt by = 0 gilt, 16st der durch X} := C~'b; und X} = 0 gegebene Vektor

das Gleichungssystem. Wie schon in Abschnitt kénnen wir ein Polynom p konstruie-
ren, das p(C) = C~! erfiillt. Daraus folgt

pa = (M) 0) (g;) - (ﬁg;ﬁ) 1 (O ) —m (3
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3.5 Krylow-Verfahren fiir nicht positiv definite Matrizen

also kann das GMRES-Verfahren die Lésung x tatséchlich bestimmen.
Unser Verfahren funktioniert also genau dann, wenn by = 0 gilt. Wegen

i o mf(C 0N\ .1 . (C' 0\,
aor(Q ) rox(S )

ist das #iquivalent dazu, dass die rechte Seite b im Bild von A’ liegt. Da das Bild von A’
im Allgemeinen eine echte Teilmenge des Bilds von A ist, kann es rechte Seiten geben,
fiir die zwar eine Losung existiert, diese Losung aber nicht mit einem Krylow-Verfahren
konstruiert werden kann.

Die Zahl ¢ kann durch eins plus der Differenz zwischen der algebraischen und der geo-
metrischen Vielfachheit des FEigenwerts 0 der Matrix A beschriankt werden. Fiir selbst-
adjungierte Matrizen, bei denen algebraische und geometrische Vielfachheiten {iberein-
stimmen, ist es also ausreichend, dass b im Bild von A liegt.

Die Konstruktion der orthogonalen Basen p(?, ..., p(™) erfordert es, alle Basisvekto-
ren abzuspeichern, so dass fiir den m-ten Schritt des GMRES-Verfahrens m Vektoren
der Liange n = #Z abgespeichert werden miissen. Da mit allen diesen Vektoren Ska-
larprodukte berechnet und Linearkombinationen gebildet werden miissen, erfordert der
m-te Schritt des Verfahrens einen Rechenaufwand, der zu mn proportional wéchst, die
Durchfithrung des Verfahrens wird also immer aufwendiger, je hoher m wird.

Im Allgemeinen lisst sich dieses Problem nicht vermeiden. Man kann zwar die Di-
mension der Basis kiinstlich beschrianken, also bei Erreichen einer Schranke m, die
Konstruktion beenden, die neue Iterierte berechnen und das Verfahren mit der neuen
Iterierten als Ausgangsvektor neu beginnen, aber wir haben bereits gesehen, dass es
Gleichungssysteme gibt, bei denen in diesem Fall keinerlei Konvergenz mehr auftritt.

Fiir den speziellen Fall selbstadjungierter (nicht unbedingt positiv definiter) Matrizen
konnen wir das Verfahren so modifizieren, dass Speicher- und Zeitbedarf proportional
zum cg-Verfahren sind, dass also insbesondere ein Schritt mit einem zu n proportionalen
Aufwand durchgefiihrt werden kann: Wenn A selbstadjungiert ist, gilt

<p(£)a Ap(k)>2 = <Ap(é)7 p(k)>2 = <p(k)7 Ap(€)>2 fiir alle K? ke {07 <oy g — 1}a

und Lemma impliziert ;1\2?) = 0 fiir alle ¢ € {0,...,m — 1}, k € {0,...,m — 2}
mit |¢ — k| > 1, also besitzt A in diesem Fall nicht nur Hessenberg-, sondern sogar
Tridiagonalstruktur.

Die zur Losung des linearen Ausgleichsproblems verwendeten Givens-Rotationen
transformieren die Tridiagonalmatrix in eine obere Dreiecksmatrix der Bandbreite 2, so
dass sich das Ausgleichsproblem mit einem Aufwand proportional zu m (statt m? im
allgemeinen Fall) auflosen l&sst.

Indem man die Tatsache ausnutzt, dass in jedem Schritt des Verfahrens jeweils nur eine
Spalte zu dieser Matrix hinzugefiigt wird, lésst sich eine Umformulierung des Algorith-
mus finden, bei der die Matrizen Am) iiberhaupt nicht mehr aufgestellt werden miissen,
die Struktur dhnelt dann sehr der des cg-Verfahrens, und das resultierende MINRES-
Verfahren ist dhnlich effizient. Da es dieselben Semiiterierten wie das GMRES-Verfahren
berechnet, iibertragen sich die Konvergenzaussagen aus Lemma[3.42|und Satz[3.43] direkt
auf das neue Verfahren.
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

3.6 Verfahren fiir Sattelpunktprobleme

Wie wir bereits gesehen haben, sind die Konvergenzeigenschaften der semiiterativen
Verfahren fiir indefinite Matrizen in der Regel deutlich schlechter als im positiv definiten
Fall. Fiir eine wichtige Klasse indefiniter Probleme, namlich die Sattelpunktprobleme,
lassen sich Verfahren konstruieren, die die guten Konvergenzeigenschaften des positiv
definiten Falls erreichen.

Bei einem typischen Sattelpunktproblem zerfillt die Indexmenge in zwei disjunkte
Teilmengen 7, Zy mit

I =T1T1Ul1, IlﬂIQ:(Z)
und die Systemmatrix besitzt die Gestalt
Ay Ay
A pu—
<A21 0 ’
wobei Aq; € KIt*11 gine selbstadjungierte positiv definite Matrix ist und Ay = A3, €
KZ1>%Z2 injektiv ist. Damit ist A selbstadjungiert. Um einen Eindruck von den Eigenwer-

ten der Matrix A zu erhalten, verwenden wir eine durch die Gauf-Elimination inspirierte
Kongruenztransformation:

( I ) (An A12> _ <A11 Ao > (3.452)
—An A T) \Ay —Ay A AR ) '

I Ay A12> <I —A;fAlg) (AH )
_ = ~ . (3.45b
<—A21A111 1) <A21 I —Ay AT A ( )

Da A1 injektiv ist, ist A21A1_11A12 positiv definit, also besitzt die transformierte Matrix
in der Gleichung sowohl positive Eigenwerte (im linken oberen Diagonalblock)
als auch negative (im rechten unteren). Diese Eigenschaft iibertriagt sich auf A, so dass
wir tatséchlich ein indefinites Problem zu untersuchen haben.

Trotzdem konnen wir ein Losungsverfahren konstruieren, indem wir die Gleichung

(3-45a) verwenden: Das Gleichungssystem
(Au A12) <X1) _ <b1>
Ay X2 b
wird durch eine Block-Gauf-Elimination in das System

<A11 Ao > <X1> _ ( by >
—A21A1_11A12 X2 b2 - A21A1_11b1

tiberfiihrt, das wir per Riickwértseinsetzen 16sen konnen. Dazu sind die beiden Gleichun-
gen

Sxy = Ag1Aj'by — by (3.46a)
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3.6 Verfahren fiir Sattelpunktprobleme

Aq1x1 = by — Ajoxo, (3.46b)

mit dem Schur-Komplement S = AglAﬁlAn dquivalent. Das Schur-Komplement ist
positiv definit, so dass wir die Gleichung mit den bereits bekannten Verfahren
behandeln koénnen. Als Beispiel untersuchen wir das Gradientenverfahren: Fiir einen
Startvektor xgo) e K22 ist das Residuum durch

ry = Ay ATy — by — Szi) = Ay ATy — Ay AT AxY) — by
= AQlAil (b1 - Alzxgo)) - b2 (347)

gegeben, kann also effizient berechnet werden, sofern sich Gleichungssysteme mit der
Matrix A1 schnell 16sen lassen.

Wir untersuchen nun die Berechnung der Iterierten xgmﬂ) aus x;m) fiir ein m € Np.
Fiir die Berechnung des optimalen Démpfungsparameters benttigen wir den Vektor

s = Sr{™ = Ap A Apori™, (3.48)

wir miissen also ein weiteres Gleichungssystem mit der Matrix A1y 16sen. Der Damp-
fungsparameter ist gegeben durch
(5™ 2™

)\(m) —
<S(m)7rgm)>2

opt ’

die néchste Iterierte und das néichste Residuum berechnen sich dann gem#f
xy™ = XM A, (3.49)
rgm—H) = rgm) - )\(()?t)s(m).
Ein Schritt des Gradientenverfahrens erfordert also die Multiplikation mit den Matrizen
A2 und Ao sowie das Losen eines Gleichungssystems mit der Matrix Aqj.

Die Idee des Uzawa- Verfahrens besteht darin, in jedem Schritt des Gradientenverfah-
rens auch eine Néherung des Vektors x; zu bestimmen, indem die einzelnen Rechen-
operationen geschickt arrangiert werden. Beispielsweise sehen wir, dass in der Gleichung
(3.47) der Vektor Aﬁl (b1 —Aj2x2) als Zwischenergebnis auftritt, der nach (3.46b)) gerade
X1 entspricht.

Wenn wir xgmﬂ) mit der Formel 1) aktualisieren, ergibt sich aus (3.46b|) die Kor-

rekturgleichung

Xgm+1) = Al_ll(bl - A12X(2m+1)) = Al_ll (bl - A12Xém) - )\(m)A12rém))

opt
(m)

_ X(m) _ )\(m)Al—llA12r2 ,

™M opt
und der rechte Vektor tritt als Zwischenergebnis bei der Berechnung des Vektors s™) in
auf, steht uns also ebenfalls ohne weiteren Rechenaufwand zur Verfiigung.
Um die Konvergenz des Uzawa-Gradientenverfahrens mit Hilfe des Satzes[3.19 untersu-
chen zu kénnen, ist es erforderlich, Schranken fiir das Spektrum des Schur-Komplements
S zu finden.
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

procedure UzawaGrad(by, be, var x;, x2);
Lose A11X1 = b1 — A12X2;
ro < Agi1x) — by;
while Fehler zu grofl do
Lose A11a = A121‘2;
S < Agla; )
)\opt — <HSI7‘52”227
X2 < X2 + AoptT2;
ro <—rg — )\opts§
X1 ¢ X1 — Aopta
end while

Abbildung 3.13: Uzawa-Iteration basierend auf dem Gradientenverfahren

Satz 3.44 (Spektralschranken) Seien a,8 € Rsg so gegeben, dass die inf-sup-
Bedingung

A
Va|xz|l2 < sup {<”1ix|2’,x1>2 ox; € KT\ {0}} fiir alle xo € K*2 (3.50)
11 A1

und die Stetigkeitsbedingung
|Agix1]l2 < /Blx1]l a1, fiir alle x; € K2 (3.51)
gelten. Dann folgt o(S) C [a, f].

Beweis. Sei xa € K2, Aus (3.50)) folgt

Arxo,x
Valale < sup { B2 g (o))
Hxl”Au

A
o {<H;}/{5’X|1|>2 ‘ XleKzl\{o}}
11 X1l2
Aqox 7A_1/2x
:sup{< 12 2”X1|1’; vz xlerl\{O}}

— sup <A1_11/2A12X27 X1)2
1]l

D x e KB\ {0}} = |AL 2 A1 ]l2,

wobei im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung zum Einsatz kommt. Wir
erhalten

—1/2 —1/2 —1/2
afxa,x2)s = alxa|3 < AP Araxolf3 = (AT Araxa, AT Araxo)s

= (A7 A A1ax2,X2)o = (Ao AT Ao, Xa)2 = (SxXa, Xa)2,

also oI < S.
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3.6 Verfahren fiir Sattelpunktprobleme

Aus (3.51)) folgt
| ARl < VB[R4, = VBIAL Rall2 fitr alle %, € K7,
und mit X; = A1_11/2X1 erhalten wir
1A AL x|z < V/Blxl2 fiir alle x; € K7
Wir wahlen x; := Aﬁl/ 2A12x2 und finden
1823 = | As1 AT Avaxa 13 = [| A1 Ay *xall3 < Bllxa 13 = Blxa, xa)2
= 5<Af11/2A12X2, Af11/2A12X2>2 = B(A}, AT Arax2, X2)2
= B(Sx2,%2)2 < B|Sx2l|2[Ix2]|2-
Falls Sxa # 0 gilt, konnen wir auf beiden Seiten durch ||Sxz||2 dividieren und erhalten
[Sx2l2 < BIx22.
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt daraus
(Sx2,%a) < [|Sxal2]lx2ll2 < Bllx2ll3 = B(x2, x2)2,

also haben wir auch S < SI bewiesen. Mit Lemma [2.49] folgt die Behauptung. [

Folgerung 3.45 (Konvergenz) Fulls die Bedingungen und erfillt sind,

erfiillen die Iterierten des Uzawa-Gradientenverfahrens die Abschitzung

%™ — xglg < g;Zngm’ — x3||s fiir alle m € Ny.
Beweis. Wir kombinieren Satz [B.44] mit Satz [3.19 ]

Wir haben bereits gesehen, dass das cg-Verfahren eine wesentlich bessere Konver-
genz als das Gradientenverfahren aufweist, also bietet es sich an, eine entsprechende
Variante der Uzawa-Iteration zu konstruieren. Auch in diesem Fall ldsst sich die er-
ste Halfte x; des Losungsvektors elegant mitfithren, indem wir zu jeder Suchrichtung
auch ihr Produkt mit AﬁlAlQ berechnen. Da dieser Vektor im Zuge der Berechnung
des Schur-Komplements ohnehin vorkommt, kann die Aktualisierung des Vektors x; mit
einer einzigen Linearkombination erfolgen. Die resultierende Uzawa-cg-Iteration ist in

Abbildung zusammengefasst.

Folgerung 3.46 (Konvergenz) Fulls die Bedingungen und erfiillt sind,
erfillen die Iterierten des Uzawa-cg- Verfahrens die Abschdtzung

2 m
1™ 3l < o x5 — x3s fiir alle m € Ny

mit den Konstanten
VE—1
c:= ,
VE+1
Beweis. Wir kombinieren Satz [3.44] mit Satz [3.30 m

SRS
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

procedure UzawaKonjGrad(bi, be, var x1, x2);
Lose A11X1 = b1 — A12X2;
ra < Ag1x1 — by;
P2 < 1]
while Fehler zu grofl do
Lose Aj1a = Ajapo;
S < Agla;
Aopt ¢ B2
X2 ¢ X2 + Aopt P2;
Iy < Iy — AoptS;
X1 ¢ X1 — AoptQ;
b
P2 <~ T2 — P2
end while

Abbildung 3.14: Uzawa-Iteration basierend auf dem cg-Verfahren
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4 Mehrgitterverfahren

Alle in den vorangehenden Kapiteln vorgestellten Verfahren haben den Nachteil, dass
der mit ihnen verbundene Rechenaufwand mit der Konditionszahl der Matrix A des zu
losenden linearen Gleichungssystems wéchst. Im Fall des Modellproblems bedeutet
das, dass desto mehr Iterationsschritte erforderlich werden, je grofler die Problemdi-
mension n wird. Nicht nur wird also die Durchfiithrung eines Schrittes aufwendiger (alle
Verfahren bendtigen mindestens n Rechenoperationen fiir einen Schritt), es sind auch
immer mehr Schritte erforderlich, um eine hinreichend genaue Lésung zu bestimmen.

Infolge dieser Eigenschaft werden die bisher vorgestellten Verfahren fiir grofie Glei-
chungssysteme sehr zeitaufwendig oder sogar undurchfiithrbar (etwa im Fall des GMRES-
Verfahrens wegen des wachsenden Speicherbedarfs).

Wir suchen also nach einem Verfahren, das einerseits &hnlich einfach und effizient
wie die bisher vorgestellten ist, andererseits aber ein Konvergenzverhalten zeigt, das
moglichst unabhéngig von der Konditionszahl ist. Fiir allgemeine lineare Gleichungs-
systeme ist kein Verfahren bekannt, das diese Figenschaften aufweist. Fiir Gleichungs-
systeme wie das Modellproblem, die aus der Diskretisierung einer partiellen Differenti-
algleichung entstehen, lisst sich allerdings eine Klasse von Verfahren angeben, die die
gewiinschten Eigenschaften besitzen, ndmlich die Mehrgitterverfahren, denen dieses Ka-
pitel gewidmet ist.

4.1 Motivation: Zweigitterverfahren

Wir suchen nach einem Verfahren, das moglichst einfach zu implementieren sein soll,
also ist es naheliegend, ein besonders einfaches Verfahren als Ausgangspunkt unserer
Betrachtung zu wihlen: Die Richardson-Iteration.

Fiir das eindimensionale Modellproblem haben wir bereits in Lemma [1.7] nachgerech-
net, dass der optimale Dadmpungsparameter durch

h2
Yot =3
gegeben ist und zu einer Konvergenzrate von

0=1—2sin?(7h/2)

fiihrt, die Konvergenzrate wird sich also fiir h — 0 ungefihr wie 1 — 72h?/2 verhalten.
Aus Griinden, die spéter klar werden, verwenden wir hier nicht 8¢, sondern den

halbierten Wert
h2
g1 1= T
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4 Mehrgitterverfahren

Entsprechend unserer Theorie konvergiert das Richardson-Verfahren auch fiir diesen
Diampfungsparameter. Betrachten wir nun das Verhalten des Iterationsfehlers x(©) — x*,
das bekanntlich durch die Gleichung

X(Z+1) _x* = MRich,le (X(Z) - X*)
beschrieben ist. Falls wir annehmen, dass der Fehler ein Eigenvektor e* der Matrix L

ist, erhalten wir
Mgich,0,€" = (1 — OgAr)e" = (1 — sin®(wkh/2))e",

falls sin?(wkh/2) groBer als 1/2 ist, wird der Fehler also um einen Faktor von mindestens
1/2 reduziert. Diese Bedingung ist fiir kh > 1/2, also k > (n + 1)/2 erfiillt. Fehler-
komponenten, die in der ,,oberen Hilfte“ des Spektrums liegen, werden also durch diese
modifizierte Richardson-Iteration um einen Faktor von mindestens 1/2 reduziert. Dieses
Verhalten stellt sich nur ein, wenn wir den Dampfungsparameter geschickt wihlen.

Der Index k des Eigenvektors e* beschreibt (vgl. Lemma die Frequenz der dem
Eigenvektor zugrundeliegenden Sinusfunktion, ein grofler Wert von k entspricht also einer
hochfrequenten Funktion, wéhrend ein kleiner Wert zu einer niedrigfrequenten gehort.

Dementsprechend teilen wir nun auch die Eigenvektoren in hoch- und niedrigfrequente
ein und bezeichnen die von ihnen aufgespannten Raume mit

XAyg := span{e® : ke Ty} mit Zys :={k€Z : k> (n+1)/2},
Xyp = span{e® : ke Ty} mit Zye:={k€Z : k< (n+1)/2} =T\ Ty

Diese beiden Rédume bilden eine orthogonale Zerlegung des Raums KZ.

Lemma 4.1 (Orthogonale Zerlegung) Fiir jeden Vektor x € K% existieren y € Xt
und z € Xy mit X =y + z.
Es gilt

(y,z)2 =0 fiir alle y € Xy, z € Xys.

Beweis. Sei x € KZ. Da die Eigenvektoren nach Lemma eine Orthonormalbasis des
Raums K7 bilden, existieren Koeffizienten (o )gez mit

X:Zakek = Z akek—{— Z akek,

kel kETus k€Lns

e’

~~

=y =z

also folgt x =y + z mit y € Ay und z € Xys.
Seien nun y € &y und z € Xy gegeben. Dann existieren Koeffizienten (5x)rez,, und
(V) kez,; mit

y = Z 5kek, zZ = Z 'ygee.

kE€Lys eyt
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4.1 Motivation: Zweigitterverfahren

Indem wir wieder ausnutzen, dass die Eigenvektoren eine Orthonormalbasis bilden, folgt

= () Bt > weha= ) Zﬁkwe e’)y = 0.

k€The 0€T s k€ZIns LEL ¢ U
|

Wir kénnen den Raum K7 in diese beiden Teilrdiume zerlegen und erhalten die folgen-
den Abschéitzungen fiir den Iterationsfehler:

Lemma 4.2 (Konvergenz im Teilraum) FEs gilt
1 ..
[ MRich,0,, %2 < §||X||2 fiir alle x € Xy

Beweis. Sei x € Xy, und seien Koeffizienten (oy)kez,, mit

X = E ape®

k‘EIhf

gegeben. Laut Lemma bilden die Eigenvektoren eine Orthonormalbasis, also folgt

1[5 = (x,%)2 = Z Z o 0u e’ ef )2 = Z EAR (4.1)

k€Lns b€yt k€Lne
Wir haben in (1.6 bereits
MRich,gglek = (1 —0g)\p)e* = (1 —sin?(7kh/2))e* fir alle k € Z

bewiesen, so dass wir insgesamt

MRich 0, X = Z (1 —sin (th/2))ake = Z Bre”

k€Lne _ ﬁk k€Lne

erhalten. Es gilt mkh/2 > gnTH%H = m/4. Da die Sinusfunktion auf dem Intervall

[r/4,7/2] monoton von sin(w/4) = /1/2 auf sin(w/2) = 1 steigt, folgt
0<1—sin2(nkh/2) <1-1/2=1/2,  |Bsl <laxl/2 fiir alle k € Ty
Indem wir (4.1)) erst auf MRgijcp,g,,% und dann auf x anwenden, erhalten wir mit
Mricn o, x5 = Y 185 < < Z o |* = *||XH§7
kE€Lns kEIhf

die gewiinschte Abschéitzung. ]

Zumindest auf dem von den hochfrequenten Eigenvektoren aufgespannten Teilraum
Xur besitzt unser Richardson-Verfahren also tatséchlich eine von h, also n, unabhingi-
ge Konvergenzrate. Wenn wir somit die Iteration auf den Gesamtfehler anwenden, wird
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Abbildung 4.1: Fehlerreduktion durch die Richardson-Iteration. Links: Entwicklung des
Startfehlers. Rechts: Entwicklung der Anteile der Eigenvektoren.

dessen hochfrequenter Anteil schnell reduziert werden, der Fehler wird mit jedem Ite-
rationsschritt , glatter® werden. Deshalb bezeichnet man das Richardson-Verfahren in
diesem Fall als Gldttungsverfahren. Zur Illustration ist in Abbildung dargestellt, wie
sich der Iterationsfehler bei wiederholter Anwendung des Richardson-Verfahrens verhélt.
In der linken Halfte findet sich jeweils der Fehler (zur besseren Lesbarkeit sind die ein-
zelnen Punktwerte durch eine Linie verbunden), in der rechten Hélfte die Anteile ay
der einzelnen Eigenvektoren e*. Man kann deutlich erkennen, dass die hochfrequenten
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4.1 Motivation: Zweigitterverfahren

Anteile sehr schnell reduziert werden.

Wenn wir den Gesamtfehler reduzieren wollen, miissen wir auch eine Moglichkeit fin-
den, die niedrigfrequenten Anteile in den Griff zu bekommen. Da die entsprechenden
Funktionen ,glatt“ sind, bietet es sich an, sie mit Hilfe eines groberen Gitter zu appro-
ximieren.

Dazu fithren wir eine Hierarchie von Indexmengen und Gleichungssystemen ein: Fiir
jedes ¢ € Ny seien

e cine endliche Indexmenge Zy,
e cine regulire Matrix A, € KZ*% und
e cine rechte Seite by € K% gegeben.

Die Zahl £ bezeichnen wir als Gitterstufe, unter Z, stellt man sich hiufig ein Punktegitter
vor, das das Gebiet anndhert, auf dem eine Differentialgleichung gelost werden soll.
Intuitiv sollen die Gleichungssysteme

Ayx; =Dby fir £ € Ny

zu verschieden feinen Auflosungen derselben zugrundeliegenden partiellen Differential-
gleichung gehoren. Hohere Gitterstufen sollen dabei hoheren Genauigkeiten entsprechen,
wir nehmen insbesondere an, dass die Indexmenge Z, grofler als Zp_q ist.

Wenn wir das Gleichungssystem auf einer Stufe ¢ € Ny losen wollen, kénnen wir

(0)

zunéichst ausgehend von einem Startvektor x,’ einige Schritte eines Gléttungsverfahrens

durchfithren. Wir bezeichnen die daraus resultierende Ndherungslosung mit Xél/ ? und
die exakte Losung des Gleichungssystems mit xj, es gilt also Ayx; = by,. Falls das
Glattungsverfahren erfolgreich ist, ist der verbliebene Fehler

eE1/2) — Xé1/2) —x

in einem geeigneten Sinn ,glatt“, also besteht die Hoffnung, ihn auf einem gréberen
Gitter noch hinreichend gut approximieren zu kénnen. Wir suchen demnach einen Vek-
tor xo_; € KZ-1, der in einem geeigneten Sinne eine gute Approximation des Fehlers

egl/ 2 beschreibt. Um eine Verbindung zwischen den beiden Gittern herstellen zu kénnen,
flihren wir Transferoperatoren ein:

Definition 4.3 (Gittertransfer) Sei ¢ € N. Fine injektive Matrix
pf c KI@ XI@,l

bezeichnen wir als Prolongation. Fine surjektive Matrix
ry € KZe-1xTe

bezeichnen wir als Restriktion.
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4 Mehrgitterverfahren

Mit Hilfe der Prolongation lidsst sich nun formulieren, wie der Vektor x,_; € KZe—1
beschaffen sein soll: pyxy_; soll eine gute Approximation des Fehlers sein, es sollte also

1/2
PiX¢p—1 = eé /2

gelten. Der Fehler eél/ 2 Steht uns in der Regel nicht praktisch zur Verfiigung, da wir die

exakte Losung x; nicht kennen. Wir kénnen allerdings mit A, multiplizieren, um den
Defekt zu erhalten:

Aprxp_q ~ Agegl/z) = Ag(Xgl/Q) —x)) = Aﬁxélﬂ) — by,

Diese ,,Gleichung kénnen wir nicht einfach 16sen, um x,_1 zu bestimmen, da A,p, keine
quadratische Matrix ist. Also multiplizieren wir mit der Restriktion ry und gelangen zu

2
rpApexe1 = I‘e(AzXEV )~ by).
Da Ay und Ay_; denselben Differentialoperator approximieren sollen, diirfen wir
Apy = reAgpe (4.2)

erwarten, denn es sollte fiir ,,glatte“ Funktionen keinen groflien Unterschied machen, ob
wir den Operator auf dem feinen oder dem groben Gitter anwenden.
Also bestimmen wir x,_1 als Losung des linearen Gleichungssystems

Ay 1xp 1= I‘é(AeXEUQ) —by), (4.3)
so dass pyXy_1 ~ xél/ D _ x, gilt, und fithren anschliefend die Korrektur
Xél) = Xél/m — PeXr—1

durch. Dieser Korrekturschritt lasst sich als Schritt eines linearen Iterationsverfahrens
interpretieren.

Definition 4.4 (Grobgitterkorrektur) Sei ¢ € N. Das durch
(I)GGK’g(Xg, bg) = Xy — pgAg__llrg(AgX[ — bg) fii’/‘ alle Xy, bg c KZE

definierte lineare Iterationsverfahren nennen wir die Grobgitterkorrektur auf der Git-
terstufe £.

Offenbar ist ®cak ¢ ein konsistentes lineares Iterationsverfahren mit den Matrizen
-1 -1
Maak,e := 1 —peA, 2 riAy, Naak,e := peA, e

Die Grobgitterkorrektur ist nur dann effizient zu berechnen, wenn sich das Gleichungssy-
stem (4.3)) effizient 16sen lisst, wenn also Z,_1 deutlich kleiner als Z, ist. In diesem Fall ist
die Grobgitterkorrektur allerdings nicht mehr konvergent: Da |Z,_1| < |Z;| vorausgesetzt
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4.1 Motivation: Zweigitterverfahren

procedure Zweigitter(¢, by, var xy);
Glétter(xg, by);

dg — Ang — bg;

by_1  redy;

Lose Ap_1x¢-1 = by_1;

Xy < Xy — PeXy-1

Abbildung 4.2: Ein Schritt des Zweigitterverfahrens

ist, kann die Restriktion ry nicht injektiv sein, es muss also einen Vektor z, € K%\ {0}
geben, der ryz, = 0 erfiillt. Wir setzen xy := AZl(ZZ + by) und erhalten

Pk e(xe, be) = x¢ — peA;  re(Arxe — by) = x¢ — A, Tz = x4,

also wird die Folge der Iterierten fiir den Startvektor xy nicht gegen die korrekte Losung
Azlbg konvergieren.

Fiir sich genommen ist die Grobgitterkorrektur also kein sinnvolles Verfahren, lediglich
im Zusammenspiel mit einem geeigneten Gldttungsverfahren, das die, typischerweise
hochfrequenten, Fehleranteile aus dem Kern der Restriktion r, handhabt, erhalten wir
eine effiziente Methode.

Definition 4.5 (Zweigitterverfahren) Sei ¢ € N. Sei ®qy, ein lineares konsistentes
Tterationsverfahren fir die Matriz Ay. Das durch

Pyav (%0, be) = Dok e(Pare(xe, be), by) fir alle xg, by € K

definierte lineare Iterationsverfahren nennen wir das Zweigitterverfahren auf der Git-
terstufe £ mit dem Glattungsverfahren (oder kurz Glétter) ®qy .

Abstrakt formuliert ist das Zweigitterverfahren eine Produktiteration, die sich aus der
Kombination der Grobgitterkorrektur ®cck ¢ mit der Glattungsiteration ®q, ergibt.

Wenn wir die Matrizen der ersten und zweiten Normalform der Gldttungsiteration mit
Mgi und Ngi¢ bezeichnen, erhalten wir fiir das Zweigitterverfahren die Darstellung

Pzav,e(xe,br) = Paak,e(Pare(xs, be), br) = Maak ¢ Paie(xe, be) + Naak by
= Mgk ,«(Maiexe + Naiebe) + Naak ebe
= Maak Maixe + Maak (Naiebe + Nack by,

also sind die Matrizen der ersten und zweiten Normalform des Zweigitterverfahrens durch

Mzav,e := Maak,/Mae,
Nzav,e := Mgak¢Naie + Naak ¢
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gegeben. Die Entwicklung des Iterationsfehlers im Zweigitterverfahren wird durch die
Iterationsmatrix Mzgv ¢ beschrieben, und diese Matrix ist das Produkt der Iterations-
matrizen der Grobgitterkorrektur und des Gléattungsverfahrens. Falls also die Grobgit-
terkorrektur die niedrigfrequenten und das Glattungsverfahren die hochfrequenten Feh-
leranteile reduziert, diirfen wir darauf hoffen, dass das Zweigitterverfahren den gesamten
Fehler reduzieren wird.

Bevor wir uns eingehender mit den Eigenschaften des Zweigitterverfahrens befassen,
ist es ratsam, dass wir uns zunéchst mit den neuen Begriffen der Prolongation und der
Restriktion vertraut machen. Am besten gelingt das anhand des Modellproblems: Wir
betrachten zunichst das eindimensionale Modellproblem mit Ny := 271 — 1. Fiir jedes
J €Ty =[1: Npq] gilt &1 = &25, jeder Gitterpunkt des groben Gitters ist also
auch im feinen Gitter enthalten. Deshalb ist es naheliegend,

(PeXe—1)2j = Tp—1 fiir alle j € Zy_y

zu setzen. Damit ist bereits fast die Hélfte der Komponenten von pyxy_; definiert. Die
ungeradzahligen Punkte &y 9541 liegen fiir j € [0 : Ny jeweils im Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke von &_; ; und &_1 11, also bietet es sich an, den Wert (pgx/—1)2;+1
durch Mittelung der Werte zy_; ; und x¢_1 ;411 zu gewinnen, also

Tye—1,5 + To—1,5+1
2

zu setzen. Damit ist die Prolongation py; durch

(Pexi—1)2j+1 = fiir alle j € [0 : Ny—1]

1 falls ¢ = 27,
(Pe)ij =< 1/2  falls |i — 2j| = 1, fiir alle i € Zy, 5 € Ty

0 ansonsten

gegeben. Wir konnen leicht sehen, dass die Prolongation p, eine schwachbesetzte Ma-
trix ist, und dass sich die Multiplikation eines Vektors mit dieser Matrix sehr einfach
durchfiihren l&sst.

Die Restriktion wird in der Regel mit Hilfe der Adjungierten der Prolongation kon-
struiert: Die Prolongation verteilt den Vektor aus den Grobgitterknoten in die Feingit-
terknoten, die Restriktion sammelt die Werte aus den Feingitterknoten wieder in den
Grobgitterknoten.

In unserem Fall empfiehlt es sich (siehe Definition , die Restriktion so zu gewich-
ten, dass die Restriktion des konstanten Vektors 1 auf dem feinen Gitter wieder den
konstanten Vektor 1 auf dem groben Gitter ergibt, also

1

ry = ip;

zu verwenden. Die Restriktionsmatrix ist dann durch
1/2  falls j = 21,
(re)ij =< 1/4 falls |j — 2i| =1, fir alle i € Zy_1,j € Iy

0 ansonsten
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Abbildung 4.3: Gitterhierarchie fiir das zweidimensionale Modellproblem

gegeben. Entsprechend ihrer Konstruktion ist auch diese Matrix schwachbesetzt und
lasst sich einfach mit einem Vektor multiplizieren.

Anschaulich entspricht die Restriktion einer gewichteten Mittelwertbildung, bei der
der zentrale Knoten doppelt so stark wie seine beiden Nachbarn gewichtet wird. Da alle
Koeffizienten der Restriktionsmatrix nicht negativ sind, kann ein Vektor nur dann in ih-
rem Kern liegen, wenn die Vorzeichen seiner Komponenten hinreichend schnell wechseln,
er also nicht , glatt® ist.

Wenden wir uns nun dem zweidimensionalen Modellproblem zu. Auch hier setzen wir
N, := 21 — 1 und definieren darauf basierend die Indexmenge

Ty = {(igsiy) © g iy € [L: Ny}

Wie schon im eindimensionalen Fall gilt fiir jedes j = (jg,Jy) € Zy—1 die Gleichung
&o—1,5 = & 25, jetzt allerdings fiir Multiindizes, also kénnen wir

(PeX—1)2j = Tp—1, fir alle j € Z,_1

setzen. Falls der Gitterpunkt &; zu einem Index ¢ € Zy zwischen zwei Gitterpunkten des
groben Gitters liegt, konnen wir wie im eindimensionalen Fall linear interpolieren und
erhalten

L0=1,(jargy) T B=1,(ju+1.y)
(pZXZ—1)2j1+1,2jy = 5

fir alle j, € [0: Ny—1], jy € [1: No—1],

Lo—1,(jgy) T Bl=1,ja gy +1)
(PeX¢—1)2j,,2j, 41 = B s

fir alle j, € [1: Ny—1], jy € [0: No—q].

Falls der Gitterpunkt zwischen vier Punkten des groben Gitters liegt, wiirde man erwar-
ten, dass wir bilinear zwischen allen vier Punkten interpolieren. Es gibt allerdings einen
einfacheren Weg, der auch fiir die spétere theoretische Untersuchung Vorteile bietet: Wir
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procedure Prolongation2D (¢, x, var y);
Ny 26— 1;
y < 0;
for iy := 1 to Ny_; do
for i, :=1 to Ny_; do
Y2y, 2y < Y2ip,2i, T Lig iy}
Y2ip+1,2iy < Y2ip+1,2iy + Tigiy /25
Y2ip—1,2iy < Y2ip—1,2i, + Tigi, /25
Y2ip 2iy+1 = Y2ip 20y +1 T Tigiy /25
Y2ip 20,1  Y2iy,2iy—1 + Tiy i, /25
Y2ip 1,26y 41 S Y2ip+1,2iy+1 T Tigi, /25
Y2ip—1,2iy—1 < Y2ip—1,2iy—1 + Tiy i, /2;
end for
end for

Abbildung 4.4: Durchfithrung der Prolongation fiir das zweidimensionale Modellproblem

interpolieren entlang der Diagonalen von , links unten nach rechts oben“. Auf diese Weise
erhalten wir

Lo—1,(jegy) T Tl=1,(jat+1,5y+1)
2
fir alle jg, jy € [0+ Ny—q].

(PeXe—1)2j,+1,2j,+1 =

Damit ist die Prolongation fiir das zweidimensionale Modellproblem durch

;

1 falls ZJ: = 2jx7iy - 2jy7
1/2 falls Jiz — 2j2] = 1, iy = 2jy,

(Pe)ij =< 1/2  falls iy = 25, |iy - 2jy| =1, fir alle 1 € Zyp, 5 € Zp_1
1/2  falls iy — 25, =iy — 2j, € {—1,1},
0 ansonsten

\

definiert. Offenbar ist auch diese Prolongationsmatrix schwachbesetzt und ihre Anwen-
dung auf einen Vektor algorithmisch leicht umzusetzen (vgl. Abbﬂdung. Wir kénnen
sehen, dass pro Feingitterpunkt hochstens zwei Additionen und Multiplikationen durch-
gefiihrt werden miissen, die Prolongation hat also einen geringeren Aufwand als die Mul-
tiplikation mit der Matrix A,. Abhéngig von der zugrundeliegenden Rechnerarchitektur
kann es empfehlenswert sein, die Berechnung der Prolongation nicht durch aufeinander-
folgende Additionen zu dem Ergebnisvektor y durchzufiihren, sondern #hnlich wie bei
der Multiplikation mit A, (vgl. Abbildung direkt einzelne Eintrédge zu berechnen
und dabei geeignete Fallunterscheidungen zu verwenden. Dadurch wird der Algorithmus
allerdings im Allgemeinen nicht unbedingt lesbarer, lediglich schneller.

Die entsprechende Restriktion definieren wir wieder, indem wir die Adjungierte der
Prolongation so skalieren, dass die Restriktion des konstanten Vektors wieder dieselbe
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procedure Restriktion2D(/, x, var y);
Ny« 20— 1,
y < 0;
for iy := 1 to Ny_; do
for i, :=1 to Ny_; do
Yigsiy S Yig,iy, T x2iz,2iy/4;
Yig,iy < Yinyiy T T2ip+1,2i,/8;
Yig,iy < Yig,iy T T2ip—1,2i,/8;
Yig,iy < Yinyiy T T2ip,2i,+1/8;
Yig,iy < Yiariy T T2ip,2i,-1/8;
Yig,iy < Yieriy T T2ip+1,2i,+1/8;
Yig iy < Yinyiy T T2ip—1,2i,-1/8
end for
end for

Abbildung 4.5: Durchfithrung der Restriktion fiir das zweidimensionale Modellproblem

Konstante ergibt, in diesem Fall also durch

1 *

Iry = Zpg .

Die Restriktionsmatrix ist dann durch

(1/4  falls j, = 2y, j, = 2iy,
1/8  falls |j, — 2iz| = 1,4, = 2y,

(re)ij =< 1/8 falls j, = 2i,, |7y — 24y =1, firallei € Zy_1,j € Iy
1/8  falls j, — 2ip = jy, — 21, € {—1,1},
0 ansonsten

gegeben und wiederum schwachbesetzt. Sie ldsst sich in sehr dhnlicher Weise implemen-
tieren (vgl. Abbildung und besitzt denselben Rechenaufwand wie die Prolongation.
Mit den so definierten Prolongationen und Restriktionen kénnen wir das Zweigitterver-
fahren (und auch das spéter definierte Mehrgitterverfahren) fiir unsere Modellprobleme
durchfiihren.

Eine erste einfache Abschétzung fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des Zweigitterver-
fahrens ldsst sich gewinnen, falls die Matrizen auf den verschiedenen Gitterstufen und
die Prolongationen und Restriktionen im Sinne der Gleichung zueinander passen:

Definition 4.6 (Galerkin-Eigenschaft) Fulls fiir alle ¢ € N die Gleichung
Ay =10Apy

gilt, sagen wir, dass die Hierarchie der linearen Gleichungssysteme die Galerkin-
Figenschaft besitzt.
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Lemma 4.7 Die Hierarchie der Gleichungssysteme besitze die Galerkin-FEigenschaft. Sei
¢ € N. Dann ist die Iterationsmatrix Mggk ¢ der Grobgitterkorrektur eine Projektion,
es gilt also

2
Mk, = Maak,e-

Falls Ay positiv definit ist und v, = cpj fiir ein ¢ € Rsq gilt, ist diese Matriz beziiglich
des Energieskalarprodukts selbstadjungiert, es gilt also

(Mack,eXe, Yoy a = (X, Maak eye) A fiir alle x4, y, € K*.

Daraus folgt, dass die Matriz beziiglich des Energieskalarprodukts eine orthogonale Pro-
jektion ist und |[Magkella < 1 erfillt.

Beweis. Die erste Gleichung kénnen wir direkt nachrechnen:
Mk = (I—PeA rAg) (T - peAl 1Ay)
=1-2p,A, " v Ar+ prA 1A A T oA
=1-2p A, roAr+peA A A v Ay =T - peA S reAy = Meek e

Sei nun A, positiv definit, und sei ¢ € R so gegeben, dass r, = cpj erfiillt ist. Wir
fixieren x4,y € K. Da A, positiv definit und p, injektiv ist, ist auch

Ay =riApr = cp; Aepy
positiv definit, und es gilt
(Mcck Xe, ye)a = (Ao(I — peA, reAr)xs, yi)2 = (Ar — cAmpeA; PiA)Xe, yio)o

= (T — cApeA L ) Arxe, yo)o = (Apxe, (T — cpeA,  PiAL)ye)2
= (Asxe, (I - peA; TeAr)ye)2 = (%0, Maar eye) A-

Mit Hilfe dieser Gleichung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir schliefflich
IMack,exel| % = (Maak exe, Mack,ixe) 4 = (Max oXe, Xe) 4
= (Mgak xe, xe)a < [Maak x|l allxel| 45

und daraus folgt die gewiinschte Abschitzung. ]

Unter den Voraussetzungen dieses Lemmas (die fiir viele praktische Anwendungsfélle
erfiillt sind) kénnen wir also die Konvergenzgeschwindigkeit des Zweigitterverfahrens
einfach durch

IMzcvella = [[Maek,Maiella < [[MaakellallMaiella < [[Maiella

abschétzen, also wird bei den meisten von uns bisher untersuchten Verfahren das Zweigit-
terverfahren mindestens so schnell wie das Gldttungsverfahren konvergieren. Natiirlich
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sind wir daran interessiert, eine bessere Abschiitzung fiir die Konvergenzrate zu erzie-
len, aber dafiir werden aufwendigere Techniken erforderlich sein, die spéter eingefiihrt
werden.

Da wir die Prolongation und Restriktion passend gewéhlt haben, besitzen die oben be-
schriebenen Hierarchien fiir das ein- und zweidimensionale Modellproblem die Galerkin-
Eigenschaft. Fiir das eindimensionale Problem ist der Nachweis besonders einfach: Fiir
jedes i € Zy definieren wir den kanonischen Einheitsvektor d,; € KZ¢ durch

0 sonst

1 fallsi=y
(604); = { alst=J fiir alle j € Zy.
Damit erhalten wir nach Definition von py, Ay, Ay_1 und ry die Gleichungskette

1 1
Pedi—1,; = 55&21‘—1 + dg.2i + §6Z,2i+17

- hy” Opoi—o fallsi > 1,
Apidr—1, = hy 25@—1,21' . 121

2 0 ansonsten

. @ d¢2i+2 falls © < Ny_y,

2 0 ansonsten

hy? hy” Op—15—1 fallsi>1
r A. 5 1. = Lé 1. — L 2 5
(AP LOr—1,5 o 0= 4 {O N

)

4

0 ansonsten

hLQ {5él,i+1 falls i < Ny_q,

5&1‘,1 falls i > 1,

0 ansonsten

= 2h2_215Z—1,i - hz_zl {

_ h72 {5@4.1 falls 7 < Ny_q,
-1

0 ansonsten

= A 10p-1,4,

)

womit die gewiinschte Gleichung bewiesen ist. Fiir das zweidimensionale Modellproblem
lasst sich der Beweis in dhnlicher Weise fiihren.

4.2 Mehrgitterverfahren

Der aufwendige Teil des Zweigitterverfahrens ist die Berechnung der Grobgitterkorrektur,
denn in der Regel wird die Indexmenge Zy,_; noch so grof} sein, dass die Losung des
Grobgitter-Gleichungssystems Ay_1x,_1 = by_1 sehr viele Rechenoperationen erfordert.

Gliicklicherweise miissen wir dieses System nicht exakt l6sen: Das Glattungsverfahren
reduziert den Fehler schliellich auch nur um einen gewissen Faktor, nicht in einem Schritt
auf Null, also sollte es geniigen, auch auf dem groben Gitter nur eine hinreichend gute
Approximation der Lésung zu berechnen.
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1
| | | | |
1 1 1 1 1
| o4
1/2 1 1/2
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
A Ay
=1 1 -1
2nz 0 Rz 0 22
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
ry
=1 2 =1
4h? 4n? 4h?

Abbildung 4.6: Nachweis der Galerkin-Eigenschaft A, _; = rpAypy fiir das eindimensio-
nale Modellproblem: Wenn wir einen kanonischer Einheitsvektor (erste
Zeile) der Reihe nach mit der Prolongationsmatrix py, der Feingitter-
matrix Ay und der Restriktionsmatrix r, multiplizieren, erhalten wir
dasselbe wie bei einer Multiplikation mit der Grobgittermatrix A, ;.

procedure Mehrgitterl(¢, by, var x,);
if £ > 0 then
Glatter(xg, by);
dg — Ang — bg;
by_1  redy;
x¢—1 < 05
Mehrgitterl(£ — 1, by_1, X¢_1);
Xp < Xp — PrXp—1
else
Xy < AZlbg
end if

Abbildung 4.7: Erste Fassung des Mehrgitterverfahrens

Dazu liefle sich im Prinzip jedes der bisher eingefiihrten Verfahren verwenden, aber
im Interesse der Effizienz bietet es sich an, wiederum auf ein Zweigitterverfahren auf
den Gitterstufen ¢ — 1 und ¢ — 2 zuriickzugreifen. Wenn wir in dieser Weise rekursiv
fortfahren, bis die grobste Gitterstufe 0 erreicht ist, erhalten wir eine erste Variante des
Mehrgitterverfahrens, die in Abbildung [4.7] gegeben ist.

In der Praxis kann es sehr sinnvoll sein, nicht nur einen einzelnen Schritt des Glattungs-
verfahrens durchzufiihren, und aus Griinden der Symmetrie ist es empfehlenswert, auch
nach der Grobgitterkorrektur noch weitere Gléattungsschritte vorzusehen. Deshalb fithren
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procedure Mehrgitter(¢, by, var xy);
if £ > 0 then
for i :=1 to v; do
Glatter(xy, by)
end for;
dg — Ang — bg;
by_1 < redy;
Xp—1 < 05
for i :=1to vy do
Mehrgitter(¢ — 1, by_1, xp_1)
end for;
Xy < Xyg — PeXy—1;
for i :=1 to 15, do
Glatter(xy, by)
end for
else
Xy Ae_lbg
end if

Abbildung 4.8: Allgemeine Fassung des Mehrgitterverfahrens

wir die Parameter v1,1v5 € Ny ein, die die Anzahl der Vor- und Nachglittungsschritte
angeben.

AuBerdem kann es passieren, dass ein einzelner Mehrgitterschritt nicht ausreicht, um
eine hinreichend gute Approximation der ,echten* Grobgitterkorrektur zu berechnen,
also fithren wir den Parameter v € N ein, der die Anzahl der zur Approximation der
Grobgitterlosung verwendeten rekursiven Mehrgitterschritte angibt. Damit erhalten wir
das allgemeine Mehrgitterverfahren, das in Abbildung angegeben ist. In der Praxis
sind vor allem der sogenannte V-Zyklus, also der Fall v = 1, und der W-Zyklus, ndmlich
der Fall v = 2, relevant, die ihre Namen der Form der Struktur der Rekursion verdanken.

Wie wir sehen, setzt sich ein Schritt des Mehrgitterverfahrens im Wesentlichen aus
wohlbekannten Bestandteilen zusammen: Als Glétter konnen viele der im bisherigen
Verlauf der Vorlesung vorgestellten iterativen Verfahren eingesetzt werden, besonders
populér sind Varianten der Jacobi- und Gau$-Seidel-Iterationen. Abgesehen vom Glétter
treten lediglich Multiplikationen zwischen schwachbesetzten Matrizen und Vektoren so-
wie Linearkombinationen auf, so dass wir erwarten diirfen, dass der Rechenaufwand,
sieht man von dem rekursiven Aufruf ab, im Wesentlichen proportional zu n ist.

Dementsprechend setzen wir voraus, dass es Konstanten Cg € Ryg, Cp € Ry und
Cp € Ry so gibt, dass

e die Durchfiithrung eines Glittungsschrittes auf Stufe £ € N hochstens C|Zy| Ope-
rationen erfordert,

e die Berechnung des Defekts dy auf Stufe ¢ € N hochstens Cp|Zy| Operationen
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by

Abbildung 4.9: Struktur der Rekursion fiir v = 1 (links) und v = 2 (rechts)

erfordert und

e sowohl die Berechnung von by_; mit Hilfe der Restriktion als auch die Aktuali-
sierung von x; mit Hilfe der Prolongation jeweils hochstens Cp|Zy| Operationen
erfordern.

Um den Gesamtaufwand fiir einen Schritt der Mehrgitteriteration abschétzen zu kénnen,
miissen wir also einen Weg finden, um seine rekursive Struktur (vgl. Abbildung 4.9) in
den Griff zu bekommen.

Ein eleganter Ansatz besteht darin, vorauszusetzen, dass die Anzahl der Freiheits-
grade auf jeder Gitterstufe mindestens um einen gewissen Faktor kleiner als auf der
néchstfeineren Stufe ist, dass es also ein « € [0, 1) so gibt, dass

|Ig_1| < Oz’Ig‘ fiir alle £ € N

gilt. Wir bezeichnen die Anzahl der auf Stufe ¢ € Ny benttigten Rechenoperationen mit
Cy € Ny. Um einen Schritt auf Stufe £ = 1 durchzufiihren, sind zunéchst 1y Vorglattungs-
schritte erforderlich, dann muss der Defekt berechnet, auf das Gitter der Stufe ¢ = 0
transportiert, dort die Grobgittergleichung gelost und anschlieBend die Korrektur zur
aktuellen Iterierten addiert und v Nachgldttungsschritte durchgefiihrt werden, so dass
sich ein Gesamtaufwand von

C1 < Cg(v1 + v2)|Zi| 4+ Cpl|Zi| + 2Cp|Z1| + Coy
ergibt. Allgemein erhalten wir die Rekursionsformel
Cy < (Cg(vy + v2) + Cp + 2Cp)|Zy| + Co_17 fiir alle ¢ € N.
Zur Losung dieser Gleichung verwenden wir den Ansatz
Cr < Cimg|Zy|
und erhalten

Cy < (Cq(v1 +v2) + Cp +2Cp)|Ly| + Co_17y
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(C(;(I/l + 1/2) +Cp + QCP)’IA + Cmg’y|zg,1|
(Cg(ul + Vg) =+ CD + QCP)’IA + Cmg"yoz‘zg‘
= (Ca(r1 +v2) + Cp + 2Cp + Cugya) L.

<
<

Wenn wir nachweisen kénnen, dass
Cg(vi +12) + Cp +2Cp + Cpgya < Cpyg

gilt, haben wir die gewiinschte Aufwandsabschétzung bewiesen. Offensichtlich kann diese
Ungleichung nur dann gelten, wenn
yoo < 1 (4.4)

erfiillt ist, wenn also die Anzahl der Freiheitsgrade auf dem groben Gitter hinreichend
viel kleiner als auf dem feinen Gitter ist. Wenn wir (4.4) voraussetzen, erhalten wir

Ca(vi +1v2) + Cp +2Cp < (1 — ya) Oy,

also ist
Cg(v1 +12) +Cp +2Cp

1 —~va

/ Pp—
Clhg =

ein guter Kandidat fiir unsere Aufwandsabschétzung. Um auch den Fall £ = 0 zu beriick-
sichtigen, miissen wir die etwas modifizierte Definition
Ca(vn +12)+Cp+2Cp C }

Chyg = , —
e max{ 1-7a 1]

verwenden und haben bewiesen, dass der Rechenaufwand des Mehrgitterverfahrens unter
der Voraussetzung sich tatséchlich proportional zu der Anzahl der Freiheitsgrade
verhélt.

Im Fall des Modellproblems (und auch in vielen anderen praktisch relevanten Féllen)
diirfen wir annehmen, dass die Berechnung des Defekts nicht mehr Operationen als die
Durchfiithrung eines Gléttungsschrittes erfordert, und dass die Berechnung von Restrik-
tion und Prolongation zusammen ebenfalls nicht mehr Operationen als ein Glattungs-
schritt bendtigt, dass also Cp < Cg und 2Cp < Cg gelten. Im eindimensionalen Modell-
problem kénnen wir o = 1/2, im zweidimensionalen sogar v = 1/4 voraussetzen, und
in beiden Fallen geniigt v = 1, um ein schnell konvergierendes Mehrgitterverfahren zu
erhalten. Der Rechenaufwand wird also im eindimensionalen Fall ungeféihr

Ca(v1 + 12+ 2)
1 —~va

C’Egc'mgtz—dz |IZ’:20G(V1+V2+2)|IE|
betragen, also schlimmstenfalls (fiir 1 = 1, v = 0) sechsmal so hoch wie der Aufwand
eines einzelnen Gléattungsschrittes sein, im zweidimensionalen Fall erhalten wir

Cg(Vl + Vo + 2)
1—
also sogar nur einen Faktor von vier.
Der Rechenaufwand des Mehrgitterverfahrens wird also im Wesentlichen durch den
Glétter bestimmt, und wie wir bereits gesehen haben, geniigt bereits ein sehr einfaches,
und damit schnelles, Glattungsverfahren wie die Richardson-Iteration.

4
Cy < Cmg|Ty| ~ |Z| = gCG(Vl + v+ 2)|Z,
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4 Mehrgitterverfahren

4.3 Konvergenzbeweis per Fourier-Analyse

Im einfachen Fall des eindimensionalen Modellproblems ist es moéglich, eine Abschétzung
fiir die Konvergenzgeschwindigkeit zumindest des Zweigitterverfahrens explizit nachzu-
rechnen, indem ausgenutzt wird, dass alle Eigenvektoren bekannt sind.

Wir fixieren eine Stufe ¢ € N, auf der wir das Zweigitterverfahren analysieren wollen.
Die zu der Matrix A, gehdrenden Eigenvektoren (e*)jcz, sind (vgl. Lemma , durch

e 1= /2Ny sin(mjkhy) fiir alle §,k € Z;

gegeben und gehoéren zu den Eigenwerten
A, = 4h, 2 sin®(mkhe/2) fiir alle k € Z.

Um die Grobgitterkorrektur analysieren zu kénnen, benétigen wir auch eine Eigenvek-
torbasis (e¥) kez,_, auf der Stufe ¢/ — 1, die durch

/e\? = /2hg_y sin(mjkhy_1) = \/4hgsin(mjkh_q) fir alle j, k € Zy_4

gegeben ist und zu den Eigenwerten
A o= 4hy 2 sin®(nkhy_1/2) = h; 2 sin?(wkhy_1/2) fiir alle k € Ty_4

der Matrix Ay gehort. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir 7 := 7y, 7:= To1,
h:=hy und h := hy_1 sowie A : = Ay, A:=Ay_1,r:=r;, und p := py.

Unsere Aufgabe besteht zunéchst darin, die Auswirkungen der Grobgitterkorrektur
zu analysieren. Fiir £k € Z und j € Z erhalten wir mit Hilfe der Additionstheoreme
sin(z + y) = cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y) und cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
die Gleichung

—_

1 1
k k k k
(re)j_fejl—l_*ej—f_*ejl

e
E
>

(sin(m(2j — 1)kh) + 2sin(w(27)kh) + sin(w (25 + 1)kh))

-
=

= (cos(—mkh) sin(m(25)kh) + sin(—nkh) cos(m(2j)kh) + 2 sin(7(25)kh)
+ cos(mkh) sin(m(24)kh) + sin(wkh) cos(m(27)kh))

S

(2 cos(mkh) + 2) sin(mw(27)kh) = 2h(cos(7rkh) + 1) sin(mjkh)

[3-J8
> I~y

(cos®(wkh/2) — sin®(rkh/2) + 1) sin(mjkh)
= V/2h cos?(kh/2) sin(mjkh).
Fiir k = N + 1 ist der letzte Term Null, also folgt

reM 1 = 0. (4.5)
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4.3 Konvergenzbeweis per Fourier-Analyse

Falls dagegen k € 7 gilt, haben wir

1 ~
re* = \/;COSQ(TFkh/Q)ek

nachgewiesen. Anderenfalls gilt k* := N +1—k € 7 , und aus

sin(Trjk‘ﬁ) = sin(27jkh) = —sin(2wj — 2mjkh) = —sin(27j(N + 1)h — 27jkh)
= —sin(2mjk*h) = —sin(mjk*h)

und der Gleichung
cos(mkh/2) = sin(w/2 — wkh/2) = sin(n(N + 1)h/2 — wkh/2) = sin(wk*h/2)
folgt die Gleichung

(re®); = V2h cos?(rkh/2) Sin(ﬂ'jk‘/f;) = —V2hsin®(7k*h/2) sin(mjk*h),

ref = —\/gSiHQ(ﬂ‘k‘*h/Z)/ék*.

Wir fithren die Kurznotation

und somit

S := sin(wkh/2), ¢k = cos(mkh/2) fiir alle k € T

ein und fassen unser erstes Teilergebnis in der Form

r(ek ek*):€k<3€5 —%) fiir alle k € 7

zusammen. Wenden wir uns nun der Prolongation zu. Wir wéhlen k € 7 und VR=A
und betrachten zunéchst den Fall j = 2m + 1 fir m € {0,..., N}. Nach Definition der

Prolongation (und mit der Konvention ef = 0) gilt
1, 1
~k -~k
(pe”); = §€m T 5Cm+1
=5

sm(7rmk‘h) + sin(7(m + 1)]4:%))
\F h (sin(m(2m)kh) + sin(7(2m + 2)kh))
= Vh (sin(m(j — 1)kh) + sin(n(j + 1)kh))
= V'h (cos(—mkh) sin(mjkh) 4 sin(—mkh) cos(mjkh)
+ cos(mkh) sin(mjkh) + sin(mkh) cos(mjkh))
= 2vV'h cos(mkh) sin(mjkh) = 2vV/h(cos? (nkh/2) — sin?(wkh/2)) sin(mjkh).

Da j ungerade ist, gilt sin(rj — z) = sin(x) und wir erhalten

(peh); = 2V h(cos?(wkh/2) — sin®(wkh/2)) sin(mjkh)
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4 Mehrgitterverfahren

= 2Vhel sin(mjkh) — 2V hsisin(rmj — wjkh)
= 2Vhed sin(njkh) — 2V hs?sin(mj(N + 1)h — mjkh)
= 2Vhed sin(njkh) — 2V hs? sin(mjk*h),
diirfen also als Zwischenergebnis
(peh); = ﬁcie? — \/isie;“‘* fiir alle j = 2m +1,m € {0,..., N}
festhalten. Wenden wir uns nun dem Fall j = 2m fiir m € 7 zu. Nach Definition gilt
(pe¥); = ek, = Vahsin(rmkh) = VAhsin(rjkh) = VAh(c + s) sin(mjkh).
Da diesmal j gerade ist, gilt sin(7j — ) = —sin(x) und wir finden
(pe*); = Vah(c}, + sp) sin(mjkh)
= V4he} sin(mjkh) 4+ V4hsi sin(rjkh)
= V4hed sin(mjkh) — Vahs? sin(rj — wjkh)
= V4hed sin(njkh) — V4hs? sin(mjk*h),
so dass wir
pet = v2ciel — V2sie" fiir alle k € Z

bewiesen haben. In Matrixnotation schreibt sich diese Gleichung als

ok ok okt V26 i T
pe” = (e e ) (—\@S% fiir alle k € Z.

Nun kénnen wir die Grobgitterkorrektur analysieren: Wir haben
sin(mk*h/2) = sin(n/2 — nkh/2) = cos(wkh/2),
also lasst sich die Anwendung der Matrix A in der Form
A (eF ek*) = (eF ek*) <4h_28% 4h2cz> fiir alle k € 7
darstellen und wegen
sin(mkh/2) = sin(rkh) = sin(2rkh/2) = 2sin(rkh/2) cos(rkh/2) = 2sxcy
erhalten wir fiir die Grobgittermatrix
Aed =& 4n2s3c} fiir alle k € 7.

Nun kénnen wir mit der Analyse der Grobgitterkorrektur beginnen. Es gilt

pji_er (ek ek*) = p;&_lr (ek ek*) Ah2s
4h=2c?
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4.3 Konvergenzbeweis per Fourier-Analyse

~ 2 2 ~
(I-pA~'rA)(ef &) = (e & 8’5 Cé‘“‘ firkeZ
5k Ck

erhalten. Als Glattungsverfahren verwenden wir die Richardson-Iteration mit Damp-
fungsparameter 0y := h?/4, deren Iterationsmatrix die Gleichung

2 ~
I—0gA) (e €)= (e &) <ck 32) fir k € 7

erfiillt. Fiir die Iterationsmatrix des Zweigitterverfahrens mit v € N Vorglattungsschrit-
ten ergibt sich so die Gleichung
2 2v

M (k E*\ _ (o k ok* [ SkCk CiSiV fir ke 4.6
zav (e e)f(e e) s%ci” C%S%V ur ke 7. (4.6)

Zusammen mit eN*! bilden die Vektoren ek ek fir k € 7 eine Orthonormalbasis von
KZ, also erhalten wir durch Kombination von (4.5) und (4.6) die Gleichung

2 2v 22U

sic ;s 1 =
M = max K7k Kk ), —  kely.

Q( ZGV) {Q (Szczu C%S%y v

Wegen s2 € [0,1/2] geniigt es, eine obere Schranke fiir den Spektralradius der Matrizen
k

_(Ea-gr (1-ee S alle
X(€) = (f(l—g)“ (l_g)éy) fitr alle € € [0,1/2]

zu finden. Zwei Eigenvektoren von X (&) lassen sich schnell finden: Es gelten

X(€) ( . fygy_1> - (8) fiir alle € € [0,1/2],
x© (1) == ren-a)(;)  fraecez
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4 Mehrgitterverfahren

wir miissen also lediglich eine obere Schranke der Funktion
Ov - [07 1/2] _>R20a 5'—)5(1 _é—)u_{_gu(l_é—)’

bestimmen. Fiir den einfachen Fall v = 1 erhalten wir sofort o(Mzgv) < 1/2, und diese
Aussage bleibt offenbar auch fiir gréflere Anzahlen von Glattungsschritten giiltig.

Um eine bessere Abschitzung fiir grole Werte von v zu gewinnen, betrachten wir die
beiden Summanden separat: Durch Differenzieren stellen wir fest, dass der erste von
ihnen sein Maximum bei &y := 1/(v+ 1) annimmt, und dieses Maximum l&sst sich durch

1 v v 1 y v+1 1 1 —(v+1) 1
v+1\v+1 viv+1 v v ev
abschétzen. Der zweite der beiden Terme ist wegen £ < 1/2 durch 277 zu beschrinken,
so dass wir

1
o(Mzgvy) < —+ 27v fiir alle v € N

erhalten, nicht nur ist also die Konvergenzrate von der Stufenzahl ¢ unabhéngig, wir
konnen sie auch auf einen beliebig kleinen Wert reduzieren, indem wir hinreichend viele
Glattungsschritte durchfiihren.

4.4 Konvergenz des W-Zyklus-Mehrgitterverfahrens

Im Spezialfall des eindimensionalen Modellproblems haben wir nachweisen kénnen, dass
das Zweigitterverfahren fiir v Glattungsschritte mit einer Rate von ~ 1/v konvergiert,
und dass diese Rate insbesondere von der Anzahl der Unbekannten unabhéngig ist.

Wir wollen nun ein dhnliches Resultat fiir das Mehrgitterverfahren beweisen. Der ent-
scheidende Unterschied zwischen dem bereits untersuchten Zweigitter- und dem Mehr-
gitterverfahren besteht darin, dass im letzteren Fall die Grobgitterkorrektur nicht exakt,
sondern lediglich approximativ erfolgt. Zur Losung dieser Aufgabe leiten wir zunéchst
ein allgemeines Konvergenzkriterium fiir das Zweigitterverfahren her, das sich dann auf
den Fall der Mehrgitterverfahrens iibertragen lasst.

Entscheidend bei der Einfithrung des Zweigitterverfahrens war die Beobachtung, dass
ein einfaches iteratives Verfahren wie etwa die Richardson-Iteration fiir hochfrequente
Anteile des Fehlers eine von der Problemgréfie unabhéngige Konvergenzrate besitzt.

Da hochfrequente Eigenvektoren, zumindest im Fall des Modellproblems, zu grofien
Eigenwerten gehoren, konnen wir die ,,Glattheit“ eines Vektors

Xy = Z akek e K%
kel

mit Hilfe der Norm

A3 =D el*lonl?
ke,
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messen: Wenn diese Norm klein ist, miissen alle Summanden klein sein, also kénnen
hochfrequente Eigenvektoren keine grofie Rolle in x; spielen, da sie zu groflen Eigenwerten
gehoren.

Also ist @y, ein gutes Gléttungsverfahren, wenn der Iterationsfehler in der oben
angegebenen Norm reduziert wird, wenn also [|A;M{, ,[|2 sich unabhéingig von der Git-
terstufe ¢ beschrianken l&sst.

Um das gewiinschte Verhalten quantifizieren zu kénnen, untersuchen wir zunéchst das
Richardson-Verfahren. Fiir eine positiv definite Matrix A, konvergiert das Richardson-
Verfahren mit einem Dampfungsparameter von 6, := 1/||Ay||2, und die entsprechende
Iterationsmatrix ist durch

MRich,6, := 1 — 0¢Ay

gegeben. Wenn wir MRgjep ¢, als Glattungsverfahren einsetzen wollen, miissen wir bewei-
sen, dass

1
[AMR;ch g, ll2 = [[Ae(T = O Ag)”[l2 = ej”wA((I —00A0)" |2

sich durch eine von der Stufe ¢ unabhingige Konstante beschrinken ldsst. Wir setzen
Xy :=0yA, und stellen fest, dass aus der Selbstadjungiertheit von A, bereits

HXg(I — Xg)VHQ = Q(Xg(I — Xg)l/) = max{)\(l — )\)V D AE O’(X[)}

folgt. Da X, positiv definit ist, gilt X, > 0. Da o(Xy) = 0(Ay)/||A¢|l2 = 1 gilt, erhalten
wir somit o(Xy) € [0,1] und

| Xe(I—Xp)"|]l2 < max{A(1—M\)" : Ae][0,1]}.
Die auf der rechten Seite auftretende Funktion
A= A1 =AY

nimmt ihr Maximum fiir A, := 1/(v + 1) an, so dass wir die Schranke

1 v \”
x _ v < = .
[Xe(I—Xg)"|l2 < n(v) == 1 <V 1) fir alle v € N

erhalten. Diese Schranke ist von der Stufe £ unabhéngig, und eine ndhere Untersuchung

ergibt
1 v\ 1/ v\ 1\~
n(v) 1/+1<1/—|—1) V(V+1> 1/( +1/> ~ev’

auch im allgemeinen Fall wird also n(v) fiir v — oo gegen Null streben. Wir fassen
zusammen: Fiir das Richardson-Verfahren gilt

[AME;eng,ll2 < n(v)[[Acll2 fir alle £ € Ng,v € N, (4.7)

und n(v) — 0 fiir v — oco. Diese Beobachtung fiihrt zu dem ersten Teil des Konvergenz-
kriteriums fiir das Zweigitterverfahren:

157



4 Mehrgitterverfahren

Definition 4.8 (Glittungseigenschaft) Sei ¢ € N. Sei ®; ein lineares Iterations-
verfahren mit Iterationsmatriz My fiir das Gleichungssystem Ayxy = by. Falls es eine
Funktion n: N — R>q mit

lim n(v) =0

V—r00

gibt, die die Ungleichung
|[AM[2 < n(v)[| A2 fiir alle £ e Nyv € N

erfillt, besitzt ®y die Glattungseigenschaft.

Wie wir bereits bewiesen haben, besitzt fiir positiv definite Matrizen Ay beispielsweise
die Richardson-Iteration die Glattungseigenschaft, falls der Dampfungsparameter 6 klein
genug gewihlt wird. Es lasst sich beweisen, dass unter diesen Bedingungen auch die
geddmpfte Jacobi-Iteration, die Gauf-Seidel-Iteration und die Kaczmarz-Iteration die
Gliattungseigenschaft besitzen. Die ungedidmpfte Jacobi-Tteration oder die SOR-Iteration
mit grofem Uberrelaxationsparameter w hingegen besitzen diese Eigenschaft nicht.

Die Glattungseigenschaft kann auch fiir semiiterative Verfahren formuliert werden. In
diesem Fall zeigt sich, dass auch das Tschebyscheff-Verfahren bei geeigneter Wahl der
Parameter eine entsprechend verallgemeinerte Glittungseigenschaft besitzt.

Mit Hilfe der Glattungseigenschaft konnen wir steuern, wie stark diejenigen Anteile des
Fehlers reduziert werden, die zu groflen Eigenwerten, also in der Regel zu hochfrequenten
Eigenvektoren gehoren.

Um auch den Einfluss der Grobgitterkorrektur messen zu kénnen, miissen wir eine
Beziehung zwischen den Gleichungssystemen auf verschiedenen Gitterstufen herstellen:
Anstatt das System

Ay = d,

fiir den Fehler f; := x; — xj zu 16sen, 16sen wir das Grobgittersystem
Ay 1fp1 =bpy =ridy

und verwenden pyfy_1 als Approximation von fy. Die Grobgitterkorrektur ist also um so
besser, je niher pyfy_1 = pgAZ_llI'gdg dem tatséchlichen Fehler f, = A[ldg ist.
Als Ma#f fiir die Qualitéit der Grobgitterkorrektur bietet sich deshalb die Norm

A, — peA, ! rollo

an. Fiir niedrigfrequente Eigenvektoren diirfen wir annehmen, dass beide Terme &hnliche
Ergebnisse liefern. Hochfrequente Eigenvektoren dagegen gehoren zu groflen Eigenwerten
von Ay und Ay_q, also zu besonders kleinen Eigenwerten der Inversen Azl und AZ_l17
so dass hier die Skalierung zu einer kleinen Norm fiihrt.

Dieses Argument bringt uns zu dem zweiten Teil des Konvergenzkriteriums fiir das
Zweigitterverfahren:
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Definition 4.9 (Approximationseigenschaft) Fulls es eine Konstante C € R~q so
gibt, dass die Ungleichung

HAZI - PeAZ_llre\b fiir alle £ € N

C
S -
| A2

gilt, besitzt die Hierarchie der Gleichungssysteme die Approximationseigenschaft.

Die Approximationseigenschaft ist von dem verwendeten Glattungsverfahren vollsténdig
unabhéngig und beschreibt den Grad der ,, Verwandtschaft® zwischen den einzelnen Git-
terstufen.

Der Nachweis der Approximationseigenschaft ist hdufig wesentlich aufwendiger als der
der Glattungseigenschaft, weil die speziellen Figenschaften des zugrundeliegenden Pro-
blems, beispielsweise der Differentialgleichung und ihrer Diskretisierung, beriicksichtigt
werden miissen. In der Regel ist es deshalb nicht moglich, diese Eigenschaft allgemein
nachzuweisen.

Im Fall des eindimensionalen Modellproblems lésst sie sich allerdings relativ einfach
nachrechnen: Wir verifizieren die Abschitzung fiir die von den Eigenvektoren e* aufge-
spannten invarianten Unterrdume. Fiir den Fall k = (N, + 1)/2 lésst sie sich elementar
nachrechnen, fiir die restlichen Unterrdume fixieren wir wieder ein k € {1,..., (N,—1)/2}
und betrachten die Eigenvektoren e* und e*” (mit &* = Ny+1—Fk) auf dem feinen Gitter
und den Eigenvektor €* auf dem groben Gitter. Wie wir bereits in Abschnitt gesehen
haben, gelten die Gleichungen

(et o) =@t (% -%).
pg@k:(ek ek*)

Ay 1&" =84h,2sicl,

so dass wir fiir den Nachweis der Approximationseigenschaft lediglich das Verhalten
der beteiligten Matrizen auf dem von e und e*" aufgespannten invarianten Unterraum
untersuchen miissen. Fiir Vektoren aus diesem Unterraum gelten

—1 koooktY ok (G 2\ _ ok _h B
PeA, e (e € )—PZAzfle (ﬂ 5) T pee 123 123

2.2 2
heCQk _hg
k k* 45,C
= (e e
( ) _hi kst |
4 4c?
2
i
-1 ( k B\ _ (ok k* 4s
Af(ee)—(ee)’“h%,
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und durch Kombination der beiden Gleichungen erhalten wir

h%(lgci) hT%

— — * * 4

(Ag 1 péAg_ler) (ek e ) = (ek e ) hsf hZ(1—s2)
4 4c2

= (e*

@
=
S—
~/
ISCENS
*’;L\&T\)"; ‘@TQ)
~

Mit Hilfe der elementaren Abschéitzung

11
o1 )=

erhalten wir damit das gewiinschte Ergebnis

h2
A7 —pA Tl = oA — peA ) =28 < ,
e e lende = oA R = S A,

das eindimensionale Modellproblem besitzt also die Approximationseigenschaft mit der
Konstanten C' = 2.

Mit Hilfe von Approximations- und Glattungseigenschaft ldsst sich nun sehr einfach
eine Konvergenzaussage fiir das Zweigitterverfahren gewinnen:

Satz 4.10 (Konvergenz Zweigitterverfahren) Fir alle ¢ € N sei ®q1y ein lineares
Iterationsverfahren mit der Glittungseigenschaft. Die Hierarchie (Ay)sen, besitze die Ap-
prozimationseigenschaft. Sei o € (0,1). Dann kénnen wir ein v € N so wdhlen, dass das
Zwetgitterverfahren mit v Vorgldttungsschritten konvergent ist und die Konvergenzrate
die Abschitzung

[Mzavell2 < o fiir alle £ € N erfiillt.
Beweis. Die Iterationsmatrix des Zweigitterverfahrens ist durch

Mzav,e = Mack (Mg, = (I— peA L reAy) Mg,
= (A = peA L r) AMY,,

gegeben, ihre Norm lésst sich durch
_ _ C
HMZGV,€||2 < ||Az t— pﬁAej1r€”2\|A£Mél,é\|2 < MU(”)HAE\b = Cn(v)

abschétzen. Dank der Gliattungseigenschaft finden wir ein v € N so, dass Cn(v) < p gilt,
und damit ist der Beweis abgeschlossen. [

Wenden wir nun unsere Aufmerksamkeit dem Mehrgitterverfahren zu. Es unterschei-
det sich vom Zweigitterverfahren im Wesentlichen dadurch, dass die Grobgitterkorrektur
nur approximativ berechnet wird: Fiir

d; = Apxy — by = Ay(xp — x3)
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setzen wir by_1 := rydy und bestimmen die approximative Grobgitterlésung x,_; durch
~ Schritte des Mehrgitterverfahrens auf Stufe ¢ — 1 ausgehend von dem Startvektor 0.
Damit ist der Iterationsfehler auf dieser Stufe durch

Xpo1 —Xp_1 = M;\//[Gmg_l(o —Xy_1)
gegeben und wir erhalten
% -1
x-1 = (I = Mgy, )% = T = Mgy, )A bet.

Die Iterationsmatrix der approximativen Grobgitterkorrektur besitzt demzufolge die
Form

Mgak,e =1 —pe(I— MKan,gfl)AZflreAe = Mcgck,e + pzMK/IGV#lAZ}lrzAz,

kann also als Storung der exakten Grobgitterkorrektur interpretiert werden, die um so
kleiner ausfillt, je schneller das Mehrgitterverfahren auf Stufe £ — 1 konvergiert bezie-
hungsweise je mehr Schritte dieses Verfahrens wir durchfiihren.

Um den Beweis des Mehrgitterverfahrens auf den des Zweigitterverfahrens zuriick-
flihren zu kénnen, miissen wir die Stérung abschétzen. Dazu benttigen wir zwei zusétz-
liche Voraussetzungen: Zunéchst muss es eine Konstante C's € R>( so geben, dass

MG ll2 < Cs fir alle v € N (4.8)

gilt. Diese Ungleichung ist beispielsweise schon erfiillt, wenn ||[Mgiell2 < 1 gilt, wenn
also die Gléttungsiteration in der euklidischen Norm konvergiert.

AufBlerdem muss die Skalierung der Prolongation mit der euklidischen Norm vertraglich
sein, es muss also eine Konstante Cp € R~ so geben, dass

Cplllxe-1ll2 < Ipexe-1ll2 < Cpllxe-1ll2 fiir alle £ € N, x,_; € K*-! (4.9)

gilt. Fiir den eindimensionalen Modellfall ist diese Ungleichung mit C'p = 2 erfiillt, fiir
den zweidimensionalen Modellfall gilt sie mit Cp = 4.

Mit Hilfe der zusétzlichen Annahmen und koénnen wir nun eine Konver-
genzaussage fiir das Mehrgitterverfahren beweisen:

Satz 4.11 (Konvergenz Mehrgitterverfahren) Fir alle { € N sei &gy ein lineares
Iterationsverfahren mit der Glittungseigenschaft, dessen Iterationsmatriz die Bedingung
@) erfillt. Die Hierarchie (Ay)en, besitze die Approzimationseigenschaft und erfille

Sei o € (0,1). Dann gibt es ein v € N so, dass das Mehrgitterverfahren mit v € N
Vorglittungsschritten und v € N>o konvergent ist mit

[Muavll2 < o fiir alle £ € N.
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Beweis. Zunichst miissen wir nachweisen, dass wir die durch die approximative Grobgit-
terkorrektur verursachte Storung beschrinken kénnen. Dank der zusétzlichen Annahmen

und erhalten wir
|A L eeAME ol < CpllpeAyl rrAdME |2
= Cp|IME, — (I — prA L reA) MG ol
< Cp(Cs + [[Mzav ¢ll2),
so dass wir
[Mumcv,ell2 = HI/\V/IGGK,KMEL(M <[ Mzgv 2 + ||PzMK/[GVf,lAZ,lleAzMEM||2
< IMzav (ll2 + CpMumav,e-1llsCp(Cs + [[Mzav ¢l|2)
< IMzavell2 + C3(Cs + [[Mzay oll2) [ Muav,e—1]13

erhalten. Um den Faktor C%,(CS +1) kompensieren zu kénnen, miissen wir sicher stellen,
dass die Konvergenzrate auf der Gitterstufe £ — 1 hinreichend gut ist. Wir verwenden
ein spéter noch genauer zu bestimmendes gy € (0, o] C (0, 1), nehmen an, dass auf der
néchstgroberen Stufe bereits

Mumav,e—1ll2 < 0o
gilt, und wollen nun zeigen, dass
IMuycv.ellz < IIMzav iz + C(Cs + [Mzav ell2) [Mucv,e—1 13
< IMzav ell2 + C3(Cs + [|[Mzav.ell2)of < 0o

gilt. Nach Satz konnen wir die Konvergenzrate des Zweigitterverfahrens beliebig
nahe null wihlen. Wir geben ein « € (0, 1) vor und wihlen v € N so, dass

Mzav.ell2 < oo
gilt. Wegen apg < 1 folgt
Mgy elle < a0 + C3(Cs + 1)) = (v + C3(Cs +1)03 ™) 00-

‘ l—a \VG-D
R Ut B
um

11—«
< 2 TN < 2 " o=
Mycrla < (a-+ Ch(Cs + e en < (o CHCs + ) ggrtirr ) v = oo

Also wahlen wir

zu erhalten.

Der Rest ist ein einfacher Induktionsbeweis: Den Induktionsschritt haben wir bereits
bewiesen. Der Induktionsanfang folgt aus ||[Myavoll2 = 0 < go, da auf dem grobsten
Gitter exakt gelost wird. [

Bis auf die in der Praxis leicht zu erfiillenden zusétzlichen Bedingungen und
geniigen also fiir den Nachweis der Konvergenz des Mehrgitterverfahrens die
Approximations- und Glattungseigenschaft, sofern mindestens der W-Zyklus, also
~v = 2, verwendet wird.
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4.5 Glattungs- und Approximationseigenschaft bei
Finite-Elemente-Verfahren

Bevor wir die Konvergenz von Mehrgitterverfahren weiter untersuchen sollen kurz die
Glattungs- und Approximationseigenschaft am Beispiel der Diskretisierung einer ellipti-
schen partiellen Differentialgleichung mit einer Finite-Elemente-Methode illustriert wer-
den. Wir beschranken uns dabei zur Vereinfachung auf den Fall eines reellen und sym-
metrischen Problems maximaler Regularitat.

Wir gehen von der Variationsformulierung der partiellen Differentialgleichung aus: Fiir
einen rellen Hilbertraum V bezeichnen wir den Dualraum mit

V':={\:V — R : Xlinear und stetig},

versehen mit der Dualnorm

Al = sup{|/\(v)| : UEV\{O}}.

[llv

Die Elemente des Dualraums nennen wir Funktionale.
Sei A € V' ein Funktional, und sei eine Bilinearform

a:VxV =R
gegeben. Die Variationsaufgabe besteht darin, ein u € V' mit
a(v,u) = A\(v) fiir alle v e V (4.10)

zu finden. Im Allgemeinen wird V unendlich-dimensional und damit fiir die Behandlung
auf dem Computer unzugéinglich sein. Die Idee des Galerkin-Verfahrens besteht darin,
zur Approximation eine Hierarchie

VoeWic...CcV

endlich-dimensionaler Teilriume einzufithren und nach Naherungslosungen uy € V; zu
suchen, die die endlich-dimensionalen Variationsaufgaben

a(vg,ug) = A(vy) fiir alle v, € V (4.11)

16sen. Ublicherweise werden diese Aufgaben geldst, indem man fiir £ € Ny eine geeignete
Basis (¢y,i)icz, fixiert und die Darstellung

Uy = Z Ty Q0 (4.12)
JEL,

mit einem Koeffizientenvektor x, € R% wihlt, mit der die Gleichung 1D die Form
Z wgja(Pei, o) = Mpei) fiir alle i € Zp

JEL,
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4 Mehrgitterverfahren

annimmt. Mit der Matrix A, € RZ*% und dem Vektor b, € R%, gegeben durch
Agij = alpei, pej), be,i == M) fiir alle 4,5 € Zy, (4.13)
erhalten wir schlieBlich das lineare Gleichungssystem
Axy = by, (4.14)

dessen Losung x; die diskrete Néherung uy mittels definiert.

Um diese Gleichungssysteme mit einem Mehrgitterverfahren behandeln zu koénnen,
benétigen wir geeignete Prolongationen und Restriktionen. Dazu definieren wir fiir jedes
¢ € Ny den Koeffizientenisomorphismus Py : R* — V, durch

Pyxp = Z(Xz)j(pgyj fiir alle x, € R%.
JELy
Fiir £ € N gilt Vp_1 C V}, also kénnen wir
pe =P, Py
definieren und erhalten
Pipe = P, (4.15)

also berechnet p; gerade diejenigen Koeffizienten auf Stufe ¢, die eine auf Stufe ¢ — 1
gegebene Funktion exakt wiedergeben. In diesem Sinn ist p,y die bestmdgliche Prolonga-
tion.

Bei der Konstruktion der Restriktion miissen wir beachten, dass die Vektoren by an-
ders interpretiert werden als die Vektoren xy: Letztere beschreiben Funktionen, erstere
dagegen Funktionale. Das Gegenstiick des Koeffizientenisomorphismus P, auf Seiten der
Funktionale ist der Operator

Ry: V' — R™, = (u(pei))iezys

der einem Funktional den korrespondierenden Vektor zuordnet. Fiir einen beliebigen
Vektor y, € R% und ein beliebiges Funktional p € V' gilt

(e, Rep)2 = ) wean(eed) = m | D yeieed | = n(Peye)- (4.16)
1€y 1€Zy

Fiir ¢ € N folgt aus dieser Gleichung

(Yo—1, Ro—1p0)2 = p(Pr—1ye—1) = p(Pepeye—1) = (Peye—1, Repr)2 = (ye—1, Py Rept)2,

also mit r, := p; gerade
reRy = Ry_1. (4.17)

Damit ist ry diejenige Matrix, die einem Funktional auf Stufe ¢ dasselbe Funktional auf
Stufe £ — 1 zuordnet, also in diesem Sinn die bestmogliche Restriktion.
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Bemerkung 4.12 (Dualititsprodukt) Als Verallgemeinerung des bisher verwende-
ten Skalarprodukts verwendet man gelegentlich das Dualitétsprodukt (-,-), das durch

(v, Wy sy = p(v) fiir alleveV, peV’

definiert ist. Die Gleichung konnen wir dann als

(yeRep)2 = (Prye, v <y fiir alley € R, eV’

schreiben. In Anlehnung an Lemma konnen wir Ry dann als verallgemeinerte Ad-
Jungierte des Operators Py interpretieren und als Ry = P} schreiben.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, die Eigenschaften der durch Ay, p; und r; be-
schriebenen Hierarchie von Gleichungssystemen zu untersuchen.

Dafiir benétigen wir einige zuséitzliche Annahmen funktionalanalytischer Art. Der
Raum V wird im Fall des Modellproblems aus Funktionen bestehen, die in einem geeig-
neten Sinn einmal differenzierbar sind. Um den Approximationsfehler in diesem Raum
abschétzen zu konnen, miissen wir einen weiteren Raum W C V einfiihren, unter dem
wir uns den Raum der zweimal differenzierbaren Funktionen vorstellen konnen. Ent-
sprechend brauchen wir auch einen Teilraum des Raums V' der Funktionale, den wir
erhalten, indem wir einen Teilraum U C V wihlen und V/ C U’ zur Kenntnis nehmen.
Unter U kénnen wir uns fiir die Zwecke unserer Untersuchung den Raum der stetigen
Funktionen vorstellen.

Bemerkung 4.13 (Sobolew-Réume) In der Prazis analysiert man Variationsauf-

gaben in der Regel in Sobolew-Riumen auf einem Gebiet Q C R?. Ausgehend wvon

HY(Q) := L*(Q) definiert man fiir jedes m € N einen Raum H™(Q), der in einem

geeigneten Sinn m-mal differenzierbare Funktionen enthdlt. Die in unserem Modellpro-

blem verwendeten Null-Randbedingungen werden als Teilrdume H{'(Q) beschrieben.
Fiir unsere Zwecke wiirde man dann

U=HQ) = L*Q), V = HJQ), W = H*™(Q)

verwenden und 2m als die Ordnung des zu der Bilinearform a gehdrenden Differential-
operators bezeichnen.

Fiir unsere Analyse miissen sowohl die Variationsaufgabe geeignet gestellt als auch die
fiir die Diskretisierung verwendeten Réume sinnvoll gewé#hlt sein.

Zunéchst miissen wir sicherstellen, dass die Variationsaufgabe iiberhaupt eine
Losung besitzt. Dazu fordern wir, dass die Bilinearform V -stetig, symmetrisch und V -
elliptisch ist, dass also

la(v,u)| < Cgllv|lv||ullv fir alle v,u € V, (4.18a)
a(v,u) = a(u,v) fir alle v,u, €V, (4.18b)
Cga(v,v) > ||v|% fiir alle v e V (4.18c¢)
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mit geeigneten Konstanten Cg, Cp € Ry gelten. Unter diesen Voraussetzungen besagt
der Satz von Lax-Milgram, dass die Variationsaufgabe eine eindeutige Losung
u € V besitzt. Um Approximationsaussagen formulieren zu konnen, geniigt es nicht,
wenn die Losung lediglich in V liegt. Deshalb fordern wir die volle Regularitit der Va-
riationsaufgabe, dass also fiir jedes Funktional A\ € U’ C V' die Lésung u € V sogar in
dem Teilraum W liegt und die Regularitdtsabschétzung

[ullw < CrlAllor (4.19)

gilt. Diese Forderung gilt in der Praxis héufig nur, falls das Gebiet, auf dem wir rechnen,
glatt berandet oder konvex ist, stellt also eine ernsthafte Einschrinkung unserer Theorie
dar, die wir im Interesse der Einfachheit der Analyse in Kauf nehmen.

Fiir jedes £ soll eine Zahl hy € Ry gewéhlt sein, die in einem geeigneten Sinn die
,Feinheit“ der Diskretisierung beschreibt, in unserem Modellproblem beispielsweise die
Maschenweite des Gitters. Wir fordern zunéchst, dass die U-Norm mit der euklidischen
Norm in geeigneter Weise vertréglich ist, dass ndmlich die Abschitzungen

1P|l < Cohi|xell2,  IIxellz < Cphy 2| Pixelly fiir alle £ € Ny, x, € R
(4.20)

mit einer geeigneten Konstanten Cp € R+ gelten.
Wir miissen auch fordern, dass sich Funktionen in dem Teilraum W C V durch Funk-
tionen in V, approximieren lassen, dass also

min{||v —v|ly : v € Vo} < Cphy*||v||w fiir alle £ € Ng, v e W (4.21)

mit einer Konstanten Cp € R+ gilt.

Um mit der Stetigkeit kombinieren zu kénnen, benétigen wir die inverse
Ungleichung: Wir kénnen die V-Norm durch die schwichere U-Norm abschétzen, wenn
wir dazu bereit sind, mit einer negativen Potenz des Diskretisierungsparameters hy zu
,bezahlen“. Genauer gesagt sollen unsere Rdume die Abschétzung

lvellv < CIthHUZHU fiir alle £ € Ny, vp € V} (4.22)

mit einer Konstanten C7 € R+ erfiillen.

Schliellich miissen wir sicherstellen, dass die Approximationseigenschaften unserer
Réume sich nicht zu schnell verschlechtern, wenn wir von feineren zu gréberen Rdumen
wechseln. Mit Hilfe des Diskretisierungsparameters kénnen wir diese Forderung als

he_1 < Chrhy fiir alle £ € N (4.23)

prézisieren. Damit sind alle n6tigen Voraussetzungen formuliert und wir kénnen uns dem
Nachweis der Glidttungs- und Approximationseigenschaft widmen.

Lemma [£.7] besagt, dass die Grobgitterkorrektur wiinschenswerte Eigenschaften auf-
weist, falls die Matrizen der Gitterhierarchie die Galerkin-Eigenschaft aufweisen. Es liegt
nahe, zu erwarten, dass das Galerkin-Verfahren zu Matrizen fiihrt, die diese Eigenschaft
besitzen. Und so ist es auch:
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Lemma 4.14 (Galerkin-Eigenschaft) Die durch gegebenen Matrizen (Ag)72,

erfiillen

A, 1 =r/Apy fiir alle £ € N,
so dass unsere Gitterhierarchie die Galerkin-Eigenschaft besitzt.
Beweis. Seien £ € N und yy_1,2¢_1 € RT-1 gegeben. Aus folgt

(Ar—1ye—1,20-1)2 = a(Pr1yo—1, Pi—124—1) = a(Pypeye—1, Pipeze—1)
= (AypPeyi—1,Pezo—1)2 = (P AIPLY -1, Z0-1)2
= (v AypPeyi—1,2Ze—1)2-

Da wir diese Gleichung fiir beliebige Vektoren y,_; und z;,_; bewiesen haben, folgt
Ay 1 =riAypy. u

Wir haben bereits gesehen, dass das Richardson-Verfahren die Glittungseigenschaft
besitzt, falls wir den Dampfungsparameter geeignet wihlen. Um das praktisch tun zu
konnen bendtigen wir eine Abschétzung der Norm || Ayl|2.

Lemma 4.15 (Norm von A/) Es gilt
A2 < CsCFCEREM fiir alle £ € N.
Beweis. Sei ¢ € Ny. Sei x; € R™ und y,; := Ayxy. Dann gilt

A5 = (ye, Arxe)a = D> (yo)i(Anii(xe); = > > (yo)ialeri, o) (xe);

i€ZLy €Ly 1€Ly J€Ly

=a | > euilye)i Y eei(xe); | = a(Peye, Pixe) < Cs||Peyellv]| Pexellv
1€Ly JEL,

< CsCthy ™| Peyellu || Pexell < CsCRCRRT ™|y ell2lxe 2
= CsCICRRT ™| Agxql2]lxe]l2,
also insbesondere
[Agxll2 < CsCFOBRT ™ |x 2.
Da x; beliebig gew#hlt war, folgt daraus die gewiinschte Abschétzung. ]

Als néchstes wenden wir uns dem Nachweis der Approximationseigenschaft zu. Sie er-
gibt sich direkt aus der folgenden Abschétzung fiir den Diskretisierungsfehler des Finite-
Elemente-Verfahrens.

Lemma 4.16 (Fehlerabschitzung) Sei f € U', uw € V die korrespondierende Lisung
von , und uy € Vy die entsprechende Lisung von . Dann gilt

lu = uelly < CONRF™ | A]|er, Cy = CpC%CECh.
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Beweis. Sei £ € Ny. Aus der Galerkin-Orthogonalititsbeziehung
a(u —ug,vp) = a(u,vy) — alug, ve) = AMvg) — A(vg) =0 fiir alle vy € Vj

folgt in Verbindung mit (4.18¢c|) und (4.18a)

llu — ’U/[H%/ < Cga(u —ug,u —up) = Cga(u — ug,u — vy)
< CpCsllu —uellvllu =y  fiir alle v € V;.

Indem wir und kombinieren, erhalten wir
min{u—velly : v €V} < CoCrhY Ao,
also insbesondere auch
lu = welly < CCsCpCRA Ay

Jetzt verwenden wir den sogenannten Nitsche-Trick: Wir suchen die Lésung w € V' des
Variationsproblems

a(v,w) = (v,u — up)y fiir alle v € V.

Die rechte Seite liegt offenbar in U’, und ihre Operatornorm ist dank der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung durch ||u—w||y beschriankt, also kénnen wir eine Funktion wy € V
finden, die

lw = welly < CpCrA |u —uellv

erfiillt. Indem wir wieder die Galerkin-Orthogonalitéit einsetzen, erhalten wir schlieflich
= wgllfy = (u—ug,u—ug)y = alu — ug, w) = alw, u—up) = alw — we, u — uy)
< Cg|lw —wellv||u —ue||v < CsCpCRrAS ||u — wel|lu CeCsCrCRrR || A||v
= OnB™ Mo [lw = uellor-
Indem wir gegebenenfalls durch ||u — ug|| dividieren erhalten wir die gesuchte Abschit-
zung. [ ]

Unser Ziel ist es, aus dieser Fehlerabschitzung eine Approximationsaussage fiir die
Matrizen Ay zu gewinnen. Dazu setzen wir die Matrizen in Bezug zu dem Losungsope-
rator des kontinuierlichen Problems.

Wir definieren den Operator A : V — V'’ durch
Au = a(-,u) fiir alle u € V.
Die Stetigkeit der Bilinearform a impliziert die Stetigkeit von A mit

a(v,u)

Al v = sup {
Follv Il

: v,uEV\{O}}
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C
< { Sl

[ollv [lullv

,ueV\{O}}scs,

die Elliptizitdt von a impliziert die Invertierbarkeit von A mit

b v =oun{ e eV vior)
1 1
< p{CE||CL||i/H%’?u|r) peV o))
A
N {ﬁﬁinA 'l ‘ MEV’\{O}}
= s { CE|||L/\L|||VY]\L§§1M71|’V nEVA {0}} = O

Um exakte und diskrete Losungen miteinander vergleichen zu koénnen, bietet es sich
an, den diskreten Losungsoperator als Abbildung von V' nach V darzustellen. Nach
Definition der Operatoren Ry : V' — R% und P, : R% — V gelten

by = Ry, up = Ppxy fiir alle £ € Ny,
so dass wir mit A,x, = by die Gleichung
ug = PrA; R\ fiir alle £ € Ny
erhalten. Die Abschitzung aus Lemma [£.16] nimmt damit die Form
(A7 = PIA ' R)N|u = |Ju — welly < OnRE™ || M| fiir alle £ € Ny
an und lésst sich kurz als
A~ = PA Ry|lyerr < OnbE™ fiir alle £ € Ny (4.24)

schreiben. Diese Abschitzung erinnert bereits sehr an die Approximationseigenschaft,
die wir fiir die Analyse des Mehrgitterverfahrens benétigen, allerdings brauchen wir eine
Abschétzung, die die Rdume V; und Vy_; zueinander Beziehung setzt, nicht V' und V;.

Mit Hilfe der Gleichungen (4.15)) und (4.17) erhalten wir

Py(A; —peA )Ry = PIA Ry — Proy A Ry
= (PA'Ry— A7) + (A7 = Py AL Ry,

und die letzten beiden Terme koénnen wir mit (4.24) abschéatzen. Um daraus die Appro-
ximationseigenschaft zu gewinnen, benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.17 (R, surjektiv) Sei ¢ € Ny und ¢, € R%. Dann existiert ein Funktional
we U mit

—d/2
Rop = ¢, lellor < Cohy ™ |lcall2.
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Beweis. Wir suchen nach einem Funktional der Form

=Y {00)uye;

JE€T,

mit einem geeignet gewihlten Vektor y, € R%¢. Damit unsere Gleichung erfiillt ist,
miisste

cri = Reip = Z (Peis o)UY, fiir alle ¢ € Zp
J€L,

gelten. Das ist offenbar ein lineares Gleichungssystem, dass wir mit der durch
Myij = (e Pe;)U fir alle 4,7 € Z,
definierten Massematriz M, € RZ¢*Z¢ in der kompakten Form
¢, = Myyy

schreiben kénnen. Also brauchen wir lediglich die Losbarkeit dieser Gleichung zu unter-
suchen. Gliicklicherweise gilt

(Myzg,2¢)2 = Z Z My ij2eiZe,5 = Z Z(%‘,e, Pje0u

1€Zy j€Ly 1€Zy jeIy
= <PgZe,Png>U = ||PgZ[||%/ > C};2h?”Z4Hg fiir alle Zy € RIZ,

also ist M, positiv definit und damit insbesondere invertierbar. Indem wir y, := MZICg
einsetzen, erhalten wir

_ —1,d/2
leell2llPeyello > lleell2Cptllyellz = Cpthy* (e, ye)o
—1,d/2 —1,d/2
= Cplh/ (Myye,yo)o = Cplh/ | Poyel?,

also insbesonder ||Pry/||v < Cph;d/2||c||2. Fiir ein beliebiges v € U gilt
—d/2
() =, eeues)v| = (v, Pyoul < lollullPyello < lvlluCrh, P,
JELy

so dass wir auch die Normabschétzung bewiesen haben. ]

Als unmittelbare Konsequenz ergibt sich die folgende Moglichkeit, die fiir uns relevante
Norm abzuschétzen:

Lemma 4.18 Sei ¢ € Ny und X, € RZ*Ze. Dann gilt

1Xell2 < CRhy Y| PXoRe|| et
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Beweis. Seien yy,z, € R™ gegeben. Nach Lemma finden wir A, u € V/ mit

—d —d
RA=ys, Rp=2,  |Mo < Cphy |yl lpllor < Cohy |z

Mit (4.16) folgt daraus
Xy, ze)2| = [(XeReA, Rep)a| = (P X RoN)| < || pllor || PeX e Re M|
< |lpllor [[PeXeRell v [ Al
—d/2 —d/2
< Cph, "|z|l2l| P X e Rellv v Crh, ™" ly |2
= Cphy Y| PeXoRellvev |lyell2)lzel 2,
also die Behauptung. ]

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun die Approximationseigenschaft nachweisen:

Lemma 4.19 (Approximationseigenschaft fiir FEM) Es gilt

IA, " — peArells < CNCH(L+ G B
CSCNC]C4P(1 + C}le)
- [Acll2

fiir alle £ € N.

Beweis. Sei ¢ € N. Mit Hilfe von Lemma und der Abschitzung (4.24) erhalten wir

IA; ! — peA, irella < CRR Y| Po(A; Y — peAy o) Relluevr
=Chh;YPA 'Ry — AT+ AT — P A Rl
< Cphy U (Cnh™ + Cnhg™) < CnChhy “(hy™ + CR™hi™)
= ONCR(1+ CP™M b,

also der erste Teil der gewiinschten Aussage.
Mit Hilfe von Lemma .15 erhalten wir

2m—d
LK
||Ag||2 B CSC[C}ZD

und damit auch den zweiten Teil der Abschéitzung. |

Bemerkung 4.20 (Praktische Durchfithrung) Bei der praktischen Durchfiihrung

des Mehrgitterverfahrens steht uns im Allgemeinen || Ayl nicht zur Verfigung, so dass

wir nicht, wie im Beispiel, 0y := 1/||A¢||2 als Dimpfungsparameter verwenden kénnen.
Dank Lemma [{.15] kénnen wir davon ausgehen, dass auch

h2m7d
o 0
CsC10%
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zu einer hinreichend starken Reduktion der niedrigfrequenten Anteile des Fehlers fiithren
wird, und die Abschitzung nimmt bei dieser Wahl die Form

| AMEi, 6, ll2 < 1(v)CsCrCHRY ™ fiir alle £ € Ng,v € N

an, die schwicher als die urspriingliche Aussage ist.

Da wir dank Lemma[{.19 die Aussage
A, — peA, rella < CNCE(L + CE™)RZ™ 4 fiir alle £ € Ny

zur Verfiigung haben, kénnen wir beispielsweise Satz auch mit h?mfd statt || Agl|2
beweisen und erhalten Abschdtzungen der Form

[Mzav.ella < CsCrCNCH(L + CE™)n(v) fiir alle ¢ € N,v € N,

wir haben also auch bei einer praktisch durchfihrbaren Wahl des Dampfungsparameters
nichts verloren.

4.6 Symmetrische Mehrgitterverfahren

Die Konvergenzaussage von Satz gilt nur fiir den Fall v > 1, also insbesondere
nicht fiir V-Zyklus-Mehrgitterverfahren, die sich in der Praxis allerdings durch besonders
hohe Effizienz auszeichnen. Unser Ziel ist es also nun, eine Konvergenzaussage fiir den
Fall v = 1 zu finden. Dazu bietet es sich an, das Mehrgitterverfahren symmetrisch
zu gestalten, so dass sich die iiblichen Beweistechniken fiir selbstadjungierte Matrizen
anwenden lassen.

Wir benétigen die folgenden Voraussetzungen:

e Die Matrizen A, sind fiir alle ¢ € Ny positiv definit.
e Es gibt eine Konstante ¢ € R so, dass ry = cp; fiir alle £ € N gilt.

e Fiir jedes £ € N gibt es eine positiv definite Matrix W, € KZ*% so, dass der
Glédtter in der dritten Normalform

(I)Gl,ﬁ(xb by) = x; — W;l(Ang —by) fiir alle xp, by € KZe
gegeben ist.
e Die Hierarchie der Gleichungssysteme besitzt die Galerkin-FEigenschaft.

Die meisten dieser Voraussetzungen sind in der Praxis erfiillt, sofern die den Gleichungs-
systemen zugrundeliegende Differentialgleichung symmetrisch und koerziv ist.
Fiir die Glattungseigenschaft fordern wir

A, <W, fur alle ¢ € N. (4.25)
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Fiir die Approximationseigenschaft wiahlen wir nun eine Variante, die an das Glattungs-
verfahren gekoppelt ist: Wir setzen voraus, dass eine Konstante Cy € Rsq so existiert,
dass

WA — peA r )W,y < Ca fiir alle £ € N (4.26)
gilt. Wegen

12/« — _ 1/2 _ _
HWE/ (Ay = pfAe—lﬂ'f) / 2 < [[W, / H2HAg t— PzAg_llrzHQ
= [[Well2| Ay — peA, 2

folgt die Approximationseigenschaft aus der in Definition eingefiihrten, falls
IW¢ll2 < Cw||Ag||2 fiir eine von ¢ unabhiingige Konstante Cyy € Ry gilt. Falls etwa
das Richardson-Verfahren als Glatter verwendet wird, ist diese letzte Abschitzung sogar
mit Cy = 1 erfiillt.

Wir untersuchen die Mehrgitteriteration mit 11 = vo = v € N, es werden also soviele
Vor- wie Nachgldttungsschritte durchgefiihrt. Unser Ziel ist es, die Energienorm der
Iterationsmatrizen abzuschétzen.

Fir das Zweigitterverfahren ist die Iterationsmatrix durch

Mzav,e = M (I - peA; 1Ay MYy,
gegeben, und die Energienorm lésst sich in der Form

schreiben. Deshalb ist es naheliegend, auch die Matrizen der Prolongation, des Restrik-
tion und des Gléattungsoperators mit der Wurzel von Ay zu transformieren: Wir setzen

pr= Al/QPzA 12 T = Ag__ll/QreA;/Q,
{7\\7( = AZ 1/2WgA£_1/2, 1/\\/1(;175 = A;/2MG1,£AE_1/2 =1- {7\\7;1

und erhalten die Gleichung
2 - 2 X AN AN X
A;/ Myav A, V2 M, o(I — Pere) My -

Die transformierte Grobgitterkorrektur bezeichnen wir mit

Qg =1- ﬁ[ff = A 1/2 (I — pgAg 1I'4A4)A 1/2

und stellen fest, dass sie wegen der Galerkin-Eigenschaft die Gleichungen

~ o~ —1/2 1/2 A, 1/2 1/2 1/2 1/2 1 2
vbe = A, P AL P A DA P = A P A AP = AP A ALY
Q? = (1 - pitr)? = 1 — 2B¢F; + DeEDiTr = I — 2D/ + Prte = I — Pt = Qu
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4 Mehrgitterverfahren

erfiillt, also eine Projektion ist. Da Qg auflerdem selbstadjungiert ist, ist es sogar eine
orthogonale Projektion, erfiillt also insbesondere die Ungleichung

0<Q <L (4.27)

Indem wir die die Glattungseigenschaft definierende Ungleichung (4.25) von links und
rechts mit A;l/ 2 multiplizieren, erhalten wir

1< A, *W,A; =W,
und indem wir beide Seiten invertieren folgt
0<W,!'<I (4.28)

Aus der Approximationseigenschaft 1' folgt durch Multiplikation mit W;l/ % die
Ungleichung
Al —pA T < CAW,

und durch Multiplikation mit A,’* folgt
0< Q< CaW, L. (4.29)

Mit Hilfe dieser Abschitzungen kdonnen wir nun eine verbesserte Konvergenzabschitzung
fiir das Zweigitterverfahren finden:

Satz 4.21 (Konvergenz symmetrisches Zweigitterverfahren) Im symmetrischen
Fall mit der symmetrischen Gldttungseigenschaft und der symmetrischen Appro-

ximationseigenschaft gilt

falls 2v < Cy — 1,

1 L)
IMzav,ella < <CA Ca fiir alle ¢ € No,v € N.

Sie ansonsten

Beweis. Indem wir (4.27) und kombinieren, erhalten wir
0<Q< aC’A\/N\le +(1-a)l fiir alle a € [0, 1],
und die transformierte Iterationsmatrix des Zweigitterverfahrens ldasst sich in der Form
0 < Myavy < MY (aCaW; ' + (1 — a)))MY, fiir alle € [0, 1]

abschétzen. Wegen - -
Mg, =1-W,!

erhalten wir schliefllich

0< MZGV,E < f(vAv;l, a) fiir alle a € [0, 1]
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4.6 Symmetrische Mehrgitterverfahren

mit dem Polynom

(€ a) = (1= (1 —a+aCag).
Wegen der Ungleichung (4.28) haben wir o(\/ﬂ\/'_l) C [0,1] und folgern
IMzcvella = [Mzav.llz < max{f(&,a) : €€[0,1]} fiir alle o € [0, 1].

Indem wir verschiedene Werte fiir « einsetzen, konnen wir unterschiedliche Abschétzun-
gen fiir die Konvergenzrate erhalten. Wenn wir o = 1 wéhlen, erhalten wir
f(&a) = (1 =8> Ca,
S (60) = 21— I Cag 4 (1 Ca = (1 - 9P (-2Cag + (1= OC)
= Ca(l= ™71 = (2v +1)9),

und das Maximum ist wir fiir §, = 1/(2v + 1) angenommen (die Randpunkte £ = 0 und
¢ = 1 sind Nullstellen). Wir erhalten die Abschétzung

1 Lo w \¥ C4
M < ={1- B
Mzcv.ella < f(éo, @) ( 2y+1> 2w+ 1 <2y+1> 2+ 1
(N 1 Ca_Ca
T \va1 w (1+2L)2V+1 2u ~ 2ue’

die wir schon aus dem allgemeinen Fall kennen. Falls 2v < C4 — 1 gelten sollte, konnen
wir auch « := 2v/(Cy — 1) setzen. Dann erhalten wir

2v CA&2v 9, Ca —1 +2v(Ca€ —1)
f 1—
CA—1+CA—1) ( ¢) Cyq—1 ’

fl&a)y=01-9* (1 —

8f o o1 Cy—1+ 2V(CA5 — 1) 2 20Cy
1-9>! 2 2
= ﬁ(—QleA 42U — 4 Cyu€ + 4v° + 2vCy — 21/0,45)
_ \2r—1
= 21/(1@15)_1(1 —20C4€ + 2v — C4f)
_ \2v—1
=)0 g

also wird das Maximum bei § = 1/C4 angenommen (der Randpunkt £ = 1 ist eine
Nullstelle, die Ableitung im Randpunkt & = 0 ist positiv, so dass auch dieser Punkt kein
Maximum sein kann), und es ergibt sich die Abschéitzung

2v
IMzavella < f(éo, o) = (1 _ 1) (1 2v 2u )

Ca _CA—1+CA—1

I
7 N
—
|

2

N =

N———
S
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4 Mehrgitterverfahren

Fiir kleine Werte von v nimmt die Konvergenzrate also sogar exponentiell ab, wenn
wir die Anzahl der Glattungsschritte erhthen. Insbesondere erhalten wir auch schon fiir
v =1 ein konvergentes Verfahren.

Unter den fiir die symmetrischen Verfahren eingefithrten Voraussetzungen ldsst sich
auch ein Konvergenzbeweis fiir das V-Zyklus-Mehrgitterverfahren gewinnen.

Satz 4.22 (Konvergenz V-Zyklus-Mehrgitterverfahren) Im symmetrischen Fall
mit der symmetrischen Glittungseigenschaft und der symmetrischen Approxima-

tionseigenschaft gilt

Ca

M <
Mumacvella < o

o fiir alle £ € Ng,v € N.

Beweis. Die Iterationsmatrix der V-Zyklus-Mehrgitterverfahrens mit v Vor- und v
Nachglédttungsschritten ist durch

—1
Mucv,e = Mzav,e + Mg peMucy i-1A, - reAgMG

1/2

gegeben. Wir transformieren sie wieder mit Hilfe von A;/ 2 und A, """, um die Gleichung

NT 1/2 -1/2 Tk e o~
MMGV,[ = AZ MMGV,EAg = MZGV,E + Mél,éprMGV,é—lréMéM
= Mg, (I — P+ ﬁzMMGv,e—l?e) W\ ra
= May, (I —pe(I- MMGV,@A)&) MY,

zu erhalten. Wegen I — pyry, > 0 und Mygv,o = 0 konnen wir mit einer einfachen

Induktion ﬁMGV’g > 0 fiir alle ¢ € Ny nachweisen.
Unser Ziel ist es nun, die Ungleichung

ﬁMGV,Z < I, ¢: Ca fiir alle £ € N

. Ca+2v

zu beweisen. Dazu gehen wir induktiv vor. Der Induktionsanfang ¢ = 0 ist trivial. Sei
nun £ € N so gewéhlt, dass Mugv -1 < (I gilt. Daraus folgt

Mumav,e = M, (I —pe(I - MMGv,zq)?e) M

< My (- Pe(I — CI)F) M
= ﬁél,z (I—(1—-¢)pere) 1/\\/[61,5
= ﬁél,e ((1 — Q¢+ CI) Aél,e
< My ((1- 0 (aCaWt + (1= )) + CT) Mgy,

(I—W; 1) ((1 —0) (aCAW;l +(1- a)I> + gI) (I—W; 1y
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4.6 Symmetrische Mehrgitterverfahren

fiir alle @ € [0, 1]. Mit Hilfe des durch
f(& ) = (1 =8"((1 = (aCa& + (1 —a)) + (1 - &)”
=(1-6%((1-0(aCué+ (1 —a))+¢) fir alle a € [0,1], £ € K
definierten Polynoms kénnen wir die Abschétzung kurz als
Muave < f(W; 1 a) fiir alle o € [0, 1]

schreiben. Aus 1) folgt J(WZI) C [0, 1], und wir erhalten

IMyavella = [Muavells = o(Muay) < max{f(&,a) : &€ [0,1]}.

Um zu der gewiinschten Abschétzung zu kommen, setzen wir @ = 1 und miissen das
Maximum des durch

fl&a) = (1= ((1~)Cag+) fiir alle £ € [0,1]

gegebenen Polynoms bestimmen. In den Randpunkten & = 0 und & = 1 haben wir

F(0,a) = ¢ und f(1,0) = 0.
Um lokale Maxima zu finden, suchen wir nach Nullstellen der Ableitung

O (€.0) = —20(1 — (1 — CaE +O) + (1 £ (1~ )Cin

23
= (1= 1 -1~ )Ca—20(1 = )CaE — 21)
=(1-9* 1 - @+ 1§ - )Ca —210)

_ 2vC'y 2vC'y
—1-o*1{a-(v+1 —
(1-¢) <( (2v + )5)0A+2y CA+2V>

Ca+2v

=(1-¢

¢.

Offenbar gibt es genau zwei Nullstellen, ndmlich & = 0 und & = 1, und das sind die
bereits diskutierten Randpunkte. Das Maximum ist offenbar (, also haben wir

[Mycv,ella < f(0,1) =¢

bewiesen, und damit die gewiinschte Abschitzung. ]

Wir haben also bewiesen, dass das V-Zyklus-Mehrgitterverfahren auch fiir nur einen
Vor- und Nachglattungsschritt konvergiert, und wir haben eine explizite Abschitzung
fiir die Konvergenzrate in Abhéngigkeit von v und C4.

Das Mehrgitterverfahren ldsst sich weiter beschleunigen, indem man Techniken aus
dem Bereich der semiiterativen Verfahren einsetzt. Einerseits l4sst sich die symmetrische
Mehrgitteriteration als Vorkonditionierer fiir das cg-Verfahren einsetzen, was vor allem
in Situationen lohnend ist, in denen die Konvergenzrate der Iteration noch relativ nahe
bei 1 liegt.
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4 Mehrgitterverfahren

Andererseits lassen sich auch semiiterative Techniken in die einzelnen Komponenten
des Mehrgitterverfahrens integrieren. Eine offensichtliche Mo6glichkeit besteht darin, den
Glétter mit Hilfe einer entsprechend modifizierten Tschebyscheff-Semiiteration zu reali-
sieren. Eine weniger offensichtliche Variante ist die Modifikation der Grobgitterkorrektur:
Bisher wurde die Korrektur x,_; prolongiert und direkt von x, abgezogen, wir hatten
also

Xy < Xy — PeXy—1-

Es sind Situationen denkbar, in denen es sinnvoll ist, den Vektor q, := pex,_1 lediglich
als Suchrichtung in einem entsprechend angepassten Gradientenverfahren zu verwenden.
Fiir diese Suchrichtung ergibt sich der optimale Skalierungsparameter als

. (de,qe)2
P (Avar, qe)2’

und wir erhalten die optimal gedimpfte Grobgitterkorrektur
Xy < Xp — )\optqf'

Dank der Galerkin-Eigenschaften kann der Faktor Aop¢ auch durch

I (deqe)2 (Prde,Xe-1)2

L= -

P (Avag,ae)e (PEAPX—1, Xe—1)2
cMredg,xe—1)2 (be1,%0-1)2

cHreApexe_1,%0-1)2 (Ap_1Xe-1,X0-1)2
berechnet werden, also ausschliellich mit Hilfe von Operationen auf der gréberen Git-
terstufe £ — 1. Neben zwei Skalarprodukten erfordert die Bestimmung von Agp auch eine
zusétzliche Matrix-Vektor-Multiplikation, in praktischen Anwendungen sollte man also
sorgfiltig abwigen, ob der zusétzliche Rechenaufwand zu einer angemessenen Beschleu-
nigung des Verfahrens fiihrt.

In der Praxis hdngen die Matrizen A, hiufig von Parametern ab: Beispielsweise konnen
die Koeffizienten der zugrundeliegenden Differentialgleichung variabel sein, oder das Ge-
biet, auf dem gerechnet werden soll, &ndert sich. In dieser Situation ist man an Verfahren
interessiert, die nicht nur fiir ein spezielles Problem, sondern fiir eine ganze Familie von
Problemen gleichméfig gut funktionieren.

Im Fall des Mehrgitterverfahrens bedeutet das, dass wir nach Verfahren suchen, bei
denen ||Mygv | < ¢ < 1 nicht nur fiir alle Gitterstufen ¢ € Ny, sondern auch fiir alle
moglichen Parameter des zugrundeliegenden Problems gilt, wir also die Konvergenzrate
gleichméflig beschrinken kénnen. Ein Verfahren mit dieser Eigenschaft bezeichnet man
als robust.

Die Konstruktion von robusten Mehrgitterverfahren kann relativ kompliziert werden,
abhingig davon, wie grof3 die Auswahl der abzudeckenden Probleme ist. In der Praxis
haben sich verschiedene Zugénge bewihrt:

Falls das zugrundeliegende Gebiet und die Koeflizienten der Differentialgleichung
Tensor-Gestalt besitzen, lassen sich mit Hilfe modifizierter Glatter und modifizier-
ter Gitterhierarchien Verfahren konstruieren, die fiir eine relativ breite Auswahl von
Koeffizienten sehr schnell arbeiten.
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4.7 Allgemeine Unterraumverfahren

Bei variablen Koeffizienten lassen sich spezielle Glatter mit Hilfe von approximati-
ven LR-Zerlegungen konstruieren. Die Konstruktion folgt im Prinzip der iiblichen LR-
Zerlegung, allerdings mit der Nebenbedingung, dass nur wenige zusétzliche von Null
verschiedene Eintrége erzeugt werden diirfen. Dadurch wird das bei der klassischen LR-
Zerlegung unvermeidliche Auffiillen der Matrixstruktur verhindert, und aus einem di-
rekten Loser wird ein iteratives Verfahren, die I LU -Iteration.

Ebenfalls im Fall variabler Koeflizienten kann es sich lohnen, die konventionelle Prolon-
gation, die iiblicherweise als eine geeignet definierte Interpolation eingefiihrt wird, durch
eine Abbildung zu ersetzen, bei der die Interpolanten mit Hilfe der Matrixkoeffizienten
gewichtet werden. Die so konstruierte matrizabhdngige Prolongation kann dann zur Kon-
struktion einer passenden Restriktion verwendet werden, und die Galerkin-Eigenschaft
lasst sich sicherstellen, indem die Grobgittermatrizen mit Hilfe von py und r; konstruiert
werden, statt direkt aus einer Diskretisierung zu entstehen.

Besonders schwierig wird die Situation, wenn das dem Gleichungssystem zugrundelie-
gende kontinuierliche Problem unbekannt ist oder das Gleichungssystem sogar keine kon-
tinuierliche Entsprechung hat. In diesem Fall kénnen unter gewissen Bedingungen noch
algebraische Mehrgitterverfahren zum Einsatz kommen. Derartige Verfahren bendtigen
lediglich die Matrix A und konstruieren eine Hierarchie von Gleichungssystemen und
passende Glatter ausschliefllich aufgrund der in A enthaltenen Informationen.

Algebraische Mehrgitterverfahren erfreuen sich grofier Beliebtheit, weil sie sich be-
sonders einfach in existierende Programme integrieren lassen und in vielen praktischen
Anwendungsfillen gute Ergebnisse erzielen. Allerdings ist es aufgrund ihrer allgemeinen
Struktur sehr schwierig, konkrete Aussagen iiber ihre Eigenschaften und insbesondere
ihre Konvergenzraten zu beweisen.

4.7 Allgemeine Unterraumverfahren

Sei A positiv definit.
Ein wesentlicher Bestandteil des Zweigitterverfahrens ist die Grobgitterkorrektur

Daak e(xe, be) = x¢ — peA; ' re(Arxe — by).
Fiir einen Vektor £, € K* und einen Testvektor y,_; € KZ¢-1 gilt

(Mcck fe, Peye-1)a = (Ag — AgpeA 1A, Prye-1)2
=c H{(reAy — reApeA T A E Yoo 1)o
=c H(reAy — reA)E, yo-1)2 = 0,

falls die Galerkin-Eigenschaft und r, = cp; gelten. Die Grobgitterkorrektur ist al-
so ein Iterationsverfahren, das dafiir sorgt, dass der Fehler beziiglich des Energie-
Skalarprodukts senkrecht auf dem Bild von p; steht.
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Ein dhnliche Eigenschaft besitzt auch das Gauf3-Seidel-Verfahren: Im i-ten Schritt wird

l‘;:? bi— Z AijSL‘j— Z Al]l‘;

w jET jeJ
v(5)>1(2) u(7)<e(3)

1
=x; — Af Z Ai]’l’j + Z A”.T; —b;
JET JjeT
¢(4)2e(8) ¢(5)<e(d)
berechnet, und diese Berechnung lisst sich mit Hilfe des i-ten kanonischen Einheitsvek-
tors e® in der Form

| .
Pas.i(x,b) = x — e(Z)A—<Ax — b, eld), fiir alle x,b € KZ
i
schreiben, so dass das vollsténdige GauB3-Seidel-Verfahren als Hintereinanderausfithrung
mehrerer Einzelschritte

®as(x,b) = @asi, (Pas,in 1 (-, b), b)

geschrieben werden kann. Die Iterationsmatrix fiir einen Einzelschritt ist durch

(22

Mgs;, =1— e(i)Ai(e(i))*A
gegeben und erfiillt fiir f € K die Gleichung

(Mas,if, e) 4 = (A - Ae(i)%(e(i))*A)f, e),

— (A, e, — (Ae(i)%(e(i))*Af, e,

1

(22

) 1 ) . )
= (Af, ey, — T((e@)*Af, (e)*Ae™),

= <Af, e(i)>2 — %(Af, e(z)>2A“

(22

= (Af,e)y — (Af,el))y =0,

nach dem ¢-ten Schritt wird der Fehler beziiglich des Energie-Skalarprodukts also senk-
recht auf dem Aufspann des i-ten Einheitsvektors e stehen.

Sowohl ®gak ¢ als auch ®gg; sind also Iterationsverfahren, die dafiir sorgen, dass
der Fehler senkrecht auf einem geeignet gewihlten Unterraum von K7 steht: Im ersten
Fall auf dem Bild der Prolongation py, im zweiten Fall auf dem Aufspann des i-ten
Einheitsvektors e®.

Derartige Verfahren bezeichnet man als Unterraumuverfahren. Allgemein sind sie durch
eine Familie (P )«ex von injektiven Matrizen P,, € KZ*Z+ definiert, die in Anlehnung an
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Mehrgitterverfahren ebenfalls als Prolongationen bezeichnet werden. Die Bilder dieser
Prolongationen bezeichnen wir mit

X, := Bild P, fiir alle xk € KC,

und wir verlangen, dass
Xi=K'=> X, (4.30)
KEK

gilt, dass also die Summe aller Unterrdume den gesamten Raum ergibt.
Zu der Prolongation P, fithren wir die passende Restriktion R, := P}, ein und defi-
nieren das entsprechende Galerkin-Produkt durch

A, =R,AP, fiir alle k € K.
Zu jedem k € K definieren wir die Unterraumkorrektur
Puks(x,b) :=x —P,A 'R, (Ax — b) fiir alle x,b € K%,k € K.
Fiir die Wahl
P. = py, R, =c 'ry, A, =c'Ap,

erhalten wir die Grobgitterkorrektur.
Um einen Einzelschritt des Gaufl-Seidel-Verfahrens als Unterraumkorrektur zu iden-
tifizieren, fixieren wir eine Numerierung ¢ von Z und schreiben die Indexmenge als

I:UIK

ke

fiir K := T und Z, := {x}. Fiir jedes x € K definieren wir die Prolongation P,, € KZ*Zx
als

1 fallsi=j € Z,, ) .
(Pn)ij:{ =y " firallei € 7,5 € 7,
0 ansonsten

und erhalten A, = Ay,.. Damit gilt ®yk , = Pas x-
Definition 4.23 (Multiplikatives Unterraumverfahren) Sei ¢ : £ — {1,...,K}
eine Numerierung von K mit K := |K|, und sei rj := ¢~ (k) fiir alle k € {1,...,K}.
Das durch

Pyl (x, b) = Puk ey (PUK 4 (- - -, b), b) fiir alle x,b € K*

definierte lineare Iterationsverfahren nennen wir das (exakte) multiplikative Unterraum-
verfahren zu den Prolongationen (Py)xeck.
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+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ + 0+ &+ o+ o+
"""" R T
"""" R T
"""" R T
"""" R [ e
"""" e o+ oe oo+ o+ T I
"""" e e e e r T

Abbildung 4.10: Spezialfiille des allgemeinen Unterraumverfahrens: Zeilen-Block-Jacobi-
Verfahren (links) und Gebietszerlegungsverfahren (rechts)

Wir haben bereits gesehen, dass das Gauf-Seidel-Verfahren sich als multiplikatives
Unterraumverfahren mit eindimensionalen Unterrdumen interpretieren lésst.

Alternativ kénnen wir die einzelnen Unterraumkorrekturen auch parallel durchfiithren
und die Ergebnisse linear kombinieren.

Definition 4.24 (Additives Unterraumverfahren) Sei 6 € R-o. Das durch

Dpaqp(x,b) =x— 0> P.A'R.(Ax —b) fiir alle x,b € KX
KEKX

definierte lineare Iterationsverfahren bezeichnen wir als das (exakte) additive Unter-
raumverfahren zu den Prolongationen (Py)xex und dem Dimpfungsparameter 6.

So wie das Gauf}-Seidel-Verfahren als multiplikatives Unterraumverfahren mit eindi-
mensionalen Unterrdumen interpretiert werden kann lésst sich nun das Jacobi-Verfahren
als additives Unterraumverfahren mit denselben Unterrdumen behandeln.

Selbstverstandlich gibt es noch weitere in der Praxis wichtige Spezialfille von Un-
terraumverfahren. Kin Beispiel sind Block-Gauf-Seidel und Block-Jacobi-Verfahren, bei
denen nicht einzelne Indizes, sondern vollstdndige Zeilen, Spalten oder kompliziertere
Teilmengen eines Gitters auf einmal invertiert werden.

Im Fall des Modellproblems wiirde beispielsweise ein Zeilen-Block-Verfahren zu der
Zerlegung

L. = A{(ig, k) : iz €{1,...,N}} fir alle k € L :={1,...,N}

gehoren (vgl. Abbildung links). Natiirlich ist so ein Verfahren nur dann sinnvoll,
wenn sich Gleichungssysteme mit den Matrizen A, effizient 16sen lassen. Im Fall des
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Zeilen-Block-Verfahrens ldsst sich diese Aufgabe gliicklicherweise relativ einfach hand-
haben: Infolge der speziellen Struktur des Modellproblems sind die Matrizen A, tridia-
gonal und positiv definit, so dass sie sich effizient mit Band-L R-Zerlegungen behandeln
lassen.

Ein weiterer wichtiger Spezialfall sind die sogenannten Gebietszerlequngsverfahren, bei
denen ebenfalls die Indexmenge Z in eine Anzahl von Teilmengen zerlegt wird. Hier wird
allerdings der Schwerpunkt nicht auf einfache Losbarkeit der Teilprobleme, sondern auf
moglichst kleine ,, Kontaktflichen“ der Teilmengen gelegt, es soll also fiir jedes x € K die
Menge

0L, :={j € Z\ I, : es existiert ein i € Z,, mit A;; # 0}

moglichst klein werden (vgl. Abbildung rechts, der ,,Rand“ des oberen rechten Teil-
gebiets ist grau markiert). Die Idee bei diesen Verfahren besteht darin, die Behandlung
der einzelnen Teilmengen Z,, verschiedenen Computern zu iibertragen, die dann parallel
arbeiten konnen. Auf dem fiir ein x € K zustdndigen Computer werden die Komponen-

ten x; und b; nur fiir ¢ € Z, abgespeichert, so dass lediglich bei der Berechnung des
Defekts

(d,{)l = ZAijxj - b, = Z Aija:j + Z Aijxj —b; fir alle i € Z,,k € K
JET JE€L, JEOL,

eine Kommunikation mit den anderen Computern erforderlich ist, um den aktuellen
Wert von x; € 0Z, zu erfahren. Ein additives Unterraumverfahren lisst sich mit diesem
Ansatz sehr gut parallelisieren.

SchlieBlich lassen sich auch die verschiedenen von uns untersuchten Mehrgitterverfah-
ren als Unterraumverfahren interpretieren: Wir nehmen an, dass r, = pj; gilt und dass
die Hierarchie der Gleichungssysteme die Galerkin-Eigenschaft besitzt. Wenn die feinste
Gitterstufe L € Ny ist, setzen wir Z :=Zy, A = Ay, K:={0,..., L} und definieren die
fiir das Unterraumverfahren benétigten Prolongationen P, € KZ*Zs durch

I falls k = L
P, = amE=s fiir alle x € {0,...,L}. (4.31)
P.i1pxr1  ansonsten

Dank der Galerkin-Eigenschaft erhalten wir so A, = Ay. Allerdings wurde im Mehr-
gitterverfahren nur auf dem grobsten Gitter tatsédchlich exakt gelost, auf allen anderen
Gitterstufen haben wir lediglich einige Glattungsschritte durchgefiihrt, also approxima-
tiv gelost.

Um unsere Mehrgitterverfahren als Unterraumverfahren zu interpretieren, miissen wir
also approzimative Unterraumkorrekturen

Pavk «(x,b) := x — P.N,R,(Ax — b) fiir alle x,b € K%, k € K

zulassen, bei denen N, eine geeignete positiv definite Approximation von A_! ist. Die
Iterationsmatrix von ®auk . ist durch

Mavk,k :=1-P,NRLA fir alle k €
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gegeben. Betrachten wir das V-Zyklus-Mehrgitterverfahren mit einem Vorglattungs-
schritt. Die Glétter seien in der zweiten Normalform

(I)Gm(Xg, by) = x; — N(;Lg(Ang —by) fiir alle xp, by € KIZ, {eN

gegeben. Das durch (4.31]) und

Al fallsk=0
N, = { 0 asE=o fiir alle k € K (4.32)
Nqi, ansonsten

gegebene approximative multiplikative Unterraumverfahren ist gerade das V-Zyklus-
Mehrgitterverfahren:

Lemma 4.25 Das V-Zyklus-Mehrgitterverfahren ist ein approximatives multiplikatives
Unterraumverfahren mit den Prolongationen und den approximativen Inversen

)

Beweis. Bekanntlich ist die Iterationsmatrix des Mehrgitterverfahrens durch

M, =

I—pI—M, )AL r, AN - NA fall
{( Pe( 1) A A eA)  falls £>0, fitr alle £ € {0,...,L}

0 ansonsten

gegeben. Da es konsistent ist, konnen wir das Mehrgitterverfahren in der zweiten Nor-
malform mit der Matrix

Ny := (I - M)A, fiir alle £ € {0,...,L}

darstellen, denn dann gilt M, = I—ﬁgAg. Die zu dieser Matrix gehorende approximative
Unterraumkorrektur ist durch

l/VI\g =1- PgﬁgRgA fiir alle £ € {0, R ,L}

gegeben und wird eine zentrale Rolle in unserem Beweis spielen: Wegen Py = T ist
M, = Mj, die Iterationsmatrix des Mehrgitterverfahrens, so dass wir lediglich

ﬁg = Mauk,0Mauk,1 - .- Mauk ¢ fiir alle £ € {0, e ,L}

zu beweisen brauchen. Das tun wir natiirlich per Induktion: Fiir ¢ = 0 ist die Aussage
wegen My = 0, also Ny = Agl = Ny bereits klar. Sei nun ¢ € {1,...,L}. Nach
Definition gilt
M; =1 - P,N/RA =1 —P,(I-M;)A;'R/A
=1 Py(pe(I - My1)A; v+ Ny — po(I— M)A 1 AN RA
=I1-P,(I-M;1)A,\R; 1A - P N/R/A
+ Py (I- M)A r ANRA
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4.7 Allgemeine Unterraumverfahren

=1-Pri(I- M)A R A - PINRA

+ Py (I- M)A, v/ RA PINRA
=1-P, N, R, A - P/NR/A +P, N, R, 1A PINR/A
= (- P, N, R A)I— PNRGA) = My Mayk -

Damit ist die Induktion abgeschlossen. ]

In &hnlicher Weise konnen wir auch Mehrgitterverfahren mit mehreren Vor- und
Nachgléttungen als multiplikative Unterraumverfahren interpretieren, und auch der W-
Zyklus stellt uns vor keine uniiberwindbaren Schwierigkeiten.

Selbstverstiandlich 1dsst sich auch eine additive Unterraumkorrektur auf der Grundlage
der fiir das Mehrgitterverfahren verwendeten Prolongationen und Restriktionen konstru-
ieren. Fiir die praktische Implementierung bedeutet das lediglich, dass der Defekt vor
dem Vorglattungsschritt auf das grobere Gitter transferiert und die auf dem gréberen
Gitter berechnete Korrektur erst nach dem Nachglattungsschritt von der Iterierten sub-
trahiert wird. Die Unterschiede in der Implementierung sind also minimal.

Wenden wir uns nun der Analyse des Konvergenzverhaltens zu. Wir untersuchen direkt
die approximative Unterraumkorrektur, das exakte Verfahren lésst sich jederzeit durch
N, := Al zuriickgewinnen.

Zunéchst untersuchen wir das additive Verfahren.

Definition 4.26 Sei 8 € Ryq. Das durch

Danago(x,b) =x— 0> P.N.R.(Ax —b) fiir alle x,b € K*
KEK

definierte lineare Iterationsverfahren bezeichnen wir als das approximative additive
Unterraumverfahren zu den Prolongationen (Py)kcic, den approzimativen Inversen
(Ng)kex und dem Dimpfungsparameter 6.

In einem ersten Schritt beweisen wir, dass ein approximatives additives Unterraum-
verfahren konvergent sein kann. Dazu miissen wir nachweisen, dass die Matrix

Naaday =0 Y P.NR,
KEKX

der zweiten Normalform positiv definit ist.
Lemma 4.27 Die Matriz Naaqga,e st positiv definit.

Beweis. Da die Matrizen N, positiv definit sind, muss Naaqq,0 zumindest positiv semi-
definit sein. Sei nun x € KZ mit (NAAda,ex,x)2 = 0. Daraus folgt

0= (Naadao% X)2 =0 Y (PoN.R,x,x)2 =0 ) (N Rux, Ryx)s.
KEK KEKX
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Da die Matrix N, positiv definit sind, muss fiir alle x € K also R,x = 0 gelten. Fiir ein
beliebiges € K und y,.. € K= erhalten wir

<RNX7 th>2 = <X, Pfﬁyfﬁ>2?

also steht x senkrecht auf Bild P,;, und somit nach (4.30) auf K%, muss also gleich Null
sein. |

Damit haben wir eine erste untere Schranke fiir das Spektrum von Naaqq¢. Um
den Dampfungsparameter 6 korrekt wihlen zu kénnen, benttigen wir auch eine obere
Schranke fiir das Spektrum.

Zur Herleitung dieser Schranke setzen wir W, := N_! und nehmen an, dass es fiir
alle k, A € K eine Konstante €,y € R>q so gibt, dass

[(Prxee, Paya)al < enllxullw, [yallw, fiir alle x,, € K™, yy e K (4.33)
gilt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir zusétzlich
€)= Exg fir alle kK, A €

voraussetzen (da symmetrisch ist, konnen wir immer das Minimum von €,y
und €y, verwenden). Falls alle Unterraumkorrekturen exakt durchgefithrt werden,
folgt diese Abschétzung beispielsweise aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir das
Energie-Skalarprodukt, allerdings werden sich in der Praxis hiufig wesentlich bessere
Abschéitzungen finden lassen, indem man die Orthogonalitdt der einzelnen Unterrdume
ausnutzt. Deshalb wird die Annahme im Allgemeinen als wverstirkte Cauchy-
Schwarz-Ungleichung bezeichnet.
Wir fassen die Koeffizienten ¢, in der Matrix E € KX*K mit

Exx = €xn fiir alle kK, A € K

zusammen und erhalten unsere erste Schranke fiir das Spektrum des Unterraumverfah-
rens:

Satz 4.28 (Obere Schranke) Es gilt
Naaddp < 0o(E)A™!

Beweis. Wir setzen N := Naqqd,1.- Nach Definition gilt

N = Z P.N.R,,
KkEK

also folgt fiir ein x € K* die Abschiitzung

INAx[% =Y ) (P.NR.Ax, PAN,R)Ax) 4
REK AeK
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< Z Z |<PHNK)RHAX7 P)\N)\R)\AX>A’
KEK AeEK

<D0 e INGRAXw, [NARAAX] 1y,
KEK XeK

Wir definieren den Hilfsvektor z € RX durch
2k = ||[NsReAX||w, fiir alle Kk € K
ein und erhalten

INAX|% <D ) enzenn = (2,E2)s < |Ea]|z]3 = o(E) ) | INR.Ax]fy,

KEK NEK KEX
= 0(E) Y (W.N,R,Ax,N,R:Ax)> = 0(E) > (R,Ax,N,R.Ax);
KEK KEK
= 0(E) ) (Ax,P.N,R,Ax); = o(E) Y (x,P.N.R,Ax)4
ke KEKX

= 0o(E)(x, NAX) 4 < o(E)[[x a|NAx] 4.
Aus dieser Ungleichung folgt
[NAx|[4 < o(E)|x/|a fiir alle x € K7,

und mit Hilfe der Definition der Energienorm erhalten wir

|AY2NAY x|,
|AY*NAY2||5 = sup { lIx||2 - xeKP\ {0
|AYV2NAy|s -
:SUP{W%.}’EK \{0}

—su HNAYHA, T
_ p{uynA . yeK \{0}}SQ<E>,

also insbesondere

AVPNAY? < p(BE)I,

N < o(E)A~L.
Aus Nppqq,0 = N folgt die Behauptung. |
Wir kénnen die Schranke aus Satz auch in der Form
1
A < ——Wanrddps
fo(E) ’

schreiben, um einen Bezug zu der fiir symmetrische Mehrgitterverfahren verwendeten
Variante der Glittungseigenschaft herzustellen.
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Indem wir Lemma und Satz kombinieren, erhalten wir fiir § < 2/p(E) die
Abschétzung

I>1— AY2NppqapAY2 >T—0o(E)I > 121 = 1,

also o(Maaddg) = Q(I—Al/zNAAddﬂAl/z) < 1, das approximative additive Unterraum-
verfahren ist also konvergent.

Um eine Schranke fiir die Konvergenzrate angeben zu kénnen, benttigen wir auch
eine untere Schranke fiir das Spektrum der Matrix Naaqgq,6. In diesem Fall werden in
der Regel stabile Zerleqgungen verwendet:

Satz 4.29 (Untere Schranke) Sei Cs € R-q so gegeben, dass fiir jedes x € K eine
Familie (Xy)xex mit

Z P.x, = X, (4.34a)
KEK

D Ixalify, < Cslix[% (4.34b)
KEK

existiert. Dann gilt die Abschdtzung

0
— A <N )
CS >~ AAdd,0

Beweis. Wir setzen wieder N := Naaqgq,1- Sei x € K7, und seien x, € K%~ fiir alle k € K
so gewéhlt, dass (4.34]) gilt. Dann erhalten wir

HX||,24 = (x,X)4 = Z(Xa Pyxg)a= Z<AX> Px,)2

KEKC KEK
=) (ReAx, Xe)2 = Y (N RoAx, W'/2x,.),
KEK KEK
< Z INYR, Ax]|o| W2, |2 = Z INY2 R Ax]|a %] w,.
KEK reEK
1/2 1/2
- (z uN;/QRnAxus) (z uxu%w)
KREK KEKC

1/2
1/2
<oy (Z HNE/QRRAXH%> %]

KEKX

Aus dieser Abschiitzung folgt

% < Cs >INV’ RyAx|3 = Cs > (N R, Ax, N/ *R, Ax)s

KEK KEK
=Cs Z<API€NI{RNAX7 X>2 = CS<ANAXa X>2,
KEK
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also die Ungleichungen
A < C3ANA, A1 < COgN.

Dank Naagqa,9 = ON folgt daraus unsere Behauptung. [ |

Falls die Voraussetzungen der beiden Sitze und erfiillt sind, erhalten wir
0(NaaddaeA) C [0/Cs,00(E)]. Damit eignet sich das additive Unterraumverfahren gut
als Vorkonditionierer fiir das cg-Verfahren: Falls Cs und ¢(E) unabhéingig von der Anzahl
der Unbekannten beschriankt sein sollten, erhalten wir ein Verfahren, dessen Konvergenz-
rate gleichméfig beschréankt ist. Die explizite Kenntnis der Schranken ist, anders als im
Fall des Richardson- oder Tschebyscheff-Verfahrens, nicht erforderlich.
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