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1 Einleitung

Im Mittelpunkt dieser Vorlesung stehen Verfahren zur effizienten Behandlung grofler
linearer Gleichungssysteme der Form

Ax=Db fir A = (aij)@jez (S RIXI, X = (wi)iGI, b= (bi)iel' S RZ (1.1)

mit einer n-elementigen allgemeinen Indexmenge 7.

Wir haben bereits Algorithmen kennengelernt, mit denen sich derartige Probleme l6sen
lassen, etwa die Gauf-Elimination (bzw. LR-Faktorisierung), die Cholesky-Faktorisie-
rung (fiir symmetrische positiv definite Matrizen) oder die Householder-Zerlegung (bzw.
@ R-Faktorisierung). Im allgemeinen Fall wichst der Rechenaufwand dieser Verfahren
kubisch in n, also fiihrt eine Verdopplung der Problemdimension zu einer Verachtfa-
chung des Rechenaufwands. Der Speicherbedarf wichst quadratisch, eine Verdopplung
der Dimension bedeutet also eine Vervierfachung des Speicherbedarfs.

Deshalb lassen sich diese Verfahren nur dann auf grofle Probleme anwenden, wenn sehr
schnelle Rechner (heutzutage in der Regel Parallelrechner, da sich die Leistung einzelner
Prozessoren nicht beliebig steigern ldsst) mit sehr hoher Speicherkapazitét zur Verfiigung
stehen.

Wenn wir ein grofles lineares Gleichungssystem l6sen wollen, ohne den Gegenwert
mehrerer Einfamilienh&user in modernste Rechnertechnik zu investieren, miissen wir uns
also nach alternativen Verfahren umsehen. Dieses Kapitel stellt eine Reihe erfolgreicher
Verfahren kurz dar, die detaillierte Behandlung der Algorithmen und die Analyse ihrer
Vor- und Nachteile ist spdteren Kapiteln vorbehalten.

Zum grofiten Teil orientiert sich dieses Skript an dem Buch ,Iterative Losung
grofler schwachbesetzter Gleichungssysteme® von Wolfgang Hackbusch, erschienen
1993 im Teubner-Verlag. Dieses Buch bietet allerdings wesentlich mehr als den hier
gegebenen Uberblick und ist jedem an iterativen Verfahren Interessierten wérm-
stens zu empfehlen. Eine erweiterte Version dieses Buchs ist unter der Web-Adresse
http://wuw.mis.mpg.de/scicomp/Fulltext/ggl.ps zu finden.

1.1 Direkte Loser fiir Bandmatrizen

Falls die meisten Eintrdge von A gleich Null sind, lassen sich die klassischen Losungs-
verfahren so modifizieren, dass sie effizienter arbeiten. In diesem Abschnitt sei 7 =

{1,...,n}



1 Einleitung

Definition 1.1 (Bandbreite) Sei k € Ny. Falls
li—j|>k=a;=0 fiir allei,j € T

gilt, nennen wir k eine Bandbreitenschranke fiir A. Die kleinste Bandbreitenschranke
nennen wir die Bandbreite von A.

Falls die Matrix A eine durch k beschrinkte Bandbreite besitzt, gilt dasselbe auch fiir
die Faktoren L, R € RZ*T der LR-Zerlegung:

Satz 1.2 (Bandbreitenschranke fiir die LR-Zerlegung) Fulls k € N eine Band-
breitenschranke fiir A ist, ist es auch eine Bandbreitenschranke fiir die Faktoren L, R €
RI*T der LR-Zerlegunyg.

Beweis. Durch Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist trivial.
Sei nun n € N>y derart, dass unsere Aussage fiir Matrizen A € R(=1)x(n=1) oilt Sei
A € R™" Wir stellen die Matrix A in Blocknotation

a1 | aiz - am
a1 | ag2 - Q2p Al Ay
A= . . | =
: P Ao Ay
Anl | Ap2 -+ Qnpp
dar, dabei sind die Teilblécke durch
Ay = (an), A= (a12 -+ au),
az1 aga - Q2p
A= |, Ay =
an1 Gn2 - Onn

gegeben. Wir verfahren entsprechend mit den Faktoren L und R der Faktorisierung:

l11 0 0
l21 l22 0 ct 0
. . . L 0
L= ly|lp - i |= :
S <L21 L22>
D ' 0
lnl ln2 lnn
11| 7T12 T13 cc Tin
O|rea 123 -+ T2
- : - - | _ ( Ruu Ra
o T
of 0 --- 0 rpn



1.1 Direkte Loser fiir Bandmatrizen
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Abbildung 1.1: Konstruktion der Matrix S in Satz

Wenn wir die definierende Gleichung A = LR in Blocknotation schreiben, erhalten wir

(An A12>:(L11 0><R11 R12>
Asi Ay Loy Lo 0 Rxp

und stellen fest, dass sie dquivalent zu den Gleichungen

A1 = LRy, Aix = Li1Ry2,
Ao = Lo Ry, Agy =La1Ri9 4+ LaaRao

ist. Aus der zweiten und dritten Gleichung folgen Rio = l1_11A12 und Lo; = rl_llAgl,
und da die erste Gleichung ai; = l11711 impliziert, erhalten wir LojRqio = al_llAglAlg.
Deshalb kénnen wir die letzte Gleichung in der Form

Ao —aj] Az Ay = LRy

schreiben. Aufgrund unsere Definition der Matrizen As; und Ao kénnen wir feststellen,
dass
0 falls |[i — 1| > k, also i — 1 > k,
(A21A12)Z’j = a;1015 = 0 falls |] — 1‘ > /{, also ] —1> k,
ai1Q15 sonst

gilt. Seien nun 4, j € Z\ {1} mit |i—j| > k gegeben. Wegen k < |i—j| = max{i—j,j—i} <
max{i—2,j — 2} folgt i —2 > k oder j —2 > k, also (A21A12);; = 0. Wir kénnen somit
feststellen, dass die Bandbreite der Matrix AsyA1o ebenfalls durch k& beschrinkt ist, und
dasselbe gilt auch fiir die Matrix S := Agy — aﬁlAglAlQ.

Wir kénnen nun die Induktionsvoraussetzung auf die Matrix S anwenden, um zu
folgern, dass die Bandbreiten von Los und Ros durch £ beschrinkt sind. Da sich Lo
und R lediglich durch Skalierung von As; und Ajs ergeben, erhalten wir, dass auch
die Bandbreiten von L und R durch k beschriankt sind. [

Die zum Beweis dieses Satzes verwendete induktive Technik ldsst sich auch zur prak-
tischen Konstruktion der LR-Zerlegung einsetzen. Der resultierende Algorithmus ist in
Abbildung gegeben. Da wir nur an dem Fall n > k interessiert sind, kénnen wir uns
die Analyse seiner algorithmischen Komplexitéit leicht machen:



1 Einleitung

procedure LRZerlegung(n, k, var A, L, R);
for m :=1 to n do
lmm — 1;
Tmm < Omm;
foriec {m+1,...,min{m + k,n}} do
lim — aim/rmm§
Tmi < Qmg
end for;
fori,je{m+1,... min{fm+ k,n}} do
aij = ij = limTm;
end for
end for

Abbildung 1.2: Berechnung der LR-Zerlegung

Satz 1.3 (Komplexitit der LR-Zerlegung) Der in Abbildung gegebene Algo-
rithmus bendtigt nicht mehr als nk Divisionen, nk? Multiplikationen und nk? Subtrak-
tionen.

Beweis. Fiir ein m fithrt die erste innere Schleife des Algorithmus hochstens k& Divisionen
durch, da ¢ nur Werte zwischen m + 1 und m + k annehmen kann.

In der zweiten inneren Schleife kénnen ¢ und j jeweils nur Werte zwischen m + 1 und
m~+k annehmen, also wird diese Schleife hochstens k?-mal durchlaufen, so dass hochstens
k? Multiplikationen und Subtraktionen durchzufiihren sind.

Da die #&uBere Schleife genau n-mal durchlaufen wird, erhalten wir direkt das
gewiinschte Ergebnis. [

Wir konnen sehen, dass diese Komplexitatsabschétzung wesentlich giinstiger als im
allgemeinen Fall ist: Falls die Bandbreite von A unabhéngig von n beschrinkt ist, konnen
wir die LR-Zerlegung mit einem Aufwand berechnen, der lediglich linear in n wéchst.

Sobald die L R-Zerlegung zur Verfiigung steht, konnen wir das Gleichungssystem b =
Ax = LRx durch Riickwirtseinsetzen in R und Vorwértseinsetzen in L 16sen. Da die
Bandbreiten von L und R durch & beschrénkt sind, kénnen diese Berechnungen in O(nk)
Operationen durchgefithrt werden, wir erhalten also wieder eine lineare Komplexitét in
der Problemdimension n.

Indem wir also die besonderen Eigenschaften der Matrix A ausnutzen, haben wir eine
wesentlich hohere Effizienz erreicht.

Leider ist die Bandbreite vieler in der Praxis auftretender Matrizen nicht beschréankt.
Es tritt zwar héaufig der Fall auf, dass nur wenige Eintrage der Matrix von Null ver-
schieden sind, aber diese Eigenschaft alleine geniigt nicht, um &dhnliche Aussagen wie in
Satz zu zeigen.

Ein Beispiel ist in Abbildung zu sehen: Obwohl in der Ausgangsmatrix nur je-
weils hochstens vier Eintrdge pro Zeile von Null verschieden sind, fiillen die einzelnen
Berechnungsschritte die Matrix A immer weiter auf, bis schliefflich die volle Bandbreite
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H L h

Abbildung 1.3: Auffiillen der Matrix A

von 4 erreicht ist. In der Praxis treten hiufig Matrizen mit einer Bandbreite von n'/?

auf, hier wiirde unser Algorithmus also @(n?) Operationen und O(n3/2) Speicherplitze
benotigen, selbst wenn die Ausgangsmatrizen fast nur aus Nulleintrigen bestehen.

1.2 Iterationsverfahren

Wir haben gesehen, dass bei Matrizen, die zwar nur wenige von Null verschiedene Ein-
trage, aber trotzdem eine hohe Bandbreite aufweisen, Algorithmen wie die L R-Zerlegung
ineffizient werden, weil sich die Matrix nach und nach auffiillt, also Nulleintrige durch
die einzelnen Berechnungsschritte iiberschrieben werden.

Es wire also sehr wiinschenswert, ein Verfahren zu kennen, das die Matrix {iberhaupt
nicht verindert und insbesondere auch keine Nulleintréige iiberschreibt.

Dieses Ziel erreichen die meisten iterativen Losungsverfahren. Diese Algorithmen be-
rechnen eine Folge x(©, x(1)_ . von Vektoren, ausgehend von einem beliebigen Startvek-
tor x(© € RZ, die gegen die gewiinschte Losung x konvergieren. Im Gegensatz zu LR-,
QR- oder Cholesky-Zerlegungen erhalten wir von diesen Verfahren also keine , exakte
Losung, sondern lediglich eine approximative Losung, die allerdings beliebig genau ist.

Dieser scheinbare Nachteil wird durch zwei Beobachtungen relativiert: Erstens ist man
bei den meisten Anwendungen ohnehin nicht an einer exakten Losung interessiert, weil
die Ausgangsdaten in der Regel schon gestort sind, etwa durch Rundungsfehler. Zwei-
tens ist es leichter, bei iterativen Verfahren die Fehlerfortpflanzung zu kontrollieren, weil
in jedem Schritt lediglich die Ausgangsdaten und die aktuelle Approximation eingehen,
aber nicht die vorangehenden Approximationen. Aus diesem Grund werden in der Pra-
xis gelegentlich iterative Verfahren eingesetzt, um die Rundungsfehler zu kompensieren,
die bei einer LR- oder QR-Zerlegung auftreten konnen (dann spricht man von einer
»Nachiteration*).

Ein sehr einfaches Iterationsverfahren ist die Richardson-Iteration, bei der die Folge
der Vektoren durch die Vorschrift

(m+1) . (m) _ Q(Ax(m) —b) fiir alle m € Ny

gegeben ist. Hierbei ist § € C ein geeignet zu wihlender Parameter, der offensichtlich
entscheidenden Einfluss auf das Verhalten des Verfahrens hat, beispielsweise bewirkt das
Verfahren in komplizierter Weise nichts, wenn wir 6 = 0 setzen.



1 Einleitung

Bereits bei diesem sehr einfachen Beispiel kénnen wir die Vorteile eines iterativen Ver-
fahrens erkennen: Neben der Matrix A, dem Vektor b und dem Lésungsvektor x (in dem
wir die einzelnen Iterierten x(") unterbringen) ist lediglich ein Hilfsvektor erforderlich,
in dem wir den sogenannten , Defekt* d(™ := Ax(™) —b speichern, wir kommen also mit
relativ wenig Speicher aus. Die Matrix A tritt ausschlieBlich in Form der Matrix-Vektor-
Multiplikation Ax(™) auf, insbesondere miissen wir ihre Eintriige nicht veriindern und
vor allem keine Nulleintrége iiberschreiben.

Die Durchfiihrung eines Iterationsschritts, also die Berechnung von x("t1) aus x("),
kann in den meisten Anwendungsfillen sehr effizient gestaltet werden, sehr hiufig sogar
mit der optimalen Komplexitiat O(n).

Leider ist es mit der blolen Durchfiihrung des Verfahrens nicht getan, wir miissen auch
wissen, wieviele Schritte erforderlich sind, um eine gewisse Genauigkeit zu erzielen, und
ob das Verfahren fiir ein bestimmtes Problem iiberhaupt konvergiert. Die Untersuchung
der Konvergenz iterativer Verfahren kann sich beliebig kompliziert gestalten, und der
Entwurf eines geeigneten Verfahrens fiir eine bestimmte Problemklasse kann auch auf
dem heutigen Stand der Forschung noch eine grofle wissenschaftliche Herausforderung
darstellen.

Im Falle des Richardson-Verfahrens lésst sich die Frage nach der Konvergenz relativ
einfach beantworten: Das Verfahren konvergiert (fiir ein geeignetes ), falls alle Eigen-
werte der Matrix A in derselben Hilfte der komplexen Ebene liegen, falls es also ein
z € C gibt, das Re(z\) > 0 fiir alle Eigenwerte A von A erfiillt.

Wir werden diese Aussage spéter beweisen, im Augenblick geniigt es, zwei Beispiele
zu untersuchen. Das erste Beispiel ist das durch

S

gegebene Gleichungssystem Ax = b. Offensichtlich besitzt es die eindeutige Losung
x = 0. Falls wir das Richardson-Verfahren auf einen beliebigen Startvektor x(©) ¢ R2
anwenden, erhalten wir

o (=02 o (=02 ) (-0
(1-20)z" )" (1-20)2 )" 1-20)mz{” )’

es folgt somit
%™y < max{|1 — 6™, |1 — 26/™}||x?|| fiir alle m € Ny,

wir erhalten also Konvergenz fiir alle § € (0,1), und die optimale Wahl 6 = 2/3 fiihrt zu
(m) "o )
[x"™]|2 < 3 1% ||2 fiir alle m € Ny,

also reduziert jeder Schritt des Verfahrens den Fehler um den Faktor g := 1/3. Diese
Konvergenzrate hingt nicht von der Gréfle des Gleichungssystems ab, sondern lediglich
von dessen Eigenwerten.

10
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Das zweite Beispiel ist das durch

A= (é 01>, b= (8) (1.2)

gegebene Gleichungssystem Ax = b. Offensichtlich besitzt es ebenfalls die eindeutige
Losung x = 0. Falls wir das Richardson-Verfahren auf einen Startvektor x(©) anwenden,
erhalten wir diesmal

0 0 m..(0
OB A o)z, <@ (= 0)%|” m _ [((1=0) 2 '
1+60)z" )’ 1+6)220 )’ 1+ o)mazl”
Falls xgo) # 0 # xéo) gilt, erhalten wir, dass die Folge der Vektoren niemals gegen die
korrekte Losung konvergieren wird, weil

max{|1 —6],]1 46|} = /1+[0]2 +2|Ref| > 1

gilt. Im schlimmsten Fall, fiir 6 # 0, wird die Folge sogar divergieren.

Wir kénnen also feststellen, dass die Konvergenz eines iterativen Verfahrens entschei-
dend von den Eigenschaften der Matrix A abhingt. Wenn das Verfahren zur Matrix
passt, konnen iterative Verfahren sehr effizient sein, beispielsweise gibt es fiir einige
wichtige Klassen von Gleichungssystemen iterative Verfahren, die auch mehrere Millio-
nen Unbekannte in wenigen Sekunden berechnen.

1.3 Semiiterative Verfahren

Eine Kombination aus direkten und iterativen Verfahren stellen die sogenannten se-
miiterativen Verfahren dar. Diese Algorithmen bestimmen die Losung in einer festen
Anzahl von Schritten (iiblicherweise n), berechnen dabei aber Zwischenergebnisse, die
auch schon gute Approximationen darstellen.

Ein grofier Vorteil der Richardson-Iteration besteht darin, dass sie durchgefiihrt wer-
den kann, sobald wir eine Moglichkeit besitzen, Matrix-Vektor-Produkte y := Ax zu
berechnen. Wir wollen nun ein Verfahren skizzieren, das ebenfalls ausschlieflich mit
derartigen Produkten auskommt.

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gibt es mindestens ein Polynom 7 mit einem
Grad von hochstens n derart, dass

m(A) =0
gilt. Wir wihlen ein Polynom minimalen Grades p, dass diese Gleichung erfiillt, und
bezeichnen seine Koeffizienten mit o, ...,m, € R, so dass die Gleichung die Gestalt

Tp AP + 7Tp_1Ap_1 4+ ... +mA+mI=0

annimmt. Da 7 minimalen Grad besitzt, muss 7y # 0 gelten (sonst konnten wir ein
Polynom niedrigeren Grades konstruieren, indem wir die obige Gleichung mit A~! mul-
tiplizieren), und wir erhalten

<—7Tp> AP + (—ﬂ’”) APl 4 (_m) A=
o o 0

11



1 Einleitung

Nun konnen wir A entweder nach links oder rechts aus der Summe herausziehen und
gelangen zu der Gleichung

(2w (5o (D)
0 0 0

sowie ihrem Gegenstiick

Al(=Te)art (Tt ar2 (ST | =L

Beide zusammen implizieren

<_7T”> APl 4 (—ﬂ”*) APy 4 (—m> I=A""
o o o

Wir haben also die Inverse von A durch ein Polynom dargestellt.
Fiir unsere Aufgabe, also das Losen des Gleichungssystems Ax = b, bedeutet diese
Gleichung, dass wir x = A~'b in der Form

x = <—7Tp> AP b+ <—7Tp1) AP b4+ <—7”) b
o o o

darstellen kénnen, wir brauchen also lediglich die Vektoren
yO:=b y .= Ay® = Ab, y@ .= AyD = A%p, y(™ .= Ay(m=D = A™p
zu berechnen und wissen, dass
x = oep_ly(p_l) + ozp_gy(p_Q) + ...+ agy?

mit den Koeffizienten o; := —m; 41 /7o gilt.

In der Praxis steht uns das Polynom 7 nicht zur Verfiigung, wir miissen also das
richtige p und die richtigen Koeffizienten «; anders konstruieren. Krylow- Verfahren gehen
dabei so vor, dass der Reihe nach die Vektoren y(™ berechnet und dann die Losung im
zugehorigen Krylow-Raum

K(b,m) :=span{y®, ..., y™} = span{b,..., A"b}

gesucht wird. Die Suche nach der Losung ldsst sich als lineares Ausgleichsproblem for-
mulieren: Wir suchen Koeffizienten ay, ..., o, € R derart, dass der Fehler

(m) _ (0) [

€m = ||X — amy .= Oy

in einer geeigneten Norm (schlieflich steht uns x nicht zur Verfiigung) minimiert wird.
Dieses lineare Ausgleichsproblem kann effizient gelost werden, sofern m nicht zu grof3
ist.

Wir kénnen diesen Prozess so lange wiederholen, wie die Vektoren y(™) linear un-
abhéingig sind. Wenn sie fiir ein m nicht mehr linear unabhéngig sein sollten, kann man
zeigen, dass €,, = 0 gelten muss, dass wir also unsere Losung bereits gefunden haben.

Da die Krylow-Réume geschachtelt sind (es gilt offensichtlich (b, m) C (b, m+1)),
muss auch €, > €,11 gelten, und aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt €,-1 = 0.
Das Krylow-Verfahren berechnet also eine Folge von Vektoren, die monoton gegen die
Losung x konvergiert und nach spétestens n — 1 Schritten die exakte Losung erreicht.

12
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1.4 Eindimensionales Modellproblem

Wie wir gesehen haben, spielen fiir die verschiedenen skizzierten Verfahren verschiede-
ne Eigenschaften des Gleichungssystems eine Rolle: Bei Band-LR-Zerlegungen ist die
Bandbreite der Matrix von entscheidender Bedeutung, bei der Richardson-Iteration sind
es die Eigenwerte, und auch die Analyse von Krylow-Verfahren lisst sich, zumindest in
wichtigen Spezialfiillen, auf die Analyse der Eigenwerte zuriickfiithren.

Deshalb ist es sinnvoll, zum Vergleich verschiedener Verfahren einfache Modellproble-
me heranzuziehen, bei denen sich die nétigen Eigenschaften leicht nachweisen lassen. Wir
beschriinken uns hier auf lineare Gleichungssysteme, die aus der Diskretisierung einer
partiellen Differentialgleichung entstehen, denn dieser Ansatz hat den Vorteil, dass wir
Matrizen beliebiger Gréfle mit geringem Aufwand aufstellen kénnen und dass sie viele
Eigenschaften aufweisen, die auch praktisch auftretende Probleme besitzen.

Zunéchst betrachten wir die eindimensionale partielle Differentialgleichung

—u"(z) = f(2) fir alle z €  := (0, 1), (1.3a)
u(0) =u(1) =0, (1.3b)

fiir eine Funktion u € C[0,1] mit u|p;) € C?(0,1) und eine Funktion f € C(0,1).
Da das Intervall [0, 1] unendlich viele Punkte enthélt, konnen wir die Losung « in einem
Computer mit endlichem Speicher nicht exakt darstellen, miissen sie also approximieren.

Zu diesem Zweck wihlen wir ein N € N und unterteilen das Intervall [0,1] in N + 1
Teilintervalle der Liange h := 1/(N +1). Die Anfangs- und Endpunkte der Intervalle sind
durch

1.3
1.3

& = hi fir alle : € {0,...,N + 1}

gegeben, und es gilt 0 =&y < &1 < ... < &n < &ny1 = 1. Unser Ziel ist es nun, die Werte
der Funktion in diesen Punkten zu bestimmen, also

w; = u(&;) fir alle i € {0,...,N + 1}

zu berechnen. Wegen vy = u(0) = 0 und uyy1 = u(l) = 0 sind nur die Werte
ug,...,uy € R zu bestimmen, also der Vektor u = (u;);ez fiir Z := {1,...,N}.

Da uns die wahre Losung u nicht zur Verfiigung steht, miissen wir versuchen, ihre
Ableitung u” zu approximieren, indem wir nur die Werte uy,...,uy verwenden. Wir
nehmen an, dass u € C4[0, 1] gilt und wenden die Taylor-Entwicklung an, um die Glei-
chungen

h? h3 h*

u(z + h) =u(x) + hu'(z) + ?U”(CU) + FU(?’) (z) + ﬂu@) (1+),
h? h3 ht

uw(x —h) = u(z) — h'(z) + Eu”(aj) — Eu(g) (x) + ﬁu“) (n-)

fiir geeignete ny € [x,x + h| und n— € [x — h, z] zu erhalten. Wir addieren beide Glei-
chungen und finden
4 4

w(z 4 h) +u(z — h) = 2u(z) + 2" (2) + —u®(ny) + 21

o1 (n-)

13



1 Einleitung

Abbildung 1.4: Eindimensionales Modellproblem

Wir sortieren die Terme um und stellen fest, dass

1 h?
u'(z) — 72 (u(z — h) — 2u(x) + u(x + h))| < E||u(4)||oo,[z—h,x+h] (1.4)

gilt, also kénnen wir
1
h?
als Endergebnis festhalten. Angewendet auf die Punkte &, ..., &y bedeutet diese Glei-
chung

(u(z — h) — 2u(z) +u(z + h)) =~ u"(z) (1.5)

1
ﬁ(uifl —2u; + uiyr) = u"(&).

Um die Verbindung zur Differentialgleichung (L3)) herzustellen, fithren wir den Vektor
f = (fi)iez mit

fi=f(&) fir alle i € 7
ein und erhalten wegen f; = —u”(&;) die diskrete Approximation
1
— (—uwi—1 + 2u; — ujr1) = fi fir allei € Z

h?

der Differentialgleichung (L3]). Wie wir sehen, handelt es sich dabei um ein lineares
Gleichungssystem

2 -1 uy f1
-1 2 -1 (%) fg
1 . .
ﬁ . : == . 9
-1 2 =1 |un= IN-1
-1 2 un In

das mit Hilfe der durch

2h=2  falls i = j,
Lij=< —h72 falls|i—j| =1, fiir alle 4,5 € Z

0 sonst

14



1.4 FEindimensionales Modellproblem

und L = (L;j;); jez gegebenen Matrix in der kompakten Form
Lu=f

dargestellt werden kann. An der Definition von L kann man leicht ablesen, dass diese
Matrix eine Bandbreite von 1 besitzt, also ldsst sich das Gleichungssystem mit den in
Abschnitt [[LT] eingefiihrten Verfahren sehr effizient 16sen.

Die Fehlerabschitzung (L4) legt uns nahe, dass wir nur dann auf eine gute Genauigkeit
hoffen diirfen, wenn A klein ist. Wegen h = 1/(N+1) kénnen wir dieses Ziel nur erreichen,
indem wir die Anzahl N der Unbekannten relativ grofi wahlen.

Fiir die Untersuchung des Richardson-Verfahrens benétigen wir die Eigenwerte der
Matrix L, die sich mit Hilfe von etwas trigonometrischer Arithmetik bestimmen lassen.

Lemma 1.4 (Eigenwerte) Fir alle k € T definieren wir den Vektor e* € R durch
e;‘f’ := V2hsin(mjkh) fiir alle j € T.
Es gilt
Le* = \,ef mit N := 4h ™2 sin?(wkh/2) fiir alle k € T,

und die Vektoren erfiillen

firk, 0 e T,
0 ansonsten

{1 falls k = ¢,

bilden also eine aus Eigenvektoren der Matriz L bestehende Orthonormalbasis von RZ.

Beweis. Sei k € Z. Um nachzuweisen, dass e” ein Eigenvektor ist, betrachten wir fiir einen
Index j € T die j-te Komponente von Le*: Wegen sin(m0kh) = 0 = sin(m(N + 1)kh)
erhalten wir

(Leb); = h™2(2¢f —¢f_y — €f11)

= V2hh™2(2sin(mjkh) — sin(n(j — 1)kh) — sin(7(j + 1)kh)).
Wir wenden das Additionstheorem sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y) an:

(Le*); = V2hh~2(2sin(njkh) — sin(mjkh) cos(—mkh) — cos(mjkh) sin(—rkh)
— sin(mjkh) cos(wkh) — cos(mjkh) sin(mkh))
= V2hh™2(2 — 2 cos(mkh)) sin(mjkh).

Nun benutzen wir das Additionstheorem cos(2x) = 2 cos?(z) — 1:

(Le*); = V2hh™2(2 — 4 cos(wkh/2) + 2) sin(njkh)
= 4V2hh~2(1 — cos®(wkh/2)) sin(mjkh)
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1 Einleitung

= 4v2hh™2sin?(wkh/2) sin(rjkh)

= haek = (e,
Da wkh/2 = wk/(2(N + 1)) € (0,7/2) fiir alle k € Z = {1,..., N} gilt und die Sinus-
funktion auf diesem Intervall streng monoton wéchst, sind alle Eigenwerte verschieden,

also miissen alle Eigenvektoren e® linear unabhingig sein.
Seien nun k, ¢ € Z. Es gilt

) ' ) ' eiﬂjkh _ efifrjkh eiﬂjéh _ efiﬂ'jfh
Zsm(ﬂ]kh) sin(wjlh) = Z ( % ) < % >
JjET JeT
_ }Z Gmilh=0h | —imj(k—0h _ jmi(k+Oh _ e—z‘m’(kM)h)
4

jET

)

und wegen k + £ € {2,...,2N} gilt (k4 £)h € (0,2), also folgen ¢ := /™ k+O" £ 1 und

N N
Zeiwj(k+f)h _ qu _ 49 th_yg _0—4q
jET j=1 ¢-1 ¢-1
fiir o := ¢Vt = ™40 ¢ {1 1}. In derselben Weise erhalten wir fiir p := /7(k—0"h

die Gleichung

N
S eimih-0h 3 i {N falls k = £,
j=1

a—p
= =1 ansonsten,

da aus k + £ = (k — £) + 2 auch o = ¢"*=0 = pN+1 folgt. Fiir k = £ haben wir o = 1,
also

S sin(mjkh) sin(mjth) = % <2N 074 99— q) _ g _ % A-9(g-1)

_ _ — 12
= g—1 q-1 g 1]
N 1 —1)(g—1 N+1 1
_ N 1p le-D@-1) N+1_ 1
2 2 g — 12 2 2h
Fiir k # ¢ miissen wir die Félle 0 = 1 und o = —1 unterscheiden. Im ersten Fall gilt

. ., l({o—p o—-p o—q o0—¢q
jezjsm(ﬂjkh)sm(wﬂh):4(p_l+p_1—q_l_q_l

1 1—-p 1-—gq 1
—Re(—2_—Z9)—C(c141)=0
1 e<p—1 q—1> FEHD =0,

im zweiten Fall erhalten wir

1 - - — T—q
S sin(mjkh)sin(rjen) = 7 (2L TP 724074
jes 4\p-1 p-1 ¢-1 ¢-1

(TSl (G (i)

p—1 qg—1
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1.4 FEindimensionales Modellproblem

1 1—1|p?>—p 1—ql>—q 1 —p —q
:Re< | 129+p7 lq| g+q):Re(p P 4 q2>:0’
4 lp—1 lg — 1 4 p=1  fg—1f

und damit ist die gewiinschte Orthonormalitéitsbeziehung bewiesen. ]

Untersuchen wir nun das Verhalten der Richardson-Iteration fiir die Matrix L. Wir
betrachten wieder das vereinfachte System Lu = 0, das die exakte Losung u = 0 besitzt.
Den Startvektor u(® € RZ stellen wir in der Eigenvektorbasis dar und erhalten

u® = 3 o,
kel

so dass sich der Iterationsschritt
u® = u©® _ gr,u©®

in der Form

ult) = Zak(l — O\p)e”
kel

darstellen lidsst. Fiir die weiteren Iterierten erhalten wir die Darstellung
u™ = Z ar(l — OX,)™er
kel

in der Eigenvektorbasis, also konvergiert die Iteration gegen die korrekte Losung u = 0,
falls
max{|1 —0\g| : k€Z} <1 (1.6)

gilt. Gliicklicherweise geniigt es, nur den grofiten und den kleinsten Eigenwert zu unter-
suchen, also

A\ = 4h™%sin?(wh/2), Ay = 4h 2 sin?(nNh/2) = 4h~2 cos®(mh/2).

Wenn wir max{|1 — 0\1],|1 —0Ax|} < 1 bewiesen haben, gilt auch die Bedingung (L.0).
Wir wihlen 6 so, dass diese Grofie minimiert wird, ndmlich als Losung von

1= Bopi At = Bopt Ay — 1.

Diese Losung ist durch
2 2 h?

9 = = =
opt AN + A1 4h—2 2
gegeben und fithrt zu der Schranke

2 —
M-

1 -0t M| : k€Lt =0:=1—0p: A1 =1— = .
max{| pt A €}=¢ pt/l AN + A1 AN + A1

Mit dieser Schranke und der Dreiecksungleichung erhalten wir

k
™ < o™ [laxe”|
kel
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1 Einleitung

fiir jede beliebige Norm. Fiir die euklidische Norm gilt sogar
™2 < o™ ([u |2,

da wir bereits nachgewiesen haben, dass die Eigenvektoren senkrecht zueinander stehen.
Die Richardson-Iteration konvergiert also. Leider konvergiert sie nicht sehr schnell: Wir
haben

~ Amax — Amin 4k % cos?(wh/2) — 4h~ % sin?(7h/2) (17)
e= )\max + >\min B 4h—2 ’

= cos?(mh/2) — sin®(mh/2) = 1 — 2sin®(7h/2),

und fiir b — 0, also N — oo, bedeutet diese Gleichung ¢ ~ 1 — 72h?/2, die Konvergenz-
rate wird also schlechter, wenn die Problemdimension wéchst.

1.5 Zweidimensionales Modellproblem

Wihrend das eindimensionale Modellproblem (und auch viele andere eindimensionale
Probleme) zu Matrizen geringer Bandbreite fithrt und somit effizient mit der Band-L R-
Zerlegung gehandhabt werden kann, wird die Situation wesentlich schwieriger, wenn wir
zu einem zweidimensionalen Problem {ibergehen: Wir untersuchen die partielle Differen-
tialgleichung

82 82 - ——
—Au(x) = <_8$% = 855%) u(x) = f(x)  fiir alle x € Q := (0,1)?, (1.8a)
u(x) =0 fir alle x € 02 ={0,1} x [0,1] (1.8b)
U [0,1] x {0, 1},

fiir eine Funktion u € C(Q) mit u|q € C%(Q) und eine rechte Seite f € C(9).

Diese Differentialgleichung ist das zweidimensionale Gegenstiick zu der Gleichung
(L3). Wir diskretisieren sie, indem wir eine endliche Anzahl von Punkten in (2 fixieren
und die zweite Ableitung mit Hilfe der Funktionswerte in diesen Punkten approximieren.
Die Punkte konstruieren wir dhnlich wie im eindimensionalen Fall: Wir fixieren N € N,
setzen h := 1/(N + 1) und wéhlen

§in,iy = (Nig, hiy) fur alle 75,4, € {0,..., N + 1}.
Infolge der Randbedingung sind nur die Werte
Uiy iy 1= u({iz’iy) fur alle iz,4, € {1,..., N}

zu bestimmen.
Zur Vereinfachung der Notation fassen wir i, und 4, zu einem Multiindex i := (iz, %)
zusammen und bezeichnen die Menge aller dieser Multiindizes mit

T :={i = (ig,iy) : iz iy €{1,...,N}}.

18



1.5 Zweidimensionales Modellproblem

h
T+ o+ o+ o+ o+ o+ o+t
T+ o+ o+ o+ o+ o+ o+t
R IIIIIIs ST S +& + o+t

Abbildung 1.5: Zweidimensionales Modellproblem

Die Méchtigkeit der neuen Indexmenge Z betrigt n := N2, und mit ihrer Hilfe kénnen
wir die Notationen des eindimensionalen Problems weiterverwenden: & = (hig, hiy),
u; = u(&) = u(hiy, hiy). Der Vektor der Werte von u schreibt sich als u = (u;)iez.

Um die Differentialgleichung (L8] zu diskretisieren, ersetzen wir wieder die zweiten
Ableitungen durch die Approximation (LLH) und erhalten

1 w r1—h o (™) £ x1+h %ﬁu -
h2 ) T2 o 8x% 9 )

1 T T x N 92 2 ) (m
fﬂ(“(m_h)—Qu <$2>+u(x2+h>>~a$%u . fiir alle x = o c Q.

Wie bereits im eindimensionalen Fall wenden wir diese Gleichungen auf die Punkte &;
an und erhalten

1 . .
ﬁ (4U2 — u’i*(l,O) — UZ',(()’]_) — Ui+(170) — ’U,Z'+(071)) ~ —Au(&) fir alle 1 € 7.

Wir fithren wieder den Vektor f € R mit
fi = f(&) = f(hig, hiy) fiir alle i € Z
ein und setzen —Au(§;) = f;, um die diskrete Approximation

1 . .
ﬁ (4ui — Ui—(1,0) — Wi—(0,1) — Wi+(1,0) — ui+(071)) =fi fir allei € 7
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1 Einleitung

procedure MVMModell2D(N, x, var y);
h <+ 1/(N+1);
a — 4h72; B —h72;
for i, € {1,...,N} do
for i, € {1,...,N} do
Yigsiy < Oy 5,5
if i, > 1 then
Yig iy & Yipyiy T BTiy—1,,
end if;
if i, < N then
Yigyiy < Yiniy T BTizt1i,
end if;
if 7, > 1 then
Yinsiy < Yigsiy T BTiyiy—1
end if;
if i, < N then
Yig iy & Yigyiy T BTiyiy+1
end if
end for
end for

Abbildung 1.6: Berechnung von y := Lx

der Differentialgleichung (I.8)) zu erhalten.
Mit Hilfe der Matrix L = (L;j); jez, gegeben durch

4h_2 falls Ty = jx, iy = jya
Lo )Rt falls fie = gel = Ldy = ji, fiir alle 4, € T
T oh? falls iy — | = 1, ia = o, R

0 sonst
konnen wir das lineare Gleichungssystem wieder in der kompakten Form
Lu=f

schreiben. Da Z keine Teilmenge von N ist, kénnen wir keine direkte Aussage iiber die
Bandbreite von L treffen. Wir kénnen allerdings versuchen, die Indexmenge Z durch die
Menge N,, := {1,...,n} mit n = #Z = N? zu ersetzen. Formal geschieht dies durch die
Wahl einer bijektiven Abbildung

t: I — N,

die die Multiindizes i = (iy,i,) € Z durchnumeriert. Fiir so ein ¢ kénnen wir dann
Matrizen L) € R"*" und Vektoren u®, f) € R* durch

szz),b(j) = Lij, UEEZ) = U, fL((LZ-)) = fi fiir alle 7,5 € Z
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1.5 Zweidimensionales Modellproblem

+ o+t o+t R S R S R S S S R S S T
R R R R
R R R R
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Abbildung 1.7: Mengen Gy, G1, G2 und Gs fiir den Fall N =7

definieren und feststellen, dass das Gleichungssystem Lu = f und das ,numerierte“

Gleichungssystem
LOu® = @

vollstéandig gleichwertig sind.

Es stellt sich die Frage, ob es eine von n (also von N) unabhingige Bandbreiten-
schranke k fiir L) geben kann. Im eindimensionalen Fall war sogar k = 1 akzeptabel,
im zweidimensionalen Fall ist die Situation komplizierter:

Lemma 1.5 (Minimale Bandbreite) Sei k € N eine Bandbreitenschranke fiir LY.
Dann gilt k > (N +1)/4.

Beweis. Wir betrachten die Folge

Go :=A{(1, 1},

g1 = {]GI : Hieg() : Lz‘j750}:{(1,1),(2,1),(1,2)},

Go:={j€eZ : JieG : L #0} ={(1,1),(2,1),(1,2),(3,1),(2,2),(1,3)},
Om:={j€Z : JieGyu_1 : Lij #0}.

Man kann sich einfach iiberlegen, dass
#Gm = #Gm_1+m+1 fir alle m € {1,...,N — 1}
gilt (siehe Abbildung [[7)), und die Gaufi’sche Summenformel ergibt

(m+2)(m+1)
2

#Gm = fir alle m € {1,...,N —1}. (1.9)

Untersuchen wir nun die Méchtigkeit der Mengen ¢(G,,). Wir zeigen
UGm) C{JEN ¢ [j—c] < km} (1.10)

per Induktion fiir ¢ := ¢(1,1). Fiir m = 0 ist die Aussage (LI0) offensichtlich.
Nehmen wir nun an, dass (LIQ) fiir ein m € Ny gilt. Sei j € G, 41. Nach Definition
gibt es ein ¢ € G, mit L;; # 0, also gilt auch Lfg) () # 0. Da k eine Bandbreitenschranke
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1 Einleitung

fiir L) ist, folgt [¢(i) — ()| < k. Die Induktionsannahme impliziert |¢(7) — ¢| < km, also
erhalten wir [¢(j) — ¢| < [e(j) — ¢(3)| + |e(i) — ] < k(m + 1). Damit ist (LI0) auch fiir
m + 1 bewiesen.

Aus (LI0) folgt #¢(Gpm) < 2km + 1, und da ¢ eine Bijektion ist, erhalten wir

(m+2)(m+1)
2

= #Gm = #1(Gm) < 2km + 1 fiir alle m € {0,..., N —1}.

Wir haben k& > 1, also folgt

2 1
(m + )2(”” ) < km 41 < 2km + 2k = 2(m +1)

und damit k > (m + 2)/4. Wir setzen den maximalen Wert m = N — 1 ein und folgern
k> (N +1)/4. -

Wenn wir in diesem Beweis ig := ([(NV + 1)/2], [(N + 1)/2]) statt i := (1,1) ver-
wenden, kénnen wir sogar nachweisen, dass k > [(N 4 1)/2] fiir alle N > 1 gelten
muss.

Selbst wenn wir also eine Numerierung ¢ der Indexmenge Z finden kénnen, die dafiir
sorgt, dass die Bandbreite der Matrix L®) minimal wird, wiren fiir die Band-LR-
Zerlegung immer noch ungefihr nk? > nN?/4 = n?/4 Multiplikationen und Subtraktio-
nen erforderlich, die Berechnung hétte also keine lineare Komplexitit.

Ein Schritt der Richardson-Iteration, und auch der meisten anderen Iterationsver-
fahren, hingegen kann mit einem zu n proportionalen Aufwand durchgefiihrt werden,
hier wére also zu kldren, wie schnell die Iterierten gegen die Losung konvergieren. Zur
Untersuchung dieser Frage benotigen wir die Eigenwerte der Matrix L.

Lemma 1.6 (Eigenwerte) Fiir alle k = (ky, ky) € T definieren wir den Vektor e* €
R durch

el := 2hsin(migk,h) sin(miykyh) fiir alle i = (iy,i,) € Z.
Es gilt
Le* = )\ ef mit \j, 1= 4h~2(sin®(7k,h/2) + sin?(nky,h/2))

fir alle k = (ky, ky) € Z, und die Vektoren erfillen

1 fallsk =1¢
(e*, el)y :{ Jalls ’ fiir alle k, 0 € T,

0 ansonsten
bilden also eine aus Eigenvektoren der Matriz L bestehende Orthonormalbasis von RE.
Beweis. Sei k = (ky, ky) € Z und i = (ig, iy) € Z. GemaB der Definition von L haben wir

(Lek)z‘ = h72(46f - 6fﬁ(Lo) - e§+(1,0) - e1‘67(0,1) - 6f+(0,1))
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1.5 Zweidimensionales Modellproblem

= h_2(26f — el?_(LO) — 6;:_(170) (1].].)
k k k
+ 267 — € (0,1) ~ €4 (0,1))-
Wir betrachten zunéchst die erste Zeile dieser Gleichung;:

h=%(2eF — eiﬂ(m) - ef+(170)) = 20~ sin(miykyh) (2 sin(migkh)
—sin(m(iy — 1)kgh) — sin(w(iy + 1)kzh)).

Wir verfahren wie im Beweis von Lemma [[.4t

2h71(2ef — 6?7(170) - ef+(170)) = 21 sin(miykyh) (2 — 2 cos(nkh)) sin(mig k. h)
= 8h~ ! sin(migkyh) sin(miykyh) (1 — cos®(mhkyh/2))
= 8h~ Lsin(wk,yh/2)ek

Fiir die zweite Zeile der Gleichung (LII]) erhalten wir auf demselben Weg

h=2(2ek

- ei‘cf(o,l) - €f+(0,1)) = 8h™ " sin®(mkyh/2)ef,
und die Summe der beiden Zeilen ergibt

(Le*); = 8h™! (sin?(kyh/2) + sin?(wkyh/2))el = Apel = \p(eb);.

k ein Eigenvektor zum

Da wir diese Gleichung fiir alle ¢ € Z bewiesen haben, muss e
Eigenwert )\ sein.
Der Nachweis der Orthonormalitit lisst sich einfach auf den in Lemma[l. 4l behandelten

Fall zuriickfithren. [ ]

Mit denselben Argumenten wie im eindimensionalen Fall kénnen wir auch hier
schlussfolgern, dass das Richardson-Verfahren fiir den optimalen Parameter 04, = h?/4
mit der Rate o = 1 — 2sin?(7h/2) konvergiert.

Fiir das zweidimensionale Modellproblem werden also sowohl die Band-L R-Zerlegung
als auch die Richardson-Iteration sehr ineffizient, wenn N grofl wird.
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2 Lineare lterationsverfahren

Wir haben gesehen, dass das zweidimensionale Modellproblem sich mit einfachen Me-
thoden nur schlecht behandeln ldsst: Der Aufwand fiir die Band-L R-Zerlegung wichst
zu schnell, und die Richardson-Iteration konvergiert zu langsam.

Wenn wir das Problem effizient 16sen wollen, miissen wir uns also auf die Suche nach
anderen Algorithmen begeben, und ein guter Ausgangspunkt sind die iterativen Metho-
den, weil sie sehr einfach zu programmieren und flexibel sind.

2.1 Aligemeine lineare lterationsverfahren

Sei K € {R,C}, und sei A € KZ*7 eine regulire Matrix. Unser Ziel ist die Berechnung
einer beliebig guten Approximation der Losung x € K eines linearen Gleichungssystems
Ax = b mit der rechten Seite b € K (vgl. (II)).

Definition 2.1 (Iterationsverfahren) Eine Abbildung
P : Kf x KT — K7,
die im ersten Argument stetig ist, bezeichnen wir als Iterationsverfahren.

Diese Definition ist so zu interpretieren, dass ® einer aktuellen Iterierten (im ersten
Argument) und der rechten Seite (im zweiten) eine neue Iterierte zuordnet.

Selbstverstandlich wird bei jedem sinnvollen Iterationsverfahren die Abbildung ® auch
von der Matrix A abhéngen, aber diese Abhéngigkeit nehmen wir nicht explizit in die
Notation auf, sondern setzen sie implizit voraus.

Definition 2.2 (Iterierte) Sei ® ein Iterationsverfahren, und seien b,x( € KZ. Die
durch

x(m .= (xmV) b) fir alle m € N

definierte Folge (x(m))meNO bezeichnen wir als Folge der Iterierten zu dem Verfahren ®,
der rechten Seite b und dem Startvektor x(©).

Wir sind an Verfahren interessiert, die eine beliebig genaue Approximation der Losung
x des Gleichungssystems (LT]) berechnen. Damit diese Losung tatséchlich beliebig genau
werden kann, muss also die Folge der Iterierten x(0 x@) konvergieren.

Definition 2.3 (Konvergenz) FEin Iterationsverfahren ® heiffit konvergent, falls fiir
alle b € KZ ein x* € KT so emistiert, dass fir jeden Startvektor x(©) € KZ die Folge
(x(m))meNO der Iterierten gegen den Grenzwert x* € KT konvergiert.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Bei dieser Definition ist wichtig, dass der Grenzwert unabhéngig vom Startvektor sein
soll: Im vorangegangenen Kapitel haben wir in (L2) ein Beispiel fiir ein lineares Glei-
chungssystem gesehen, bei dem das Richardson-Verfahren nicht fiir alle Startvektoren
konvergiert, fiir spezielle (etwa x(®) = (1,0) und # = 1) jedoch sehr wohl.

Es geniigt im Allgemeinen nicht, dass die Folge konvergiert, sie muss auch gegen die
richtige Losung x des Gleichungssystems (1) konvergieren. Wir charakterisieren die
Grenzwerte der Folgen mit Hilfe von Fixpunkten:

Definition 2.4 (Fixpunkt) Ein Vektor x* € KT heifit Fixpunkt eines Iterationsver-
fahrens ® zu einem Vektor b € KZ, falls ®(x*,b) = x* gilt.

Lemma 2.5 Sei ® ein Iterationsverfahren. Seien b,x©) € KZ so gegeben, dass die Folge
(x(m))meNO der Iterierten gegen einen Grenzwert x* € KT konvergiert. Dann ist X* ein
Fizpunkt von ® zu b.

Beweis. Sei € € R<g. Da ® im ersten Argument stetig ist, finden wir ein § € R+ so, dass
fiir alle y € K% mit ||x* —y|| < § die Ungleichung ||®(x*,b) — ®(y,b)|| < € gilt.
Da die Folge (X(m))meNO gegen x* konvergiert, gibt es ein mg € Ny so, dass

|x* —x(™)|| < min{e, §} fir alle m € N>y,
gilt. Wir wihlen ein m € N>,,, und erhalten

HCI)(X*vb) - X*H = H(p(X*v b) - q)<x(m)7b) + (I)(X(m)7b) - X*H
< ||@(x*,b) — d(x™) b)|| + [|]x* — x| < 2.

Da e beliebig gewihlt wurde, folgt ®(x*,b) = x*. [ |

Wir suchen nach Verfahren, die gegen die Losung x konvergieren, wir miissten also
eigentlich fordern, dass das Iterationsverfahren genau einen Fixpunkt besitzt, der mit x
tibereinstimmt. Diese Eigenschaft ist praktisch nur schwer nachzupriifen.

Sehr viel brauchbarer ist die folgende Definition:

Definition 2.6 (Konsistenz) FEin Iterationsverfahren ® heifst konsistent, falls die
Lésung x des Gleichungssystems (L) ein Fizpunkt von ® ist, also die Gleichung
®(x,b) = x erfillt.

Lemma 2.7 Sei ® konsistent und konvergent, sei b € KX. Dann konvergiert die Folge
(x(m))meNO der Iterierten zu jedem beliebigen Startvektor x(9) € KZ gegen die Lisung x
des Gleichungssystems (11)).

Beweis. Da ® konsistent ist, ist die Folge der Iterierten zum Startvektor x konstant,
besitzt also insbesondere den Grenzwert x* := x.

Da @ auch konvergent ist, muss auch die Folge der Iterierten zu jedem anderen Start-
vektor x(9) € KZ gegen x konvergieren. [

Da wir ein lineares Gleichungssystem losen mochten, bietet es sich an, auch ein lineares
Iterationsverfahren zu betrachten, also zu verlangen, dass @ eine lineare Abbildung ist.
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2.1 Allgemeine lineare Iterationsverfahren

Definition 2.8 (Lineares Iterationsverfahren) Ein Iterationsverfahren ® heifst li-
near, falls es Matrizen M,N € KI*Z so0 gibt, dass

®(x,b) = Mx + Nb fiir alle x,b € KT gilt. (2.1)

Diese Darstellung des Iterationsverfahrens bezeichnet man als erste Normalform und die
Matriz M als Tterationsmatrix.

Umgekehrt gehort zu jedem Paar von Matrizen M und N genau ein lineares Iterati-
onsverfahren.
Fiir lineare Iterationsverfahren liasst sich einfach nachpriifen, ob sie konsistent sind:

Lemma 2.9 Sei ® ein lineares Iterationsverfahren, und seien M,N € KZ*T die kor-
respondierenden Matrizen der ersten Normalform. ® ist genau dann konsistent, wenn
M =1-NA gilt.

Beweis. Sei zuniichst ® konsistent. Wir wiihlen ein x € KZ und setzen b := Ax. Da ®
konsistent ist, gilt
x = &(x,b) = Mx + Nb = Mx + NAx,

und diese Identitdt impliziert I — NA = M.
Falls wir umgekehrt diese Gleichung voraussetzen, erhalten wir fiir die Lésung x zu
der rechten Seite b die Gleichung

®(x,b) = Mx+ Nb =x—-NAx+ Nb=x - N(Ax — b) =x,
also ist x ein Fixpunkt von . ]

Aufgrund dieses Lemmas lisst sich jedes konsistente lineare Iterationsverfahren in der
zweiten Normalform

®d(x,b) = x — N(Ax — b) fiir alle x, b € KX (2.2)

darstellen, und offenbar ist jedes in dieser Form darstellbare Iterationsverfahren auch
konsistent. Besonders gut sind diejenigen Iterationsverfahren, bei denen N eine gute
Approximation der Inversen von A ist.

Die Untersuchung des Konvergenzverhaltens eines linearen Iterationsverfahrens ist
etwas komplizierter und erfordert einige vorbereitende Resultate.

Bevor wir uns dem allgemeinen Beweis zuwenden, betrachten wir zunéchst einen ein-
facheren Fall, in dem wir die Normen der Iterationsfehler explizit abschitzen kénnen.
Zunichst leiten wir dazu eine Darstellung der einzelnen Iterierten eines linearen Iterati-
onsverfahrens her.

Lemma 2.10 Sei ® ein lineares Iterationsverfahren, und seien M, N € KZ*Z die Ma-
trizen seiner ersten Normalform. Fiir einen Startvektor x(©) € KT und eine rechte Seite
b € K gilt dann

m—1
x(™M = M™x© 4+ Z M‘Nb fiir alle m € Ny.
£=0
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2 Lineare Iterationsverfahren

Beweis. Per Induktion iiber m € Ny. Fiir m = 0 gilt die Behauptung offenbar. Sei nun
m € Ny so gewihlt, dass die Gleichung gilt. Wir erhalten

xm+) = ¢(x(™ b) = Mx™ + Nb

m—1 m
-M (me<0> +) M“Nb) +Nb=M""x® +3 "M‘Nb+ Nb
=0 /=1

— Mm+1x(0) + Z MZNb’
£=0
also gilt die Gleichung auch fiir m + 1. [

Der Grenzwert der Folge der Iterierten kann also nur dann von der Wahl des Startvek-
tors x(¥) unabhiingig sein, falls M"x(©) fiir alle Startvektoren x(9) gegen Null konvergiert.

Die Konvergenz gegen einen Fixpunkt ldsst sich besonders einfach charakterisieren,
indem wir den Iterationsfehler x(™ — x* analysieren:

Lemma 2.11 (Explizite Fehlerdarstellung) Sei ® ein lineares Iterationsverfahren,
und seien M,N € KZ*T die Matrizen seiner ersten Normalform. Seien x© b e KZ
gegeben. Falls x* € K ein Fizpunkt der Iteration ® zur rechten Seite b ist, gelten fiir
den Iterationsfehler die Gleichungen

x(MHD) — x* = M(x™ — x*) = M™H (x(0) — x*) fir alle m € Np. (2.3)
Beweis. Sei m € Ny. Da x* ein Fixpunkt ist, gilt
x* = &(x*,b) = Mx" + Nb.
Aus der Definition folgt
x" ) = o(x(™) b) = Mx(™ + Nb,
also erhalten wir fiir die Differenz
x(M+D) e = M(x™ — x*).

Eine einfache Induktion vervollstéandigt den Beweis. [

Auch hier sehen wir, dass das Verfahren gegen einen eindeutigen Fixpunkt konver-
giert, falls M™ fiir m — oo gegen null konvergiert. Die Fehlerdarstellung bietet aber
auch die Moglichkeit, die Konvergenz auf Teilrdumen zu analysieren: Falls beispielsweise
der Startfehler x(°) — x* aus einem Eigenraum von M zu einem Eigenwert A € (—1,1)
stammt, wird die Folge der Fehler wie A" konvergieren, selbst wenn die Folge der Ma-
trizen M™ divergieren sollte.

In der Regel sind wir daran interessiert, die Konvergenz auch quantitativ zu erfassen,
also die Konvergenzgeschwindigkeit zu beschreiben. Dazu verwenden wir eine geeignete
Matrixnorm:
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2.1 Allgemeine lineare Iterationsverfahren

Lemma 2.12 (Induzierte Matrixnorm) Sei || - || : KX — Rxq eine Norm. Dann ist
die Abbildung

X
f: KT - R, XHsup{‘HTH : XEKI\{O}}
= X
eine Norm auf dem Raum KT*T der Matrizen.
Da Verwechslungen ausgeschlossen sind, verwenden wir die Notation || X|| = f(X)
fiir alle X € KIXZ und bezeichnen diese Norm als die von || - || induzierte Matrixnorm.

Beweis. Um zu zeigen, dass f reellwertig ist, stellen wir fest, dass
f(X) =sup {||Xx| : x €K’ mit ||x|| =1} fiir alle X € KT*%
gilt. Nach dem Satz von Heine-Borel ist die Menge
Sp:={xek? : |x| =1}
kompakt, also besitzt die stetige Abbildung
gx 51— R, x = || Xx||,
auf ihr ein (endliches) Maximum. Damit gilt f(X) = max gx(S1) € Rx>¢ fur alle Matrizen

X € KIxT,
Wir withlen X, Y € KZ*Z, o € K, und stellen fest, dass

f(X+aY) :sup{H(Xﬁ)j‘Y)XII : XEKZ\{O}}
1 Xx| Y| T
Ssup{ + | cxek \{0}}
[ [[x]]
Xxll D1
Ul xew v+l {3 v e\ joy

< sup
= f(X) + [alf(Y)

gilt. Sei nun X € KZ*Z mit f(X) = 0 gegeben. Fiir jeden Vektor x € KZ \ {0} gilt dann
| Xx||/[|x]| = 0, also auch [|Xx|| = 0. Da || - || eine Norm ist, folgt daraus Xx = 0, also

auch X = 0. [
Lemma 2.13 (Submultiplikativitit) Sei |- || : KX — R>q eine Norm. Es gilt
[ Xx|| < 1 X Ix]! fiir alle X € K% x € KZ, (2.4)
XY < X[ Y] fir alle X, Y € KF*Z,
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2 Lineare Iterationsverfahren

Beweis. Seien eine Matrix X € KZ*Z und ein Vektor x € K gegeben. Fiir x = 0 ist die
Aussage trivial. Ansonsten gilt ||x|| # 0 und wir haben

[1Xx]] Xy
[1Xx]| = WIIXII Ssup T Y€ KE\ {0} ¢ x|l = IX] [1x].

Zum Beweis der Abschitzung ([2.5) seien X, Y € KZ*Z und ein Vektor x € K’ gegeben.
Dank (2.4]) erhalten wir

XY x| < XY < [IXY

also auch
I XYx|
IXY| = sup{ W X€ K%\ {0}

_sup{”X””Y””X” : xeKI\{O}} — X[ Y]

]

Wie wir in Lemma [2.10] gesehen habe, spielen Potenzen der Iterationsmatrix M und
die zu dieser Matrix gehorende Potenzreihe eine wichtige Rolle bei der Untersuchung des
Konvergenzverhaltens. Die Eigenschaften der betreffenden Potenzreihe sind im folgenden
Hilfssatz zusammengefasst:

Lemma 2.14 (Neumannsche Reihe) Sei ||-|| : K — Rx>q eine Norm. Sei X € KZxZ
eine Matrix. Dann gilt

m—1
I-(I-X)) X =[x fiir alle m € N. (2.6)
=
Falls T — X invertierbar ist, gilt
m—1
I-X)"' = X < j@—x) 1 x| fiir alle m € N. (2.7)
=0
Falls auch noch limy,_,« || X™| = 0 erfillt ist, erhalten wir

I-X)!= i X, (2.8)
=0

Beweis. Wir wahlen ein m € N und erhalten

m—1 m—1 m
I-X)> X=) X'->X=1-X",
=0 =0 /=1
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2.1 Allgemeine lineare Iterationsverfahren

also auch
m—1

I-1I-X)) X'=Xx"
=0
Indem wir die Norm dieser Gleichung nehmen, erhalten wir (2.0)).
Nehmen wir nun an, dass I—X invertierbar ist. Wir multiplizieren beide Seiten unserer
Gleichung mit der Inversen und erhalten

—_

m—

I-X)"!— fo

=0

I-X)"1x™,

Indem wir die Norm beider Seiten nehmen und (23] einsetzen erhalten wir (2.7)).
Nehmen wir schlieBlich an, dass lim,—, || X" = 0 gilt. Dann impliziert (2.7) bereits

m—1
lim |[(T-X)"1—) X||l=o0,
m—o0
£=0
also besitzt die Reihe den Grenzwert (I — X)~! und (Z.8) ist bewiesen. |

Lemma 2.15 (Konvergenzkriterium) Sei ® ein lineares Iterationsverfahren mit Ite-
rationsmatrizc M € KT*Z. Sei || - || eine Norm auf K*, fiir die

M| <1 (2.9)

gilt. Dann ist ® konvergent, und fiir eine rechte Seite b € K% ist der Grenzwert durch
x*:= (I - M)~ 'Nb gegeben.

Beweis. Wir weisen nach, dass M die Voraussetzungen von Lemma 2Z.14] erfiillt.
Nach Lemma [2.13] gilt

(L= M)x|| > [x[| = [Mx]| > [|lx] = [[M] f|x[] = (1 = M) x|

und da ||[M]|| < 1 vorausgesetzt ist, kann der Kern von I — M nur den Nullvektor
enthalten. Also muss I — M invertierbar sein.

Mit einer einfachen Induktion kénnen wir zeigen, dass die in Lemma T3] nachgewie-
sene Submultiplikativitdt (2.35]) der induzierten Matrixnorm die Ungleichung

IM™|| < [[M]™ fiir alle m € N,

impliziert, und da ||[M]| < 1 vorausgesetzt ist, erhalten wir lim,, ,~ [|[M™| = 0.
Also kénnen wir Lemma .10l mit Lemma [Z.14] kombinieren, um

m—1 e )
lim x™ = lim M™x® + )" M‘Nb = (Z Mf> Nb = (I- M) 'Nb

m—0o0 m—0o0
/=0 /=0

zu erhalten. n
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2 Lineare Iterationsverfahren

Dieses Kriterium erlaubt es uns, die Konvergenz eines linearen Iterationsverfahrens
nachzuweisen, aber die Charakterisierung mit Hilfe einer induzierten Matrixnorm ist
nicht vollstindig zufriedenstellend: Wir kénnen eine beliebige Norm || - || : K2 — Rxg
wéhlen und die durch

0 « 1 —«
Ma._<0 0), Na._<0 1)

gegebene lineare Iteration
®y(x,b) ;= Myx + Nyb fiir alle x,b € K?

untersuchen. Falls wir o € R grof§ genug wéhlen, haben wir |[M,|| > 1, also sind die
Bedingungen von Lemma nicht erfiillt, aber wegen M? = 0 wird das Verfahren
trotzdem bereits nach zwei Schritten seinen Fixpunkt erreichen.

Den Schliissel zu einer besseren Charakterisierung der konvergenten linearen Iterati-
onsverfahren bieten die Eigenwerte. In unserem Beispiel besitzt M, lediglich den Eigen-
wert Null, und der Satz von Cayley-Hamilton impliziert, dass auch eine allgemeine Ma-
trix M € KZ*Z, die nur Null als Eigenwert besitzt, die Gleichung M"™ = 0 fiir n := #T
erfiillt, so dass die Folge der Iterierten nach endlich vielen Schritten ihren Grenzwert
tatsdchlich annimmt.

In der Praxis kénnen wir nicht verlangen, dass die Iterationsmatrix nur Null als Ei-
genwert besitzen darf, aber gliicklicherweise geniigt es auch, wenn wir die Grofle der
Eigenwerte beschrianken kénnen.

Definition 2.16 (Eigenwerte, Eigenvektoren, Spektralradius) Sei X € KZ*7 ei-
ne Matriz. Falls fiir ein A € C die Matrix X — Al nicht reguldr ist, nennen wir X einen
Eigenwert. In diesem Fall ist der Kern von X — Al nicht trivial, also gibt es mindestens
einen Vektor e € KT\ {0} mit Xe = \e. Derartige Vektoren nennen wir Eigenvektoren
zum Eigenwert .

Das Spektrum der Matrixz X ist die Menge ihrer Figenwerte, definiert durch

o(X):={A e C : X — Al ist nicht reguldr}.

Das Mazimum der Betrdge der Figenwerte nennen wir den Spektralradius von X, er ist
definiert durch

o(X) :=max{|A| : A€ o(X)}.

Eine Schranke fiir den Spektralradius ist im folgenden Sinne eine schwéchere Bedin-
gung als eine Schranke einer induzierten Matrixnorm:

Lemma 2.17 Sei || - || eine Norm auf K. Es gilt

o(X) < [|X]| fiir alle X € KT*T,
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2.1 Allgemeine lineare Iterationsverfahren

Beweis. Sei A € C ein Eigenwert von X, und sei e € K\ {0} ein zugehoriger Eigenvektor.
Nach Definition der induzierten Matrixnorm gilt

(Alllell _ [Ixell _ [ Xe] [1Xx]] 7
Al = = = < sup s xe KT\ {0} p = [IX]].
el el el x|
Da A € 0(X) beliebig gewéhlt werden kann, ist die gewiinschte Aussage bewiesen. [

Wir werden nun nachweisen, dass aus o(X) < 1 bereits lim,, oo X" = 0 folgt. Der
Nachweis dieser Konvergenzaussage erfordert einige vorbereitende Resultate.

Da unsere Argumentation auf Eigenwerten basiert, ist es sinnvoll, eine Norm ein-
zufithren, die in enger Beziehung zu Eigenwerten steht:

Definition 2.18 (Spektralnorm) Zu dem durch

(x,y)2 = Zﬂfz‘?ji fiir alle x,y € K*
€L

gegebenen euklidischen Skalarprodukt gehdrt die durch

1/2
Ixl2 = (x,x)5"* = (Z \in2> fiir alle x € K*

definierte euklidische Norm. Die von dieser Norm induzierte Matriznorm auf KT*T heifit
Spektralnorm, sie wird ebenfalls mit || - |2 bezeichnet.

Die speziellen Eigenschaften der Spektralnorm werden spéter wichtig werden, fiir den
Moment geniigt es, das Verhalten dieser Norm fiir Blockmatrizen zu untersuchen:

Lemma 2.19 (Spektralnorm einer Blockmatrix) Sei (Zj);_, eine disjunkte Par-
tition von I, es gelte also T\ ULoU...UZy = I. Sei X € K*T eine Matriz mit X =
blockdiag(Xy, ..., Xs) fir X; := X|z,xz,. Dann gilt

|X|l2 = max{||X;|l2 : ie{1,...,s}}.

Beweis. Fiir ein k € {1,...,s} withlen wir einen Vektor y € K% \ {0} und setzen ihn
durch

Zi = firieZ

y; falls 1 € Ty,
0 sonst

zu einem Vektor z € KT fort. Fiir diesen Vektor gelten die Gleichungen

l2ll3 =) l=l> =D lwil® = lIyl3

i€l i€Ty,
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und
2 2
1Xzl3 = " [(Xz)il> =D D Xijzi| =D | Xijy;
€T €L |jET 1€ €Ly
2
=1 Xl =D Xyl = [ Xeyll3,
€Ty |JELK 1€Ly

also erhalten wir

[1Xx[[2

%2

IXzlls _ [Xeylle
lal: ~ Tyl

und konnen folgern, dass || X]|2 > || Xk||2 fiir alle & € {1,..., s} gilt.
Sei nun x € KZ. Fiir jedes k € {1,...,s} definieren wir die Einschrinkung xj :=
x|z, € KZ* und erhalten

fiir alle y € K \ {0}

HXIIz:sup{ : XGKI\{O}} >

s

S
Il =D leal? =3 > lail> =D lxxll3

i€l k=11 k=1

und

2

IXx|5 =D Xijay| = i > i D Xyy| = XS: DD Xz,

ie€T |jeT k=1i€T | (=1 j€T, k=1i€T; |jET,
S S S
=D IXxell3 <> IXkl3lxkll3 < max {|[Xel3 0 L€ {1, s3> lIxkl3
k=1 k=1 k=1

= maX{HXgH% s Led{l,... ,5}} ||x\|§,

also konnen wir folgern, dass ||X||2 < max{[|Xy|l2 : ¢ € {1,...,s}} gelten muss. Damit
ist die gewiinschte Aussage bewiesen. [

Lemma 2.20 Sei g € [0,1), und sei w ein Polynom der Ordnung p. Dann gibt es eine
Konstante C' € Ry mit

l¢"m(n)| < C fiir alle n € N.

Beweis. Wegen g < 1 und lim,,_,, 1/n = 0 gibt es ein ng € N derart, dass
1\? 1 ..
1+—-) <= fiir alle n € N>,
n q =
gilt. Daraus folgt auch

k
1
<1+> g<1 fir alle k € {0,...,p},n € Nxp,.
n >
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2.1 Allgemeine lineare Iterationsverfahren

Sei k € {0,...,p}. Wir beweisen nun
¢"n* < ¢"onk fiir alle n € N>p, (2.10)

durch Induktion iiber n € N, . Fiir n = ng ist diese Abschétzung trivial. Sei nun
n € N>, so, dass (2.I0) gilt. Wir haben

ntl(p 4 1)k n4+1\* 1\*
¢+ DF =g (n R ) :qnnk< > ¢=d"n’ <1+> v
qn n n

Wegen n > ng ist der zweite Faktor durch 1 beschréinkt und wir erhalten
qn+1(n+ 1>k < qnnk < qnonlg

nach Induktionsvoraussetzung. Damit ist (ZI0) bewiesen.
Also kénnen wir das Maximum fiir alle n € N durch das Maximum fiir n € {1,...,n¢}
ersetzen: Wir wéhlen
C) = max{q”nk cnefl,...,np}t} < o0 fiir alle k € {0,...,p}
und stellen fest, dass

¢"n* < C, fiir alle n € N,k € {0,...,p}

gilt. Um unser Ergebnis von Monomen auf allgemeine Polynome zu iibertragen, wahlen
wir Koeffizienten 7, ..., 7, € R mit

p
m(x) = Zﬂkxk fiir alle x € R
k=0

und stellen fest, dass fiir n € N die Abschiatzung

P P P
@ r )] = |0 S ment| <3 milgnt < 3 mlCy = €
k=0 k=0 k=0
gilt. Offensichtlich ist C' von n unabhéingig, also die gewiinschte obere Schranke. ]

Lemma 2.21 Fliir alle n € N definieren wir die Matriz R,, € K"*" durch
1 lsj=i+1
(Rn)ij = { Jalls j =i+1, fir allei,j € {1,...,n}. (2.11)

0 sonst

Es gilt R} = 0.
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Beweis. Fiir alle i € {1,...,n} definieren wir den kanonischen Einheitsvektor e’ durch
’ 1 fallsi=j
e;-:{o anst=J fiir alle j € {1,...,n}.
sonst

Gemif unserer Definition gilt

1 fallsj=i+1,

fir alle 4,5 € {1,...,n},
0 sonst

(Rnej)i = {

also erhalten wir

) =1 falls 7> 1
Rneﬂz{e alls 7 >4, fir alle j € {1,...,n},
0 sonst

so dass wir mit einer einfachen Induktion

. =k falls § > k
R’:Leﬂz{e as = fir alle j € {1,...,n},k €N
0 sonst

folgern kénnen. Damit haben wir R"e/ = 0 fiir alle Vektoren der Basis (ej);‘:1 gezeigt,
also muss R}' = 0 gelten. ]

Lemma 2.22 Sei X € KI*% eine Matriz mit Spektralradius o = o(X) < 1. Sei ¢ €
(0,1). Dann gibt es eine Konstante C € Rso mit

[X™ ]2 < CC™ fiir alle m € N,
also gilt insbesondere lim,, .o X™ = 0.

Beweis. Wir wihlen eine Numerierung von Z, also eine bijektive Abbildung ¢ : 7 —
{1,...,n} mit n := #Z, und betrachten die durch

X(L)

(i) () = Xz'j fur alle ¢, € 7

definierte Matrix X(*) € K**". Offenbar gilt (X)) = ¢(X).
Fiir ni, € Nund )\ € C definieren wir

Jon =AM+ R, = € CMkXTk
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2.1 Allgemeine lineare Iterationsverfahren

und kénnen die Jordan-Zerlegung von X in der Form

Jn1,>\1
X(L) =T L T*l
Jns,)\s

schreiben, mit s € N, n; + ... + ngs = n und Eigenwerten Aj,...,\s € 0(X). Wegen
T—!'T =1, Lemma I3 und Lemma 219 erhalten wir

Jr
ni,A1
I(X)™ |2 = ||T - T!
JZ’LS:)\S 2
m
ni,A1
< T2 " 1T
m
Ns,As 2
= [Tl T~ o max{[|J7; 5 ll2 = ke {L,... s}}

Offenbar gilt |X™ (|2 = [|(X®))™||2, also haben wir

[X™|2 < T2/ T2 max{|[I™ \ |2 : k€ {l,...,s}} fiir alle m € Np,

Nk, Ak

bewiesen und miissen lediglich die Konvergenz der einzelnen Jordan-Blocke untersuchen.
Sei mo ;= max{ny, : ke {l,...,s}}. Sei k € {1,...,s}.
Im Fall A\, = 0 konnen wir direkt Lemma 2.21] anwenden, um I, =Rp =0 fiir
alle m € N>, C N>,,, zu beweisen.
Anderenfalls, also fiir A\; # 0, miissen wir fiir m € N>,,, die Funktion

m m - m m—
=0

untersuchen. Wir konnen Lemma 2.2T] anwenden, um die Summe zu verkiirzen, und
wegen A, # 0 gilt auch o > |\g| > 0, also erhalten wir

ng m . ng m .
> (7w | <3 (7 )l
£=0 2 =0

o= (M (IRY o g(m 4
<> ()R < > ot () IRE e
=0 =0

1T a2 =

Die Funktion

fr : N>p, = R>o,

o (m o ymim—=1)-(m—0+1
me 3o ()l = o R R
=0 =0
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ist ein Polynom der Ordnung ng, und da ¢ > p gilt, kénnen wir Lemma [2.20] anwenden,
um eine Konstante Ci € R+ mit

fr(m) <§> < C fiir alle m € N>y,

zu finden. Daraus folgt die Abschétzung

a2 < " Aim) < 7 (£) m) < M0 fur alle m € N

also kénnen wir
.= HTHQHT_l”Q max{Cy : ke {l,...,s},\x #0}
setzen und erhalten
X2 < [|IT|2]| T2 max{Cpl™ : k€ {l,...,8}} =C'¢™ fiir alle m € Nx>,p,.
Kleine Werte von m ,,verstecken“ wir in der Konstante
C = max{C’, [|X™||2/¢™ : m € {l,...,mo}}

und haben damit die gewiinschte Abschéitzung bewiesen. [

Mit Hilfe dieses Resultats konnen wir nun die Konvergenz linearer Iterationsverfahren
vollsténdig charakterisieren und die folgende wesentliche Verallgemeinerung des Lem-
mas [2.15] herleiten:

Satz 2.23 (Konvergenz) Sei ® ein lineares Iterationsverfahren, dessen erste Normal-
form durch die Matrizen M,N € KX gegeben ist. ® ist genau dann konvergent, wenn
o(M) < 1 gilt.

In diesem Fall ist der Grenzwert fiir eine rechte Seite b € KT durch die Formel
x*:= (I - M)~ !Nb gegeben.

Beweis. Sei zundchst o(M) > 1. Wir wéhlen einen Eigenwert A € C von M mit |A| > 1
und einen zugehorigen Eigenvektor e € KZ \ {0}. Fiir die rechte Seite b = 0 und den
Startvektor 0 ist die Folge der Iterierten konstant O.

Fiir den Startvektor x(©) := e dagegen gilt

xM) = ¢(x(?,b) = Mx(?) = Me = Je,
und mit Lemma [2.10] erhalten wir
x(M) = \"e fiir alle m € Ny,

also konvergiert diese Folge nicht gegen 0. Also ist der Grenzwert nicht vom Startvektor
unabhéngig, und der Verfahren ¢ gemif Definition nicht konvergent.

38



2.1 Allgemeine lineare Iterationsverfahren
Sei nun p(M) < 1. Offenbar kann dann 1 kein Eigenwert von M sein, also ist I — M
invertierbar. Nach Lemma [2.22] gilt
lim |[M™||2 =0,
m—r0o0
und wir kénnen wieder Lemma 2.14] anwenden, um
oo
I-™M)~'=) M
=0
zu erhalten. Nun kénnen wir wie im Beweis von Lemma fortfahren: Wir definieren
wieder den Vektor x* := (I — M)~ 'Nb und erhalten aus ([2.3)) und (2.4) die Schranke
%™ — x*[|]g < |M™]|2]|x@ — x*|2 fiir alle m € Ny. (2.12)

Nach Lemma 222 konvergiert || M™||2 gegen Null, also auch die Folge der Iterierten x (")
gegen den vom Startvektor unabhéngigen Grenzwert x*. ]

Wir haben bereits in Lemma 217 gesehen, dass o(M) < |M|| fiir jede beliebige
induzierte Matrixnorm gilt, also ist Satz 2.23] tatséchlich eine Verallgemeinerung des
einfacheren Kriteriums, das in Lemma [2.T5] vorgestellt wurde.

Bemerkung 2.24 Falls ® eine konsistente und konvergente lineare Iteration ist, gilt
gemdf$ Satz[223 fiir den Grenzwert x* der Folge der Iterierten die Gleichung

x*=(I-M) 'Nb=(I-1+NA)"'Nb=A"'N"'Nb=A"'b, (2.13)

mm Falle einer linearen Iteration kénnen wir also sogar explizit nachrechnen, dass die
Folge der Iterierten gegen die Ldsung des Gleichungssystems konvergiert.

Da die Gleichung (ZI3) fiir alle b € K% gilt, muss (I — M)~!N = A~! regulir sein,
also auch N. Deshalb l&sst sich eine konsistente und konvergente lineare Iteration mit
der Matrix W := N~! auch in der dritten Normalform

d(x,b) =x — W (Ax —b) fiir alle x, b € KZ
darstellen, und die Folge der Iterierten ist durch die Gleichungssysteme
\)\% (X(m_l) — x(m)) = Ax(m1) _p fiir alle m € N

gegeben. Ein Iterationsverfahren ist also dann besonders gut, wenn W eine gute Appro-
ximation von A ist und sich diese Gleichungssysteme effizient 16sen lassen.

Bemerkung 2.25 Falls ® lediglich konvergent ist, aber nicht die stirkere Bedingung
(29) erfillt, gilt gemdafy Satz immerhin noch o(M) < 1, also kénnen wir nach
Lemma 222 fiir jedes ¢ € (o(M), 1) eine Konstante C € R>q mit

IM™|l2 < C¢™ fir alle m € Ny
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2 Lineare Iterationsverfahren

finden. Gemaf$ (Z12) erhalten wir
1™ = x*[la < M7 l2]x@ = x|z < O™ = x*|la fiir alle m € Ny,

also konnen wir auch unter diesen schwdcheren Bedingungen noch Konvergenz in der
euklidischen Norm erwarten, wenn auch mit reduzierter Konvergenzrate ( und der nur
schlecht zu beherrschenden Konstanten C.

2.2 Richardson-lteration

Wenden wir uns nun der Untersuchung der bereits in Kapitel [l erwéhnten Richardson-
Iteration zu, die das einfache lineare Iterationsverfahren ist.

Definition 2.26 (Richardson-Iteration) Sei 6 € K. Das durch
PRicho(x,b) =x — 0(Ax —b) fiir alle x,b € KT

gegebene lineare Iterationsverfahren nennen wir die Richardson-Iteration. Die Konstante
0 bezeichnen wir als Dampfungsparameter.

Aus der Definition kénnen wir bereits ablesen, dass die Richardson-Iteration konsistent
ist, und dass die Matrizen ihrer ersten Normalform durch

MRich,e =1- HA, NRich,G =01

gegeben sind. Da die Konsistenz geklart ist, wenden wir uns der Untersuchung der Kon-
vergenz des Verfahrens zu.

Gemif Satz [2.23] kénnen wir an den Eigenwerten der Iterationsmatrix MRgjch g erken-
nen, ob ®g;cy ¢ konvergiert.

Lemma 2.27 Sei 6 € K. Es gilt
o(MRicng) = {1 —0X : A€ a(A)}.

Beweis. Fiir = 0 ist die Aussage trivial. Sei also nun 8 # 0.
Wir withlen zunichst A € o(A). Sei e € KT \ {0} ein Eigenvektor mit Ae = \e. Die
Definition der Iterationsmatrix impliziert

Mgichpe = (I—0A)e=e—0Ae=e — e = (1 —-06)\)e,

also ist y1 := 1 — O\ ein Eigenwert von MRg;ja, ¢ zum Eigenvektor e.
Sei nun p € o(Mgicn 9). Wir konnen einen Eigenvektor e € K% \ {0} mit

pe = Mgjchpe = (I—0A)e =e —OAe
finden, also gilt auch

1—p

7 e = Ae.
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2.2 Richardson-Iteration

Demnach ist A := (1 — p)/0 ein Eigenwert zum Eigenvektor e von A, fiir den A =1—p
und somit p =1 — 6\ gilt. ]

Unsere Aufgabe besteht also darin, einen Dampfungsparameter 6§ € K so zu finden,
dass der Spektralradius von Mg;cn ¢ kleiner als Eins ist.
Die entsprechende Gleichung

I1—0) <1 fiir alle \ € o(A)

lésst sich in der komplexen Ebene C geometrisch interpretieren: Die Zahlen 6\ miissen
in einem Kreis mit Radius kleiner als Eins um 1 liegen. Da wir fiir § komplexe Zah-
len zugelassen haben, beschreibt die Multiplikation mit dem Démpfungsparameter eine
Rotation und Skalierung des Spektrums, und wir kénnen das folgende einfache Konver-
genzkriterium gewinnen:

Lemma 2.28 (Konvergenzkriterium) FEs gibt genau dann ein 6 € K, fir das die
Richardson-Iteration konvergiert, wenn es ein zop € K und ein r € [0, |z9]) so gibt, dass
o(A) C K(zg,r) gilt, dass also

A=z <7 fir alle A € o(A) gilt.
In diesem Fall gilt o(MRgich,0) < r/|20] < 1.

Beweis. Seien zg € K und r € [0, ]2]) mit der Eigenschaft o(A) C K(z0,7) gegeben.
Wir setzen 6 := 1/zp und miissen die Schranke fiir den Spektralradius von MRgich ¢
nachweisen.

Sei also ¢ € 0(Mgjen,p). Nach Lemma muss es ein A € o(A) so geben, dass
pu=1— 0\ gilt, und wir erhalten
A

=103 =1 -
20

zo—)\’_ |20 — Al o T

20 l20] = |zl

wegen A € K(z,7). Da p beliebig gewihlt werden kann, folgt aus dieser Abschitzung
bereits o(MRich,g) < 7/|20]-

Sei nun umgekehrt € K so gewéhlt, dass die Richardson-Iteration konvergiert. Nach
Satz [2.23] muss dann o(MRgjcng) < 1 gelten, also wegen Lemma 2.27] gerade

o:=max{|1—0\ : Aeo(A)} <1.

Die Wahl # = 0 kann nicht zu einem konvergenten Verfahren (vgl. Definition [23)) fiihren,
also sind zp := 1/0 € C und r := p|zp| € [0, |29|) wohldefiniert. Fiir A € o(A) stellen wir
fest, dass

|20 — Al =

A
20 — Zozo‘ = |z0 — 200\ = |20| |1 — ON| < |z0lo =T

gilt, also A € K (zo,r) und somit o(A) C K(z,7). ]
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2 Lineare Iterationsverfahren

@ .

Abbildung 2.1: Spektren der Beispielmatrizen Ay, A und Ag

Die Bedingung r € [0, |2o]) ist dquivalent dazu, dass der Kreis K (zg,r) die Null nicht
enthélt, die Richardson-Iteration konvergiert also, falls das Spektrum von A in einem
abgeschlossenen Kreis enthalten ist, der die Null nicht enthélt.

Betrachten wir einige Beispiele (vgl. Abbildung 2.T]). Fiir die Matrix

1/2 5 6
Ar=|0 2/3 8
0 0 3/2

ist die Situation einfach: Ihre Eigenwerte sind durch o(A;) = {1/2,2/3,3/2} gegeben
und liegen in einem Kreis mit Radius 1/2 um zp = 1, also gilt schon fiir die einfache
Wahl 6 = 1 bereits

U(MRich,l) = {—1/2, 1/3, 1/2}
und wir erhalten o(MRgich,1) = 1/2 < 1, die Richardson-Iteration wird also konvergieren.
Als néchstes untersuchen wir die Matrix

-5 3
Az= <—10—2z’ 6—|—i>'

Ihr charakteristisches Polynom ist pa(\) = det(AI— Ag) = (A +5)(A—6 —1i) + (30 + 6i),
und seine Nullstellen, also die Eigenwerte von Ag, sind o(Ag) = {1,4}. Fiir den Kreis
um zp = 1+ 4 mit Radius » = 1 kénnen wir leicht nachpriifen, dass o(A3) C K (z9,7)
gilt, also folgt fiir § = 1/29 = (1 —1)/2 schon o(MRgicne) = v/1/2 < 1 und wir haben die

Konvergenz bewiesen.
- 0 1/2
As = <—1 /20 >

Fiir die Matrix
hingegen ist die Situation hoffnungslos: Thr charakteristisches Polynom ist durch p3(\) =
A2+1/4 gegeben, besitzt also nur die Nullstellen i/2 und —i/2, und jeder Kreis, der diese
beide Eigenwerte einschliefit, muss auch die Null enthalten. Also kann es keinen Damp-
fungsparameter § € C geben, mit dem eine Richardson-Iteration fiir A3 konvergiert.
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2.2 Richardson-Iteration

Abbildung 2.2: Optimale Kreise um Rechtecke

In der Praxis tritt gelegentlich der Fall auf, dass wir zwar keinen Kreis kennen, der
das Spektrum einschliefft, aber immerhin Schranken fiir die Real- und Imaginérteile der
Eigenwerte bestimmen koénnen. In dieser Situation ldsst sich das folgende Konvergenz-
kriterium einsetzen:

Lemma 2.29 Seien a, 8,7 € Rsg so gegeben, dass
Re()) € [a, A, Im(A) € [-7,] fiir alle ) € o(A)

mit 0 < o < B gilt. Dann gibt es ein 0 € C so, dass der Spektralradius von Mgjen e die
Abschitzung

V(B—a)?+dy? < B;z falls 2’72 <a(f - a),

0(MRich0) < e pt (2.14)

sonst
/,-YQ +a2

erfillt. Also fithrt o > 0 bereits dazu, dass das Richardson-Verfahren konvergiert.

Beweis. Wir wollen Lemma anwenden, sind also auf der Suche nach einem Kreis,
der das Spektrum einschliefit, aber nicht die Null.

Der Einfachheit halber suchen wir einen Kreis, der das Rechteck R := [a, 8] +i[—7, 7]
einschliefit, denn nach Voraussetzung wird dieser Kreis auch das Spektrum einschlieflen.
Da das Rechteck an der reellen Achse spiegelsymmetrisch ist, ist es naheliegend, den
Kreismittelpunkt auf dieser Achse zu suchen. Wir suchen also ein x € R derart, dass es
einen Radius r € [0, |z|) so gibt, dass R C K(z,7) gilt.

Natiirlich wiirden wir « und r gerne optimal wéhlen, also so, dass r/|z| minimal wird,
denn gemifl Lemma garantiert diese Wahl die beste Konvergenzrate.

Mit Hilfe eines Symmetriearguments kénnen wir feststellen, dass wir Mittelpunkte z <
(B+«)/2 nicht weiter zu untersuchen brauchen: Falls R C K (z,r) fiir z < (3+a)/2 gilt,
muss wegen der Symmetrie von R auch R C K (z/,7) fiir 2’ := B+a—z > (B+a)/2 > x
gelten, also wiire r/|2/| < r/|z|.

Also wéhlen wir den Ansatz x(n) = (8 + o+ 1)/2 fiir einen Parameter n € R>g. Den
Radius r miissen wir so bestimmen, dass K (x,7) das Rechteck R enthiilt. Es geniigt dazu,
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2 Lineare Iterationsverfahren

sicherzustellen, dass der Kreis den linken oberen Eckpunkt a4 ¢y des Rechtecks enthélt:
Aus Symmetriegriinden enthélt er dann auch den linken unteren Eckpunkt o — iy, und
wegen = > (8 + «)/2 sind auch die rechten Eckpunkte 5+ iy und § — iy enthalten, also
auch ihre konvexe Hiille R.

Den optimalen Radius r fiir ein z kénnen wir bestimmen, indem wir den Abstand von
a + 1y zu x berechnen, also

2
o) o=l + iy — 2] = (@ — 2(m)? + A1) = ((a - M) +v2)

2
— ((5_;‘4'77>2+72>1/2 _

Wir suchen denjenigen Mittelpunkt z, fiir den das Verhéltnis /2 minimal wird. Da
r,x > 0 gilt, konnen wir ebensogut den Quotienten

1/2

(8= a+n)?+49)"".

N =

rm)? _ (B-a+n)?+4y?  (Bra+n)’—daB+n)+4y?  a(B+n) =7
z(n)? (B+a+n)? (B+a+n)? (B+a+n)?

fiir n € R>o minimieren, also das Maximum der Funktion

a(B+n) —~*

:R>o0 — R, ,
J+ Rzo (B+a+mn)?

bestimmen. Dazu ziehen wir ihre Ableitung

gy = AP atn—(@B+n) 1) 2B +atn) ala—f-n)+27
(B+a+mn)? (B+a+mn)3
heran. Da der Nenner dieses Terms immer positiv ist, ist die Nullstelle von f” durch
272 292 — (B —a)

mi=(a—g)+ L= =2

gegeben, kann also negativ werden, falls
272 < af — «)
gilt. In diesem Fall gilt aber

ala=B-n)+2y> ala—B-n)+af—-a)

P =——Gra3 7 (8 +a+n)?
_ ﬁ <0 fiir alle n € R>g,

also nimmt f sein Maximum bei n = 0 an. Somit erhalten wir fiir den optimalen Wert
die Gleichung

oo (B 2y z a3 -a),
v 0 ansonsten,
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2.2 Richardson-Iteration

und die zu maximierende Funktion nimmt den Wert

fiir 272 > O[(,B - 04)7

ansonsten.

042
1(a?2+4?)
f(Mopt) = {i(g_—;; )
(B+a)?

an. Die Schranke fiir den Spektralradius bestimmen wir mit Hilfe von

7 (Mopt ) o? 72
TVIopt) 1 4f(nops) = 1 — —
2 (Nopt )2 (opt) a?+92  a?++?

im Falle 292 > a(8 — ) und anderenfalls durch

r(opt)” 0B =7" _ (B+e) —daB+4y?  (B—a)?+4y°
(opt ) (B+a)? (B+a)? (B + a)?
_(B-0P+20(8-0a) _(f-a)(f+a)_f-a
(B + a)? (B+a)? Bta
Indem wir aus beiden Abschéitzungen die Wurzel ziehen und Lemma auf zg :=
Z(Nopt) und 7 := 7(nopt) anwenden erhalten wir die gewiinschte Abschétzung. [ ]

Fiir zwei Beispiele sind die im vorangehenden Beweis konstruierten Kreise in Abbil-
dung zu sehen: Links fiir den Fall @« = 1, 8 = 5, v = 1, hier gilt 292 = 2 < 4 =
a(B—a), rechts fiir den Fall « = 1, 8 = 3, v = 6/5, hier gilt 272 = 72/25 > 2 = a(f—q)

Bemerkung 2.30 Gemdif§ Lemma ist die Bedingung Re(A) > 0 ausreichend, um
Konvergenz des Richardson-Verfahrens sicherzustellen.

Wir kinnen dieses Ergebnis auf Matrizen erweitern, deren Spektrum mnicht auf der
rechten Seite“ der komplexen Ebene liegt: Falls wir ein z € C so finden kénnen, dass
Re(zA) > 0 fiir alle A € o(A) gilt, kénnen wir Lemmal2.29 auf die Matriz A, := zA mit
dem Spektrum o(A,) = {zA : X € 0(A)} anwenden, um einen Ddimpfungsparameter
0, € C zu finden, mit dem die Richardson-Iteration fir A, konvergent ist.

Wir wdhlen 0 := 0.z und erhalten

MRich,G =I-0A=1-0,2 A=1-— ezAz,
also muss die Richardson-Iteration mit diesem Parameter auch fir A konvergent sein.

Bemerkung 2.31 (Reelles Spektrum) Falls wir in Lemma zusdtzlich sogar
v = 0 woraussetzen, falls also alle Eigenwerte reell sind, erhalten wir aus (2.17) die
Abschdtzung

rop)® |, af _(B+aP—daf (8- o)
(opt ) (B+a)? (B + a)? (B+a)?
und somit auch
68—«
B+«

0(MRich,0) <
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2 Lineare Iterationsverfahren

fiir den Dampfungsparameter

1 2
x(nopt) B+ a’

0 =

FEine Abschitzung dieses Typs haben wir in Formel ({1.7) der Einleitung bereits auf das
etndimensionale Modellproblem angewendet.

Da die Konvergenz der Richardson-Iteration im Wesentlichen durch die Verteilung der
Figenwerte der Matrix A festgelegt wird, fithren geringe Storungen dieser Matrix auch
nur zu geringen Stérungen im Konvergenzverhalten. Zur Illustration dieses Sachverhalts
dient die folgende Eigenwertabschéitzung:

Lemma 2.32 (Stérungen) Wir nehmen an, dass A diagonalisierbar ist, dass also eine
requldre Matriz T € KT und eine Diagonalmatric D € KI*T so existieren, dass
A =TDT! gilt.

Sei X € KIXL. Dann gilt

min{|\ — Dy| : i € Z} < ||T|2|T™Y2)IX]|2 fiir alle A € o(A + X)),
jeder Eigenwert von A + X liegt also ,in der Nihe“ eines Figenwerts von A.

Beweis. Sei A € (A + X). Falls A € 0(A) gilt, sind wir bereits fertig. Anderenfalls ist
die Matrix D — AI regulér.
Da A ein Eigenwert von A + X ist, muss dann die Matrix

A+X - M=TD+T'XT-A\)T!
singulér sein, also auch die Matrix
(D - A)(I+ (D - A7 !'T7IXT) = (D - AT -Y)

fiir die Hilfsmatrix
Y = —(D - \I)"!TIXT.

Da D — AI nach Voraussetzung regulér ist, kann I —Y nicht reguldr sein, es muss also
einen Vektor x € KZ geben, fiir den (I — Y)x = 0 gilt, also ||x||2 = [|Yx]||2. Daraus
folgern wir ||Y||2 > 1, also auch

1< Y2 < (D = AD 7 2 T2l X[ T2
Indem wir Lemma 219 auf die Matrix (D — MI)~! anwenden erhalten wir

1
min{|D;; — A| : i € I}’

1

also die gewiinschte Abschéitzung. ]
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2.2 Richardson-Iteration

Falls wir also wissen, dass A diagonalisierbar ist und das Spektrum sich in einen Kreis

K (zp,7) einschlieflen lisst, folgt aus diesem Lemma direkt, dass sich das Spektrum einer
Matrix A + X in einem Kreis K (zg,7’) mit

=1 | T2 T 21X 2

einschlieflen lisst. Sofern die Stérung X nicht zu grof ist, sofern also r’ < |z| gilt, wird
die Richardson-Iteration auch noch fiir die gestérte Matrix konvergieren.

Im Falle des Modellproblems haben wir in den Lemmas [[.4] und [L6 nachgewiesen, dass
die Matrizen A diagonalisierbar sind und ihre Eigenwerte in den Intervallen [472/5, 4h 2]
(beziehungweise [872/ 5,8h_2]) enthalten sind. Man kann nachweisen, dass in diesem
Fall die Matrix T so gewihlt werden kann, dass ||T||z = [T~} = 1 gilt, also wird das
Richardson-Verfahren fiir ein gestértes Problem A + X konvergieren, solange || X||o < 72
(beziehungsweise || X||2 < 272) gilt.

Bemerkung 2.33 (Vorkonditionierer) Die relativ ausfiihrliche Analyse des in der
Praxis eher selten eingesetzten Richardson-Verfahrens ist dadurch gerechifertigt, dass es
als Prototyp fiir alle anderen konsistenten linearen Iterationsverfahren gesehen werden
kann: Falls ® ein konsistentes und lineares Iterationsverfahren ist, lisst es sich nach
Lemma 2.9 in der Form

®(x,b) =x — N(Ax — b) fiir alle x,b € KZ
darstellen. Ein Richardson-Verfahren fiir die mit N vorkonditionierte Gleichung
NAx = Nb (2.15)
hat gerade die Form
PRicho(X,b) = x — IN(Ax — b) fiir alle x,b € K,

entspricht also fir @ =1 genau dem allgemeinen Verfahren. Falls N € KT*T regulir ist,
besitzt das lineare Gleichungssystem (2.13) dieselbe Lisung wie das urspringliche System
(1), also entspricht die Anwendung des allgemeinen Verfahrens auf das urspriingliche
System der Anwendung des Richardson-Verfahrens auf das vorkonditionierte System.

Damit lisst sich die in die fiir das Richardson-Verfahren entwickelte Konvergenztheo-
rie auch fir das allgemeine Verfahren einsetzen, beispielsweise wird das allgemeine Ver-
fahren genau dann konvergent sein, wenn

o(NA) C K(1,1)

gilt. Entsprechendes erhdlt man fiir den Fall des gedimpften Verfahrens. Ein konsistentes
lineares Iterationsverfahren ist also dann besonders gut, wenn die entsprechende Matrix
N die Eigenschaft besitzt, dass das Spektrum von NA in einem mdglichst kleinen Kreis
mit moglichst grofiem Abstand zum Nullpunkt liegt.

'Per Taylor-Entwicklung erhalten wir sin(x) > 92/10 fiir « € [0,7/4] und so A1 = 4h"?sin?(wh/2) >
9272/10% > 4n?/5
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2.3 Jacobi-Iteration

Wie wir in Bemerkung 2.33] gesehen haben, ist es wiinschenswert, ein lineares Iterati-
onsverfahren so zu konstruieren, dass fiir die Matrix N € KZ*Z der zweiten Normalform
das Spektrum von NA in einem moglichst kleinen und vom Nullpunkt moglichst weit
entfernten Kreis liegt. Die beste Wahl wiire natiirlich N = A~!, aber wenn wir die Inver-
se von A einfach berechnen konnten, brauchten wir keine Iterationsverfahren. Gesucht
ist also eine Matrix N, die effizient berechnet werden kann und trotzdem das Spektrum
positiv beeinflusst.

Aufgrund dieser Beobachtung ist es uns nun moéglich, die Probleme erneut zu unter-
suchen, die mit dem Richardson-Verfahren nicht erfolgreich behandelt werden konnten.

Wir haben bereits gesehen, dass das Richardson-Verfahren nicht konvergiert, wenn die
Figenwerte von A auf verschiedenen Seiten des Nullpunkts liegen, etwa bei der Matrix

a0 )

Die Losung ist hier sehr einfach: Wir verwenden die Inverse der Diagonalen von A als
Approximation der vollstéindigen Inversen, setzen also

1 0
N 2)

13
NA_<0 1),

also 0(NA) = {1} und damit sogar schon o(Mgjen1) = 0. Durch eine einfache Diago-

nalskalierung wird also aus einem schwierigen Problem ein besonders einfaches.
Solange die Diagonale der Matrix A invertierbar ist, solange also kein Diagonalelement

gleich null ist, ldsst sich das auf diese Weise definierte Iterationsverfahren durchfiihren.

und erhalten

Definition 2.34 (Jacobi-Iteration) Sei D € KZ*T die Diagonale von A, definiert
durch

Ay fallsi=j
Dij:{ i Jallsi=7, fiir alle i,j € T.
0 sonst

Sei D invertierbar, also jedes Diagonalelement von A von Null verschieden. Das durch
PJac(x,b) =x — D1 (Ax — b) fiir alle x,b € KX
gegebene lineare Iterationsverfahren nennen wir die Jacobi-Iteration.

Wie schon im Fall der Richardson-Iteration ist auch die Jacobi-Iteration offensichtlich
konsistent. Die Matrizen ihrer ersten Normalform sind durch

Mj:=I-D7'A, Ny := D!
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gegeben. Im Gegensatz zur Richardson-Iteration gibt es Matrizen fiir die die Jacobi-
Iteration nicht durchfithrbar ist: Falls eine Null auf der Diagonalen auftritt, ist D nicht
invertierbar und die Jacobi-Iteration nicht definiert.

Die Analyse der Konvergenz des Jacobi-Verfahrens 143t sich wie in Bemerkung 2.33]
auf die Analyse des vorkonditionierten Richardson-Verfahrens zuriickfithren, wenn wir
einen zusétzlichen Dampfungsparameter zulassen:

Definition 2.35 (Gedidmpfte Jacobi-Iteration) Sei § € K. Unter den Vorausset-
zungen von Definition bezeichnen wir das durch

Pyoep =x — D 1 (Ax — b) fiir alle x,b € KX

definierte lineare Iterationsverfahren als geddmpfte Jacobi-Iteration mit Ddampfungspa-
rameter 6.

Auf die geddmpfte Jacobi-Iteration lasst sich unmittelbar Lemma [2.28 anwenden:

Lemma 2.36 (Konvergenzkriterium) Es gibt genau dann ein 0 € K, fir das die
geddmpfte Jacobi-Iteration konvergiert, wenn es ein zg € K und ein r € [0, |z0]) so gibt,
dass o(D7YA) C K (z0,7) gilt. In diesem Fall erhalten wir o(Mjac9) < 1/|20| < 1.

Beweis. Wir wenden Lemma 228 auf das vorkonditionierte System D~'Ax = D~ 'b
an und stellen fest, dass die resultierende Richardson-Iteration dieselbe Iterationsmatrix
wie die geddmpfte Jacobi-Iteration fiir (L)) besitzt. |

Im Allgemeinen ist die Analyse des Spektrums von D~ A schwierig, deshalb werden
wir uns bis auf Weiteres auf Matrizen konzentrieren, die neben der Regularitit zusétz-
liche Annahmen erfiillen.

Wir haben bereits gesehen, dass fiir die Konvergenz eines Iterationsverfahrens die Ei-
genwerte der Iterationsmatrix ausschlaggebend sind. Im Fall des eindimensionalen Mo-
dellproblems konnten wir sogar die Konvergenz des Richardson-Verfahrens analysieren,
ohne auf die in diesem Kapitel vorgestellten Konvergenzresultate zuriickzugreifen, indem
wir eine aus Eigenvektoren bestehende Basis des Raums KZ verwendeten. Wir werden
diese Technik in folgenden Beweis haufiger anwenden, deshalb ist es sinnvoll, an dieser
Stelle die notigen Aussagen zusammenzustellen.

Definition 2.37 (Adjungierte) Sei X € KZ*7. Die durch

Yii = Xji firaleie J,5e€T
definierte Matriz Y € KI*T heifit die Adjungierte von X und wird mit X* bezeichnet.
Lemma 2.38 Sei X € KI*J . Es gilt

(Xx,y)2 = (x,X"y)2 fiir alle x € K7 |y € KZ.
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Beweis. Sei x € KY und y € K. Dann gilt
Xyl =[5 X | 5= S, (z Xz,-%) Xy
i€l \jeJ jeT i€l

Das ist die zu beweisende Gleichung. ]

Definition 2.39 (Selbstadjungiert) Sei X € KZ*Z eine Matriz. Sie heifst selbstad-
jungiert, wenn X = X* gilt.

Lemma 2.40 Sei X € K2*T selbstadjungiert. Dann gilt
(Xx,x)s = (XX, X), fir alle x € K%,
also auch o(X) C R.
Beweis. Sei x € KZ. Nach Lemma 238 gilt
(Xx,%)2 = (x, X*x)s = (x, Xx)3 = (XX, X),.

Sei nun A € ¢(X) und e € K% \ {0} ein entsprechender Eigenvektor. Dann haben wir

Mell3 = Me, e)2 = (Xe,e)> = (Xe, e), = e, ), = Alle]3,

also A = \. Daraus folgt A € R. ]

Definition 2.41 (Orthogonal) Sei X € KZ*J eine Matriz. Sie heifit orthogonal,
wenn X*X = I gilt. Offenbar ist jede quadratische orthogonale Matriz requldr mit
X1 = X*,

Lemma 2.42 Sei Q € KX*Z orthogonal. Dann gilt
1Qxl2 = [|x]|2 fiir alle x € KT,
Beweis. Sei x € K. Nach Definition des euklidischen Skalarprodukts gilt
1Qx[3 = (Qx, Qx)2 = (Q*Qx, x)2 = (x,x)2 = [|x]|3,

also auch die gewiinschte Gleichung. ]

Lemma 2.43 (Schur-Normalform) Sei X € KZ*I eine selbstadjungierte Matriz.

Dann existieren eine orthogonale Matriz Q € KX*T und eine reelle Diagonalmatriz
D € RT*Z 50, dass

X =QDbQ”

gilt. Offenbar sind die Diagonalelemente von D gerade die Figenwerte von X und die
Spalten von Q entsprechende Figenvektoren, also ist X reell diagonalisierbar.
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2.3 Jacobi-Iteration

Beweis. Per Induktion iiber n := #Z. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial.
Sei nun n € N so gegeben, dass die gesuchte Basis fiir alle Indexmengen Z mit #Z =n
existiert. Sei Z eine Indexmenge mit #7Z = n + 1. Wir betrachten die Funktion

(Xx,x)9

K%\ {0} — K, X
fEEA0) = = I

(den sogenannten Rayleight-Quotienten) auf dem Gebiet
S:={zecKl : 1/2<|z|s <2}

Da X selbstadjungiert ist, folgt aus Lemma 240 f(S) € R. Weil K ein endlich-
dimensionaler Raum ist, ist S kompakt, also auch f(S). Demzufolge muss es ein e € S
geben, dass

fle) > f(x) firallex e S

erfiillt. Nach Definition von f gilt f(e) = f(e/||el|2), also konnen wir ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit ||e||2 = 1 annehmen. Da e ein innerer Punkt von S ist, in dem f sein
Maximum annimmt, muss die erste Ableitung von f in diesem Punkt verschwinden:

0= Df(e) y = ((Xe,y)2 + (Xy, e>2)||e|!|%’e—H%<Xe, e)2((e,¥)2 + (y,€)2)

= (Xe,y)2 + (v, Xe)2 — (Xe, e)2((e,y)2 + (v, €)2)

= (Xe,y)2 + <Xe7y>2 — (Xe, e)2((e,y)2 +@2)
= 2Re(Xe, y)2 — 2(Xe,e)2 Re(e,y)2

= 2Re (Xe — (Xe, e)se,y), fiir alle y € KZ.

Indem wir y := Xe — (Xe, e)qe setzen, erhalten wir ||y||2 = 0, also
Xe = e

fiir A := (Xe, e)y = f(e), also ist e ein Eigenvektor von X zum Eigenwert A € R.
Wir wihlen einen Index iy € Z und eine orthogonale Matrix Q; € KZ*Z so, dass
Qje =9 fiir den durch

| fird—i
5; = { we= fiir alle i € T
0 sonst

gegebenen kanonischen Einheitsvektor gilt. Eine mogliche Wahl wére etwa die entspre-
chende Householder-Spiegelung.
Nach Voraussetzung gilt

QiXQ16 = QiXe = \Qje = \j,
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2 Lineare Iterationsverfahren

also hat Q7XQ; die Form
" _(r Y
QIXQ1 - <O X'n,>

fir X, € KIn*In y e KUubxIn und 7, := T\ {i1}. Wegen #I, = #7T —1 = n
konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten eine orthogonale Matrix
Q,, € K»*Tn und eine Diagonalmatrix D,, € KZ»*Z» mit X,, = Q, D, Q¥, also folgt

v (10 L, 1 0\ (1 O0\/A y\/1 0\ /[X yQ,
axa-(p g )axe (g g )= a)(o %) )= (o o)
und aus Q*XQ = Q*X*Q = (Q*XQ)* folgt y = 0, also ist D := Q*XQ eine Diagonal-
matrix, die QDQ* = X erfiillt. [

Wir haben bereits gesehen, dass sich der Spektralradius durch eine beliebige induzierte

Matrixnorm abschétzen léasst. Fiir die Spektralnorm kénnen wir unter Zuhilfenahme des
soeben bewiesenen Lemmas diese Abschétzung wie folgt verbessern:

Lemma 2.44 (Spektralnorm) Sei X € K2*7. Es gilt || X[ = o(X*X)Y/2. Falls X
selbstadjungiert ist, gilt sogar | X||2 = o(X).

Beweis. Wir untersuchen zuniichst den Fall einer selbstadjungierten Matrix Y € KZ*Z.
Nach Lemma [2Z:43] gibt es eine orthogonale Matrix Q € KZ*T und eine reelle Diagonal-
matrix D € RZXZ die Y = QDQ* erfiillen.

Fiir einen Vektor x € KZ erhalten wir

1Yx]3 = (Yx, Yx)> = (QDQ*x, QDQ*x)> = (Q*QDy, Dy)s = (D%y,y)>

mit y := Q*x.
Da D und Y é&hnlich sind, besitzen sie dasselbe Spektrum. Also folgt | D;;| < o(Y) fiir
alle ¢ € Z, und nach Lemma [2.42] und der Definition des euklidischen Skalarprodukts gilt

(D’y,y)2 =Y _ Diwith = Y _ Diiluil* < o(Y)* > |uil?
i€T i€T i€T
= o(Y)?[ly3 = o(Y)?(1Q*x[I3 = o(Y)?|x]3.

Damit haben wir || Y]|2 < o(Y) bewiesen, und aus Lemma 2.T7 folgt ||Y |2 = o(Y).
Um den allgemeinen Fall zu behandeln, setzen wir Y := X*X und erhalten

[Xx[3 = (Xx,Xx)y = (X*Xx, %)y = (YX,X)2 (2.16)
< 1Yx|2]|x]]2 < o(Y)|x]|3 fiir alle x € K.
Damit ist ||X||2 < o(Y) bewiesen.

Sei A € ¢(Y) mit [A| = o(Y), und sei e € KT\ {0} ein entsprechender Eigenvektor.

Aus (2.16) folgt
IXell3 = (Ye, e)2 = (Xe,e)z = Allell3,
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2.3 Jacobi-Iteration

also A € R>p, somit muss A = |A| = o(Y) gelten und wir erhalten

Xx|[2 Xel|2
X3 = sup {2 ezl o IXOlE iy,
FiE el

also | X3 = o(Y). .

Im Fall des Richardson-Verfahrens haben wir gesehen, dass wir nur auf Konvergenz
hoffen diirfen, wenn das Spektrum der Matrix A in einem Kreis enthalten ist, der die Null
nicht enthélt. Fiir eine selbstadjungierte Matrix liegt das Spektrum geméifl Lemma 2.40]
auf der reellen Achse, das Richardson-Verfahren kann also nur konvergieren, wenn das
Spektrum entweder nur aus echt positiven oder echt negativen Eigenwerten besteht. Der
Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den Fall eines positiven Spektrums:

Definition 2.45 (Positiv definit) Sei X € KI*T eine Matriz. Wir nennen X positiv
definit, falls X selbstadjungiert ist und die Ungleichung

(Xx,x)9 > 0 fiir alle x € KT\ {0} gilt.
Falls X selbstadjungiert ist und

(Xx,x)2 >0 fiir alle x € KT gilt,

nennen wir X positiv semidefinit.
Anstelle von ,X ist positiv definit“ schreiben wir kurz X > 0, anstelle von ,X ist
positiv semidefinit schreiben wir kurz X > 0.

In der Literatur sieht man héaufig eine Definition des Begriffs ,,positiv definit“, die
auf die Forderung der Selbstadjungiertheit verzichtet. Wir schlieen diese Eigenschaft
in die Definition ein, weil in praktisch allen von uns hier untersuchten Féllen beide
Figenschaften gleichzeitig auftreten.

Positiv definite Matrizen erlauben es uns, einem bestimmten Problem angepasste Nor-
men zu definieren, die fiir die Untersuchung von Konvergenzeigenschaften von entschei-
dender Bedeutung sind.

Definition 2.46 (Energienorm) Sei X € K*% positiv definit. Die durch
Kt — R>o, X <XX,X>1/2,

definierte Abbildung ist eine Norm, die wir die zu X gehdrende Energienorm nennen
und mit || - || x bezeichnen.

Wir haben bereits gesehen, dass sich die Spektralnorm durch den Spektralradius dar-
stellen lasst, und diese Darstellung erleichtert viele Beweise erheblich. Deshalb ist es
nun unser Ziel, eine entsprechende Darstellung fiir die durch die Energienorm induzierte
Matrixnorm zu gewinnen.

Mit Hilfe des Begriffs der positiv definiten Matrix kénnen wir eine Halbordnung auf
dem Raum der selbstadjungierten Matrizen definieren:

53



2 Lineare Iterationsverfahren

Definition 2.47 Fiir alle selbstadjungierten Matrizen X, Y € KI*T definieren wir

X<Y: <= 0<Y —-X,
X<Y:«—= 0<Y-—-X.

Lemma 2.48 Seien X, Y € KIXZ selbstadjungierte Matrizen, die X < Y erfiillen. Sei
T € KT regulir. Dann gilt auch

T'XT < T*YT.
Beweis. Sei x € KZ. Dann gilt nach Lemma 238
(T*(Y = X)Tx,x)2 = (Y = X)Tx, Tx)2 = (Y = X)y,y)2 >0

fir y := Tx. [

Lemma 2.49 Sei X € KT selbstadjungiert. Seien o, 3 € R mit a < B gegeben. Es
gelten

ol < X <= o(X) C Ry,

ol <X <= o(X) CR>,,
al < X < Al <= o(X) C (o, B),
al <X <l <= o(X) C [o, f].

Beweis. Da X selbstadjungiert ist, gibt es nach Lemma [2.43] eine orthogonale Matrix
Q € KZ*T und eine reelle Diagonalmatrix D € RZ*Z mit X = QDQ*.
Die Matrix X — oI ist nach Lemma [2.48] genau dann positiv definit, wenn

Q (X —al)Q=D —al

es ist, also genau dann, wenn alle Diagonalelemente von D grofler als « sind. Da die
Diagonalelemente von D gerade die Eigenwerte von X sind, ist die erste Aussage damit
bewiesen.

Die restlichen Aussagen lassen sich analog behandeln. [

Lemma 2.50 (Wurzel einer Matrix) Sei X € KZ*T positiv semidefinit. Es gibt ge-
nau eine positiv semidefinite Matriz Y € KI*Z, fir die Y? = X gilt. Diese Matriz
nennen wir die Wurzel von X und bezeichnen sie mit X1/2 =Y.

Falls X positiv definit ist, ist auch X2 positiv definit, und wir bezeichnen seine
Inverse mit X~1/2.
Beweis. Zunichst beweisen wir die Existenz von Y. Da X selbstadjungiert ist, gibt
es eine orthogonale Matrix Q € KZ*Z und eine reelle Diagonalmatrix D € RZ*Z, die
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2.3 Jacobi-Iteration

X = QDQ* erfiillen. Aufgrund der Lemmas [248 und [2:49] sind alle Eigenwerte, also
Diagonaleintriige, von D nicht-negativ. Wir definieren R € K% durch

1/2 .

DY?  falls i =

Ry={ n AEITT fiir alle 4, € Z,
0 sonst

und setzen Y := QRQ*. Offenbar gilt
Y? = QRQ'QRQ" = QR’Q" = QDQ" = X.

Damit ist Y die gesuchte Matrix.

Man kann leicht nachrechnen, dass jeder Eigenvektor e € K%\ {0} von X zum Eigen-
wert A\ auch ein Eigenvektor von Y zum Eigenwert A\'/2 ist.

Sei nun Z € KZ*7 eine zweite positiv semidefinite Matrix, die Z? = X erfiillt. Sei
e € K2\ {0} ein Eigenvektor von Z zum Eigenwert u. Es folgt Xe = Z2e = y2e, also ist
e ein Eigenvektor von X zum Eigenwert A := p2. Nach der obigen Beobachtung muss e
dann auch ein Eigenvektor von Y zum Eigenwert A'/2 =y sein, und wir haben

Ze = ue = Ye

bewiesen. Da Z selbstadjungiert ist, existiert eine Basis aus derartigen Eigenvektoren,
also muss Z =Y gelten.

Sei nun X positiv definit. Dann ist X; := X2 positiv semidefinit, also ist auch
Xg = X}/Q positiv semidefinit. Da (X3)* = (X1)? = X regulir ist, muss auch X, selbst
reguliir sein. Sei x € K7\ {0}, und sei y := Xy 'x. Aus y # 0 folgt

(X1x,x)2 = (X1 Xay, Xoy)2 = (XoX1Xoy,y)2 = (Xy,y)2 > 0,

also ist auch Y positiv definit. [

Mit Hilfe der Wurzel einer Matrix kénnen wir nun die gewiinschte Darstellung der
Energienorm gewinnen.

Lemma 2.51 Sei X € KI*Z positiv definit. Dann gilt
Ix|lx = [|X'2x||2 fiir alle x € KZ.
Fiir die von der Energienorm induzierte Matriznorm erhalten wir
1Y |lx = [|XY2yX 12|, fir alle Y € KF*L,
Beweis. Sei x € K. Nach Lemma 238 gilt
(1% = (Xx,x)2 = (X!/2XM2x,x)5 = (X%, X 2x) = || X'/2x][3.

Zum Beweis der zweiten Aussage kénnen wir direkt die Definition der induzierten Ma-
trixnorm einsetzen: Fiir Y € KZ*Z gilt

Y]l x
%1

IX2Yx|
: XEKI\{O}}—sup{Hxl/QXH; : XEKI\{O}}

I¥llx = sup{
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2 Lineare Iterationsverfahren

~ {|X1/2Yx—1/2y|2
= sup

. T
XXy, Y EKMO }

_ {|x1/2Yx—1/2y|2
= sup

vl :y €K\ {0}} = |IX12Y X2
Yii2

infolge der Invertierbarkeit von X1/2. ]

Mit dieser Darstellung der Energienorm kénnen wir uns nun wieder der Analyse des
Jacobi-Verfahrens zuwenden: Um seine Konvergenz nachzuweisen, miissen wir den Spek-
tralradius von

Mjacp =1—-6D 1A

abschétzen. Nach Lemma 217 geniigt es dazu, eine beliebige induzierte Matrixnorm
dieser Matrix abzuschétzen. Falls A > 0 gilt, kénnen wir die korrespondierende Ener-
gienorm || - || 4 verwenden und erhalten

Miacolla = [AV?(I— 6D A)ATY?2 = I - 6AZD A5,

Da das Argument der Spektralnorm selbstadjungiert ist, konnen wir die weiteren
Abschiatzungen dank Lemma 2:44] auf eine Analyse der Eigenwerte reduzieren.

Satz 2.52 (Konvergenz) Sei ® ein lineares konsistentes Iterationsverfahren, und sei-
en M,N € KI*Z die entsprechenden Matrizen der ersten Normalform.
Seien A und N positiv definit. Falls die Matrizc W := N~! die Bedingung

0<A<2W (2.17)
erfillt, ist ® konvergent mit
o(M) = [[M]|a = [[M[}w

Falls fiir o, B € R die Bedingung

aW < A < fW (2.18)
gilt, erhalten wir die Schranke

o(M) < max{[1 —af, |1 - 5[}

fiir die Konvergenzrate.

Beweis. Da die Matrizen A und W positiv definit sind, sind nach Lemma 250/ ihre Wur-
zeln A'/2 und W/2 wohldefiniert und regulir. Die Matrix M und die transformierten
Matrizen

MA — Al/QMA—l/Q _ A1/2(I o NA)A—l/Q —1_ A1/2NA1/2,
My = WI2MW 12 =1 - WI2W 1AW 1/2 = 1 - W 1/2AW1/2
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sind dhnlich, also gilt c(M) = 0(My4) = o(Myy).
Da M4 und Myy selbstadjungiert sind, erhalten wir mit Hilfe von Lemma 2.51]

(M) = [M.allz = [AYV*MAT2 ]y = | M]|4,
(Mw) = [M|l2 = W2 MW 2||2 = [ M]|y.

1
o
Mit Hilfe von Lemma [2:4§] folgt aus (2.17)) bereits

0< W 12AW-1/2 < 21,
also nach Lemma auch

c(WY2AW~1/2) C (0,2).
Fiir die Iterationsmatrix M bedeutet diese Inklusion

o(M) = o(Mw) = oI - W '2ZAW1/2) < 1,

also ist ® nach Satz konvergent. Falls (2.I]]) gilt, erhalten wir analog
ocMw) C[1-75,1-aq,

also die Schranke
o(M) = o(Myy) < max{|1 — f],]1 —a}

fiir die Konvergenzrate. [

Dieses allgemeine Kriterium konnen wir nun auf die ungeddmpfte oder gedampfte
Jacobi-Iteration anwenden:

Lemma 2.53 Sei A positiv definit. Falls
0<A<2D

gilt, ist das Jacobi- Verfahren ®3,. konvergent. Falls
2
0<AKL 5D

fiir ein 0 € Rsq gilt, ist das geddmpfte Jacobi- Verfahren ®j,. 9 konvergent.
Es gibt ein Opmax € Rsg so, dass diese Bedingung fiir alle 6 € (0, 0max) gilt.

Beweis. Wir wenden Satz 252 auf N = D~! beziechungsweise N = fD~! an.
Um zu beweisen, dass es einen Dampfungsparameter gibt, der Konvergenz garantiert,
setzen wir

Amax = max{A : A €c(A)}, dpin :=min{D;; : 1 € T}.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Da A positiv definit ist, gilt Apax € Rsg, und D ist ebenfalls positiv definit, also muss
auch dpin € Rso gelten. Wir setzen Opax := 2dmin/Amax und erhalten mit Hilfe von
Lemma [2.49

A 2 2 2
0<AL >\maxI = 2ﬂdminl = 7dminI < D < 7D)
dmin Hmax emax 0
fiir alle 0 € (0, Omax), also ist ®jac 9 konvergent. [

Wir stellen also fest, dass wir die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens fiir jede beliebige
positiv definite Matrix sicherstellen kénnen, indem wir den Dampfungsparameter 6 klein
genug wéhlen.

2.4 GauB-Seidel-lteration

Wir haben bereits gesehen, dass ein gutes Iterationsverfahren zwei Bedingungen erfiillen
muss: Die Matrix N der zweiten Normalform muss effizient berechnet werden kénnen,
und sie muss eine gute Approximation der Inversen von A darstellen.

Das Richardson-Verfahren verwendet #I als Approximation von A~!, das Jacobi-
Verfahren stattdessen D~!, denn die Identitét und die Inversen von Diagonalmatrizen
lassen sich einfach und effizient berechnet. Wir kennen noch weitere Klassen von Matrizen
W, fiir die die Auswertung von W1 effizient durchgefiihrt werden kann, beispielsweise
obere und untere Dreiecksmatrizen.

Das GauB3-Seidel-Verfahren basiert darauf, die Matrix A durch eine untere Dreiecksma-
trix zu approximieren, deren Inverse dann mit Hilfe des Vorwirtseinsetzens ausgewertet
wird. Um iiberhaupt definieren zu kénnen, was eine untere Dreiecksmatrix ist, miissen
wir unsere Indexmenge Z mit einer totalen Ordnung versehen.

Seit:Z — {1,...,n} eine Bijektion mit n := #Z, also eine Numerierung der Index-
menge Z. Wir zerlegen A in die Diagonalmatrix D € KZ*Z, die strikte untere Dreiecks-
matrix E € K2*T und die strikte obere Dreiecksmatrix F € KZ*Z mit

A=D-E-F (2.19)
fiir
Ay falls i = j, .
Dij:{ A=y fiir alle 7,7 € Z,
0 ansonsten

fiir alle 4,5 € Z,
0 ansonsten

B, = {—Aij falls (i) > (4),

— Ay falls (i )5
. _{ ; alls ¢(i) < ¢(4) fiir alle 4,5 € Z.

0 ansonsten

Das Jacobi-Verfahren entspricht der Wahl N := D~! das Gauf-Seidel-Verfahren der
Wahl N := (D - E)~ %
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Definition 2.54 (GauB-Seidel-Iteration) Seien D, E,F € KX*T wie in (Z19) gege-
ben. Sei D invertierbar, also jedes Diagonalelement von A wvon Null verschieden. Das
durch

das(x,b) =x— (D —E) !(Ax — b) fiir alle x,b € K*
gegebene lineare Iterationsverfahren nennen wir die GauB-Seidel-Iteration.

Offenbar ist auch die Gauf-Seidel-Iteration ein konsistentes Iterationsverfahren, das
in der ersten Normalform durch die Matrizen

Mgs:=1-(D-E)'A=(D-E)'F,
Ngs:=(D-E)!
beschrieben wird.

Bevor wir uns der Analyse der Konvergenz des Verfahrens zuwenden, werfen wir
zunéchst einen Blick auf seine praktische Implementierung. Nach Definition gilt A =
D—-E-F, also

Pas(x,b) =x — (D — E) "} (Ax — b)

=x—(D-E)"'(D-E)x+(D-E)'(Fx+b)
=(D—-E) }(Fx+b) fiir alle x, b € KZ.

Die Berechnung von x’ := ®gg(x,b) zerfillt also in zwei Schritte: Zunéichst miissen wir
den Vektor y := Fx + b berechnen, der komponentenweise durch

Yi = bz‘ — Z Ai]‘:l}j firalleteZ
JEL
L(5)>u(i)
gegeben ist, dann miissen wir das Gleichungssystem (D — E)x’ =y durch Vorwirtsein-
setzen 16sen, erhalten also

1

xé:? yi — Z A fiir alle 7 € Z.
(13 jGI
u(5)<e(d)

Indem wir beide Gleichungen kombinieren, erhalten wir

1
T = i b; — Z Ay — Z Ay fiir alle ¢ € Z. (2.20)
) jez jeT
1(7)>(d) u(j)<e(d)

Mit Hilfe dieser Darstellung lasst sich das Gauf3-Seidel-Verfahren besonders einfach im-
plementieren:
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2 Lineare Iterationsverfahren

procedure GaussSeidel(n, ¢, b, var x);
for k:=1ton do

i (k)

y < bi;

for j €7\ {i} do

Yy<—y— Aijxj

end for;

T < y/ A
end for

Abbildung 2.3: Ein Schritt der Gauf3-Seidel-Iteration

Wir nehmen an, dass der Algorithmus zur Durchfithrung eines Iterationsschritts die
alte Iterierte x mit der neuen x’ iiberschreiben soll. Wenn wir die Komponenten von x’
in der durch die Numerierung ¢ gegebenen Reihenfolge ¢:=1(1),:7%(2),...,:7 (n) durch-
laufen, enthalten bei der Berechnung von i € Z die Komponenten x; mit ¢(j) > «(i) noch
die Werte der alten Iterierten, wihrend die Komponenten mit ¢(j) < ¢(i) bereits mit den
neuen iiberschrieben wurden. Der resultierende besonders einfache Algorithmus ist in
Abbildung gegeben. Anders als im Falle des Richardson- und des Jacobi-Verfahrens,
bei denen im Allgemeinen ein Hilfsvektor zur Durchfiihrung eines Iterationsschritts erfor-
derlich ist, kann ein Schritt des GauB-Seidel-Verfahrens ohne Hilfsspeicher durchgefiihrt
werden.

Wenn wir die Gau-Seidel-Iteration auf das zweidimensionale Modellproblem anwen-
den wollen, miissen wir zunéchst eine passende Numerierung festlegen. Eine iibliche Wahl
ist die lexikographische Numerierung, die durch

ux(?) =iy + (iy — 1)N fir alle @ = (iz,4y) € Z

gegeben ist: Jede Zeile des Gitters wird von links nach rechts numeriert, und die Zeilen
werden von unten nach oben numeriert. Der resultierende Algorithmus ist in Abbil-
dung 2.4] angegeben. Wie wir sehen koénnen, tritt die Numerierung ¢ nicht explizit im
Algorithmus auf, sie ist implizit durch die Organisation der Schleifen gegeben.

Wenden wir uns nun der Analyse des Konvergenzverhaltens zu. Wie im Fall des Jacobi-
Verfahrens betrachten wir lediglich den Fall einer positiv definiten Matrix A.

Satz 2.55 (Konvergenz) Sei ® ein lineares konsistentes Iterationsverfahren, und sei-
en M,N € KI*Z die entsprechenden Matrizen der ersten Normalform.
Sei A positiv definit. Falls die Matriz W := N~ die Bedingung
0<A<W+ W (2.21)

erfillt, ist ® konvergent mit
o(M) < M4 < 1.
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procedure GSModell2D(N, b, var x);
h <+ 1/(N +1);
a — 4h72; B —h72;
for iy :=1to N do
for i, :=1to N do
y<b

i iy
if i, > 1 then ® o o o o o
Yy — Bri,—14, 31 36
end if: o e
if 7, < N then e o o o o o
you- Bxizﬂ’iy 109 e o o o o
.end if; 13 14
if iy > 1 then e o o o o o
Yy —BTiyi,—1 T8
d if: e o o o o o
en ; 1 2 3 4 5 6

if iy, < N then
Yy — BTy,
end if;
Tiy iy Y/
end for
end for

Abbildung 2.4: Durchfithrung eines Gauf3-Seidel-Iterationsschritts fiir das zweidimensio-
nale Modellproblem mit lexikographischer Numerierung

Beweis. Wir setzen
My = AYV2MAY2 =1 - AY2NAY2,
Nach Lemma 2:44] gilt
M4 = [AYPMAT2]5 = [Mall2 = o(M;Ma4)'/2,
und mit Hilfe von Lemma [2.4§ erhalten wir

M5My = (I— AYVZN*AY2)(1 - AYV2NAY?)
— T AV2N*AL2 _ AV2NALY2 4 AV2ZNFANAL2
<T— AV2N*AY2 _ AV2NALY2 4 Al/QN*(W 4 W*)NA1/2
ST AVAN*ALZ _ AL2NAY2 £ AV2NAYZ £ AV2NFAL2 Z T
Lemma [2.49] impliziert also o(M*%My) C Roy. Da M¥% My offenbar auch positiv semi-
definit ist, folgt o(M*% M) C [0,1), also |[M]||4 = o(M*M4)"/? < 1. m

Nun kénnen wir das allgemeine Kriterium auf den Fall der Gauf3-Seidel-Iteration an-
wenden:
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2 Lineare Iterationsverfahren

Lemma 2.56 Sei A positiv definit. Dann ist das Gauj$-Seidel- Verfahren konvergent mit
o(Mgs) < [[Mgslla < 1.

Beweis. Nach Definition 2.54] gilt
Ngs = (D -E)™!, Weas =D —E.
Da A selbstadjungiert ist, erhalten wir
A=D-E-E"<2D-E-E*=(D-E)+ (D—-E)" =Wgs + W(g,

so dass wir Satz 2.55] anwenden konnen. ]

Im Gegensatz zum Jacobi-Verfahren wird das Gauf3-Seidel-Verfahren also fiir jede posi-
tiv definite Matrix konvergieren, und es ist nicht erforderlich, einen Dampfungsparameter
einzusetzen.

Wie wir gesehen haben, wird eine Komponente 2 der neuen Iterierten mit der Formel

1
a;; = 714 bz‘ — E Aijmj — E Awa};
v jez jez
¢(7)>e(2) u(3)<u(d)

berechnet. Indem wir mit A;; multiplizieren und die Summen umordnen, erhalten wir

Z Aijl’j + Z Aijx; =b;,
jET jE€T
u(g)>u(4) () <e(d)
also wurde x, gerade so gewihlt, dass das urspriingliche lineare Gleichungssystem in der
i-ten Komponente exakt gelost wird. Anstatt zu versuchen, dass System (1) direkt zu
16sen, 16st das Gauf3-Seidel-Verfahren eine Folge von eindimensionalen Teilproblemen.
Auf #hnlichem Wege ldsst sich nachrechnen, dass fiir das ungeddmpfte Jacobi-

Verfahren die Komponente z; gerade so bestimmt wird, dass

D Aijaj + A = b;
JET\{i}

gilt, auch hier wird das zum Index ¢ gehorende eindimensionale Teilproblem gelost.

Sowohl im Jacobi- als auch im Gaufl-Seidel-Verfahren wird also versucht, einzelne
Freiheitsgrade so zu wéhlen, dass der Fehler lokal minimiert wird. Wenn man das ein-
dimensionale Modellproblem als physikalische Beschreibung einer gespannten Saite in-
terpretiert, approximiert (Ax); gerade die Spannung, unter der der zu i gehdrenden
Gitterpunkt steht. Das Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren berechnen x, gerade so, dass
diese Spannung minimiert wird, sie fiihren also zu einer lokalen Entspannung. Aus die-
sem Grund bezeichnet man Verfahren wie die Jacobi- und Gauf-Seidel-Iterationen auch
als Relazationsverfahren.
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2.5 SOR-Iteration

2.5 SOR-Iteration

Eine Variante der Relaxationsverfahren ist das Uber-Relaxationsverfahren, bei dem die
Diagonale der Matrix A mit einem zusétzlichen Faktor skaliert wird, so dass die von dem
Verfahren durchgefiithrten Korrekturen verstérkt oder abgeschwicht werden konnen:

Definition 2.57 (SOR-Iteration) Seien D, E,F € K2*T wie in (Z.19) gegeben. Sei D
invertierbar, also jedes Diagonalelement von A von Null verschieden, und sei w € Rsg.
Das durch

PsoRw(x,b) =x — (w_lD - E)_I(Ax —Db) fiir alle x,b € K*
gegebene lineare Iterationsverfahren nennen wir die SOR-Iteration.

Die Matrizen der zweiten Normalform sind durch
Msor. ==1— (w™'D —E)'A, Nsorw = (w 'D - E)™!

gegeben. Das SOR-Verfahren sollte nicht mit dem geddmpften Gauf-Seidel-Verfahren
verwechselt werden.

Ahnlich zur Darstellung ([220) kénnen wir auch fiir das SOR-Verfahren eine einfache
Formel zur Berechnung der einzelnen Komponenten des Losungsvektors herleiten: Seien
x,b € K. Fiir X' := ®5oRr (x, b) gilt

X =x—(w!'D-E){(Ax—b)=x— (w!'D-E)"}(Dx - Ex - Fx —b)
=x— (W 'D-E)y ' (w'D-E)x+ (w 'D-E) ! ((w!-1)Dx+Fx+b)
= (D — wE) }((1 — w)Dx + wFx 4 wb),
also konnen wir die Berechnung von x’ wieder in zwei Schritte aufteilen: Zuerst wird

y = (1 —w)Dx+wFx+wb berechnet, dann wird das Gleichungssystem (D —wE)x' =y
durch Vorwértseinsetzen gelost. In Komponentendarstellung erhalten wir

y; = wb; — (w — 1)A“$l —w Z Aijxj fir alle ¢ € Z,
JET
¢(7)>e()

und Vorwiértseinsetzen in D — wE fiihrt zu

1
“ JET
v(g)<e(z)
1
= e wb; — (w — D Ajz, —w Z Aijxj —w Z wa;
i = =~

1(5)>u(7) 1(5)<e(z)
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2 Lineare Iterationsverfahren

procedure SOR(n, ¢, w, b, var x);
for k:=1ton do

i (k)

Yy < bi;

for j €7 do

Yy<—y— Aijxj
end for;
T 4 x; + wy/ A
end for
Abbildung 2.5: Ein Schritt der SOR-Iteration
=T — Ai Z Ajjx; + Z Aijac;- —b; fir alle ¢ € Z,

23 EZ EI

J J
1(g)>e(d) L(F)<e(d)

wir konnen also die Iterierten des SOR-Verfahrens berechnen, indem wir eine Komponen-
te des Iterationsvektors nach der anderen aktualisieren. Der resultierende Algorithmus
findet sich in Abbildung

Lemma 2.58 Sei A positiv definit, und sei w € (0,2). Dann ist das SOR-Verfahren
konvergent mit o(Msorw) < [[Msorwlla < 1.

Beweis. Nach Definition gilt
Ngor = (W'D - E) !, Wsor =w 'D — E.
Da w < 2 gilt, haben wir 2/w > 1, also
A=D-E-E* <20 'D-E-E* = (v 'D-E)+(w 'D-E)* = Wsorw+ Wior .
so dass wir Satz anwenden konnen. [

In der Praxis kann das SOR-Verfahren bei geeigneter Wahl des Parameters w wesent-
lich schneller als das eng verwandte Gaufl-Seidel-Verfahren konvergieren.

Lemma 2.59 Sei A positiv definit und w € (0,2). Dann gilt

2/w—1
M = 1 -
[MsoR,wll \/ |A~1/2Wgor,D~1/2|]3

mit Wsorw = Ngog ., = (1/wD — E). Falls
WsorwD ™ "Wiogr,, < cA (2.22)
fiir ein ¢ € Rxq gilt, folgen

2/w—1

A2 Wgor D22 < ¢, IMsorwlla <4/1-— .
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2.5 SOR-Iteration

Beweis. Wie im Beweis von Satz [2.55] verwenden wir
M,y = Al/QMSOR,wA_l/Q =1 A1/2NSOR,wA1/2-
Aus der Gleichung

1 1 2
A -~ Wsorw —Wiop =D—-E-E"~-D+E—--D+E"= <1—>D.
’ w w w

folgt dann

M5My = (I- AY’Nop ,AY?) (1 - A’ Ngor . A'?)
=1- AY*(Niop,, + Nsorw)AY? + AV N§or ,ANsor,w A2
=1 AY*(N§or .o Wsor.wNsorw + Nsorw Wior wNior o) A
+ AY2NioR , ANgoR oA/
=1+ AY’Niop (A — Wsorw — Wiog ) Nsor A

2 2
- <1 ) > AV2Ni o DNsor A2 =T ( B 1) (XX
w ’ w

mit der Matrix
X = A72Ngdp D72 = AT Wop D7V,

Um die gewiinschte Abschétzung zu erhalten, miissen wir den kleinsten Eigenwert von
(XX*)~! nach unten abschiitzen. Dieser Eigenwert ist gerade

11
o(XX*) [IX[3°

also erhalten wir

2 1
IMsor % = Ml = o(M3M.A) = 1 - ( _ 1> R
i o)X

Das ist die gesuchte obere Schranke fiir die Konvergenzrate.
Jetzt bleibt noch die Abschitzung der Norm zu zeigen. Wir haben

XX* _ A—1/2W80R7WD—lngR’wA—l/Q S CA_1/2AA_1/2 _ CI,

also folgt o(XX*) C [0, ] und damit || X]|3 = o(XX*) < c. ]

Wenn wir schon einen Parameter haben, mit dem wir das Konvergenzverhalten eines
Verfahrens beeinflussen kénnen, sind wir natiirlich daran interessiert, ihn moglichst ge-
schickt zu wihlen, um eine moglichst gute Konvergenzrate zu erhalten. Mit Hilfe der
expliziten Darstellung der Norm der Iterationsmatrix Mgogr, aus Lemma konnen
wir uns diesem Ziel ndhern.
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2 Lineare Iterationsverfahren

Satz 2.60 (Optimierung von w) Seien v,I" € Rog mit

1 1 r
0<D <A, _-D-E|D!(ZD-E*)<-A
2 2 4
gegeben. Dann erfiillt
02 r 2—w 1 1
=—+4+Q+ - Qi=——=———
¢ ol TR 2w w2
die Abschitzung (2.22) und wir erhalten
2Q)
Msorwlla < /1 — . 2.23

Fiir die Wahl wopt := 2/(1 + /A1) nimmt die rechte Seite ihr Minimum an, und zwar

vI- V7
M <y —=.
IMSOR wope |4 < N
Beweis. Wir stellen die Matrix Wsor, in der Form
1 1 1 1 1
Wsorw=-D-E=|——=-]D4+-D-E=0QD+ -D —E
' w w 2 2 2

dar. Fiir die uns interessierende Matrix folgt dann
-1 * 1 _1 1 .
WsorwD ™ Wgor,, = | 2D + §D —-E)|D QD + 5D —-E
2 1 1 % 1 1 1 .
=D+ Q(D-E+-D-E*|+(D-E|D!(-D-E
2 2 2 2
2 2
< Q—A+QA+EA: <Q+Q+F>A_CA7
vy 4 ~ 4

und das ist die gewiinschte Abschéitzung.
Zur Wahl des optimalen Wertes fiir w haben wir also die Aufgabe, den Term

20)
T =G ay

moglichst zu maximieren. Dazu suchen wir nach Nullstellen der Ableitung

(2/y +Q+T/4) —2Q(20 /v + 1)
(Q2/y+Q+T1/4)2 '

f@) =2

Wegen
2(0% /7 +Q+T/4) —2Q02Q/y + 1) = =202 /v +T/2
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2.5 SOR-Iteration

erhalten wir Qqpt = /7I'/2 und das Maximum

24/~T
f(Qopt) = F—E/\’?’T

Durch Einsetzen in die Ungleichung (2.:23]) erhalten wir die gewiinschte Abschitzung,
und indem wir die Gleichung Qqpe = (2 — wopt )/ (2wopt) nach wepe auflosen folgt auch

wopt = 2/(1+ VAT). .

Eine iiberraschende Eigenschaft des SOR-Verfahrens besteht darin, dass es tatséchlich
nicht nur schneller als das Gauf3-Seidel-Verfahren sein kann, sondern dass es sogar eine
bessere Konvergenzordnung erreicht, sofern w korrekt gewihlt wird.

Bemerkung 2.61 (Modellproblem) Wir wenden Satz[2.60 auf das eindimensionale
Modellproblem aus Abschnitt[I.4] an. Dafiir missen wir zundchst v so wihlen, dass

0<7/D<A

gilt. Im Modellproblem gilt D = 2h ™21, und wir wissen aus Lemma[17], dass der kleinste
Eigenwert von A durch Ayin = 4h~2sin(mh/2) gegeben ist. Also ist fiir v < 2sin?(mh/2)
die Ungleichung erfillt.

Auflerdem miissen wir I' so wdhlen, dass

1 1 r
_D-E|D!'(-D-E")<-A
2 2 4
gilt. Da A ein Tridiagonalmatriz ist, konnen wir diese Berechnung explizit durchfiihren:
Es gilt

1 1 -1
1 1 2| -
_D-E|D'(-D-E) = 1
2 2 1
-1 1 1
1 -1
-1 2 -1
—2
:h ‘. <1A7
2 ' -2
-1 2 -1
-1 2

also kénnen wir I' = 2 wdihlen. Nach Satz[2.60 ist dann
2 2 2
w = =~ =
L \2si(nh/2) 1+ /2r%hZ/A 1+ 7h/\2
die beste Wahl des Parameters und fiihrt zu einer Konvergenzrate von
V2 — \/Zsin(rh/2) \/ |, sin(mh/2)

MESOR w14 < = T Y1 Lsin(nh/2)
[MSOR wopt || 4 V2 + V2sin(rh/2) 1+ sin(wh/2)
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2 Lineare Iterationsverfahren

2
mfi—2™ o oo™ (T T,
2 2 2 2

Bei Verwendung von wepy erreicht also das SOR-Verfahren eine Konvergenzrate, die nur
linear in h gegen 1 strebt, wihrend sie sich im Richardson-, Jacobi- und Gauj-Seidel-
Verfahren wie 1 — ch?® wverhilt, wie wir in den ersten beiden Fillen der Formel (1.7)
entnehmen konnen.

FEine kleine Modifikation des Verfahrens, in diesem Fall eine geschickte Skalierung der
Diagonalen, kann also zu einer signifikanten Verbesserung der Effizienz fiihren.

Im allgemeinen Fall ist es schwierig, den Parameter w korrekt zu wahlen, zumindest
sofern man von der Moglichkeit absieht, sich ihm durch geschicktes Ausprobieren an-
zunédhern. Fiir einige wichtige Spezialfille gibt es Techniken, mit denen sich w im Zuge
der Iteration optimieren lésst, allerdings ist das resultierende Verfahren dann keine linea-
re Iteration mehr. Unter diesen Umsténden sind oft die im néchsten Kapitel diskutierten
Kryloft-Verfahren empfehlenswerter.

Bemerkung 2.62 (Parallelisierung) Das Gaufl-Seidel- und erst recht das SOR-
Verfahren konvergieren in der Regel wesentlich schneller als das Jacobi- und das
Richardson-Verfahren. Dieser Vorteil ist eine Folge der Tatsache, dass im Zuge der
beiden erstgenannten Verfahren der Iterationsvektor schrittweise aktualisiert und die ein-
zelnen Korrekturen bereits auf der Grundlage der vorher erfolgten Korrekturen bestimmit
werden, wdhrend die beiden letztgenannten Verfahren alle Korrekturen unabhdngig
voneinander durchfiihren.

Dieser Vorteil kann sich als Nachteil erweisen, wenn ein Iterationsschritt auf einem
Parallelrechner durchgefiithrt werden soll: Werden etwa die Freiheitsgrade lexikographisch
durchlaufen, so basiert die Berechnung von i fiir i = (iz,iy) € Z auf dem Wert von
fir j = (iz — 1,1y), also kann x erst berechnet werden, wenn x; berechnet wurde. Per
Induktion folgt, dass sich weder Gauf-Seidel- noch SOR-Verfahren bei dieser Anordnung
effizient parallelisieren lassen, wdhrend Jacobi- und Richardson-Verfahren sich perfekt
fiir eine Parallelisierung eignen.

Gliicklicherweise lédsst sich die Situation verbessern, indem man auf eine andere Nu-
merierung der Freiheitsgrade zuriickgreift. Eine mogliche Losung fiir das zweidimensio-
nale Modellproblem ist die sogenannte Schachbrett-Numerierung: In Anlehnung an ein
Schachbrett werden die Freiheitsgrade in ,,weifle“ und ,,schwarze“ Felder eingeteilt. Ein
Freiheitsgrad i = (ig,iy) € T ist ,weifl“, falls i, + i, gerade ist, anderenfalls ist er
,schwarz*:

W = {i = (ig,iy) €L : iy + iy ist gerade},
S = {i = (ig,iy) €T : iy + 1y ist ungerade}.

Die Numerierung ¢ wird nun so gewéhlt, dass kleine Zahlen zu Indizes in W und grofie
Zahlen zu Indizes in S gehoren:

(i) < [(N? +1)/2] fir alle i € W,
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2.5 SOR-Iteration

procedure SORModell2D(N, b, var x);

h <+ 1/(N +1);
a — 4h72; B —h72;
for : € W do
SORUpdate(N, b, i, w, «a, 3, x)
end for;
for i € S do
SORUpdate(N, b, i, w, «, (3, x)
end for
end: ® o 0o o o o
’ . 17736 .18
procedure SORUpdate(N, b, i, w, a, (3, var x); N . H . B
Y < bigi, — Qi iy
if i, > 1 then N ° BN ° B ¢
Y <y — Bri,—1, e o o o o o
end if; 7 8 9
. ® o 0o o o o
if i, < N then 99 4 l93 5 o4 ¢
Yy — Briy1, o o o o o o
end if; 1 =19 2 =20~ 3 21

if 7, > 1 then
Yy<—y— 5%’1,@71

end if;

if 7, < N then
Yy — BTiyiy+1

end if;

Tig iy = Tigi, T WY/t

end;

Abbildung 2.6: Durchfiihrung eines SOR-Iterationsschritts fiir das zweidimensionale Mo-
dellproblem mit Schachbrett-Numerierung

(i) > [(N? +1)/2] fiir alle i € S.

Wenn wir den in Abbildung angegebenen Algorithmus auf diese Numerierung an-
wenden, sehen wir, dass zur Berechnung von z) fiir ein i = (iy,4,) € Z aufler i selbst
lediglich die Indizes

{(lm - 1,iy)a (Zm + 1,iy)v (ima Z'y - 1)7 (iwa Z'y + 1)} nZ

herangezogen werden. Falls ¢ € W gilt, sind alle Elemente dieser Menge in S enthalten,
anderenfalls sind sie alle in VW enthalten.

Von dieser Eigenschaft konnen wir profitieren, indem wir die Berechnung der neuen
Iterierten x’ in zwei Phasen aufteilen: Zuerst berechnen wir die Komponenten z fiir
alle ,weiflen“ Indizes ¢ € VW, dann behandeln wir die verbliebenen ,schwarzen“ Indi-
zes i € S§. Da bei der Berechnung der ,weiflen“ Indizes auler dem Diagonalelement
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2 Lineare Iterationsverfahren

nur ,,schwarze“ Indizes verwendet werden, sind die Berechnungen innerhalb der beiden
Phasen voneinander véllig unabhéngig, lassen sich also gut parallelisieren.

Der entsprechende Algorithmus ist in Abbildung angegeben. Um zu betonen, dass
die Berechnungen der ,weiflen“ und ,schwarzen“ Phase unabhéngig sind, verwenden
wir die Notation ¢ € W und ¢ € S in den beiden zentralen Schleifen. Die eigentliche
Berechung einer neuen Komponente 2 ist in eine separate Prozedur ausgelagert, um
den Algorithmus kompakt zu halten.

2.6 Kaczmarz-lteration

Zum Abschluss dieses Kapitels wenden wir uns einem Iterationsverfahren zu, das ge-
geniiber den bisher erwéhnten Methoden den Vorteil bietet, fiir jede reguldre Matrix zu
konvergieren, insbesondere auch fiir die indefiniten Probleme, die den bisherigen Verfah-
ren Schwierigkeiten bereiten konnten.

Lemma besagt, dass das GauB-Seidel-Verfahren fiir positiv definite Matrizen im-
mer konvergiert. Falls A € KZ*7 regulir ist, gilt dasselbe fiir die Adjungierte A*, also
ist die Matrix A := AA* wegen

(Ax,x)s = (A*x, A*X)s = (y,y)2 > 0 fir alle x e K\ {0},y := A"x # 0
positiv definit. Wir untersuchen nun die Gleichung
AX =D
und stellen fest, dass die Losung X € KZ dieses Systems wegen
Ax=AA'R=AX=b

zu einer Losung x := A*X des urspriinglichen Gleichungssystems (1)) fiihrt.

Also konnen wir die Gauf3-Seidel-Iteration auf das modifizierte positiv definite Glei-
chungssystem anwenden und aus der Iterierten X(™ eine Folge von Iterierten x(™ :=
A*X(™) fiir das urspriingliche System (L) gewinnen.

Um eine praktisch brauchbare Darstellung des so definierten Kaczmarz-Verfahrens zu
gewinnen, nehmen wir zur Vereinfachung an, dass Z = {1,...,n} gilt. Die Formel (2.20)
ist fiir X und A #quivalent zu

—_

T; =7 h E A + E Azjxj b;
w JET JET

v(3)2e(?) u(5)<e(d)

Wir fithren fiir jedes ¢ € Z den durch

; fir alle j € Z

-~/

z; sonst

4»2{@ falls j > 4,
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procedure Kaczmarz(n, ¢, b, var x);
for k:=1ton do

i (k)
KaczmarzUpdate(n, b, i, x);
end for
end;
procedure KaczmarzUpdate(n, b, i, var x);
Yy < bi;
a <+ 0;
for j €7 do
y <y — Aijzy;
a < a+ A}
end for;
y < y/a;
for j €7 do
Tj x5+ Aijy
end for
end

Abbildung 2.7: Ein Schritt der Kaczmarz-Iteration

gegebenen Hilfsvektor X € KZ ein, mit dem sich die Gleichung in der Form

—_
—_

z =i - i Yo Aygi+ Y Ay@ b | =3i- T((Kﬁ(i))i — bi)
i JET JET it
1(3)>e(3) (5)<e(d)

darstellen lisst. Mit dem i-ten kanonischen Einheitsvektor e e KZ gilt also
) = 200 _ oL (Ag), —py).

Unser eigentliches Interesse gilt nicht X, sondern x = A*X, also definieren wir a(® :=
A*el und x() := A*X(® und erhalten

Aii
. 1 .
= x® _ 5 (Ax®); — b,
x a . x\"); —b; ) .
[ExAE: ( )

Nach Definition gelten x) = x und x("*t1) = x/, wir kénnen also die neue Iterierte

berechnen, indem wir der Reihe nach die Zwischenergebnisse x@, ..., x("*t1) bestimmen.
Indem wir b = Ax* ausnutzen, erhalten wir fiir einen Einzelschritt die Darstellung

A , L1 . A L1 ) A

(i+1) _ () _ 400 A® —x1)) = x@ 2@ o) Ax) _ x*))

X X a . X X X a . e, X X 2
la® |13 ( ) la® 113
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2 Lineare Iterationsverfahren

(A% (x) — x))y = xO) — al) 115 0 _ ),

— x(@® _ 5@
=X a -
lat®13

la®]3

jeder Einzelschritt berechnet also die orthogonale Projektion des Fehlers x(¥) —x* auf den
von a9 aufgespannten eindimensionalen Teilraum und subtrahiert sie von der aktuellen
Iterierten. Dadurch wird dafiir gesorgt, dass der Fehler der neuen Iterierten senkrecht
auf a(® steht, also optimal beziiglich dieses eindimensionalen Unterraums ist.

Da a(® gemiB

ay) = (A*e(z))j = ZA]C](S’L]C = A,‘j
kel
gerade der i-ten Zeile von A entspricht, lassen sich die einzelnen Berechnungsschritte
sehr effizient durchfiihren, falls, wie im Modellproblem, die meisten Eintréige einer Zeile
gleich Null sind.

Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung 2.7 zusammengefasst. Da bei géngi-
gen Speicherformaten fiir schwachbesetzte Matrizen der Zugriff auf eine Zeile der Matrix
wesentlich effizienter als der Zugriff auf eine Spalte ist, ist der Algorithmus hier so for-
muliert, dass die Matrixeintrige ausschliellich zeilenweise durchlaufen werden.

Die Hauptprozedur ,,Kaczmarz*“ enthélt lediglich eine Schleife {iber alle Freiheitsgrade,
die eigentliche Arbeit leistet die Unterprozedur ,,KaczmarzUpdate“, die zunichst die
Werte y = b; — (Ax); und a = |[a®||3 berechnet und dann den Vektor x aktualisiert.
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3 Semiiterative und
Krylow-Raum-Verfahren

Bisher haben wir uns lediglich fiir das gerade aktuelle Element der Folgen der Iterierten
interessiert, also im m-ten Schritt eines Iterationsverfahrens fiir x(™). Wir werden jetzt
Verfahren untersuchen, bei denen alle Tterierten x(©, ... x(™) in die Berechnung einer
verbesserten Approximation y(™) der Losung einflieBen kénnen. Erfreulicherweise stellt
sich heraus, dass die so konstruierten semiiterativen Verfahren &hnlich effizient wie die
bisher untersuchten iterativen Verfahren implementiert werden kénnen, aber zum Teil
deutlich bessere Konvergenzeigenschaften besitzen.

3.1 Allgemeine lineare semiiterative Verfahren

Die Idee eines semiiterativen Verfahrens besteht darin, aus den im m-ten Schritt ei-
nes iterativen Verfahrens zur Verfiigung stehenden Iterierten x(9), ..., x("™) einen Vektor
y(™) e KZ zu bestimmen, der méglichst nahe an der Losung des Gleichungssystems ()}
liegt.

Definition 3.1 (Semiiteration) FEine Abbildung

o Y ®H)mH | - KE

meENg

bezeichnen wir als Semiiteration oder als semiiteratives Verfahren.

Fiir eine Folge (x(m))meNO von Iterierten eines der bisher eingefiihrten Verfahren de-
finiert eine Semiiteration Y die durch

y™ =50, .. xM) fiir alle m € Ny (3.1)

gegebene Folge (y(™),,cn, von , Semiiterierten®.

Ein lineares Verfahren haben wir als konsistent bezeichnet, falls die Losung des li-
nearen Gleichungssystems ein Fixpunkt des Verfahrens ist, die entsprechende Folge der
Iterierten also konstant ist. Natiirlich erwarten wir von einem sinnvollen semiiterativen
Verfahren, dass es in diesem Fall ebenfalls die Losung berechnet.

Definition 3.2 (Konsistenz) FEin Semiiterationsverfahren ¥ heifst konsistent, falls

Y(x,...,x)=x fiir alle x € KX, m € Ny
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

erfillt ist.

Wie bereits im vorangehenden Kapitel sind wir vor allem an linearen semiiterativen
Verfahren interessiert:

Definition 3.3 (Lineare Semiiteration) Eine Semiiteration ¥ heifit linear, falls es
fiir jedes m € No Koeffizienten Gém), . ,ng) € K so gibt, dass

E(X(O), ... ,X(m)) = Gém)x(o) + ...+ 9%”)X(m) fiir alle x© . xM e KT gilt.

Im Falle eines linearen Iterationsverfahrens konnten wir die Konsistenz des Verfah-
rens mit Hilfe einer einfachen Formel (vgl. Lemma [20) charakterisieren. Fiir lineare
Semiiterationen ist es ebenfalls moglich, die Konsistenz einfach zu beschreiben:

Lemma 3.4 Sei X eine durch die Koeffizienten (Hgm))mergm beschriebene lineare Se-
miiteration. > ist genau dann konsistent, wenn fir alle m € Ny die Gleichung Hém) +

05 =1 gt
Beweis. Sei zunichst ¥ konsistent, und seien x € KZ \ {0} und m € Ny. Dann gilt

x=X(x,...,X) zﬁém)x—l—...—i—@,(gl)x: (Qém)+_.,+97(gn))x‘
———
E(KZ)W+1

Wegen x # 0 folgt daraus Gém) +...+ OSZL ) = 1. Der Rest des Beweises ist trivial. [

Um herauszufinden, welche Semiiterationen besonders giinstig sind, benttigen wir eine
Darstellung des Fehlers. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Semiiteration
auf einem konvergenten Iterationsverfahren aufsetzt:

Lemma 3.5 Sei ® ein lineares Iterationsverfahren, gegeben durch die Matrizen M, N €
KZ*T der ersten Normalform. Sei ¥ eine konsistente lineare Semiiteration, gegeben durch
die Koeffizienten (QZ(m))meNo,z‘gw

Sei b € K, und sei x* € KX ein Fizpunkt von ® zu b. Sei (x'™).en, eine Folge
von ITterierten von ® zu einem Startvektor x(0). Sei (y(™),en, die durch (31) gegebene
Folge von Semiiterierten und y* := x*. Dann gilt

y™ — y* = pp(M) (y(o) - y*> fiir alle m € Ny

mit den durch

Pm () == Ze@m)gf fiir alle m € Ny, £ € K
=0

gegebenen Polynomen py,.
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3.1 Allgemeine lineare semiiterative Verfahren

Beweis. Da @ linear ist, gilt

x(MtD) _ x* = (x(™) b) — d(x*,b)
= Mx™ + Nb — Mx* — Nb = M(x™ —x*) fiir alle m € Ny,

und wir erhalten
x(M — x* = MM (% — x*) fiir alle m € Ny.

Sei m € Ny. Da X konsistent ist, folgt aus Lemma [3.4] die Gleichung

y(m) _ y* _ i gém)x(f) oyt = i Hém)x(é) _ i eém)x*
(=0 /=0 =0
— - M) (0 _ ) — S oMM (x© _
Do () = oM (< )
= Z gém)Mf <y(0) _ y*> _ pm(M) (y(O) o y*) ,
¢=0
die zu beweisen war. -

Offenbar ist eine lineare Semiiteration genau dann konsistent, wenn

pn() =0 =1 fiir alle m € Ny
=0

gilt, wenn also 1 ein Fixpunkt aller Polynome p,, ist.

Fiir die triviale Wahl p,,(¢) = €™, also 60 = ... = 6™, = 0 und 657" = 1, erhalten
wir eine konsistente Semiiteration, bei der die Semiiterierten gerade den Iterierten der
zugrundeliegenden linearen Iteration entsprechen, wir kénnen also erwarten, dass eine
gut konstruierte Semiiteration nicht schlechter als das zugrundeliegende Verfahren ist.

Wenden wir uns nun der Frage zu, wie wir die Polynome p,, wihlen miissen, um
den Fehler moglichst schnell zu minimieren. Ideal wire es, wenn wir die Koeffizienten

H(Sm), ey 05,2” ) 50 wiihlen konnen, dass die Norm

Iy ™ = y*|| = [|pm (M) (x© — x*)|

minimiert wird. In diesem Fall miissten die Koeffizienten vom Startvektor x(
der rechten Seite b abhéingig gewéhlt werden, wodurch die Analyse verkompliziert wird.
Einfacher ist es, die induzierte Matrixnorm zu minimieren: Wegen Lemma 2.13] gilt

9 und von

Iy =] = (M) (@ — x)]| < [l (M| [x© — "] (3.2)

also kénnten wir nach Polynomen suchen, die die Norm ||p,,(M)|| minimieren. Der Satz
von Cayley-Hamilton legt nahe, dass eine gut konstruierte lineare Semiiteration spéte-
stens nach m = n = #Z Schritten die exakte Losung y("™) = x* berechnen sollte, denn
das charakteristische Polynom pys erfiillt pps(M) = 0 und hat die Ordnung n.
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

3.2 Tschebyscheff-Semiiteration

Im Allgemeinen lassen sich Polynome von Matrizen nur schwer handhaben, also wiirden
wir uns gerne auf Eigenwerte beschréanken. Wir wissen aus dem letzten Kapitel bereits,
wie sich dieses Ziel erreichen ldsst: Wir nehmen an, dass A und N positiv definit sind
und betrachten die Energienorm des Fehlers. Dank Lemma .57 gilt

[P (M)[[4 = | A 2py (M) A=Y2]]5 = Z@“” A1 - NA) A
2
Z A1/2NA1/2)@
=0 2

= 0(pm (I — AV2NAY2)) = max{|pm(N)| : A€ o(I—AY2NAY?)}
= max{|[pm(A)| : A€ c(I—-NA)} = max{|pn(N)| : Aea(M)}, (3.3)

also brauchen wir ,nur“ ein Polynom p,, zu finden, dass einerseits p,,(1) = 1 erfiillt und
andererseits auf dem Spektrum der Iterationsmatrix M moglichst kleine Werte annimmt.

Aus unseren Annahmen folgt bereits, dass das Spektrum von M eine Teilmenge von
R ist, und da es diskret ist, gibt es ein Intervall [a,b] C R derart, dass (M) C [a, b] gilt.
Wenn wir ein Polynom p,, finden kénnen, das auf [a, b] besonders kleine Werte annimmt,
wird es auch auf o(IM) besonders kleine Werte annehmen, also werden auch ||p,,(IM)|| 4
und der Fehler der m-ten Semiiterierten klein sein.

Falls ® ein konvergentes Verfahren ist, gilt (M) C (—1,1), wir konnen also [a,b] C
(—1,1) wahlen und miissen ein Polynom p,, mit Grad < m finden, das p,(1) = 1
erfiillt und auf [a,b] C (—1,1) moglichst kleine Werte annimmt. Diese Aufgabe 16sen die
Tschebyscheff-Polynome:

Definition 3.6 (Tschebyscheff-Polynome) Die Tschebyscheff-Polynome 7T, sind
fir alle m € Ny durch die Rekursion

TO(f) = 1a
Ti(§) =&,
Tm(&) = 2£Tmfl(f) - Tmf2(§) fir alle ¢ € K

definiert. Das Tschebyscheff-Polynom T, hat den Grad m.

Bevor wir diese Polynome zur Losung unserer Minimierungsaufgabe verwenden
konnen, miissen wir einige ihrer wichtigsten Figenschaften zusammentragen:

Lemma 3.7 FEs gilt
T (&) = cos(marccos(§)) fir alle m € No, & € [—1,1]. (3.4)

Seim € Ng und £y € R<1. Sei g ein Polynom mit Grad < m, das

sup{lq(&)] : €€ [-1,1]} <sup{|Twm(S)] = €€ [-1,1]}, &) = Tm(é0)  (3:5)
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3.2 Tschebyscheff-Semiiteration

Abbildung 3.1: Tschebyscheff-Polynome Ty,. .., T}

erfillt. Dann gilt ¢ = Thy,, also sind die Tschebyscheff-Polynome in diesem Sinne die
Lésung einer Minimierungsaufgabe.

Beweis. Wir definieren fiir alle m € Ny die Funktion C,, durch
Cn (&) = cos(m arccos(§)) fiir alle & € [—1,1]

und miissen nun nachweisen, dass Cy,(§) = T,,(§) fir alle £ € [—1, 1] gilt.
Sei & € [—1, 1]. Wir gehen induktiv vor: Offenbar gelten Cy = T und C; = T3.
Sei nun m € N>g so gewdhlt, dass Cy(§) = Typ(€) fur alle £ < m gilt. Sei ¢ € R mit
cos ¢ = & fixiert. Es gilt
cos(mep) + cos((m — 2)¢) = cos((m — 1)p + @) + cos((m — 1) — ¢)
— cos((m — 1)) cos(p) + sin((m — 1)) sin()
+eos((m — 1)) cos() + sin((m — 1)) sin( )
= 2cos(p) cos((m — 1)p)

infolge des Additionstheorems cos(z + y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y), also auch

C (&) = cos(m arccos(§)) = cos(mep) = 2cos(p) cos((m — 1)p) — cos((m — 2)p)
= 2€ cos((m — 1) arccos(§)) — cos((m — 2) arccos(§)) = 26Cn—1(§) — Cr—2(&).

Nach Induktionsvoraussetzung gelten Cy,—1(§) = Tn—1(§) und Cp—2(§) = Trn—2(§), also
erhalten wir

Cin(§) = 26C-1(§) — Crn—2(§) = 2§Tim-1(§) — Tm—2(§) = Trn(§)
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

mit Hilfe der rekursiven Definition von T,,,. Damit ist (3.4]) bewiesen.
Wenden wir uns nun dem Beweis der Minimalitétseigenschaft zu. Sei ¢ ein Polynom
mit Grad < m, dass (3.0)) erfiillt. Wir definieren die Punkte (¢, )] durch

¢y = cos(m — mv/m) fir alle v € {0,...,m}
und stellen fest, dass

Tin(C) = Tin(cos(m — mv/m)) = cos(mm — mmv/m)
= cos(m(m —v)) = (-1)"7" fir alle v € {0,...,m}

gilt. Geméfl unsere Voraussetzung muss ¢(¢,) < 1 = T,,(¢,) fiir gerades m — v und
q(¢y) > —1 =T,,(¢,) fiir ungerades m — v gelten, also gilt fiir r := T, — ¢ gerade

r(¢,) >0 fir alle v € {0,...,m} mit geradem m — v,

r(¢,) <0 fiir alle v € {0, ..., m} mit ungeradem m — v.

Nach dem Zwischenwertsatz muss also in jedem Intervall [(,_1,(,] eine Nullstelle von
r liegen. Sollten die Nullstellen in [(,—1,¢,] und [(,, (y+1] in ¢, zusammenfallen, muss
entweder 1/(¢,) = 0 gelten, ¢, also eine doppelte Nullstelle sein, oder es muss noch eine
weitere Nullstelle in einem der angrenzenden Intervalle geben.

Wenn wir die Nullstellen nach ihrer Vielfachheit zéhlen, erhalten wir also mindestens
m Nullstellen von r in [—1,1]. Nach unserer Voraussetzung ist £, € Rs; eine weite-
re Nullstelle, also ist r ein Polynom vom Grad m mit m + 1 Nullstellen. Nach dem
Identitétssatz fiir Polynome folgt » = 0, also ¢ = T,,. [

Wir sind nicht an einem Polynom interessiert, dass auf [—1,1] minimal ist, unser
Interesse gilt dem Intervall [a, b], also miissen wir das Tschebyscheff-Polynom T, geeignet
transformieren: Die Abbildung
£ 26 —a—>

b—a
bildet a auf —1 und b auf 1 ab, muss also infolge ihrer Linearitét das Intervall [a, b]
bijektiv auf [—1, 1] abbilden. Also kénnen wir das gewiinschte Polynom durch

1 26—a—> .

definieren. Die Konstante C), benutzen wir, um sicherzustellen, dass die Konsistenzbe-
dingung p,,(1) =1 gilt:

b—a

Nach Lemma 3.7 gilt |77,(£)| < 1 fiir € € [—1, 1], also folgt |pm(&)| < 1/Cy, fiir € € [a, b].
Wenn ¢ ein weiteres Polynom vom Grad < m mit ¢(1) = 1 ist, kénnen wir durch
Riicktransformation das Polynom

2—a—b
C, =T, (“) fiir alle m € No.

R e
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3.2 Tschebyscheff-Semiiteration

mit Grad < m definieren und erhalten
. [(2—a—-0b Cnm,
Q(€0) =4q - Cm (1) = Cm = mp(l) = Tm(&)) = Tm(fO)
b —a Cm
fiir den Punkt

2—a—0» b—a+2-2b 1-0b
— — =14+2—— >1 3.7
Lo b—a b—a + b—a> ’ (3.7)

also impliziert die Minimalitidtseigenschaft (B.5]) bereits
sup{q(§) : € [-1,1]} = sup{Tin(§) : £ € [-1,1]},

also auch

sup{q(§) : € € [a,b]} > sup{pm(§) : § € [a,b]},

somit ist p,, die optimale Wahl und 1/C,,, die bestmogliche Schranke auf dem fiir uns
relevanten Intervall [a, b].

Um abschétzen zu koénnen, wie sich die Schranke 1/Cy, verhélt, verwenden wir eine
weitere alternative Darstellung von T,,:

Lemma 3.8 Seien a,b € R mita < b < 1. Es gilt

To(€) = % <(£ + \/527—1)”1 + (5 r/e— 1>_m) fiir alle m € No, € € K.

Daraus folgt insbesondere

1 2c™ m .
?:WS2C f'm’allemGNO
m

fiir die Konstanten

VE—1 l1—a
= = R<g. 3.8
c \/E‘f’l’ K 1—b€ >0 ( )

Beweis. Es geniigt, die erste Gleichung fiir £ € [—1, 1] nachzuweisen, da T, als Polynom
insbesondere holomorph ist.
Sei also & € [—1,1] und ¢ € [0, 7] mit & = cos(¢). Nach Lemma B.7] gilt

Tou(€) = cos(mip) = £ (% 4 ¢=7%) =

: (€)™ + (¢9) ™),

N =

und wir kénnen wegen sin(¢) > 0 den Term €% als

e’ = cos(ip) +isin(p) = cos(p) +iy/1 —cos?(p) = E4+i/1 -2 =6+ /€2 -1
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren
darstellen. Damit erhalten wir die gewiinschte Darstellung
1 2 " 2 -
Tn(©) =5 ((e+VE@-1) +(¢+vE@-1) ).
Fiir §o:= (2 —a —b)/(b— a) gelten wegen (B.7)

1—-b\? 1—-b  (1-0b)?
2
& <+ b_@) T T e

(1—0b)(b—a)+ (1—0b)? _4(1—b)(1—a)

- (b —a)? T (b—a)? >0,
bo+/G 1= (1_a2jél_b)+2\/1;f\:1—b: (\/1—%4:;/1—8))2

e (12 i (e )
() () (-0 ()
(14 1/k)? CI+1Ve VEHL O
A+ VRO -1V 11k Va-1 ¢

also erhalten wir

1 2 2™

— = < 2™
C, c™m4cm 14c2m — €

und das ist die zu beweisende Abschétzung. ]

Natiirlich ist unser Ansatz nur dann effizient, wenn sich auch die Semiiterierten y("™
effizient berechnen lassen.

Sei @ ein lineares Iterationsverfahren. Sei b € KZ eine rechte Seite, x(©) € KZ ein
Startvektor, und (x(m))meNO die zugehorige Folge von Iterierten.

Fiir jedes Polynom p mit der Darstellung

p(§) =) 0" fiir alle € € K
=0
definieren wir die entsprechende Semiiterierte durch

yP = Z 9,x9.
=0

Fiir diese Semiiterierten gelten Rechenregeln, die es uns erméglichen werden, die rekur-
sive Definition auf die Konstruktion eines effizienten semiiterativen Verfahrens zu
iibertragen:
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3.2 Tschebyscheff-Semiiteration

Lemma 3.9 Seien p und q Polynome, und sei a € K. Dann gilt
yp+o<q — yp + ayq.
Falls die Gleichung

p(§) = &q(§) fiir alle € € K

erfillt ist, gilt
y’ = 2(y%b).

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei der Grad m von p nicht kleiner als
der Grad von ¢. Dann gibt es Koeffizienten (6;)}", und (w)}>, mit

= 0, q(6) =D wit’ fiir alle ¢ € K,
=0 o=
und wir erhalten
(p+ aq)( Z (0r + awy)é fir alle £ € K,
(=0
also auch
(=0 =0 =0

Damit ist die erste Aussage bewiesen.
Gelte nun p(§) = £q(&) fiir alle £ € K. Daraus folgt

m—+1

p(€) gzw Zw&“l > wiad,
/=1

also per Koeffizientenvergleich

0 falls £ = 0
eg:{ A ’ fiir alle £ € {0,...,m}.

wy—1 ansonsten

Da der Grad von p nur m betragt, muss w,, = 0 gelten.
Definition und die Linearitdt von ® ergeben

,_.

m—

w€_1X ng 1P(x (e-1) wed(x
=0

wed(x),b) = @ <Z wex?), b) = &(y’,b),
(=0

ol

yp

~
Il
—

I
NE

~
Il
o
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

also die gewiinschte Aussage. [

Nun wenden wir diese Rechenregeln auf die transformierten Tschebyscheff-Polynome

pm an. Nach Definition gilt
2—a-—1b 2—a—0»
Co=1, C= % Cy = 2%0,”_1 — Cp_s  fiir alle m € Noo,
—a —a =

und geméf der Formel (B.6]) erhalten wir
1 26—a—0
po(§) = =-To <§> =1,

Co b—a
n©=gn (50 = S
Pm(§) = Clme (%b__aa_b)
=g (5 (52) e (527)
= (O - 2 pna(®) furalle g€ Kome Noa

Mit Hilfe von Lemma B.9 kénnen nun die Semiiterierten gem#fl der Formeln

y? =xO, (3.9a)
1 2 1 a+b
ok S s A met A (3.9)
Con1 4 B Con12(a+b) 11 Como
(m) _ Zm—1 _F p(ym-D) p) I 1a\@TY) (m—1) _ ~Ym—=2_(m-2)
Y C b—atW P =T m Y Cr ~ (3.9¢)

fiir alle m € N>y berechnet werden.

Damit ist unser Ziel erreicht: Die neue Semiiterierte y(™) kann aus den beiden unmit-
telbar vorangehenden Semiiterierten y(™ 1) und y(™=2) berechnet werden, es ist nicht
erforderlich, alle Iterierten x(©, ..., x(™ e KT abzuspeichern.

Definition 3.10 (Tschebyscheff-Semiiteration) Sei ® ein lineares Iterationsverfah-
ren mit der Iterationsmatriz M € KI*Z | und seien a,b € R mit a < b < 1 so gegeben,
dass o(M) C [a,b] gilt.

Dann definiert (3.9) eine konsistente lineare Semiiteration, die die Tschebyscheff-
Semiiteration genannt wird.

Indem wir Lemma [B.8 mit der in Lemma bereits bewiesenen Schranke

Iy = y* 4 < [P ) ally©@ — y*[l4 < max{p,(X) : A€ [a, 8]} [y — y*||a

1 .
= Cf”)’(o) -y ”A

fiir den Fehler der Semiiterierten kombinieren, erhalten wir die folgende Abschétzung
fiir den Iterationsfehler.
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3.2 Tschebyscheff-Semiiteration

Satz 3.11 (Konvergenz) Sei ® ein lineares Iterationsverfahren, gegeben durch die Ma-
trizen M,N € KZ*T der ersten Normalform. Seien A und N positiv definit, und seien
a,be R mita <b<1undo(M) C [a,b]. Dann gilt

m

ly™ = y*|la < Iy =yl fir alle m € Ny

¢
1+ ¢2m
mit der in (3.8) definierten Konstanten c.

Beweis. Wir kombinieren Lemma B.8 mit ([8.2]) und B33)). |

Wir wenden diese Abschitzung nun auf das optimal geddmpfte Richardson-Verfahren
an: Sei A positiv definit, und seinen «, 8 € R~ der minimale und maximale Eigenwert.
Nach Bemerkung 2.31] ist das Richardson-Verfahren konvergent fiir Oop == 2/(8 + «)
und erfiillt

8 —a
0(MRich,0op;) < 5o
also gilt o0(MRich,6,,;) C [a,b] fiir
a—p B p—a o
a:= —1-2 <1, b= —1-2 <1
B+« B+« B+« B+ a

Wenn wir p,, fiir dieses Intervall konstruieren, erhalten wir aus Lemma [B.§ die
Abschétzung

1 2c™
lPm (MRich,gope )[4 = oo =1 +002m < 2c™
mit
oo 1ma_(ft+a)-(a-p) B+a _B
C1-b B+a (B+a)+(a=B) o

p_VE-1 _Bla—1_VB-\a
CVEHL (/Bla+1 VB4

minimaler und maximaler Eigenwert gehen also bei der Abschétzung des Iterationsfehlers

nur noch iiber die Wurzel ein.
Fiir das Modellproblem bei grofler Problemdimension, also kleinem Gitterparameter
h, bedeutet das, dass der Fehler in einem Schritt ungefihr um den Faktor

VB —+a _ 2htcos(nh/2) =2k~ sin(xh/2)) 2ht—mw o 2m N
VB++a  2h~Llcos(th/2) 4+ 2h~lsin(zh/2)) ~ 2h~l 47w oh—l4+m "~
reduziert wird, wihrend im urspriinglichen Verfahren nur der Faktor
B—a  4h™2cos?*(rh/2) — 4h~?sin®(wh/2) N 4h~2 — 7% 1— 272 ~ 1—12h? )2
B+a  4h~2cos(wh/2) + 4h~2sin®(wh/2)  4h=2+4 w2 4h-24 72

zu erwarten ist. Fiir grofle Probleme kann das Tschebyscheff-Verfahren also die
Richardson-Iteration wesentlich beschleunigen.
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

procedure Tschebyscheff(a, b, ®, b, var x);
&+ 555
Cr+ 1; y — x;
Co < &o;
x + ®(y’, b);
2 +b .
X< a@imaX ~ Gy
while Fehler zu grofl do

Oy + Ch; y' <y

C1 « Cy; y — x;

Co + 2§C1 — Co;

x + O(y',b);

oy g
end while

Abbildung 3.2: Tschebyscheff-Semiiteration

Ein Beispiel fiir eine sinnvolle Implementierung des Verfahrens ist in Abbildung
angegeben: Die Koeffizienten C),_2, C,,—1 und C), werden in den Variablen C5, C7 und
Cy gespeichert, die Vektoren y(™=2) y(m=1 ynd y(™ in y” y’ und x. Eine elegan-
tere Implementierung wiirde die Koeffizienten und die Vektoren nicht in jedem Schritt
kopieren, sondern zyklisch iiberschreiben: Die Semiiterierte y(®) wiirde das nicht mehr
benstigte y(©) ersetzen, y® dann y(*) und so weiter.

Fiir einen Durchlauf der Schleife werden lediglich ein Iterationsschritt, zwei Kopier-
vorgédnge und die Berechnung einer Linearkombination von drei Vektoren benétigt, also
ist die Tschebyscheff-Semiiteration in der hier diskutierten Form effizient durchfiihrbar.

Bei Verfahren in der zweiten Normalform wird in jedem Schleifendurchgang der Defekt
d := Ax — b berechnet. Es bietet sich an, ||d||2 oder |Nd||; als Grundlage fiir das
Abbruchkriterium der Schleife zu verwenden: Falls ||d||2 klein ist, diirfte auch ||[x—x*||2 =
|A~td|]2 < [|A7Y2]|d||2 klein sein. Fiir den priikonditionierten Defekt INd lisst sich eine
ghnliche Abschitzung beweisen.

Bemerkung 3.12 Um Fehler bei der Implementierung des Tschebyscheff-Verfahrens,
insbesondere bei der Berechnung der Koeffizienten der Linearkombinationen, zu vermei-
den, ist es nitzlich, zu wissen, dass diese Koeffizienten jeweils die Summe 1 ergeben:
Fiir m = 0 ist die Aussage trivial, fir m =1 gilt

1 2 latb 12-a—-b

— - — = — 1
C’lb—a C’lb—a Cl b—a ’
und fiir m > 2 haben wir
4C,.— Cr—12 b 2—a-0»
L_ ! (a i ) - Cm—? - 2C'm—l a Cm—? = Cmv
b—a b—a b—a
also auch
Cm—l 4 . Cm—l 2(b+ CL) _ Cm_z -1

Cn b—a Cpn b—ua Crm
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3.3 Gradientenverfahren

Das Tschebyscheff-Verfahren fiithrt zwar zu einer Verbesserung der Konvergenz, erfordert
aber die Kenntnis guter Schranken fiir das Spektrum der Iterationsmatrix M. Bei allge-
meinen Anwendungen kann es sich als schwierig erweisen, diese Schranken herzuleiten.

Deshalb werden wir nun unsere Aufmerksamkeit auf Verfahren richten, bei der keine
Parameter a priori gewéhlt werden miissen.

Wir untersuchen zuerst das Gradientenverfahren, das eng mit der Richardson-Iteration
verwandt ist. Die Grundidee dieses Verfahrens besteht darin, das Losen des Gleichungs-
systems (IL1]) als Minimierungsproblem zu formulieren, um neue Techniken zum Einsatz
bringen zu kénnen.

Sei A positiv definit. Wir definieren das quadratische Funktional

1
f: K 5 R, X 5<Ax,x>2 — Re(b, x)o,

und wollen eine Beziehung zwischen seinem Minimum und der Loésung eines linearen
Gleichungssystems herstellen. Man beachte, dass aus der Selbstadjungiertheit der Matrix
A die Gleichung

(Ax,x)9 = (x, A™x)s = (x, Ax)y = (AX,X)s

folgt, so dass der erste Summand in der Definition der Funktion f nur reelle Werte
annehmen kann und die Funktion somit wohldefiniert ist.

Lemma 3.13 (Minimierung) Seien x,p € KX. Dann gilt die Minimalititsbedingung
f(x) < f(x+ Ap) fiir alle A € K (3.10)

genau dann, wenn
(Ax —b,p)2 =0 (3.11)

erfillt ist. Insbesondere ist x genau dann ein globales Minimum der Funktion f, wenn
es das lineare Gleichungssystem (11]) ldst.

Beweis. Wir berechnen zunéchst

1
f(x+Ap) = §<Ax + Ap,x + Ap)2 — Re(b, x + Ap)2

1 A A A
§<AX,X>2 + §<AX, P)2 + §<AP>X>2 + ’2’
— Re(b,x)2 — Re A(b, p)2

(Ap,p)2

N~ 2
= f(x) + A(Ax, p)2 + é<Ax,p)2 + |)\2‘<Ap,p)2 — Re A(b,p)2

2 2
2
— 7(x) + Re A(Ax,p)2 ~ ReA(b.p)a + - (Ap.p)s
2
— f(x) + ReA(Ax — b, p)s + 2 (Ap, pla. (3.12)

2
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

Falls nun (B.I7]) gilt, folgt aus dieser Gleichung direkt f(x + Ap) > f(x), also (3.10).
Gelte nun (B.I0). Fiir p = 0 ist die Aussage trivial, also nehmen wir nun p # 0 an
und wéhlen

(Ax — b, p)2
(Ap,p)2

Da A positiv definit ist, ist der Nenner ungleich null und A somit wohldefiniert. Aus

(312) folgt dann

A= —

_ (Ax —b,p)2 [(Ax — b, p)a|?
f(x+Ap) = f(x) — Re W(Ax—b,ph—i— 2(Ap.p)2 (Ap,p)2
_ f(X) _ ’<AX B bap>2‘2 |<AX - b>p>2’2 _ f(X) _ ‘(AX - b7p>2|2
(Ap,p)3 2(Ap,p)3 2(Ap,p)3
(3.13)

Aus der Minimalitétsbedingung ([B.I0) ergibt sich so

[(Ax — b, p)s|?
2(Ap,p);

also insbesondere auch (BIT]).
Falls x € K? eine Losung des Gleichungssystems (L)) ist, gilt (3.11)) fiir alle p € K7,
und wir haben soeben gezeigt, dass das globale Minimalitét impliziert.
Falls umgekehrt (311 fiir alle p € K” gilt, konnen wir p = Ax — b einsetzen und
erhalten
0= (Ax — b,p)2 = (Ax — b, Ax — b), = |Ax — b|}3,

also insbesondere Ax = b. ]

Unser Ziel sollte es nun also sein, die Funktion f zu minimieren. Ein naheliegender
Ansatz besteht darin, eine Suchrichtung p € K%\ {0} zu withlen, die zu einer moglichst
schnellen Reduktion des Funktionswerts fithrt. An der Gleichung ([B.I3]) konnen wir ab-
lesen, dass es besonders giinstig ist, wenn

|<AX - b7 p>2’2
(Ap,p)3

einen moglichst groflen Wert annimmt. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt, dass
der Zé#hler maximal wird, wenn p ein Vielfaches des Vektors Ax — b ist, und wenn
wir fiir den Moment den Nenner ignorieren, erhalten wir so eine praktisch berechenbare
Suchrichtung.

Diese Wahl der Suchrichtung ldsst sich geometrisch rechtfertigen: Im reellwertigen Fall
ist f eine differenzierbare Funktion, und aus dem Satz von Taylor folgt

fGc+ D) = £() + DFGIp+ 3 D/ (n)(p.)

(Ap,p)2

= £+ (Ax—b,p)s + 2
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fiir einen zwischen x und x + p liegenden Zwischenpunkt n € KZ (vgl. (3I2)). Fiir
Lkurze“ p kénnen wir den quadratischen Term vernachlissigen und stellen fest, dass das
Residuum
r:=b— Ax

die (lokal) grote Reduktion der Funktion f verspricht.

Mit dieser Wahl der Suchrichtung erhalten wir das Verfahren des steilsten Abstiegs.
Im reellwertigen Fall definiert man den Gradienten grad f(x) der Funktion f im Punkt
x durch die Gleichung

(grad f(x), &) = Df(x)¢ fiir alle ¢ € K7,

so dass in unserem Fall gerade r = — grad f(x) gilt. Deshalb trigt das beschriebene
Verfahren auch den Namen Gradientenverfahren. Es ist ein allgemeiner Algorithmus zur
Minimierung reellwertiger Funktionen, denn aus dem Satz von Taylor folgt auch im
allgemeinen Fall, dass — grad f(x) die lokal beste Richtung ist.

Da wir uns nun fiir eine Suchrichtung entschieden haben, stellt sich die Frage, wie weit
wir ihr folgen sollen.

Lemma 3.14 (Optimale Schrittweite) Sei p # 0. Mit der Wahl
(p, b — AX>2
(p,Ap)2

Aopt 1=
gilt
J(x+ AoptP) < f(x+ Ap) fiir alle \ € K.

Beweis. Indem wir X := X + AoptP setzen, kénnen wir diese Minimalitétsbedingung in
der Form

fX) < f(xX+ Ap) fiir alle A € K
schreiben und so auf Lemma B.13] zuriickfithren. Aus diesem Lemma folgt, dass
0= (p, AX — b)s = (P, A(X + AoptP) — b)2 = (P, Ax — b)2 + Aopt (P, AP)2

gelten muss. Daraus erhalten wir direkt
<p7 A.X - b>2 <p7 b - AX>2

(p,Ap)2  (p,Ap)2
also ist Aopy die optimale Wahl. [ |

)\opt = -

Im Gradientenverfahren verwenden wir keine allgemeine Suchrichtung, sondern
p=r=b— Ax,
so dass sich fiir die optimale Schrittweite die vereinfachte Formel
LR P
(Ar,r)o (Ar,r)o

ergibt. Insbesondere gilt, da A positiv definit ist, immer Aop; € Rso. Damit ist das
Gradientenverfahren fiir die Funktion f vollstdndig beschrieben:
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

procedure Gradienten(b, var x);
r <+ b— Ax;
while Fehler zu grofl do

a <+ Ar;

Aoy o A3

opt (a,r)s’

X = X + AoptT;

I < T — Agpta
end while

Abbildung 3.3: Gradientenverfahren

Definition 3.15 (Gradientenverfahren) Sei A positiv definit. Das durch

2
PGrad(x,b) == x + <AH:7H12‘>21', r:=b-—Ax fiir alle x,b € Kt

gegebene Iterationsverfahren nennen wir das Gradientenverfahren.

Offensichtlich ist ®a,aq im Allgemeinen kein lineares Iterationsverfahren mehr, lisst
sich aber immerhin wegen

(I)Grad(xa b) =X — )\Opt(AX — b)

noch als ,nichtlinear geddmpftes“ Richardson-Verfahren interpretieren.

Bei der Implementierung des Gradientenverfahrens ist es moglich, mit einer Matrix-
Vektor-Multiplikation pro Iterationsschritt auszukommen, wenn man das Residuum r
speichert und ausnutzt, dass das Residuum r’ := b — Ax’ zur néichsten Iterierten x’ :=
®Grad(x,b) aus dem alten Residuum r durch

r'=b—Ax'=b— A(x+ Aptl) = b — Ax — A\optAr =1 — AptAr

berechnet werden kann. Der entsprechende Algorithmus ist in Abbildung gegeben.
Er bendtigt neben der rechten Seite b und der Iterierten x lediglich das Residuum r und
das Produkt aus der Matrix A und dem Residuum, sein Speicherbedarf ist also mit dem
der Tschebyscheff-Semiiteration vergleichbar.

Die Uberwachung der Genauigkeit dieses Verfahren ist besonders einfach, da am Ende
jedes Schleifendurchlaufs das aktuelle Residuum zur Verfiigung steht, so dass sich die
Defektnorm ||Ax—Db||2 = ||r||2 einfach berechnen lisst. Da sie ohnehin fiir die Berechnung
des néchsten Wertes von Aopy bendtigt wird, entsteht kein zusétzlicher Aufwand.

Lemma 3.16 Seif € K. Sei b € K und x* = A~ 'b. Dann gilt
| ®Grad(x, b) — x*[| 4 < || PRich,0(x,b) — x| 4 fiir alle x € KT,

das Gradientenverfahren ist also mindestens so schnell wie ein optimal geddmpftes
Richardson- Verfahren.
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3.3 Gradientenverfahren

Beweis. Wir definieren
1 1
g: K - R, x5 Re(Ax,x)s — Re(b,x)s + 5 Re(b,x*)s.

Da sich g und f nur durch eine Konstante unterscheiden, ist ein Minimum von ¢ auch
ein Minimum von f. Wegen Ax* = b ldsst sich g in der Form

1 1

g(x) = 3 Re(Ax,x)s — Re(b,x)2 + 3 Re(b,x")o
1

= 5 Re (<AX7X>2 - 2<AX*7X>2 + <AX*7X*>2>

1 1
=3 Re(A(x —x"),x —x")9 = in —x*||4  fir alle x € K*

darstellen, g ist also proportional zur Energienorm des Iterationsfehlers.
Sei nun x € K und r := b — Ax. Wir haben Aopt gerade so konstruiert, dass

f(x 4+ Aoptr) < f(x+ Ar) fiir alle A € K
gilt, also gilt auch
[[% + AoptT — X*[|4 = 2g(x + Aoptr) < 29(x + Ar) = ||x + Ar — x*||3  fiir alle \ € K.
Fiir A = 0 erhalten wir so

1®craa(,b) = x*[% < [l + Ar — x*[% = [|]x — 0(Ax — b) — x"[|3

= || PRicn0(x, b) — x*|%.

Das ist die gesuchte Abschiatzung. ]

Satz 3.17 (Konvergenz) Sei A positiv definit. Seien «, 5 € R~ gegeben mit o(A) C
[, B]. Sei b € KZ, und sei x* = A~'b. Dann gilt

x —
|®Graa(x, b) — x*4 < 2

_ﬁ+a||x_x*”A fiir alle x € K.

Fiir die Folge (X(m))mGNo der Iterierten des Gradientenverfahrens ®graq zu einem Start-
vektor x© € KZ folgt daraus

(™) — x4 < (ém) @ — x| fiir alle m € No.

Beweis. Fiir den Dampfungsparameter

2

0 =
B+ a
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

erhalten wir gemifl Bemerkung 2.31] die Abschitzung

8 —«a

B+a

0(MRich,0) <

Da A positiv definit und 0 reell ist, ist MRgjch,9 = I — 0A selbstadjungiert, also gilt

_ 8 —a
[Mrienolla = [ A1~ 0A) A2 = T~ 6A > = o(Mrsang) < 5 <1

Aus Lemma [3.16l und Lemma [2.15] erhalten wir

|PGrad(x,b) — x*||a < ||PRich,0(x,b) — x*[|4 < [[MRich,0
< f-a
T B+

Allx —x"la

[Ix — x| 4.
Fiir die zu ®g,aq und b gehoérende Folge der Iterierten gilt

074 s = [ @raa (™, b) — x4 < L2

T B+ a”x(m) —x"[|4 fiir alle m € Ny,

%

also kénnen wir die gewiinschte Abschiatzung mit einer einfachen Induktion erhalten. m

Das Gradientenverfahren ldsst sich also auf beliebige positiv definite Matrizen A
anwenden und erzielt immer eine Konvergenzrate, die der der optimal geddmpften
Richardson-Iteration entspricht.

Wir haben in Bemerkung gesehen, dass sich beliebige konsistente lineare Itera-
tionsverfahren aus dem Richardson-Verfahren konstruieren lassen, indem man von dem
linearen Gleichungssystem (LI]) zu dem vorkonditionierten System

NAx = Nb

tibergeht. Wir wiirden gerne in dieser Weise auch unsere Aussagen iiber das Gradienten-
verfahren verallgemeinern. Leider wére die oben verwendete Matrix NA im Allgemeinen
nicht mehr positiv definit, so dass sich Satz B.I7 nicht mehr anwenden liele, deshalb
miissen wir einen alternativen Zugang wéhlen:

Wir nehmen an, dass A und N positiv definit sind, und definieren

A .= NY2AN'/2, b := N'/?p, %= N1/,
Dann ist A positiv definit, und die Gleichung
AX = b, (3.14)

ist dquivalent zu ([LI]).
Wenn wir das Gradientenverfahren auf dieses vorkonditionierte Gleichungssystem an-
wenden, ist das Residuum nun durch

F:=b - Ax = N'/?b - N/2AN/2N"1/2x = N'/2(b — Ax) = N'/?r
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procedure VorkondGradienten(b, var x);
r <+ b— Ax;
while Fehler zu grofl do
q < Nr;
a <+ Aq('
Aopt < (it
X 4 X + Aoptd;
I < T — Agpta
end while

Abbildung 3.4: Vorkonditioniertes Gradientenverfahren

gegeben, und der optimale Dampfungsparameter durch

N 3 N/ 3 (Nr. 1)

P AR, (NIZANUZNU2r N'/2r),  (ANr,Nr),’

so dass die niichste Iterierte X' durch

)

% =%+ <Nr7r>2 NL/2p

(ANr,Nr)s
gegeben ist. Indem wir beide Seiten mit N'/2 multiplizieren, erhalten wir schlieBlich

N Nr,r)o

r.— NI /20 < ) Nr.

x X=Xt (ANr,Nr)s '

In diesem Ausdruck treten N*/2 und N—1/2 nicht mehr auf, so dass er sich praktisch
auswerten lasst.

Definition 3.18 (Vorkonditioniertes Gradientenverfahren) Seien A und N posi-
tiv definit. Das durch

(Nr,r)2 Nr

m 5 I‘::b—AX f’LLT' alle X,bEKI
) 2

cI)Grad,N(Xa b) =x+
gegebene Iterationsverfahren nennen wir das vorkonditionierte Gradientenverfahren. Die
Matriz N bezeichnen wir in diesem Kontext als Vorkonditionierer.

Das vorkonditionierte Gradientenverfahren benétigt den zusétzlichen Vektor q := Nr,
der den vorkonditionierten Gradienten aufnimmt. Es ist moglich, die Berechnung so zu
organisieren, dass fiir einen Schritt des neuen Verfahrens lediglich eine Multiplikation mit
A und eine mit N erforderlich sind. Der entsprechende Algorithmus ist in Abbildung B.4]
angegeben.

Die Konvergenzaussage von Satz [B.17 iibertrigt sich direkt auf das Gradientenverfah-
ren mit Vorkonditionierer:
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Satz 3.19 (Konvergenz) Seien A und N positiv definit. Seien a,f € Rsg mit
o0(NA) C [a,B]. Sei b € K, und sei x* := A~'b. Dann gilt

08—«

B+«

|PGrad,N(x,b) —x*||a < |x — x*||a fiir alle x € KL,

Fiir die Folge (X(m))meNO der Iterierten des vorkonditionierten Gradientenverfahrens
Parad, N 2u einem Startvektor x(0) e KZ folgt daraus

. —a\"™ . ,
%) — x*||4 < (g%—a> 1% — x*|| 4 fiir alle m € Ny.

Beweis. Wir bezeichnen mit </I\>Grad das Gradientenverfahren fiir das vorkonditionierte
Gleichungssystem (3.14]). Wir bezeichnen die auf X folgende Iterierte wieder mit

(Nr, 1)) 1/2
= N
(ANT,Nr)p

o)

X' = (I)Grad(iv ) =X+

und die Losung des vorkonditionierten Systems mit
R = N"V/2%x*,
Nach Definition 2.46] gilt

|araa(%,b) = X*|% = & — %% = (NV2PANA(R - %), (% — %))

— (AN'2(& - %), NY2& — %))s = (A(X — x"), (x — X))

= %' = x4 = [ Prad.n (x,b) — x*|%,

2
A

also erhalten wir die gewiinschte Aussage, indem wir Satz B. 17 auf das vorkonditionierte
Gleichungssystem (B.14]) anwenden. [

Bemerkung 3.20 Die Bedingung c(NA) C [a, 8] aus Satz[319 lisst sich auf die von
der Behandlung des Jacobi-Verfahrens her bekannte Form bringen: Fiir die positiv defi-
nite Matriz W := N1 gilt
o(NA) C [a, ] <= o(NY2ANY?) C [a,] <= oI < NV2AN'2 <1
«— aN'<A<AN! <= aW < A < W.

3.4 Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Gradientenverfahren hat den Vorteil, dass es fiir jede positiv definite Matrix A
funktioniert und keinerlei Parameter gew#hlt werden miissen. Leider sind die in den
Satzen B.17 und gegebenen Abschétzungen fiir die Konvergenzgeschwindigkeit we-
niger gut als im Fall der Tschebyscheff-Semiiteration, insofern werden wir uns nun auf die
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Suche nach einem Verfahren begeben, das die allgemeine Anwendbarkeit des Gradien-
tenverfahrens mit der hohen Geschwindigkeit des Tschebyscheff-Verfahrens kombiniert.

Im Gradientenverfahren wird der Parameter Aqp¢ gerade so gewahlt, dass f(x+ AoptI)
minimal ist. Wenn wir die neue Iterierte mit

x =x+ AoptT

bezeichnen, bedeutet diese Minimalitdtsbedingung nach Lemma [B.13] gerade, dass

(A(X' —x*),r)o = (AX' —b,1r)2 =0 (3.15)
gilt. Das neue Residuum
r':=b— AX
erfiillt also die Gleichung
(r',r)s = 0.

Wir kénnen den Schluss ziehen, dass die im Gradientenverfahren verwendeten Suchrich-
tungen
r™ = b — Ax(™)

beziiglich des euklidischen Skalarprodukts senkrecht aufeinander stehen. Man kann sich
tiberlegen, dass diese Eigenschaft dazu fiihrt, dass in der Regel die in einem Schritt
des Verfahrens erzielte Optimalitidt beziiglich der gerade gewéhlten Suchrichtung im
néchsten Schritt wieder verlorengehen wird. Unser Ziel ist es nun, das Verfahren so zu
verbessern, dass die Optimalitdt erhalten bleibt. Die erste Iterierte soll also optimal
beziiglich der ersten Suchrichtung sein, die zweite beziiglich der ersten beiden Suchrich-
tungen, dir m-te beziiglich der ersten m.

Den Ausgangspunkt unserer Betrachtung bildet eine Charakterisierung der Optima-
litdt beziiglich einer Suchrichtung. Fiir das durch

(x,¥)4 = (Ax,y)2 fiir alle x,y € KZ

definierte Energieskalarprodukt (passend zur Energienorm) nimmt die Gleichung (B.15)
die Form
(x' —x*,r)a =0

an, der Fehler x’ — x* ist in diesem Sinne senkrecht auf der Suchrichtung r.
Definition 3.21 (Optimalitiit) Seien x,p € K. Fulls

f(x) < f(x+ Ap) fir alle A € K
gilt, nennen wir x optimal beziiglich der Richtung p.

Aus Lemma B.I3 folgt, dass ein Vektor x € K genau dann optimal beziiglich einer
Richtung p € KZ ist, wenn

(Ax—b,p)2 = (A(x —x"),p)2 = (x —x",p)a =0 (3.16)

93



3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

erfiillt ist.
Wenn x bereits optimal beziiglich der Richtungen p@, ... pm ¢ KT ist, miissen
wir sicherstellen, dass diese Eigenschaft auch nach der Korrektur

x' = x + \p™
noch gegeben ist, dass also

= (x=x*,p) 4+ Ap"™,p") 4
=Xp™, p¥y, firallele{0,...,m—1}

erfiillt ist. Da die Wahl A = 0 zu keiner Verbesserung des Fehlers fithren wiirde, besteht
die einzige Losung darin, sicherzustellen, dass p(™) beziiglich des Energieskalarprodukts
senkrecht auf allen vorangegangenen Suchrichtungen p'® steht, dass also

(™, p®) 4 =0 fiir alle £ € {0,...,m — 1}

gilt. Wéhrend die Suchrichtungen im Gradientenverfahren beziiglich des euklidischen
Skalarprodukts senkrecht aufeinander stehen, sind wir also jetzt daran interessiert, Or-
thogonalitét beziiglich des Energieskalarprodukts zu erreichen.

Gliicklicherweise lédsst sich diese Eigenschaft mit Hilfe der Gram-Schmidt-Orthogona-
lisierung einfach garantieren: Wie zuvor wihlen wir als Ausgangspunkt das Residuum
r(™ .= b — Ax("™) und konstruieren die Suchrichtung p™ durch

m— 1 )
pm) . plm) _ Z > p® (3.17)
£=0
denn diese Wahl stellt sicher, dass
m—1 m ¢
(™, p®y 4 = (™) p)y (xm p®) (p©, p®) 4

(m) (k)
_ ) oy P gy
- <I' P >A <p(k),p(k)>A <p P >A
= (e p®)y , — (e pk)y, =0 fiir alle k € {0,...,m — 1}

gilt. Nun konnen wir wie bisher fortfahren: Aus Lemma B.14] folgt, dass fiir die Such-
richtung p(™ der Parameter

m) _ (rlm),plm)),
opt - <Ap(m), p(m)>2

optimal ist, und die néchste Iterierte wird durch

x(MHD) . (m) 4 Ag;f;)p( m) (3.18)
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definiert. Abgesehen von der zusitzlichen Orthogonalisierung (B.I7) entspricht unser
neues Verfahren also dem Gradientenverfahren. Durch diese Orthogonalisierung kann es
passieren, dass eine Suchrichtung p(™ = 0 berechnet wird. In diesem Fall gilt r(™ ¢
span{p@, ... p(™~D} und da x("™ nach unserer Konstruktion optimal beziiglich aller
Richtungen p(®, ... p(™=1 ist, gilt auch

0= (x™ —x* p) 4 = (Ax™ — b, p®),
= —(x(™ p®), fiir alle £ € {0,...,m — 1},
also folgt insbesondere r(™ = 0, wir haben also bereits die exakte Losung x(™) =

x* erreicht. Insofern diirfen wir unseren Algorithmus guten Gewissens beenden, sobald
p(™) = 0 auftritt. Sei mg € Ny die kleinste Zahl mit

p(m0) = 0.

Die Definition (B.I7) vermittelt den Eindruck, dass wir alle bisherigen Suchrichtun-
gen (p(é))’en:1 bendtigen, um p™+1) berechnen zu kénnen. Wire das der Fall, wiirden
Speicherbedarf und Rechenzeit unseres Verfahrens wie m? wachsen, es wire also wesent-
lich aufwendiger als die vorher betrachteten Methoden.

Gliicklicherweise kénnen wir dieses Problem vermeiden, indem wir ausnutzen, dass

x(™) nicht beliebig ist, sondern einem bestimmten Krylow-Raum entstammt.

Definition 3.22 (Krylow-Raum) Sei q € KZ und m € Ny. Der m-te Krylow-Raum
zu A und q ist gegeben durch

K(q,m) := span{q, Aq,...,A™q}.
Offenbar besitzt er hochstens die Dimension m + 1.

Bevor wir die Konstruktion (3.17)) in eine effizientere Form iiberfiihren kénnen, benoti-
gen wir eine alternative Darstellung des von den Suchrichtungen p® aufgespannten
Vektorraums:

Lemma 3.23 Fir alle m € {0,...,mg — 1} gilt
Span{p(o), cee p(m)} = span{r(o), .. ,r(m)} = IC(I‘(O), m). (3.19)
Beweis. Wir beweisen zunéchst
span{p®, ... p™} C span{r®, ... r(™} (3.20)

fiir alle m € {0,...,mp — 1} per Induktion. Fiir m = 0 ist die Aussage wegen p©@ =
trivial. Sei nun my € {1,...,mo— 1} so gegeben, dass (B20) fiir alle m € {0,...,m; —1}
gilt. Gem#fl Konstruktion haben wir

mil (m) O (0)
(m1) _ p(m1) _ ™, pa
P ' Z (P®,pW) 4 P
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

Die Induktionsvoraussetzung impliziert
p“) € span{r(o), . ,r(@} fiir alle £ € {0,...,my — 1},

also folgt (B:20) auch fiir m = m;.
Als néchstes beweisen wir

span{r® ... £} C K@ m) (3.21)

fir alle m € {0,...,mp — 1}, und zwar wieder per Induktion. Der Induktionsbeginn
m = 0 ist wieder trivial. Sei nun m; € {1,...,mg — 1} so gegeben, dass ([B.2])) fiir alle
m € {0,...,m; — 1} gilt. Nach Konstruktion von x(m1) gilt

I-(ml) =b— Ax(ml) —b-— A(X(m1—1) + )\(ml—l)p(ml—l))

opt
— r(m1—1) _ Agﬁl_l)Ap(ml_l).
Mit (3:20) erhalten wir
p™ Y e span{r® . . rm=Dy

also mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung auch
p™m Y e Kx® my —1)

und damit
Ap™~Y e K@ my).

Damit ist der Induktionsschritt vollendet.
Wegen m < myg sind die Vektoren p(o), e ,p(m) von Null verschieden, und nach ihrer
Konstruktion ([3.I7) damit auch orthogonal, also linear unabhiingig. Daraus folgt

dim span{p(o), ce p(m)} =m+1,

und wegen dim K(r(®) m) < m + 1 und den Inklusionen (320) und (F21) die Gleichheit
[B19) der drei betrachteten Riume. [

Aus diesem Lemma folgt insbesondere, dass mg gerade die maximale Dimension eines
von r(®) aufgespannten Krylow-Raums sein muss: Fiir jedes m € {1,...,mo— 1} gilt

Kx® m—1) =span{p®,...,p™ D} Cspan{p®, ..., p™} = Kx©® m),
wahrend wir fiir m = mg gerade
IC(r(O), m—1)= span{p(o), e ,p(m_l)} = span{p(o), . ,p(m)} = K(r(o),m -1)
erhalten, so dass

mo ;= min{m € N : IC(r(O),m —1)= K(r(o),m)}
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3.4 Verfahren der konjugierten Gradienten

gilt. Nach Definition der Krylow-Réume ist das dquivalent zu

mo = max dim K(r¥, m),
meENy

so dass insbesondere mg durch die Dimension des Raums KZ beschriinkt ist.
Wenden wir uns nun wieder der Definition (BIT7) der Suchrichtung p(™ zu. Um die
Effizienz unseres Verfahrens zu verbessern, ist es unser Ziel, die Formel

molm) o)
m) = pom 3 ("™, p)a
p =r P

— (P, p)4

zu vereinfachen, insbesondere die Summe zu verkiirzen. Dazu untersuchen wir die im
Zahler der Summanden auftretenden Energie-Skalarprodukte

(xm p®y 4 — (Artm pOy, — (xm) Ap©),

fiir £ € {0,...,m — 1}. Nach Lemma B23 gilt p) € K(r(?, ), und nach Definition der
Krylow-Rdume muss dann auch

ApY e IC(r(O),£ +1)
gelten. Fiir £ < m — 1 folgt £+ 1 < m — 1 und damit nach Lemma [3.23] auch
ApY € span{p(o), e ,p(mfl)}.

Nach unserer Konstruktion ist x("™ optimal beziiglich der Richtungen p®, ..., p(™=1,
also gilt dank (B.10]) insbesondere

<r(m),y>2 = —<Ax(m) —b,y)2=0 fiir alle y € span{p(o)7 - 7p(mfl)}.
Indem wir diese Gleichung auf y = Ap!¥ anwenden, erhalten wir
<r(m), p(€)>A = <r(m), Ap(€)>2 =0 fiir alle £ € {0,...,m — 2},

in unserer Summe werden also alle Summanden mit Ausnahme des letzten wegfallen,

und die Formel ([B.I7) reduziert sich auf

m m—1
p(m) — I,(m) o <I‘( )ap( )>A (m—1)
(ptm=1), p(m=1) 4
<r(m)7Ap(m_1)>2 (m—l)
(pm=1), Ap(m—1)), '

=r(m _ (3.22)
Es ist also, wie schon bei der Tschebyscheff-Semiiteration, nicht erforderlich, alle Zwi-
schenergebnisse zu speichern, es geniigen die Vektoren des unmittelbar vorhergehenden
Schrittes.

Da die Suchrichtung des vorangegangenen Schritts explizit in die Berechnung der
néchsten Iterierten eingeht, konnen wir das neue Verfahren nicht direkt als Iterations-
verfahren darstellen.
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

procedure KonjGrad(b, var x);

r <+ b— Ax;

p <1

while Fehler zu grofl und p # 0 do
a <+ Ap;

(Psr)2 .
Aopt € (p,a)2’

X = X + AoptP;
I < T — Agpta;
(raa)z

ILL F (pva>27
p<<r—up
end while

Abbildung 3.5: Verfahren der konjugierten Gradienten

Definition 3.24 (cg-Verfahren) Sei A positiv definit. Seien x(©) € KZ und b € KX
gegeben. Die durch

r™ = b — Ax(™),

r© falls m =0,
m m p(m) Ap(m—1) — o
p(") o= Q plm) — LEEAR T p(nD falls m > 0 und p"D £ 0,
0 sonst

(mHD) . o (m) "™, rm)y

+ mp fiir alle m € Ny

definierte Folge (X(m))meNO bezeichnen wir als die Folge der Semiiterierten des Verfah-
rens der konjugierten Gradienten (oder kurz des cg-Verfahrens, von conjugate gradients ).

Ein praktischer Algorithmus zur Berechnung der Folge der Semiiterierten ist in Ab-
bildung gegeben. Um unnétige Matrix-Vektor-Multiplikationen zu vermeiden, ver-
wenden wir wie im Falle des Gradientenverfahrens einen Hilfsvektor a, der jeweils das
Produkt von A mit der aktuellen Suchrichtung p speichert und zur Aktualisierung des
Residuums r sowie zur Berechnung der verschiedenen Energie-Skalarprodukte benutzt
wird. Die gegebene Variante des Verfahrens benotigt also neben der rechten Seite b und
der Approximation x der Loésung drei Hilfsvektoren: Das Residuum r, die Suchrichtung
p und das Produkt a von A mit dieser Suchrichtung.

Wenden wir uns nun der Fehleranalyse fiir das cg-Verfahren zu. Geméfl unserer Kon-
struktion ist die m-te ,, Iterierte* x(™) optimal beziiglich der Richtungen p@, ... pm-1.
Diese Aussage lisst sich auf den von diesen Richtungen aufgespannten Unterraum iiber-
tragen:

Lemma 3.25 Sei A positiv definit, sei b € KT und x* := A~ 'b. Sei (x(m))meNO die
Folge der Semiiterierten des cg-Verfahrens zu einem Startvektor x(©) € KZ. Dann gilt

F(x™)) < fx"™ +y)  fiir alle y € span{p®, ..., p™ Y} und alle m € Ny. (3.23)
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3.4 Verfahren der konjugierten Gradienten

Insbesondere gilt

%™ — x*[| 4 < min{||gm(A)(x® —x*)||4 : gm ist ein Polynom
vom Grad <m mit ¢,,(0) =1} fir alle m € Ng.  (3.24)
Beweis. Sei m € Ny.
Die Gleichung ([B3.23) folgt aus unserer Konstruktion: Wir haben die Suchrichtungen
p@, ..., p™=1 gerade so konstruiert, dass sie beziiglich der Energie-Skalarprodukts

paarweise orthogonal sind. Daraus folgt, dass x(™) optimal beziiglich aller dieser Such-
richtungen ist, also nach ([B.16]) bereits

(Ax(™) — b, p¥)y =0 fiir alle £ € {0,...,m — 1}. (3.25)

Seiy € span{p(o), . 7p(’”*l)}. Dann gibt es Koeffizienten ayg,...,a,—1 € K derart,
dass
y = aop® + ...+ ay_1p™ Y (3.26)

gilt. Nach (B:25]) bedeutet das bereits
<Ax(m) - b7Y>2 = 07
und aus (3.10) folgt ([B.23)).

Wenden wir uns nun der Gleichung (8.24]) zu. Sei ¢y, ein Polynom vom Grad < m mit
dm(0) = 1, und seien Koeffizienten fy, ..., B, € K so gewéhlt, dass

=> Bt fiir alle £ € K
£=0

gilt. Aus ¢,,(0) = 1 folgt Sy = 1, und die Anwendung des Polynoms auf die Matrix A
fithrt zu

gm(A)(x? —x*) =3 BA(xD —x*) = (x© —x*) + Z BATIA(xO — x*)
=0

= (x0—x)+> BATHAxD) —b) = (x(V —x* Z B A 'r

(=1

Laut unserer Konstruktion (B.I8) gibt es einen Vektor z € span{p®, ..., p" =D} mit
x(m) = x(©) — 7. Nach Lemma 323 gilt z € K(r®),m — 1), also auch

y —Z—ZﬂgAZ 1O e £@® m—1).
/=1

Wir kénnen Lemma B23 erneut anwenden, um daraus y € span{p(®,...,p(™=D} zu
folgern. Damit sind wir in der Lage, (8:23) anwenden zu kénnen: Ahnlich wie im Beweis
von Lemma [3.T6] erhalten wir

™ — 5[5 = 2 (™) + (b, x")2 < 2f (x"™ +y) + (b, x")2 = x"™ +y — x|}
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

m 2
= |x© —z42z— Z B AT (O —
(=1 A
m 2
= [ =x) = > AT = [lgn(A) X = x4,
(=1 A
also die gesuchte Optimalitéitsaussage. ]

Der Beweis der Konvergenz des Gradientenverfahrens basiert darauf, dass wir
in Lemma nachweisen, dass es mindestens so gut wie ein optimal geddmpftes
Richardson-Verfahren ist. Lemma ermoglicht es uns nun, nachzuweisen, dass das
cg-Verfahren mindestens so gut wie eine optimale konsistente Semiiteration ist, die
auf dem Richardson-Verfahren fufit. Dieser Ansatz fiihrt direkt zu dem folgenden
Konvergenzresultat:

Satz 3.26 (Konvergenz) Sei A positiv definit. Seien a, 8 € Rso mit o(A) C [, 5].

Sei b € KZ, und sei x* := A~'b. Sei (x")en, die Folge der Semiiterierten des
cg-Verfahrens zu einem Startvektor x© € KZ. Dann gilt
%™ — x*[|4 < ﬂ”x(o) —x"|a fir alle m € Ny
T 14 2m

mit der bereits aus (3.8) bekannten Konstanten
-1
C = \/E , K= é
VE+1 a

Beweis. Wir setzen 6 := 2/(f + «) und rechnen wie in Abschnitt nach, dass
0(MRich0) C [a, b] fiir

B o
=1-2 , b=1-2
“ B+« B+«
gilt, so dass wir k = [/« erhalten. Sei p, das in (B.6]) definierte transformierte
Tschebyscheff-Polynom, und sei
am (&) := pm(1 — 6¢) fiir alle £ € K. (3.27)

Dann erhalten wir
Gm(A) = pp(I = 0A) = pp(MRich,0),

also auch

lgm (A) (' = x*)[[4 < [lgm(A)[alx” = x4 = [[pm (Mien0)l|al[x” — x4
* 1 *
< max{lpm ()] © p € la,BHXO — x4 = o Ix© <L
Indem wir die in Lemma [3.8 angegebene Abschitzung fiir C), einsetzen erhalten wir das
gewilinschte Resultat. [
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Da wir in Lemma ein beliebiges Polynom ¢,, einsetzen diirfen, kénnen wir es, an-
ders als bei der Tschebyscheff-Semiiteration, auch abhingig vom Startvektor x(©) wihlen.
Falls es eine orthonormale Basis e, ... e*) € KZ aus Eigenvektoren von A zu Eigen-
werten A1) ... A#) e R so gibt, dass der Startfehler die Darstellung

k
x(0) — x* = Z age®)
/=1

fiir geeignete Koeffizienten «q,...,ar € K besitzt, erhalten wir aus Lemma [3.25] die
Abschétzung

k
I — x*|% < flgm(A) O —x) 3 = 3" A0, (AO)2a3,
/=1

es geniigt also, das Polynom ¢, so zu wéhlen, dass es auf der Menge {)\(1), el /\(k)}
kleine Werte annimmt, es muss nicht unbedingt auf dem gesamten Spektrum klein sein.

Insbesondere kénnen wir in dieser Situation sicherstellen, dass wir nach k Schritten
die exakte Losung erreicht haben, indem wir

A0 —
qr(&) == Z_l_‘[ NG £ fiir alle £ € K

setzen. Offenbar gilt ¢, (0) = 1 und ¢, (A\¥) = 0 fiiralle £ € {1,..., k}, falls der Startfehler
also in einem k-dimensionalen invarianten Unterraum liegt, wird das cg-Verfahren bereits
nach hochstens k& Schritten die Lésung berechnen.

Alternativ kann man auch einzelne extreme Eigenwerte einer Sonderbehandlung un-
terziehen. Falls etwa o0(A) C [a,v] U {5} fiir ein v < [ gilt, kann es sich auszahlen, ein
Polynom der Form

_ B¢ .
0(€) 1= "5 (1= 06) fiir alle & € K
zu betrachten, wobei das transformierte Tschebyscheff-Polynom p,,_1 so gewéhlt wird,
dass es lediglich auf dem Intervall [a, 7] kleine Wert annimmt, schlieflich verschwindet
g in B ohnehin. Da (8 —&)/B < 1 gilt, wiirde die Konvergenzrate nur von dem kleinen
Intervall [a,~y] abhéngen, aber nicht von dem grofleren Intervall [« ], das das gesamte
Spektrum einschlief3t.

Es ist zu beachten, dass diese Konstruktionen ausschlieSlich fiir die theoretische Ana-
lyse des Verfahrens wichtig sind, denn die Abschitzung aus Lemma gilt fiir alle
Polynome ¢y, mit g, (0) = 1.

Wie schon im Falle des Gradientenverfahrens sind wir wieder daran interessiert, das
Verfahren der konjugierten Gradienten zu beschleunigen, indem wir das urspriingliche
Gleichungssystem (LLI]) durch das vorkonditionierte System (3.14) ersetzen, also durch

AX=b
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fiir die transformierten Vektoren
A = N/2AN/2, b := N'/2p, %= N"12x,
Die einzelnen Iterierten konnen wir durch
x(m) .= N1/2x(m) fiir alle m € N

rekonstruieren. Wie schon im Fall des vorkonditionierten Gradientenverfahrens (vgl. De-
finition B.18) ist das vorkonditionierte cg-Verfahren in der Regel nur dann effizient im-
plementierbar, wenn wir es durchfithren kénnen, ohne die Matrizen N*/2 und N—1/2
explizit zur Verfiigung zu haben, wir miissen also eine geeignete Umformulierung finden.
Zu diesem Zweck fithren wir vorkonditionierte Residuen und Suchrichtungen durch

q'™ = N2 = Np(™), p(™ .= N/2p0m) fiir alle m € Ny
ein. Fiir diese Vektoren gilt

<;&/I:(m),ﬁ(m—1)>2 — <N1/2AN1/2N1/2r(m),N_1/2p(m_1)>2 _ <Aq(m)7p(m—1)>2’
(AB(™, ™), = (NYZANANV2p(m) N=Y/2p(m)), — (Ap(™), p(m),,
(ﬁ(m) §(m)>2 - <Nl/2p(m),1\171/21.(771)>2 - <p(m)7r(m)>27

)

also koénnen wir die im vorkonditionierten cg-Verfahren auftretenden Skalarprodukte
berechnen, ohne explizit auf die Matrix N'/2 zuriickgreifen zu miissen.

Definition 3.27 (Vorkonditioniertes cg-Verfahren) Seien A und N positiv definit.
Seien x(© € KZ und b € KX gegeben. Die durch

r™ = b — Ax(™),

q(m) — Nr(m),
q® falls m =0,
m m (7n)7 (m—1) _ m—
p(™) = ¢ q) — AU p(nD falls m > 0 und pD £ 0,
0 sonst

<p(m), r(m)>

(m+1) . (m) , AP 1" /2
* 'X +<Ap(m),p(’”)>2

p™ fiir alle m € Ny

definierte Folge (x(m))meNO bezeichnen wir als die Folge der Semiiterierten des vorkon-
ditionierten Verfahrens der konjugierten Gradienten (oder kurz des vorkonditionierten
cg-Verfahrens). Die Matriz N bezeichnen wir in diesem Kontext als Vorkonditionierer.

Wenn wir wieder den Hilfsvektor a := Ap einfiihren und die Vektoren aus dem vor-

angehenden Iterationsschritt durch die des aktuellen iiberschreiben, erhalten wir den in
Abbildung [3.6] angegebenen Algorithmus. Im Vergleich zum urspriinglichen cg-Verfahren
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procedure VorkondKonjGrad(b, var x);
r <+ b— Ax;
q < Nr;
P < q;
while Fehler zu grofl und p # 0 do
a <+ Ap;
Aopt = {B35%3
X < X + AoptP;
I < T — A\opta;
q < Nr;
(@.a)2,

'LL N (p?a>27
P<q—up
end while

Abbildung 3.6: Vorkonditioniertes Verfahren der konjugierten Gradienten

bendétigt er den zusétzlichen Hilfsvektor q, abgesehen davon ist die Struktur der beiden
Verfahren sehr dhnlich.

Wenden wir uns nun der Analyse der Konvergenzgeschwindigkeit des vorkonditionier-
ten cg-Verfahrens zu. Wie schon im Fall des Gradientenverfahrens kénnen wir ausnutzen,
dass uns Satz bereits eine Abschéitzung fiir den nicht vorkonditionierten Fall zur
Verfiigung stellt. Es bleibt lediglich nachzupriifen, dass sich bei der Anwendung dieses
Resultats auf den vorkonditionierten Fall die richtigen Normen ergeben.

Satz 3.28 (Konvergenz) Seien A und N positiv definit. Seien «, 5 € Rso gegeben mit
0(NA) C [, B]. Sei b € K, und sei x* := A~'b. Dann gilt

2™

(m) _ ||, <« 22
I €

1% — x*|| 4 fiir alle m € Ny

mit den Konstanten

Ve -1
c:= ,
VE+1

Beweis. Sei m € Ny. Wir setzen X* := N~Y2x* und erhalten

S SN

™) — x5 = (A = x*),x™) = x*); = (AN'2(R(M — 2) NV2(RM - %)),
_ <N1/2AN1/2(§(m) - i*),i(m) - §*>2

= (A, @ =), %0 =), = IR — %713

Offenbar gilt Ax* = NY/2AN/2N-1/2x* = N1/2p = B, also konnen wir Satz [3.26] auf
das vorkonditionierte Gleichungssystem (B.14]) anwenden, um

2™

S < 2c™
~Xla= 1+ c2m

[ = x4 = R = 1l

[ =X
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zu erhalten und den Beweis abzuschlieflen. ]

Auch hier gilt wieder, dass die Bedingung 0(NA) C [«, 8] dquivalent zu
aW < A < fW

mit der Matrix W := N~ ist. Wenn also W eine gute Approximation von A ist, diirfen
wir darauf hoffen, dass das vorkonditionierte cg-Verfahren schnell konvergieren wird. Die
Skalierung von W spielt dabei keine Rolle, da die Konvergenzgeschwindigkeit nur vom
Quotienten k = 3/« abhingt.

3.5 Krylow-Verfahren fiir nicht positiv definite Matrizen

Bei unseren bisherigen Untersuchungen war es ausschlaggebend, dass die Matrix A, und
bei vorkonditionierten Verfahren auch die Matrix N, positiv definit sind. Beispielsweise
beziehen sich alle Konvergenzaussagen auf die Energienorm, die nur dann sinnvoll ist,
wenn A positiv definit ist.

Wir werden nun Verfahren einfithren, die auch dann noch funktionieren, wenn A nicht
positiv definit ist, die aber so viele der guten Eigenschaften von Krylow-Verfahren wie
moglich erhalten.

Die Grundidee ist dieselbe wie im Falle des cg-Verfahrens: Wir benétigen Basisvekto-
ren p, ..., p(™=1 fiir die Krylow-Unterriume K(r(®), m — 1), und diese Basen sollten
Eigenschaften besitzen, die es uns ermdoglichen, die jeweils bestmdgliche Approximation
x(™) der Losung x* zu berechnen.

Wir stehen also vor der Aufgabe, fiir eine geeignete Vektornorm || - || einen Vektor
2™ € K(r® m —1) = span{p®,... p(™~V} so zu finden, dass fiir die m-te Iterierte

x(M) .= x(0) 4 Z(m)
die Optimalitédtseigenschaft
%™ — x| < [|x™ +y — x| fiir alle y € K(x®,m — 1)

erfiillt ist. Da wir x* nicht kennen, kénnen wir diese Eigenschaft fiir allgemeine Normen
nicht sicherstellen, weil wir nicht einmal die Norm auswerten kénnen. Wenn wir allerdings
zu der Defektnorm

x — || Ax||2

itbergehen, wird die Aufgabe 16sbar: Fiir alle x € KZ gilt
[A(x —x")l2 = [[Ax — b2,
und die Optimalitédtseigenschaft nimmt die Form

|AX(™ — by < |Ax™ + Ay — bl fiir alle y € K(r®, m —1)

104



3.5 Krylow-Verfahren fiir nicht positiv definite Matrizen

an. Wenn wir x(™ durch z(™ ausdriicken, erhalten wir
Ax™ —b = Ax" + Az(™ —b = Az(™ — (b — Ax?) = Az(™) — (),
mit dem Residuum r(® = b — Ax(©) und die Optimalitatseigenschaft lédsst sich als
|AZ™ — 2Oy < Ay — 2O, fiir alle y € K(x©®,m —1) (3.28)
schreiben, also als ein lineares Ausgleichsproblem. Wir beobachten, dass
2™ e K(x©,m — 1), Az™ — 1 e £x©) m) (3.29)

gelten, demzufolge miissen wir z(™) aus dem m-dimensionalen Raum K (r(®,m — 1) so
withlen, dass eine Differenz in dem (m + 1)-dimensionalen Raum K(r(®)m) minimiert
wird.

Falls m < n = #Z gilt, ist es nicht erstrebenswert, das Ausgleichsproblem direkt zu
behandeln. Wesentlich vorteilhafter wire es, das Problem in eine niedrigdimensionale
Darstellung zu iiberfithren, schliefllich wissen wir, dass die auftretenden Vektoren aus
relativ niedrigdimensionalen Rdumen stammen.

Den Wechsel der Darstellung miissen wir so gestalten, dass die im Ausgleichsproblem
verwendete Norm leicht berechnet werden kann. Da es sich um die euklidische Norm
handelt, bietet es sich an, eine orthogonale Transformation heranzuziehen.

Wir setzen wieder

mo :=min{m € N : Kx®,m)=Kx®, m-1)}

und nehmen an, dass die Vektoren p©,...,p"0—1 e KT paarweise orthogonal sind,
also
1 fallsl=k
<p<@>,p<k>>2:{ amr=a fiir alle £,k € {0,...,mo — 1}
0 sonst

erfiillen. Natiirlich sollen sie auch weiterhin Basen der Krylow-R&ume bilden, es soll also

IC(r(O), m) = span{p(o), . ,p(m)} fiir alle m € {0,...,mg — 1}
gelten. Dann kénnen wir fiir jedes m € {0,...,mo — 1} die Matrix P(™) ¢ RZx(m+1)
durch
P = pl fiir alle i € Z, £ € {0,...,m}

definieren, die Spalten von P(™ sind also gerade die Vektoren p©@. ... p™). Da diese
Vektoren orthogonal sind, gilt

(PP = YRR = 0,50,
€T
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1 falls/=k
:{ allS ) fﬁraue£7kj€{07-'-,m}a

0 sonst

also kurz
Pmypm — 1, (3.30)

die Matrizen P("™ sind orthogonal.

Lemma 3.29 (Projektion und Norminvarianz) Seim € {0,...,mg—1}. Dann ist
I = PO)(PMM)* ¢ KEXT cine orthogonale Projektion auf BildP(™ = K(r(® m),
erfillt also insbesondere

y = Iy = PM(P(m)*y fir alle y € K(x® m).
Auflerdem gilt
P2 = I3l fiir alle § € K™
Beweis. Wegen ([3.30)) gilt

12 = pm) (p))yxpim) (pim)ys — p(m)(pm)y — g,
=I

also ist II eine Projektion. Es gilt auch

also ist IT auch eine orthogonale Projektion.
Offenbar gilt Bild IT C Bild P(™). Sei nun y € Bild P(™). Dann existiert ein y € K1
mit y = P, und es folgt aus 330) auch

Iy = P(™) (P(m))*P(m) y=PMy—y
=1

)

also erhalten wir BildIT = Bild P("™). Aus der Konstruktion der Matrizen P(™) folgt
direkt
K@ m) = span{p®,...,p™1 = BildP™.

Fiir den Nachweis der Norminvarianz wihlen wir ein y € K”*! und stellen fest, dass

Py )3 = Py, PUMy)s = (P™) Py, 3)s = (3.9)2 = 7113
=I

gilt. Damit ist alles bewiesen, was zu beweisen war. [

Da wir bereits gesehen haben, dass z(™ und der in (328) zu minimierende Term in
geeigneten Krylow-Réumen liegen, kénnen wir mit Hilfe der Matrizen P(™) eine kom-
paktere Darstellung des Ausgleichsproblems finden:
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Lemma 3.30 (Vereinfachtes Ausgleichsproblem) Sei m € {1,...,mg — 1}. Wir
definieren

Al = (pm)yxApm—1) ¢ gimthxm ) = Py 0 ¢ gmHL,
Sei ein Vektor 2™ e K™ gegeben mit
|AZ0m) _5m)||, < || Ay — 30, fir alle y € K™, (3.31)
Dann ist 2™ := P~z eine Lisung des Ausgleichgsproblems (3.23).

Beweis. Sei 2™ € K™ eine Losung des Ausgleichsproblems (3:31). Wir setzen z(™) :=
P(m=1z(™) und miissen nachweisen, dass es Losung des Ausgleichsproblems (3.28) ist.
Sei also y € K(r(®),m — 1). Nach Lemma B:2Z9 muss

y = P~ (pm=h)xy — pim-lg y = (Pm=Dyry
gelten. Aus der Definition der Krylow-Raume folgen
Az ¢ IC(r(O), m), Ay € K(r(o),m), r® e K(r(o),m),
also nach Lemma auch
Az™m _ 0 — p(m) (P(m))*(AZ(m) _ r(O))7
Ay — 0 = )Py (Ay — r(O),
so dass wir
Az — £ O]y = [PV (PO) (A — £ ) = [[(P)" (A2 O

= [Py APm=DZzm) _ (p(m)yp(0))), = ||11(m)fz\(m) —5m]|,

< Ay =50, = [|(PC) APy — (PU) O

= [(P™)*(Ay =t @)z = [PU (@) (Ay — )|z

= |Ay — 2
erhalten. Damit ist z("™ eine Losung des linearen Ausgleichsproblems (3.28). ]

Mit Hilfe dieses Lemmas reduziert sich das lineare Ausgleichsproblem (B.:28) auf ein
Problem in einem (m + 1)-dimensionalen Raum: Wir suchen lediglich nach der Losung
z(M) des Ausgleichsproblems

|AMZm) _3m)||, < ||A™y — 30|, fiir alle y € K™,
denn wenn wir sie gefunden haben, ist der Vektor
x(m) = x(0) 4 p(m—1)5(m)
die bestmogliche Approximation der Losung in der Defektnorm.
Lineare Ausgleichsprobleme lassen sich besonders leicht 16sen, wenn die ihnen zugrun-

deliegende Matrix injektiv ist. In unserem Fall erbt AM) diese Eigenschaft von der
Matrix A:
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Lemma 3.31 (Injektivitéit) Sei r® £ 0. Fir alle m € {0,...,mo — 1} ist A(™
jektiv. Fir m = myg ist

~

A = (P Ap(m-1)
sogar requldr.

Beweis. Sei m € {0, ..., mo—1}. Zum Nachweis der Injektivitit wihlen wir einen Vektor
y € K™ mit AMy = 0. Fiir alle t € K™+ gilt dann

0= (& AMyg)y = &, (PM)* AP Dy), = (PME, AP Vg),. (3.32)

Wie wir bereits gesehen haben gilt
AP Dy e K@ m) = BildP™,
also kénnen wir t so wahlen, dass
APy — pim)y
gilt. Durch Einsetzen in ([3.32) folgt
0= (AP Dy, AP("Vy), = AP V|3,

also AP~y = 0. Da A und P(™Y injektiv sind, folgt daraus bereits y = 0, also ist

A(™) injektiv.
Fiir m = mg wihlen wir y € K™ mit Ay = 0 und nutzen aus, dass

AP Vg e K m) = Kx®,m — 1) = BildP™~Y

gilt, um entsprechend die Injektivitdt nachzuweisen. Da A quadratisch ist, impliziert
Injektivitdt auch Regularitét. ]

Fiir m = my gilt Lemma sogar in verschirfter Form: Nach Definition haben wir
Az — O e £ m) = K@ m—1),
also kénnen wir uns auf das Ausgleichsproblem

|AZ™ — =D, < [|Ay — 7™, fiir alle y € K™ (3.33)

beschrinken. Da A in diesem Fall quadratisch und nach Lemma .31 regulér ist, lisst
sich 2™ als Losung des Gleichungssystems

Az = pm=1) (3.34)
berechnen. Es folgen
APm=1z0m) — £(0) Ax™ = p,

also ist fiir m = mg die Tterierte x(™) = x* bereits die exakte Losung.
Um das Ausgleichsproblem im allgemeinen Fall m < mg l6sen zu kénnen, bietet es
sich an, nach fiir diesen Zweck niitzlichen Eigenschaften der Matrix A(™ zu suchen.
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Lemma 3.32 Seim € {1,...,mg — 1}. Dann gilt

A(m) (PO, Ap®))y  falls £ < k + 1,

firalle € {1,..., m},ke{l,...,m—1},
0 sonst

die Matriz A™ besitzt also Hessenberg-Gestalt.

Beweis. Nach Definition gilt
~(m m—1) (¢ (k
) = (@) AP D)y =SS P AP = 3TN p Al
€L jel i€ jeT
= (p(e),Ap(k))g fir alle £ € {1,...,m},k e {1,...,m—1}.
Nach Konstruktion gilt p® e K(r® k), also auch Ap® e K@ k +1) C

span{p(o),...,p(k+1)}. Falls nun ¢ > k + 1 gilt, muss p® senkrecht zu allen Such-
richtungen p(?, ..., p**1 sein, und es folgt (p¥, Ap*)), = 0. [ |

Auch der Vektor ™) ist von besonderer Form: Da r(® ¢ K(r(®,0) = span{p(®}

gelten muss, folgt
r0 — <p(0), r(0)>2p(0),

und damit dank der Orthogonalitit der Basisvektoren auch

(P9, r )y = (p@ p@)y(p@ rOy, =0 fiir alle £ € {1,...,m},
so dass wir
<p(0) 7 r(0)>2 <p(0)7 r(0)>2
(1) 0
’f(m) _ (P(m))*r(o) _ <p 7.1' >2 _ 0
<p(m)7 r(0)>2 0
erhalten, der Vektor T ist also ein Vielfaches des ersten kanonischen Einheitsvektors.
Unser Ziel ist es nun, fiir m € {0,...,mg — 1} Basisvektoren p(®, ... p(™ mit den
beschriebenen Eigenschaften zu konstruieren: Wir suchen p(@, ..., p(mo—1 e KZ mit
IC(I‘(O), m) = span{p(o), .. ,p(m)} fiir alle m € {0,...,mo — 1}, (3.35a)
1 fallsf/=k
(p®, p®y, — { aus : fiir alle £,k € {0,...,mg—1}.  (3.35b)
0 sonst

Wir kénnen dhnlich der Konstruktion der Suchrichtungen fiir das cg-Verfahren vorgehen,
wenn wir das Energie-Skalarprodukt durch das euklidische Skalarprodukt ersetzen:

Definition 3.33 (Arnoldi-Basis) Sei r(9) # 0. Fir alle m € {0,...,mg — 1} wird
durch

) () falls m =0,
p = m— m—
Ap(m—1) _ 4201 <p(f),Ap( 1)>2p(4) sonst,
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my._ P 7
p" = —
[dps

die Arnoldi-Basis {p®,...,p"™} definiert.

Offensichtlich ist die Arnoldi-Basis nur dann wohldefiniert, wenn die Vektoren p(™
von Null verschieden sind. Wir miissen also nachweisen, dass mg gerade so gewéhlt ist,
dass diese Eigenschaft gewéhrleistet ist.

Lemma 3.34 Die Arnoldi-Basis ist wohldefiniert.

Beweis. Um nachzuweisen, dass die Arnoldi-Basis wohldefiniert ist, miissen wir zeigen,
dass [|p"™ ||z # 0 fiir alle m € {0,...,mg — 1} gilt. Fiir m = 0 folgt diese Eigenschaft
aus der Voraussetzung r(9) # 0.

Wir wihlen nun das kleinste m € {1,...,mo} mit p™ = 0. Infolge der Minimalitt
von m sind p(@, ..., p(™=Y wohldefiniert und erfiillen

span{p®@ ... p™ 1V} = K@ m —1). (3.36)
Nach Definition des Krylow-Raums gilt
ApY e K@@ ¢ +1) Cc KED, m—1) fiir alle £ € {0,...,m — 2},

und nach Konstruktion gilt auch

m—1
=0
m—1
£=0
Damit folgt aus (3.36)
Ay e K(x© m —1) fiir alle y € K(x©,m — 1),

und indem wir diese Beziehung auf y = A™ 1r(®) anwenden erhalten wir
K@ m) c K@®, m—1).

GeméB Definition folgt m > myg, also m = my. [ ]

Lemma 3.35 Die Arnoldi-Basis erfiillt die Bedingungen (3.35d) und (3.350), definiert
also eine Familie von orthogonalen Basen fiir die Krylow-Rdume IC(r(O),m).
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Beweis. Wir zeigen per Induktion, dass fiir alle m € {0, ..., my— 1} die Familie (p(E))Zn:
eine orthogonale Basis des Krylow-Raums K(r(®), m) ist.

Fiir m = 0 ist diese Aussage wegen p(®) = r(® trivial. Sei nun m € {0,...,mg — 2} so
gewithlt, dass (p(¥)7- o €ine orthogonale Basis von K(r ), m) ist. Wir wollen beweisen,
dass (p(é));”;gl eine Basis von K(r(®) m + 1) ist. Zunachst weisen wir nach, dass p(™+1)
senkrecht auf allen vorangehenden Basisvektoren steht. Es gilt

(p©, pmty, = (p Ap™), Z ®) Ap™), (p© p*)),
k=0
= (P, Ap!™); — (p', Ap'™), = 0,

also auch
(p (15) (m+1)>

B +1 ]l

Wir haben bereits gesehen, dass p™t1) £ 0 gilt, also folgt aus unserer Konstruktion
auch ||[p™*D]||y = 1, somit sind dle Vektoren (p(e))m+1 paarwe1se orthogonal

Aus span{p®, ... p™} = K m) folgt span{Ap(O mY} C Kr® m +
1), also insbesondere span{p(o),...,pm+1} C K(r(o),m + 1). Da die Vektoren
p@. ... ptD genkrecht zueinander sind, sind sie insbesondere linear unabhingig,
also muss span{p(o)7 .. ,p(m+1)} die Dimension m + 2 besitzen. Da die Dimension von
K(r©® m + 1) hochstens m + 2 betragen kann, miissen beide Riume identisch sein.
Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen. [

<P(£),p(m+1) 2 = =0.

Nun kénnen wir uns der praktischen Konstruktion der Arnoldi-Basis p(©, ..., p(mo—1
zuwenden. Hier ist zuerst zu beachten, dass wir im Allgemeinen mg nicht a priori ken-
nen, es also im Zuge der Konstruktion bestimmen miissen. Nach Lemma [3.34] sind die

Vektoren p™ fiir m € {0,...,mg — 1} von Null verschieden, wihrend
mo—1

ﬁ(mo) — Ap(mo—l) B Z <p(€)’Ap(m0—1)>2p(f) -0
=0

gelten muss, da unsere Konstruktion Ap™0—1) ¢ K(r(® my) = Kx® mg - 1) =
span{p®, ... p(m—D} sicherstellt.

Daraus folgt, dass wir m = mg erreicht haben, sobald wir keine weiteren Basisvektoren
konstruieren kénnen. In diesem Fall lsst sich die exakte Losung gemé$ (3.34]) berechnen.
Wie im cg-Verfahren ist es also auch hier nicht schlimm, wenn die Konstruktion der Basis
frithzeitig abbricht.

In der Praxis werden Rundungsfehler hiufig dazu fithren, dass p(™0) nicht exakt gleich
Null ist. Deshalb kann es sinnvoll sein, ein Kriterium der Art

P2 < el AP V]2 = m=mg

zu verwenden und €, € R-( hinreichend klein zu wéihlen. Geometrisch bedeutet diese
Bedingung, dass der Winkel zwischen der neuen Richtung Ap(™~1) und dem Unterraum
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procedure Arnoldi(q, var my, p(O), e p(mo_l));
p¥ < q/llql2;
m < 0;
p « Ap¥;
a < |IPll2;
Ao + (P, p)2;
p < b — Awp”;
Ao < ﬁsz;
while A,, 1, > €y do
p(m—H) — f)/Aerl,m;
m+—m+1;
p + Ap™);
a < |[Pll2;
for £ € {0,...,m} do
Afm — <p/(\€)a§>2;
P+ p— Ayp?
end for;
Api1m < [Pll2
end while;

mog<+— m-+1

Abbildung 3.7: Konstruktion einer Arnoldi-Basis

span{p®, ... p(m~D} sehr klein ist, ein neuer Basisvektor die Lésung also nur wenig
verbessern wiirde.

Die Iterierten x(™ sind mit Hilfe der Matrizen A™ definiert, und gemif Lemma B32
haben die Eintrige dieser Matrix die Form E&n) = (p, Ap®)),. Fiir £ < k treten genau
diese Skalarprodukte auch bei der Berechnung der Arnoldi-Basis auf, fiir £ = k+ 1 haben
wir

k
A = (p®, Ap®)y, = (p® p+1y, 4 S (p, Ap®)a(p®, p)),
j=0
k . .
= <p(k+1)a N(k+1)>2 + Z<p(j)7 Ap(k)>2<p(k+1)a p(])>2 = ||§(k+1) HQa
j=0

also treten alle zur Konstruktion der Matrix A (™) benstigten Groflen bereits bei der
Konstruktion der Arnoldi-Basis auf, so dass sich die Matrix mit minimalem Mehraufwand
aufstellen ldsst.

Aus Stabilitétsgriinden empfiehlt es sich, die Orthogonalisierung von p(™ wie in Ab-
bildung 3.7 durchzufiihren: Die einzelnen Suchrichtungen werden der Reihe nach subtra-
hiert, und die Skalarprodukte werden nicht fiir das urspriingliche p(™ berechnet, sondern
bereits fiir das partiell orthogonalisierte. Theoretisch sind beide Ansétze identisch, weil

112



3.5 Krylow-Verfahren fiir nicht positiv definite Matrizen

Abbildung 3.8: Hessenberg-Ausgleichsproblem mit Householder-Transformation

die Orthogonalitdt der Suchrichtungen impliziert, dass in beiden Fillen dieselben Skalar-
produkte berechnet werden. Praktisch wirken sich Rundungsfehler bei der modifizierten
Konstruktion weniger stark als bei der urspriinglichen aus. R

Die im Zuge der Konstruktion der Arnoldi-Basis berechneten Matrizen A(™ kénnen
wir nun verwenden, um Losungen z(™ € K™ des linearen Ausgleichsproblems (3.31) und
damit auch die Iterierten x(™ = x(©) 4 P(m=Dz(") 74 bhestimmen. Nach Lemma [3:31))
wissen wir, dass das Ausgleichsproblem immer eindeutig losbar ist.

Praktisch berechnen kénnen wir die Losung mit Hilfe einer Householder-Zerlegung:
Falls wir eine orthogonale Matrix Q(m e K(m+Dx(m+1) ynd eine obere Dreiecksmatrix
R(M ¢ KmtD)xm i Q (mRM) = A(m) konstruieren konnen, erhalten wir dank der
Invarianz der Norm unter der orthogonalen Transformation Q(m) das transformierte
Ausgleichsproblem

IRz — (@) ™|y < IRy — Q) ™|l fiir alle y € K™

Nach Lemma 331 hat die Matrix R(™ vollen Rang, und ihre letzte Zeile ist Null (vgl.
Abbildung B.8)).

Demzufolge kénnen wir das transformierte Ausgleichsproblem lésen, indem wir die
Komponenten von z("™) durch Riickwiirtseinsetzen in die oberen m Zeilen der Matrix
R(™) berechnen. Der Betrag der letzten Komponente von (Q(m))*?(m) entspricht gerade
dem verbliebenen Approximationsfehler.

Unsere Aufgabe besteht also darin, eine geeignete orthogonale Transformation Q(m) €
K(m+1)x(m+1) 7y finden. Laut Lemma 332 ist A (™ bereits eine Hessenberg-Matrix, wir
miissen also lediglich die untere Nebendiagonale eliminieren. Diese Aufgabe kann mit
Hilfe von Givens-Rotationen gelost werden:

Seien x,y € K. Wir suchen eine orthogonale Matrix

c —8
a- (0 7).

die die untere Komponente des Vektors (z,y) eliminiert. Wenn wir das Matrix-Vektor-
Produkt ausschreiben, erhalten wir

()= ()0 -5
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procedure FindeGivens(z, y, var ¢, s);
if |x| > |y| then

T < —y/T;
[ E—
|z|/1+] 7]
s+ cT
else
T —T/y;
-y .
s —2L—
lyl/ 1472’
C 4 ST
end if

procedure Givens(c, s, var z, y);

h + z;
T + ch — sy;
y < sh+cy

Abbildung 3.9: Bestimmung der Koeffizienten einer Givens-Rotation und Anwendung
der Rotation auf einen Vektor (z,y)

wir miissen also ¢, s € K so bestimmen, dass sz + ¢y = 0 gilt und Q orthogonal ist.
Wir erreichen dieses Ziel, indem wir
T —Y

VIl + Tyl V2P P

setzen, denn dann gelten

_ T +yy
sy = —2EW__ R,
VI + Jy[?

—yr + Y

sT+cy=——-==0
2+ g2
2 2

2 o lz[* + 1yl

cl”+|s|” = )

A= P
Ty — Yyx

—cs+sc=————-=0
|z + |y|?

In der Praxis ist es sinnvoll, ¢ und s so zu berechnen, dass Rundungsfehler reduziert
werden, etwa indem wir die Fille |z| > |y| und |z| < |y| unterscheiden. Im ersten Fall
setzen wir 7 := —y/z, stellen

Vel +yP? = le|V1+ly/a? = |z[v1+ (7]

fest und erhalten

€z -y

T - T
= s S = = f:CT
VieP+ 1yl 21+ 7 [P+ 1yl? 1472 2
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Abbildung 3.10: Transformation einer Hessenberg-Matrix auf obere Dreiecksgestalt mit
Hilfe von zeilenweisen Givens-Rotationen

Im zweiten Fall setzen wir 7 := —z/y, erhalten

ViIzP? +1y? = ly[V]z/yl? + 1 = [yl 14 |7]?

und koénnen damit ¢ und s gemaf
A . z -y oz
VigP+ 1yl lylvi+ I [+ yl? lylV1+ 72—y

berechnen. Die resultierenden Prozeduren zur Bestimmung von ¢ und s und zur Anwen-
dung auf einen Vektor sind in Abbildung zusammengefasst.

ST

Bemerkung 3.36 In der Regel sind wir nur daran interessiert, dass die Matriz Q or-
thogonal ist und die zweite Zeile des Ausgangsvektors eliminiert. Dabei spielt das Vor-
zeichen von Q keine Rolle, wir konnen also in Abbildung [3.9 auch x statt T im ersten
Fall und y statt —y im zweiten Fall verwenden.

Falls K = R gilt, konnen wir die Vorzeichen gerade so wdihlen, dass jeweils nur
1/4/1+ |7|? dibrig bleibt, so dass die Berechnung besonders einfach ausfillt.

Wir kénnen die Givens-Rotation verwenden, um zunéchst den ersten Nebendiagonal-

eintrag A\ggl) zu eliminieren: Fiir x = A‘g(-)n) und y = A\%L) erhalten wir

A(m) (m T(m
Q (4%) _ (¢ AR+ |A§o>\2> |
A

10 0

Wenn wir also die orthogonale Matrix

QO (m+1)x (m+1)
(0 %) ex

von links mit A (™) multiplizieren, werden die ersten beiden Zeilen der Matrix gerade so
linear kombiniert, dass Eggl) anschliefend Null ist. Wir konnen entsprechend fortfahren,
um auch die restlichen Nebendiagonaleintrige zu eliminieren. Am besten ist es, bei dieser
Gelegenheit auch gleich die rechte Seite T™ zu behandeln (vgl. Abbildung BI0). An-
schlieffend kann das resultierende Ausgleichsproblem wie beschrieben durch Riickwért-

seinsetzen gelost werden.
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procedure Ausgleich(m, K, T, var z);
for /=0tom—1do
FindeGivens(/Tg,g, Egﬂ’g, ey So);
for ke {¢,...,m—1} do
Givens(cy, sy, A\&k, A\g+17k>

end for;
Givens(cy, S¢, To, To+1)
end for;
for / = m — 1 downto 0 do
q <75

forke{{+1,...,m—1} do
qq— Appzy
end for;A
Ze < q/Aue
end for

Abbildung 3.11: Effizientes Losen des Ausgleichsproblems (3.37])

Der resultierende Algorithms ist in Abbildung B.11] zusammengefasst: Er geht von ei-
ner Matrix A (™ und einer rechten Seite T™ aus und 16st das Ausgleichsproblem (Z31),
indem zuerst die Matrix mit Hilfe von Givens-Rotationen auf obere Dreiecksgestalt ge-
bracht und dann zZ(™ durch einfaches Riickwiirtseinsetzen in die obere Dreiecksmatrix
bestimmt wird.

In der Regel wollen wir nicht die vollstéindige Arnoldi-Basis aufstellen, sondern wir sind
lediglich daran interessiert, eine approximative Losung einer bestimmten Genauigkeit zu
konstruieren. Diese Genauigkeit ldsst sich mit Hilfe des Ausgleichsproblems steuern,
unsere Aufgabe besteht also darin, die in den Abbildungen 3.7 und B.I1] gegebenen
Algorithmen zu kombinieren.

Laut Lemma kénnen wir die Matrix A™+D aus der Matrix A (™) gewinnen,
indem wir unten eine Nullzeile und rechts eine weitere Spalte hinzufiigen. Wenn wir
bereits Givens-Rotationen fiir die ersten m Spalten konstruiert haben, kénnen wir sie
nun auf die letzte Spalte anwenden und dann eine neue Rotation bestimmen, die den
letzten Eintrag dieser Spalte eliminiert und die rechte Seite aktualisiert.

Indem wir in dieser Weise die Konstruktion der Arnoldi-Basis mit der Householder-
Faktorisierung kombinieren, erhalten wir den in Abbildung dargestellten GMRES-
Algorithmus. Nach der Berechnung jedes neuen Arnoldi-Vektors bestimmt er die neue
Defektnorm und bricht ab, sobald sie klein genug oder ein invarianter Unterraum erreicht
ist. Anschlielend wird durch Riickwértseinsetzen die neue Iterierte berechnet.

Lemma 3.37 Sei A regulir, sei b € K und x* := A~ 'b. Sei (x(m))meNO die Folge der
Semiiterierten des GMRES-Verfahrens zu einem Startvektor x© € KZ. Dann gilt

b — Ax™)||y = min{||gm(A)(b — Ax)||y : gm ist ein Polynom
vom Grad <m mit ¢, (0) = 1} fiir alle m € Ny.
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procedure GMRES(b, var x);
r® « b-— Ax; To HI'(O)HQ
p©® «— /7 m « 0;
p—Ap; a«|pla
Ao (P, p)2; P DP-— Agop;
Aro < [Ipllz; B« Avp;
FindeGivens(Ag, ELO, o, S0);
Givens(co, S0, ;{\0’0, ;1\1’0);
?1 — 0;
Givens(co, So, T0, T1);
while 5 > ¢, and |7),41] > € do
p(m+1) A ﬁ/A\m+1,m; m <—m+ 1;
p <+ Ap™; o |pl;
for £ € {0,...,m} do
AZm — <p(f)
end for;

~

Am-l—l,m A ”5”2’ 5 A Am‘va;
for /{=0tom —1do
Givens(cy, sy, Xz,m, A\Z+1,m)
end for;
FindeGivens(gm,m, A\m-i-l,m: Cms Sm);
Givens(cm, Sms Amms Am+1,m);
?m_i'_l < O,
Givens(¢m, Sm, Tms Tm+1)
end while;
for / = m downto 0 do
q < Ty
for ke {{+1,...,m} do
qq— Appz
end for;
fz\g — q/le\g,g; X X+ /Z\gp(g)
end for

,P)2; D+ D~ Amp®?

Abbildung 3.12: GMRES-Algorithmus zum approximativen Ldsen eines reguléren linea-

ren Gleichungssystems

Beweis. Nach Konstruktion ist

(M) — x(0) 4 plm=1)gzm).

und 2™ e K™ ist so gewihlt, dass

b~ Ax™], = @) — APIDZ |, < 10— APg,

fiir alle y € K™
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

gilt. Das Bild von P(~1) ist der Aufspann der Vektoren p(©®, ... p(™=1 und dieser
Aufspann ist gerade der Krylow-Raum K(r(®, m — 1).

Demzufolge gibt es Koeffizienten «y, ..., a,—1 € K mit
m—1

pm—15(m) _ OékAkr(O).
k=0

Wir definieren die Koeffizienten

1 falls £ =0
ﬁg::{ ats ’ fir alle ¢ € {0,...,m}
—ay_1  sonst

und fiihren das Polynom ¢,, durch
= Z ﬁggg fiir alle £ € K,

ein, denn dann gelten ¢, (0) =1 und

m—1
b— Ax(™) = — AP(m1z0m) = O — AN " 0y AR
k=0
_ I'(O) o Z akAk—‘rl + ZﬂZAZ ( ) (0)

k=0

Damit haben wir

Ib — Ax" 5 = [lgm (A) (b — AxV)]5

fiir unsere Wahl von ¢, gezeigt. Jetzt miissen wir nachweisen, dass diese Norm auch
minimal ist.

Sei dazu ¢}, ein weiteres Polynom mit Grad < m und ¢,(0) = 1. Wir wiihlen Koeffi-
zienten 3, ..., 5, € K mit

) = Zﬁéfz fiir alle £ € K.
/=0

Wegen ¢/, (0) =1 gilt 5 = 1, und wir erhalten

/=1
m—1
—r® _ A Z (_%H)Akr(U) =10 _ Ay
k=0
fiir den Vektor .
y = — Z B,’CHAkr(O) e Kxr®, m—1).
k=0
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3.5 Krylow-Verfahren fiir nicht positiv definite Matrizen

Da das Bild von P~ gerade K(r(®),m — 1) ist, muss es einen Vektor y € K™ geben,
der y = P~y erfiillt, also gilt

gy (A2 = [t — Ay]> = [+ — APV,
> @ — APCDZ |y = (g (A)r|2,

demzufolge minimiert ¢, tatsédchlich die Defektnorm. [

Mit Hilfe dieser Bestapproximationsaussage lassen sich, wie schon im Fall des
Gradienten- und des cg-Verfahrens, Aussagen iiber die Konvergenz des GMRES-
Verfahrens gewinnen:

Satz 3.38 (Konvergenz) Sei A regulir und diagonalisierbar, es gebe also eine reguldre
Diagonalmatric D € KI*T und eine requlire Matriz T € KT s0, dass A = TDT !
gilt. Sei b € KT, und sei x* :== A~ b.

1. Falls 0(A) C [a, 0] fiir a,8 € Rsg gilt, erfillen die Iterierten des GMRES-
Verfahrens die Abschdtzung

2™

_ Ax( -
b Axm)HQSHTH2HT H21+02m

b — Ax@|, fir alle m € Ny

VB/a—1

B/a+1"

und ¢ 1=

2. Falls 0(A) C [-8,—a] U [a, (] fir a,8 € Rsg gilt, erfillen die Iterierten des
GMRES-Verfahrens die Abschdtzung

2clm/2]
o (m) o N o (0) ”
b — Ax'™ ||y < ||T||2]| T ||21 2] IIb — Ax'™||2 fiir alle m € Ny
._ B-a
und ¢ 1= m

3. Ganz allgemein gilt b = Ax(™0) fijr mg < n = #I.

Beweis. Die dritte Aussage ist wegen (3.33]) trivial.
Zum Beweis der ersten beiden Aussagen benutzen wir Lemma .37 und die Submul-
tiplikativitdt der Spektralnorm, um

Ib — Ax™|2 < [|gn(A) (b — AxD)]l2 < [lgm(A)]2llb — Ax|2
fiir ein beliebiges Polynom ¢,, der Ordnung < m mit ¢,,(0) = 1 zu erhalten. Aus
A’ = (TDT ¢ = TD/T!
folgt

lgm (A)ll2 = [ Tgm (D)T |2 < [ T2 T 2]lgm (D)]l2
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

= | T2 T~ 2 max{lgm(N)| = A€ o(A)}. (3.37)

Falls 0(A) C [a, f] gilt, konnen wir ein transformiertes Tschebyscheff-Polynom p,,, ver-

wenden, das
2c™

max{|pm(§)] : {€[1-5,1—a]} < 11 2m

fiir ¢ := und p,, (1) = 1 erfiillt. Wir setzen, wie schon im Beweis von Satz [3.20]

B/a+1
wieder ¢, (§) := pm(1l — §) und erhalten

max{|gn(A\)| : A€ 0(A)} <max{|gn(N)| : X €[, B]}
= max{|pm(1 = A)| : A€ [a,B]}

— max{|pn ()] : €€ B 1-al} < —

sowie ¢, (0) = 1 und damit die gewiinschte Abschitzung.

Falls 0(A) C [-5, —a]U]a, (] gilt, setzen wir p := [m/2]| und wéhlen ein transformier-
tes Tschebyscheff-Polynom p,, der Ordnung < p, das auf dem Intervall [1 — B%,1 — a?]
besonders kleine Werte annimmt, also

2cM
mae{lp, (€)] £ €€ 121 —atlp < 20

fiir ¢ := 7% = gjr—g und p,(1) = 1 erfiillt. Wir setzen jetzt ¢, (&) := pu(1 — €2)
(6%

und erhalten
max{|gm(A)| : A€ o(A)} <max{|gn(A)] : A €[5, —a]U[a, ]}
= max{|p,(1 - )| : A€ [=f,—a]Ula, 8]}

2cM
= max{|p,(§)] : €€[1- A1 -’} < T

also die gewiinschte Abschéitzung. [

Wir sehen also, dass das GMRES-Verfahren auch bei indefiniten Problemen konver-
giert, solange die Matrix A diagonalisierbar ist. Allerdings ist die Konvergenzrate in
diesem Fall offenbar deutlich reduziert und entspricht ungefihr dem Ergebnis, das man
auch fiir das cg-Verfahren angewendet auf die Normalengleichung

A*Ax=A"b

erwarten wiirde. Falls die Matrix A normal ist, also die Gleichung A*A = AA* erfiillt,
kann die Matrix T in Satz orthogonal gewihlt werden. In diesem Fall verschwinden
die Terme ||T||2 und | T7!||2 = ||T*||2, und wir erhalten eine Abschitzung, die der fiir
das cg-Verfahren entspricht.
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Leider gibt es Fille, in denen sich die ersten beiden Abschitzungen von Satz [B.38
nicht verwenden lassen und wir lediglich auf seine letzte Aussage angewiesen sind. Fiir
ein n € N betrachten wir als Beispiel die Matrix F € K™*", die durch

Fij = fiir alle 7,5 € {1,...,n}

1 fallsi=j—1loderi=j+n-—1,
0 sonst

gegeben ist. Wir wéhlen eine rechte Seite b € K™ gemif

1 fallsi=1
by = a4 fiir alle i € {1,...,n}
0 sonst

und wollen das Gleichungssystem Fx = b 16sen. Wir kénnen sehen, dass die Spalten von
F eine Orthogonalbasis bilden, also ist F nicht nur regulér, sondern sogar orthogonal,
also insbesondere auch sehr gut konditioniert.

Wir wollen nun das Verhalten des GMRES-Verfahrens fiir dieses Gleichungssystem
untersuchen. Wir beginnen mit dem Startvektor x(0 = 0, also dem Startdefekt r(¥) = b,
und konstruieren die Arnoldi-Basis. Da F orthogonal und r(®) ein Einheitsvektor ist,
sind die Suchrichtungen bereits durch p(™t1) = Fp(™) gegeben. Mittels einer einfachen
Induktion kénnen wir

P; fiir alle m € No,i € {1,...,n}

m)y )1 fallsm+i=n+1oderm+i=1,
0 sonst

nachweisen, da F den (k + 1)-ten Einheitsvektor gerade auf den k-ten und den ersten

auf den n-ten abbildet und die Einheitsvektoren eine Orthogonalbasis bilden.

Fiir alle m € {1,...,n — 1} gilt demzufolge pgm) =0.Seinun m € {0,...,n— 1}, und

seien beliebige Koeffizienten «y, ..., a;,—1 € K fixiert. Fiir den Vektor
m—1
y =Y ap?
£=0
gilt also
m—1
(Fy) = Qy Fp z = Zaf 1]31
=0

also insbesondere
IFy — @[y > rO); =1

Da diese Abschétzung fiir alle y € span{p(o), ...,p™ 1} gilt, folgt insbesondere auch
[Fx™ — O], =1 fiir alle m € {0,...,n — 1},

der Iterationsfehler wird also in den ersten n — 1 Iterationsschritten vollig unverédndert
bleiben. Im n-ten Schritt gilt dann

Y
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

und x(™ ist die exakte Losung.

Wir kénnen also sehen, dass es Situationen gibt, in denen das GMRES-Verfahren erst
im letzten Schritt eine sinnvolle Approximation der Losung berechnet und zwischendurch
vollig unsinnige Suchrichtungen ausprobiert.

Immerhin berechnet GMRES fiir eine beliebige reguldre Matrix eine Losung, auch
wenn diese Berechnung, wie gesehen, im schlimmsten Fall so lange wie bei einem direkten
Verfahren dauern kann. Also werden wir wagemutig: Was passiert, wenn A nicht regulér
ist? Fine elegante Antwort findet sich in dem Artikel “The Idea Behind Krylov Methods”
von Ipsen und Meyer: Mit Hilfe der Jordan-Zerlegung kénnen wir A in der Form

(T 0\ .
a-r(€ 9

darstellen, wobei C eine regulire und N eine nilpotente Matrix ist, also N’ = O fiir ein
i € N gilt. Wir beschréinken uns wieder auf den Fall x(9) = 0, miissen also kliren, ob eine
Losung x* von Ax* = b sich in einem Krylow-Raum K(r(®,m) = K(b,m) darstellen
lasst.

Nehmen wir zunéchst an, dass das der Fall ist, dass es also Koeffizienten «ay, ..., ay, €

K mit .
x* = Z asA'b
/=0

gibt. Wir fithren die transformierten Vektoren

X* =T 1x*, b:=T'b

ct 0\~

Wir zerlegen X* und b passend zur Blockmatrix in

2 = (fl) b (b
X5) " bo

und gelangen zu den Gleichungen

ein und erhalten

X" =
¢

m

0

ii = Z agCebl,
=0

m
x5 =Y aN'b,.
£=0

Aus Ax* = b folgt NX} = Bg, und indem wir die zweite Gleichung mit N multiplizieren
erhalten wir

m
by = Z a/N1p,
=0
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3.5 Krylow-Verfahren fiir nicht positiv definite Matrizen

und somit

m
0= (I - ZOJ@NK—H) BQ.
=0
Da N nilpotent ist, gilt o(N) = {0}, also ist die Matrix in dieser Gleichung invertierbar
und es folgt by = 0.
Falls umgekehrt by = 0 gilt, 16st der durch X} := C~!b; und X} = 0 gegebene Vektor

das Gleichungssystem. Wie schon in Abschnitt [[L3] kénnen wir ein Polynom p konstruie-
ren, das p(C) = C~! erfiillt. Daraus folgt

can((52) 8] = (i58) (519 )

also kann das GMRES-Verfahren die Losung x tatsédchlich bestimmen.
Unser Verfahren funktioniert also genau dann, wenn by = 0 gilt. Wegen

i o mf(C 0N\ 1 . (C' 0\,
aor(S 8)ron($ o)

ist das #iquivalent dazu, dass die rechte Seite b im Bild von A’ liegt. Da das Bild von A’
im Allgemeinen eine echte Teilmenge des Bilds von A ist, kann es rechte Seiten geben,
fiir die zwar eine Losung existiert, diese Losung aber nicht mit einem Krylow-Verfahren
konstruiert werden kann.

Die Zahl ¢ kann durch eins plus der Differenz zwischen der algebraischen und der geo-
metrischen Vielfachheit des Eigenwerts 0 der Matrix A beschrankt werden. Fiir selbst-
adjungierte Matrizen, bei denen algebraische und geometrische Vielfachheiten {iberein-
stimmen, ist es also ausreichend, dass b im Bild von A liegt.

Die Konstruktion der orthogonalen Basen p©@. ... p™ erfordert es, alle Basisvekto-
ren abzuspeichern, so dass fiir den m-ten Schritt des GMRES-Verfahrens m Vektoren
der Lange n = #ZI abgespeichert werden miissen. Da mit allen diesen Vektoren Ska-
larprodukte berechnet und Linearkombinationen gebildet werden miissen, erfordert der
m-te Schritt des Verfahrens einen Rechenaufwand, der zu mn proportional wéchst, die
Durchfiihrung des Verfahrens wird also immer aufwendiger, je hoher m wird.

Im Allgemeinen lésst sich dieses Problem nicht vermeiden. Man kann zwar die Di-
mension der Basis kiinstlich beschrianken, also bei Erreichen einer Schranke m, die
Konstruktion beenden, die neue Iterierte berechnen und das Verfahren mit der neuen
Iterierten als Ausgangsvektor neu beginnen, aber wir haben bereits gesehen, dass es
Gleichungssysteme gibt, bei denen in diesem Fall keinerlei Konvergenz mehr auftritt.

Fiir den speziellen Fall selbstadjungierter (nicht unbedingt positiv definiter) Matrizen
konnen wir das Verfahren so modifizieren, dass Speicher- und Zeitbedarf proportional
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3 Semiiterative und Krylow-Raum-Verfahren

zum cg-Verfahren sind, dass also insbesondere ein Schritt mit einem zu n proportionalen
Aufwand durchgefiithrt werden kann: Wenn A selbstadjungiert ist, gilt

(P, Ap"y, = (Ap®, p™)yy = (p®), Ap®)y  fiir alle £,k € {0,...,mg — 1},

und Lemma [B.32] impliziert Egy) = 0 fiir alle ¢ € {0,...,m — 1}, k € {0,...,m — 2}
mit [¢ — k| > 1, also besitzt A in diesem Fall nicht nur Hessenberg-, sondern sogar
Tridiagonalstruktur.

Die zur Losung des linearen Ausgleichsproblems verwendeten Givens-Rotationen
transformieren die Tridiagonalmatrix in eine obere Dreiecksmatrix der Bandbreite 2, so
dass sich das Ausgleichsproblem mit einem Aufwand proportional zu m (statt m? im
allgemeinen Fall) auflosen l&sst.

Indem man die Tatsache ausnutzt, dass in jedem Schritt des Verfahrens jeweils nur eine
Spalte zu dieser Matrix hinzugefiigt wird, lésst sich eine Umformulierung des Algorith-
mus finden, bei der die Matrizen Am) iiberhaupt nicht mehr aufgestellt werden miissen,
die Struktur dhnelt dann sehr der des cg-Verfahrens, und das resultierende MINRES-
Verfahren ist dhnlich effizient. Da es dieselben Semiiterierten wie das GMRES-Verfahren
berechnet, iibertragen sich die Konvergenzaussagen aus Lemma 337 und Satz[3.38 direkt
auf das neue Verfahren.

3.6 Verfahren fiir Sattelpunktprobleme

Wie wir bereits gesehen haben, sind die Konvergenzeigenschaften der semiiterativen
Verfahren fiir indefinite Matrizen in der Regel deutlich schlechter als im positiv definiten
Fall. Fiir eine wichtige Klasse indefiniter Probleme, ndmlich die Sattelpunktprobleme,
lassen sich Verfahren konstruieren, die die guten Konvergenzeigenschaften des positiv
definiten Falls erreichen.

Bei einem typischen Sattelpunktproblem zerfillt die Indexmenge in zwei disjunkte
Teilmengen Z;,Zs mit

T =T7,Ul1, TiNZy =10
und die Systemmatrix besitzt die Gestalt
(A1 A
A= <A21 0 ’
wobei Aj; € KIX%1 eine selbstadjungierte positiv definite Matrix ist und Aqg = A3 €
KZ1%Z2 injektiv ist. Damit ist A selbstadjungiert. Um einen Eindruck von den Eigenwer-

ten der Matrix A zu erhalten, verwenden wir eine durch die Gauf-Elimination inspirierte
Kongruenztransformation:

< I ) <A11 A12> _ <A11 Air > (3.38)
—AnA7 1) \Ay —AnAAR ) ’
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I Ay Ap\ (T —-AjAR\ _ (An
. - o) (339
—A21A11 I A21 I _A21A11 A12

Da A1 injektiv ist, ist A21A1_11A12 positiv definit, also besitzt die transformierte Matrix
in der Gleichung (3:39) sowohl positive Eigenwerte (im linken oberen Diagonalblock) als
auch negative (im rechten unteren). Diese Eigenschaft iibertriagt sich auf A, so dass wir
tatséchlich ein indefinites Problem zu untersuchen haben.

Trotzdem koénnen wir ein Losungsverfahren konstruieren, indem wir die Gleichung
(B38) verwenden: Das Gleichungssystem

(A ) () -()

wird durch eine Block-Gauf3-Elimination in das System

<A11 Ais > <X1> _ < by >
~An A A1) \xo by — Ag1 AL by

tiberfiihrt, das wir per Riickwértseinsetzen 16sen konnen. Dazu sind die beiden Gleichun-
gen

SX2 = AQlAﬁlbl — b2 (340&)
Aq1x1 = by — Ajoxo, (3.40Db)

mit dem Schur-Komplement S = AglAﬁlAm dquivalent. Das Schur-Komplement ist
positiv definit, so dass wir die Gleichung (3.40al) mit den bereits bekannten Verfahren
behandeln konnen. Als Beispiel untersuchen wir das Gradientenverfahren: Fiir einen

Startvektor xéo) € K22 ist das Residuum durch

I'go) = A21A1_11b1 — bg — SJZQ = A21A1_11b1 — A21A1_11A12X2 — b2
= Ay A (b; — Appxy) — by (3.41)

gegeben, kann also effizient berechnet werden, sofern sich Gleichungssysteme mit der
Matrix Aq; schnell 16sen lassen.

Wir untersuchen nun die Berechnung der Iterierten xgmﬂ) aus xgm) fiir ein m € Np.
Fiir die Berechnung des optimalen Démpfungsparameters benttigen wir den Vektor

S(m) = Srgm) == A21A1_11A121‘gm), (3.42)

wir miissen also ein weiteres Gleichungssystem mit der Matrix A1y 16sen. Der Damp-
fungsparameter ist gegeben durch

o ", 5™
st rf™),

7r2

die néchste Iterierte und das néchste Residuum berechnen sich dann gemé&f

N IO N ) (3.43)
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procedure UzawaGrad(by, by, var xi, X2);
Lose A11X1 = b1 — A12X2;
ra < Ag1xy — by;
while Fehler zu grofl do
Lose A11a = A121‘2;
S < Agla; )
Aopt = (i
X2 < X2 + )\optr2;
Iy < Iy — AoptS;
X1 < X1 — )\Opta
end while

Abbildung 3.13: Uzawa-Iteration basierend auf dem Gradientenverfahren

rémﬂ) = r(zm) — /\ggt)s(m).
FEin Schritt des Gradientenverfahrens erfordert also die Multiplikation mit den Matrizen
A5 und Ay sowie das Losen eines Gleichungssystems mit der Matrix Aq;.

Die Idee des Uzawa- Verfahrens besteht darin, in jedem Schritt des Gradientenverfah-
rens auch eine Ndherung des Vektors x; zu bestimmen, indem die einzelnen Rechen-
operationen geschickt arrangiert werden. Beispielsweise sehen wir, dass in der Gleichung
(B4T) der Vektor A ' (b;—Aj2xs) als Zwischenergebnis auftritt, der nach (B.400) gerade
X1 entspricht.

Wenn wir xJ"™ mit der Formel 43) aktualisieren, ergibt sich aus (B.400) die Kor-
rekturgleichung

Xngrl) _ A1_11 (bl B A12X§m+1)) — Al_ll(bl — Amxém) _ )\(m)A12I'§m))

opt
=x{"™ AT AT A (™,

und der rechte Vektor tritt als Zwischenergebnis bei der Berechnung des Vektors s(™) in
(342) auf, steht uns also ebenfalls ohne weiteren Rechenaufwand zur Verfiigung.

Um die Konvergenz des Uzawa-Gradientenverfahrens mit Hilfe des Satzes[B.I7untersu-
chen zu kénnen, ist es erforderlich, Schranken fiir das Spektrum des Schur-Komplements
S zu finden.

Satz 3.39 (Spektralschranken) Seien a,8 € Ry so gegeben, dass die inf-sup-
Bedingung

A
Val|xzll2 < sup {<”12X|2”X1>2 x; € K\ {O}} fiir alle xo € K22 (3.44)
X1l A11

und die Stetigkeitsbedingung

| Agix1]l2 < /Blx1]l a1, fiir alle x; € KNt (3.45)
gelten. Dann folgt o(S) C [a, B].

126



3.6 Verfahren fiir Sattelpunktprobleme

Beweis. Sei xo € K22, Aus (3.44)) folgt

Ja||xzl2 < sup {<A12X2”Xl>2 L xp € KD\ {0}}

HleAn
(A12x2,X1)2
= su {H-A.Uz}(1||2 X1 EKII\{O}
11
(Aq2x2, A1_11/2X1>2 7
= sup il : x; € K™\ {0}

= sup { <A1_11/2A12X2> X1)2

x; € KD\ {0} 5 = [|AT2Axs),
11 |2

wobei im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung zum Einsatz kommt. Wir
erhalten

afxz,x2)2 = af|xz|? < AL Avoxa|3 = (AL Araxa, AP Aroxa)s
= <A>{2A1_11A12X2,X2>2 = <A21A1_11A12X27X2>2 = (Sx2,X2)2,

also oI < S.

Aus ([3.43) folgt
| A% ll2 < VBIIR L4 = V/BIAL Sl fiir alle %, € K7,
oo~ —-1/2 .
und mit X; = A}’ "x; erhalten wir
A2 A 512 < /Blx1ll2 fiir alle x; € K2
Wir wahlen x; := A1_11/2A12X2 und finden

15213 = [|A21 AT Aroxo|l3 = || Az AP 13 < Blxi |3 = Blx1,x1)2
= ﬂ<A1_11/2A12X27 A1_11/2A12X2>2 = B(A}, A A1axX2, X2)2
= [B(Sx2,X2)2 < B]|Sx2|2/|x2]|2-

Falls Sxa # 0 gilt, konnen wir auf beiden Seiten durch ||Sxz||2 dividieren und erhalten

[Sx2l|2 < Bllx2|2-

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt daraus

(Sx2,%2) < ||Sxzl|2]lx2]l2 < Bllx2|l3 = B(x2,%2)2,

also haben wir auch S < I bewiesen. Mit Lemma 2.49] folgt die Behauptung. ]
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procedure UzawaKonjGrad(bi, be, var x1, x2);
Lose A11X1 = b1 — A12X2;
ra < Ag1x1 — by;
P2 < 1]
while Fehler zu grofl do

Lose Aj1a = Ajapo;

S < Agla;

Aopi = B3

X2 < X2 + Aopt P2;

Iy < Iy — AoptS;

X1 ¢ X1 — AoptQ;

ro,s

b

P2 < Tro — up2
end while

Abbildung 3.14: Uzawa-Iteration basierend auf dem cg-Verfahren

Folgerung 3.40 (Konvergenz) Fulls die Bedingungen (3.74) und (3.43) erfillt sind,
erfillen die Iterierten des Uzawa-Gradientenverfahrens die Abschdtzung

1 % B —a * ..
nger ) _ x5||s < m”xgm) —x3|s fiir alle m € N.
Bewets. Wir kombinieren Satz mit Satz 317 ]

Wir haben bereits gesehen, dass das cg-Verfahren eine wesentlich bessere Konver-
genz als das Gradientenverfahren aufweist, also bietet es sich an, eine entsprechende
Variante der Uzawa-Iteration zu konstruieren. Auch in diesem Fall ldsst sich die er-
ste Halfte x; des Losungsvektors elegant mitfithren, indem wir zu jeder Suchrichtung
auch ihr Produkt mit AﬁlAlg berechnen. Da dieser Vektor im Zuge der Berechnung
des Schur-Komplements ohnehin vorkommt, kann die Aktualisierung des Vektors x; mit
einer einzigen Linearkombination erfolgen. Die resultierende Uzawa-cg-Iteration ist in
Abbildung B.14] zusammengefasst.

Folgerung 3.41 (Konvergenz) Fulls die Bedingungen (3.74) und (3.43) erfillt sind,
erfillen die Iterierten des Uzawa-cg- Verfahrens die Abschdtzung

2m
™ = x5lls < k™ — x5l fiir alle m € No

mit den Konstanten

N

SRS

c:= , K=
VE+1
Beweis. Wir kombinieren Satz [3.39] mit Satz [3.20] [ ]
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4 Mehrgitterverfahren

Alle in den vorangehenden Kapiteln vorgestellten Verfahren haben den Nachteil, dass
der mit ihnen verbundene Rechenaufwand mit der Konditionszahl der Matrix A des zu
losenden linearen Gleichungssystems (LLI) wéichst. Im Fall des Modellproblems bedeutet
das, dass desto mehr Iterationsschritte erforderlich werden, je gréfler die Problemdi-
mension n wird. Nicht nur wird also die Durchfiithrung eines Schrittes aufwendiger (alle
Verfahren benétigen mindestens n Rechenoperationen fiir einen Schritt), es sind auch
immer mehr Schritte erforderlich, um eine hinreichend genaue Losung zu bestimmen.

Infolge dieser Eigenschaft werden die bisher vorgestellten Verfahren fiir grofie Glei-
chungssysteme sehr zeitaufwendig oder sogar undurchfiihrbar (etwa im Fall des GMRES-
Verfahrens wegen des wachsenden Speicherbedarfs).

Wir suchen also nach einem Verfahren, das einerseits dhnlich einfach und effizient
wie die bisher vorgestellten ist, andererseits aber ein Konvergenzverhalten zeigt, das
moglichst unabhéingig von der Konditionszahl ist. Fiir allgemeine lineare Gleichungs-
systeme ist kein Verfahren bekannt, das diese Eigenschaften aufweist. Fiir Gleichungs-
systeme wie das Modellproblem, die aus der Diskretisierung einer partiellen Differenti-
algleichung entstehen, ldsst sich allerdings eine Klasse von Verfahren angeben, die die
gewiinschten Eigenschaften besitzen, ndmlich die Mehrgitterverfahren, denen dieses Ka-
pitel gewidmet ist.

4.1 Motivation: Zweigitterverfahren

Wir suchen nach einem Verfahren, das mdoglichst einfach zu implementieren sein soll,
also ist es naheliegend, ein besonders einfaches Verfahren als Ausgangspunkt unserer
Betrachtung zu wihlen: Die Richardson-Iteration.
Fiir das eindimensionale Modellproblem haben wir bereits in Lemma [[.4] nachgerech-
net, dass der optimale Ddmpungsparameter durch
h2

eopt = ?

gegeben ist und zu einer Konvergenzrate von
0=1—2sin?*(wh/2)

fithrt, die Konvergenzrate wird sich also fiir h — 0 ungefihr wie 1 — 72h?/2 verhalten.
Aus Griinden, die spéter klar werden, verwenden wir hier nicht 6, sondern den

halbierten Wert
h2
Hg] = Z
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4 Mehrgitterverfahren

Entsprechend unserer Theorie konvergiert das Richardson-Verfahren auch fiir diesen
Dimpfungsparameter. Betrachten wir nun das Verhalten des Iterationsfehlers x() — x*,
das bekanntlich durch die Gleichung

X(Z+1) — x* = MRiCh,le (X(E) _ X*)

beschrieben ist. Falls wir annehmen, dass der Fehler ein Eigenvektor e* der Matrix L
ist, erhalten wir

Mgicho,€" = (1 — OgAp)e” = (1 — sin®(wkh/2))e",

falls sin(mkh,/2) groer als 1/2 ist, wird der Fehler also um einen Faktor von mindestens
1/2 reduziert. Diese Bedingung ist fir kh > 1/2, also k > (n + 1)/2 erfiillt. Fehler-
komponenten, die in der ,,oberen Hélfte*“ des Spektrums liegen, werden also durch diese
modifizierte Richardson-Iteration um einen Faktor von mindestens 1/2 reduziert. Dieses
Verhalten stellt sich nur ein, wenn wir den Dampfungsparameter geschickt wéhlen.

Der Index k des Eigenvektors e® beschreibt (vgl. Lemma [[4) die Frequenz der dem
Eigenvektor zugrundeliegenden Sinusfunktion, ein grofler Wert von k entspricht also einer
hochfrequenten Funktion, wihrend ein kleiner Wert zu einer niedrigfrequenten gehort.

Dementsprechend teilen wir nun auch die Eigenvektoren in hoch- und niedrigfrequente
ein und bezeichnen die von ihnen aufgespannten Riume mit

Xpr :=span{e® : ke Ty} mit Zpp:={k€Z : k> (n+1)/2},
Xy = span{e® : ke Ty} mit Zys:={k €T : k< (n+1)/2} =T\ Ty

Wir kénnen den Raum R7 in diese beiden Teilrsiume zerlegen und erhalten die folgenden
Abschétzungen fiir den Iterationsfehler:

Lemma 4.1 Die Teilrdume Xps und Xu¢ sind orthogonal, es gilt also
(x,y)2=0 fiir alle x € X,y € Xt

Fehleranteile aus Xyne werden mit jedem Schritt unseres Richardson-Verfahrens halbiert,
genauer gesagt gilt

1 ;
[MRich 0, X[l2 < §||xH2 fir alle x € Xys.

Wir haben bereits gesehen, dass Fehleranteile aus Xynr zwar noch konvergieren, aber im
Allgemeinen wesentlich langsamer.

Beweis. Seien x € Xyur und y € Xyr. Nach Definition finden wir Koefliziententupel
(ak>k€Ihf und (B@)Eelnf SO, dass

X = Z ape®, y = Z Bee’

kE€Lne LeLyn
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4.1 Motivation: Zweigitterverfahren

gelten. Durch Einsetzen in das Skalarprodukt erhalten wir die Gleichung

(x,¥)2 = Z Z Oékgdek,ezb-

k€Lns LEL ¢

Da die Mengen Zy¢ und Z,¢ disjunkt sind und wegen der Orthogonalitit der Eigenvek-
toren folgt die erste Aussage.
Zum Nachweis der zweiten Aussage benutzen wir die Gleichung

1[5 = (x,%)2 = Z Z apay(e®, ef)y = Z a2 (4.1)

k€Ins L€lpg kelys

Wir haben bereits
MRich,leek =(1- sinQ(ﬂkh/Q))ek

bewiesen, also folgt

MRich,0, X = Z (1 — sin®(wkh/2))oger.
k€Lnse

Indem wir (1)) anwenden, erhalten wir wegen
wkh/2 > w(n+ 1)h/4 = 7/4, sin(mkh/2) > sin(w/4) = /1/2

die Abschatzung

. 1 1
Mrsengxl3 = 3 loxl(1 — sin®(wkh/2))” < 1 3 Joul? =
k€lys ke€lyg

und damit die zweite Behauptung. ]

Zumindest auf dem von den hochfrequenten Eigenvektoren aufgespannten Teilraum
Xnt besitzt unser Richardson-Verfahren also tatséchlich eine von n unabhéngige Kon-
vergenzrate. Wenn wir somit die Iteration auf den Gesamtfehler anwenden, wird dessen
hochfrequenter Anteil schnell reduziert werden, der Fehler wird mit jedem Iterations-
schritt ,glatter werden. Deshalb bezeichnet man das Richardson-Verfahren in diesem
Fall als Glittungsverfahren. Zur Illustration ist in Abbildung AT dargestellt, wie sich der
Iterationsfehler bei wiederholter Anwendung des Richardson-Verfahrens verhlt. In der
linken Hilfte findet sich jeweils der Fehler (zur besseren Lesbarkeit sind die einzelnen
Punktwerte durch eine Linie verbunden), in der rechten Hilfte die Anteile oy der ein-
zelnen Eigenvektoren e*. Man kann deutlich erkennen, dass die hochfrequenten Anteile
sehr schnell reduziert werden.

Wenn wir den Gesamtfehler reduzieren wollen, miissen wir auch eine Moglichkeit fin-
den, die niedrigfrequenten Anteile in den Griff zu bekommen. Da die entsprechenden
Funktionen ,,glatt“ sind, bietet es sich an, sie auf einem groberen Gitter zu approximie-
ren.

Dazu fithren wir eine Hierarchie von Indexmengen und Gleichungssystemen ein: Fiir
jedes ¢ € Ny seien eine endliche Indexmenge 7y, eine regulire Matrix A, € KZ*Z¢ und
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4 Mehrgitterverfahren

15 ; 15
1 1t
05 | 05 |
0 0
05 | 1 05
1 KN
1.5 : 15 :
1 64 127 1 64 127
15 15

1 64 127

1 64 127 1 64 127

Abbildung 4.1: Fehlerreduktion durch die Richardson-Iteration. Links: Entwicklung des
Startfehlers. Rechts: Entwicklung der Anteile der Eigenvektoren.

eine rechte Seite by € K¢ gegeben. Die Zahl £ bezeichnen wir als Gitterstufe. Intuitiv
sollen die Gleichungssysteme
Ayxy;=Dby fiir £ € Ny

zu verschieden feinen Auflésungen derselben zugrundeliegenden partiellen Differential-
gleichung gehoren. Auf hoheren Gitterstufen soll diese Gleichung feiner aufgelost werden,
wir nehmen insbesondere an, dass die Indexmenge Z, in der Regel grofler als Zy_1 sein
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4.1 Motivation: Zweigitterverfahren

wird.

Wenn wir das Gleichungssystem auf einer Stufe ¢ € Ny losen wollen, kénnen wir
zunéchst einige Schritte eines Glattungsverfahrens durchfithren, um hochfrequente An-
teile des Fehlers zu reduzieren. Da der verbleibende Fehler f; € K¢ nun hinreichend
Hglatt® ist, besteht die Hoffnung, ihn auch auf einem groberen Gitter noch hinreichend
gut approximieren zu kénnen. Wir suchen also einen Vektor x,_; € KZe-1 der in ei-
nem geeigneten Sinne eine gute Approximation von f; beschreibt. Um eine Verbindung
zwischen den beiden Gittern herstellen zu kénnen, fithren wir Transferoperatoren ein:

Definition 4.2 (Gittertransfer) Sei ¢ € N. FEine injektive Matriz
pf c KIZ XI[,l

bezeichnen wir als Prolongation. Fine surjektive Matriz
ry € KZe-1xTe

bezeichnen wir als Restriktion.

Mit Hilfe der Prolongation ldsst sich nun formulieren, wie der Vektor x,_; € K%t
beschaffen sein soll: pyxy_1 soll eine gute Approximation des Fehlers f, auf der feineren
Gitterstufe sein.

Wir konstruieren den Vektor x, 1 als Losung eines linearen Gleichungssystems auf
der Stufe ¢/ — 1. Wir setzen by_1 := Ay_1xy_1, falls wir also eine geeignete rechte Seite
by_1 zur Verfiigung haben, kénnen wir das System

Ay 1xp 1 =bp (4.2)

auflésen, um xy_1 zu berechnen.
Die rechte Seite by_; konnen wir mit Hilfe der Restriktion aus dem Defekt dy :=
Ayxp — by auf dem feinen Gitter konstruieren: Wir setzen

by_1 :=r,dy = r(Asxs — by).

Indem wir die drei Schritte Prolongation, Grobgitterlésen und Restriktion kombinieren,
erhalten wir das gesuchte Verfahren zur Reduktion glatter Fehleranteile:

Definition 4.3 (Grobgitterkorrektur) Sei ¢ € N. Das durch
(I)GGK,Z(XZa bg) = Xy — pgAZ_llrg(Ang — bg) f’[i?“ alle Xy, bg € KZZ

definierte lineare Iterationsverfahren nennen wir die Grobgitterkorrektur auf der Git-
terstufe £.

Offenbar ist ®qqk ¢ ein konsistentes lineares Iterationsverfahren mit den Matrizen

—1 —1
Maak,e := 1 — peA, 2 riAy, Naak,e := peA, e
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4 Mehrgitterverfahren

procedure Zweigitter(¢, by, var xy);
Glatter(xg, by);

dg — Ang — bg;

by_1 < redy;

Lose Ayp_1x¢-1 = by_y;

Xp < X¢ — PrXy—1

Abbildung 4.2: Ein Schritt des Zweigitterverfahrens

Die Grobgitterkorrektur ist nur dann effizient zu berechnen, wenn sich das Gleichungs-
system (4.2)) effizient 16sen ldsst, wenn also Z;_; deutlich kleiner als Z; ist. In diesem Fall
ist die Grobgitterkorrektur allerdings nicht mehr konvergent: Da #Z, 1 < #Z; gilt, kann
die Restriktion r, nicht injektiv sein, es muss also einen Vektor z, € K¢ \ {0} geben,
der ryzy = 0 erfiillt. Wir setzen x, := AZl(Zg + by) und erhalten

Pack e(xe, be) = x¢ — peA; Te(Arxe — by) = x¢ — A, Tz = x4,

also wird die Folge der Iterierten zum Startvektor x, nicht gegen die korrekte Losung
Aé_lb[ konvergieren.

Fiir sich genommen ist die Grobgitterkorrektur also kein sinnvolles Verfahren, lediglich
im Zusammenspiel mit einem geeigneten Glittungsverfahren, das die, typischerweise
hochfrequenten, Fehleranteile aus dem Kern der Restriktion ry handhabt, erhalten wir
eine effiziente Methode.

Definition 4.4 (Zweigitterverfahren) Sei ¢ € N. Sei ®q1, ein lineares Iterations-
verfahren fir die Matriz Ay. Das durch

Dyav (%, br) = Paake(Pare(xe, be), by) fiir alle xp, by € K%

definierte lineare Iterationsverfahren nennen wir das Zweigitterverfahren auf der Git-
terstufe £ mit dem Glattungsverfahren (oder kurz Glétter) ®gy .

Abstrakt formuliert ist das Zweigitterverfahren eine Produktiteration, die sich aus der
Kombination der Grobgitterkorrektur ®agi ¢ mit der Glattungsiteration ®q ergibt.

Wenn wir die Matrizen der ersten und zweiten Normalform der Gldttungsiteration mit
Mg, und Ngi¢ bezeichnen, erhalten wir fiir das Zweigitterverfahren die Darstellung

Pzav,e(xe,br) = Paak,e(Pare(xe, be), br) = Maak e Pare(xe, be) + Naak by
= Mgck,«(Maiex, + Naicbe) + Naak,ebe
= Maaxk /Maix¢ + Maak (Naiebe + Nack by,

also sind die Matrizen der ersten und zweiten Normalform des Zweigitterverfahrens durch

Mzav, == Magk Maiy,
Nzav,e := MgakNaie + Naak ¢
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4.1 Motivation: Zweigitterverfahren

gegeben. Die Entwicklung des Iterationsfehlers im Zweigitterverfahren wird durch die
Iterationsmatrix Mzav ¢ beschrieben, und diese Matrix ist das Produkt der Iterations-
matrizen der Grobgitterkorrektur und des Gléattungsverfahrens. Falls also die Grobgit-
terkorrektur die niedrigfrequenten und das Glattungsverfahren die hochfrequenten Feh-
leranteile reduziert, diirfen wir darauf hoffen, dass das Zweigitterverfahren den gesamten
Fehler reduzieren wird.

Bevor wir uns eingehender mit den Eigenschaften des Zweigitterverfahrens befassen,
ist es ratsam, dass wir uns zunéchst mit den neuen Begriffen der Prolongation und der
Restriktion vertraut machen. Am besten gelingt das anhand des Modellproblems: Wir
betrachten zunéchst das eindimensionale Modellproblem mit Ny := 21 — 1. Fiir jedes
JELi1={1,...,Ne_1} gilt &1 ; = & 25, jeder Gitterpunkt des groben Gitters ist also
auch im feinen Gitter enthalten. Deshalb ist es naheliegend,

(Prxe—1)2j = Tp—1,j fiir alle j € Zy_4

zu setzen. Damit ist bereits fast die Hélfte der Komponenten von pyxy_1 definiert. Die
ungeradzahligen Punkte &y 9;41 liegen fiir j € {0,..., Ny} jeweils im Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke von & j und &1 41, also bietet es sich an, den Wert (pgxs—1)2;+1
durch Mittelung der Werte x,_1 ; und zy_1 j4+1 zu gewinnen, also

To—1,5 + Te—1,+1
2

zu setzen. Damit ist die Prolongation py durch

(ngg_l)Qj_H = fiir alle j € {0, ceey Nﬁ—l}

1 falls ¢ = 27,
(Pe)ij =< 1/2  falls |i — 24| = 1, fir alle i € Zp,j € Ty_4

0 ansonsten

gegeben. Wir konnen leicht sehen, dass die Prolongation py eine schwachbesetzte Ma-
trix ist, und dass sich die Multiplikation eines Vektors mit dieser Matrix sehr einfach
durchfiihren l&sst.

Die Restriktion wird in der Regel mit Hilfe der Adjungierten der Prolongation kon-
struiert: Die Prolongation verteilt den Vektor aus den Grobgitterknoten in die Feingit-
terknoten, die Restriktion sammelt die Werte aus den Feingitterknoten wieder in den
Grobgitterknoten.

In unserem Fall empfiehlt es sich (siehe Definition [4.3]), die Restriktion so zu gewich-
ten, dass die Restriktion des konstanten Vektors 1 auf dem feinen Gitter wieder den
konstanten Vektor 1 auf dem groben Gitter ergibt, also

1

Iy = §pj

zu verwenden. Die Restriktionsmatrix ist dann durch
1/2  falls j = 21,
(I‘g)ij = 1/4 falls ’j — 22" =1, fir alle i € Zy_1,7 € Iy

0 ansonsten
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+
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+
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e i =
o+ o+ o+
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o+ o+ o+
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o+ o+ o+

Abbildung 4.3: Gitterhierarchie fiir das zweidimensionale Modellproblem

gegeben. Entsprechend ihrer Konstruktion ist auch diese Matrix schwachbesetzt und
ldsst sich einfach mit einem Vektor multiplizieren.

Anschaulich entspricht die Restriktion einer gewichteten Mittelwertbildung, bei der
der zentrale Knoten doppelt so stark wie seine beiden Nachbarn gewichtet wird. Da alle
Koeffizienten der Restriktionsmatrix nicht negativ sind, kann ein Vektor nur dann in ih-
rem Kern liegen, wenn die Vorzeichen seiner Komponenten hinreichend schnell wechseln,
er also nicht , glatt® ist.

Wenden wir uns nun dem zweidimensionalen Modellproblem zu. Auch hier setzen wir
Ny := 21 — 1 und definieren darauf basierend die Indexmenge

Lo = {(ig,iy) © tz,0y € {1,...,Ng}}.

Wie schon im eindimensionalen Fall gilt fiir jedes j = (jg,Jy) € Zy—1 die Gleichung
&—1,5 = & 24, jetzt allerdings fiir Multiindizes, also kénnen wir

(Pexe—1)2j = To—1,5 fiir alle j € Ty_;

setzen. Falls der Gitterpunkt &; zu einem Index i € Zy zwischen zwei Gitterpunkten des
groben Gitters liegt, konnen wir wie im eindimensionalen Fall linear interpolieren und
erhalten

T0-1,(jurjy) T TO-1,(ju+1,7y)
2
fur alle j, € {0,...,Ne—1},jy € {1,..., Ne—1},

1 (agy) T T1,(a gy 1)
(pgxéfl)z]ocg]y'f'l - 2

fir alle j, € {1,. . .,Ng_l},jy S {0, .. .,Ng_l}.

(pﬁxé—1)2jz+1,2jy =

Falls der Gitterpunkt zwischen vier Punkten des groben Gitters liegt, kénnen wir ent-
lang der Diagonalen von ,links unten nach rechts oben“ interpolieren. Auf diese Weise
erhalten wir

 Te1,3egy) T P13+ Ly 1)
(p£X€—1)2jz+1,2jy+1 = 5
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4.1 Motivation: Zweigitterverfahren

procedure Prolongation2D(¢, x, var y);
Nop_q <20 —1;
y < 0;
for iy :==1to N,_; do
for i, := 1 to Ny_; do
Y2iy,2iy = Y20y, 2y T Tigiy
Y2ip 41,21, < Y2ip+1,2iy + Tigiy /25
Y2ip—1,2iy < Y2in—12i, T Tigiy/2;
Y2iyp 20, +1 < Y2iy,2iy+1 + Tiy iy, /25
Y2ip 201  Y2ip,2iy—1 + Tig i, /25
Y2ip 41,2y +1  Y2ip+1,2iy+1 + Tig iy, /25
Y2ip—1,2iy—1 S Y2ip—1,2i,—1 + Tiy iy /23
end for
end for

Abbildung 4.4: Durchfithrung der Prolongation fiir das zweidimensionale Modellproblem

fir alle jy,j, € {0,..., Nop—_1}.
Damit ist die Prolongation fiir das zweidimensionale Modellproblem durch

1 falls iy = 2j,, 4y = 23y,
1/2  falls |ip — 27| = 1,14y = 2y,

(pf)z’j =q1/2 falls i, = 27, \iy — 2jy] =1, fir alle i € Zyp,j € Ty
1/2  falls iy — 2j, =1y — 2jy € {-1,1},
0 ansonsten

definiert. Offenbar ist auch diese Prolongationsmatrix schwachbesetzt und ihre Anwen-
dung auf einen Vektor algorithmisch leicht umzusetzen (vgl. Abbildung 4. Wir kénnen
sehen, dass pro Feingitterpunkt hochstens zwei Additionen und Multiplikationen durch-
gefiihrt werden miissen, die Prolongation hat also einen geringeren Aufwand als die Mul-
tiplikation mit der Matrix A,. Abhéngig von der zugrundeliegenden Rechnerarchitektur
kann es empfehlenswert sein, die Berechnung der Prolongation nicht durch aufeinan-
derfolgende Additionen zum Ergebnisvektor y durchzufiihren, sondern #hnlich wie bei
der Multiplikation mit Ay (vgl. Abbildung [[L6)) direkt einzelne Eintrége zu berechnen
und dabei geeignete Fallunterscheidungen zu verwenden. Dadurch wird der Algorithmus
allerdings im Allgemeinen nicht unbedingt lesbarer, lediglich schneller.

Die entsprechende Restriktion definieren wir wieder, indem wir die Adjungierte der
Prolongation so skalieren, dass die Restriktion des konstanten Vektors wieder dieselbe
Konstante ergibt, in diesem Fall also durch
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procedure Restriktion2D (¢, x, var y);
Nop_q <20 —1;
y < 0;
for iy :=1to N,_; do
for i, := 1 to Ny_; do
Yig iy < Yinyiy T T2ip,2i, /4
Yig,iy < Yig,iy T T2ip41,2i,/8;
Yig,iy < Yinyiy T T2ip—1,2iy/8;
Yig,iy < Yigsiy T T2ip,2i,41/8;
Yig,iy < Yiasiy T 2ip,2i,-1/8;
Yig iy < Yinyiy T T2ip+1,2i,+1/8;
Yig iy < Yip,iy T T2ip—1,2i,-1/8
end for
end for

Abbildung 4.5: Durchfithrung der Restriktion fiir das zweidimensionale Modellproblem

Die Restriktionsmatrix ist dann durch

1/4  falls ju = 2ig, jy = 2iy,
1/8  falls [jo — 2ig| = 1,7, = 2i,,

(re)ij = 1/8  falls ju = 2ig, |jy — 2iy| = 1, fir allet € Zy_1,j € Iy
1/8  falls j, — 2i, = j, — 2iy € {-1,1},
0 ansonsten

\

gegeben und wiederum schwachbesetzt. Sie ldsst sich in sehr dhnlicher Weise implemen-
tieren (vgl. Abbildung [.5)) und besitzt denselben Rechenaufwand wie die Prolongation.
Mit den so definierten Prolongationen und Restriktionen kénnen wir das Zweigitterver-
fahren (und auch das spiter definierte Mehrgitterverfahren) fiir unsere Modellprobleme
durchfiihren.

Eine erste einfache Abschitzung fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des Zweigitterver-
fahrens lédsst sich gewinnen, falls die Matrizen auf den verschiedenen Gitterstufen und
die Prolongationen und Restriktionen zueinander passen:

Definition 4.5 (Galerkin-Eigenschaft) Fulls fiir alle ¢ € N die Gleichung
Ay =10Apy

gilt, sagen wir, dass die Hierarchie der Gleichungssysteme die Galerkin-Eigenschaft be-
sitzt.

Lemma 4.6 Die Hierarchie der Gleichungssysteme besitze die Galerkin-Eigenschaft. Sei
¢ € N. Dann ist die Iterationsmatric Mggk, der Grobgitterkorrektur eine Projektion,
es gilt also

2
MG ck,e = Mack e
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Falls Ay positiv definit ist und vy = cpy fiir ein ¢ € Rsq gilt, ist diese Matriz beziiglich
des Energieskalarprodukts selbstadjungiert, es gilt also

(Maak,iXe, yo)a = (xe, Maak eye) A fiir alle x4,y € K.

Daraus folgt, dass die Matriz beziiglich des Energieskalarprodukts eine orthogonale Pro-
jektion ist und |[Magkel|la < 1 erfillt.

Beweis. Die erste Gleichung kénnen wir direkt nachrechnen:
M = (I— peA roAg)(I— peA, ' roAy)
=1-2p A, 1) Ar+ pA;  reApeA ! 1A
=1-2p A, voAr+peA A A v Ay =T - poA St Ay = Meck e

Sei nun A positiv definit, und sei ¢ € R so gegeben, dass r, = cpj erfiillt ist. Wir
fixieren x4,y € K. Da A, positiv definit und p, injektiv ist, ist auch

Ay =r/App = cp;Arpy
positiv definit, und es gilt
(Maakxe, ye)a = (Ae(I — prA; reA))xe,y0)2 = (Ar — cApeA, Py A)Xe, ye)2

= (I — cApeA P} Arxe, yo)o = (Apxe, (I — cpeA, ! PiAL)Ye)2
= (Agxq, (I — pA 1A g)ye)2 = (x¢, Mack,eye) a-

Mit Hilfe dieser Gleichung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir schlieflich

IMcak xelld = Maak,ixe Maak,ixe)a = (M&ak %o, Xe) A
= (Mcak,xe, x0) 4 < [|[Maak exe|l allxel 4,

und daraus folgt die gewiinschte Abschitzung. ]

Unter den Voraussetzungen dieses Lemmas (die fiir viele praktische Anwendungsfélle
erfiillt sind) kénnen wir also die Konvergenzgeschwindigkeit des Zweigitterverfahrens
einfach durch

IMzav.ella = IMaek,/Maiella < [Maakellal|Maiella < [[Maiella

abschétzen, also wird bei den meisten von uns bisher untersuchten Verfahren das Zweigit-
terverfahren mindestens so schnell wie das Glattungsverfahren konvergieren. Natiirlich
sind wir daran interessiert, eine bessere Abschéitzung fiir die Konvergenzrate zu erzie-
len, aber dafiir werden aufwendigere Techniken erforderlich sein, die spéter eingefiithrt
werden.

139



4 Mehrgitterverfahren

Da wir die Prolongation und Restriktion passend gewéhlt haben, besitzen die oben be-
schriebenen Hierarchien fiir das ein- und zweidimensionale Modellproblem die Galerkin-
Eigenschaft. Fiir das eindimensionale Problem ist der Nachweis besonders einfach: Fiir
jedes i € Z; definieren wir den kanonischen Einheitsvektor d,; € KZ¢ durch

1 fallsi=3j
(0r4)j = { A= fir alle j € Zy.
0 sonst

Damit erhalten wir nach Definition von py, Ay, Ay_1 und r, die Gleichungskette

1 1
Pedi—1,; = 55&2#1 + g2 + 55&2”17

h,?

_ (5@ 2i—92 falls 7 > 1,
Aprdp1i=hy 2012 — { .

2 10 ansonsten

2 10 ansonsten

hy? {@,zm falls i < Ny_1,

riApedr—1,; =

2 4 1o ansonsten

h® s hy? {@_M_l falls i > 1,
5 0014 — —

hy? {@_uﬂ falls i < Ny_1,
4

0 ansonsten
_ _ 5@ i—1 falls i > 1,
=20, %6013 — hy { !

o {%H falls i < Ny_1,
—1

0 ansonsten

0 ansonsten

= Ay 100-14,

womit die gewiinschte Gleichung bewiesen ist. Fiir das zweidimensionale Modellproblem
ldsst sich der Beweis in dhnlicher Weise fiithren.

4.2 Mehrgitterverfahren

Der aufwendige Teil des Zweigitterverfahrens ist die Berechnung der Grobgitterkorrektur,
denn in der Regel wird die Indexmenge Z, 1 noch so grofl sein, dass die Losung des
Grobgitter-Gleichungssystems Ay_1xy_1 = by_1 sehr viele Rechenoperationen erfordert.

Gliicklicherweise miissen wir dieses System nicht exakt 16sen: Das Glattungsverfahren
reduziert den Fehler schliellich auch nur um einen gewissen Faktor, nicht in einem Schritt
auf Null, also sollte es geniigen, auch auf dem groben Gitter nur eine hinreichend gute
Approximation der Losung zu berechnen.

Dazu liefle sich im Prinzip jedes der bisher eingefiihrten Verfahren verwenden, aber
im Interesse der Effizienz bietet es sich an, wiederum auf ein Zweigitterverfahren auf
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4.2 Mehrgitterverfahren

procedure Mehrgitterl(¢, by, var x);
if £ > 0 then
Glitter(xy, by);
dy < Ayx; — by;
by_1 < redy;
x¢—1 < 0;
Mehrgitterl(¢ — 1, by_1, X¢—1);
Xp < Xp — PrXp—1
else
xp <+ A, by
end if

Abbildung 4.6: Erste Fassung des Mehrgitterverfahrens

procedure Mehrgitter(¢, by, var xy);
if £ > 0 then
for s :=1 to v; do
Gléittel"(Xg, bg)
end for;
dg — Ang — bg;
by_1  redy;
x¢—1 < 05
for i :==1to v do
Mehrgitter(¢ — 1, by_1, Xp—1)
end for;
Xp < Xp — PeXy—1;
for i :=1 to 1», do
Glétter(xy, by)
end for
else
Xyg — Azlbg
end if

Abbildung 4.7: Allgemeine Fassung des Mehrgitterverfahrens

den Gitterstufen ¢ — 1 und ¢ — 2 zuriickzugreifen. Wenn wir in dieser Weise rekursiv
fortfahren, bis die grobste Gitterstufe 0 erreicht ist, erhalten wir eine erste Variante des
Mehrgitterverfahrens, die in Abbildung gegeben ist.

In der Praxis kann es sehr sinnvoll sein, nicht nur einen einzelnen Schritt des Glattungs-
verfahrens durchzufiihren, und aus Griinden der Symmetrie ist es empfehlenswert, auch
nach der Grobgitterkorrektur noch weitere Glattungsschritte vorzusehen. Deshalb fithren
wir die Parameter v1,v5 € Ny ein, die die Anzahl der Vor- und Nachgldttungsschritte
angeben.

AuBerdem kann es passieren, dass ein einzelner Mehrgitterschritt nicht ausreicht, um
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4 Mehrgitterverfahren

=3
=2
(=1
=0

Abbildung 4.8: Struktur der Rekursion fiir v = 1 (links) und v = 2 (rechts)

eine hinreichend gute Approximation der ,echten® Grobgitterkorrektur zu berechnen,
also fithren wir den Parameter v € N ein, der die Anzahl der zur Approximation der
Grobgitterlosung verwendeten rekursiven Mehrgitterschritte angibt. Damit erhalten wir
das allgemeine Mehrgitterverfahren, das in Abbildung 7] angegeben ist. In der Praxis
sind vor allem der sogenannte V-Zyklus, also der Fall v = 1, und der W-Zyklus, ndmlich
der Fall v = 2, relevant, die ihre Namen der Form der Struktur der Rekursion verdanken.

Wie wir sehen, setzt sich ein Schritt des Mehrgitterverfahrens im Wesentlichen aus
wohlbekannten Bestandteilen zusammen: Als Glitter konnen viele der im bisherigen
Verlauf der Vorlesung vorgestellten iterativen Verfahren eingesetzt werden, besonders
populér sind Varianten der Jacobi- und Gau$-Seidel-Iterationen. Abgesehen vom Glétter
treten lediglich Multiplikationen zwischen schwachbesetzten Matrizen und Vektoren so-
wie Linearkombinationen auf, so dass wir erwarten diirfen, dass der Rechenaufwand,
sieht man von dem rekursiven Aufruf ab, im Wesentlichen proportional zu n ist.

Dementsprechend setzen wir voraus, dass es Konstanten Cg € Ryg, Cp € Ry und
Cp € R+ so gibt, dass

e die Durchfiihrung eines Glattungsschrittes auf Stufe £ € N hochstens Cg#Zy Ope-
rationen erfordert,

e die Berechnung des Defekts dy auf Stufe £ € N hochstens Cp#Z; Operationen
erfordert und

e sowohl die Berechnung von by_; mit Hilfe der Restriktion als auch die Aktuali-
sierung von xy; mit Hilfe der Prolongation jeweils hochstens C'p#Z; Operationen
erfordern.

Um den Gesamtaufwand fiir einen Schritt der Mehrgitteriteration abschétzen zu kénnen,
miissen wir also einen Weg finden, um seine rekursive Struktur (vgl. Abbildung [4.8) in
den Griff zu bekommen.

FEin eleganter Ansatz besteht darin, vorauszusetzen, dass die Anzahl der Freiheits-
grade auf jeder Gitterstufe mindestens um einen gewissen Faktor kleiner als auf der
néichstfeineren Stufe ist, dass es also ein « € [0, 1) so gibt, dass

H#To 1 < a#ly fiir alle £ € N
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4.2 Mehrgitterverfahren

gilt. Wir bezeichnen die Anzahl der auf Stufe ¢ € Ny benttigten Rechenoperationen mit
Cy € Ny. Um einen Schritt auf Stufe £ = 1 durchzufiihren, sind zunéchst 1y Vorglattungs-
schritte erforderlich, dann muss der Defekt berechnet, auf das Gitter der Stufe ¢ = 0
transportiert, dort die Grobgittergleichung gelost und anschliefend die Korrektur zur
aktuellen Iterierten addiert und v, Nachgldttungsschritte durchgefithrt werden, so dass
sich ein Gesamtaufwand von

C1 < Cq(vi + ) #11 + Cp#Ii + 2Cp#Iy + Coy
ergibt. Allgemein erhalten wir die Rekursionsformel
Cy < (Ca(vi +v2) +Cp +2Cp)#Ly + Cp_1y fiir alle £ € N.
Zur Losung dieser Gleichung verwenden wir den Ansatz
Cy < Cuc#Le
und erhalten

Co < (Ca(vi 4+ 1v2) + Cp +2Cp)#Zy + Co_1y

( )

(Ca(v1 +1v2) + Cp +2Cp)#ZLy + CrcY# L1
(Ca(v1 + v2) + Cp + 2Cp)#ILy + Crnucyo# Ly
= (Ca(v1 +v2) + Cp + 2Cp + Cyigyo) #1.

Wenn wir nachweisen konnen, dass
Ca(v1 +12) + Cp +2Cp + Cyayae < Oy

gilt, haben wir die gewiinschte Aufwandsabschéitzung bewiesen. Offensichtlich kann diese
Ungleichung nur dann gelten, wenn
ya <1 (4.3)

erfiillt ist, wenn also die Anzahl der Freiheitsgrade auf dem groben Gitter hinreichend
viel kleiner als auf dem feinen Gitter ist. Wenn wir (43]) voraussetzen, erhalten wir

Cg(v1+1v2) +Cp +2Cp < (1 — ya)Cwnig,

also ist
Ca(vi +12) +Cp +2Cp

1 —vya

/ —
Cug =

ein guter Kandidat fiir unsere Aufwandsabschétzung. Um auch den Fall ¢ = 0 zu beriick-
sichtigen, miissen wir die etwas modifizierte Definition

Ca(vy +1)+Cp+2Cp Cy
1 -9y« " #To
verwenden und haben bewiesen, dass der Rechenaufwand des Mehrgitterverfahrens unter

der Voraussetzung (4.3]) sich tatsdchlich proportional zu der Anzahl der Freiheitsgrade
verhélt.

CyMc := max {
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4 Mehrgitterverfahren

Im Fall des Modellproblems (und auch in vielen anderen praktisch relevanten Féllen)
diirfen wir annehmen, dass die Berechnung des Defekts nicht mehr Operationen als die
Durchfiihrung eines Glattungsschrittes erfordert, und dass die Berechnung von Restrik-
tion und Prolongation zusammen ebenfalls nicht mehr Operationen als ein Gléttungs-
schritt benétigt, dass also Cp < Cg und 2Cp < Cg gelten. Im eindimensionalen Modell-
problem kénnen wir o = 1/2, im zweidimensionalen sogar o = 1/4 voraussetzen, und
in beiden Fillen geniigt v = 1, um ein schnell konvergierendes Mehrgitterverfahren zu
erhalten. Der Rechenaufwand wird also im eindimensionalen Fall ungeféihr

Ca(vi +12+2)
1 —rva

Ci < Cng#HLe ~ #I; = 2Cq(v1 + 2 + 2)#I,

betragen, also schlimmstenfalls (fiir v; = 1, 15 = 0) sechsmal so hoch wie der Aufwand

eines einzelnen Glattungsschrittes sein, im zweidimensionalen Fall erhalten wir

Ca(vi + 12+ 2)
1 —va

4
#Ip = gCG(Vl + 1o + 2)#7y,

Co < Cyna#HLe =~

also sogar nur einen Faktor von vier.

Der Rechenaufwand des Mehrgitterverfahrens wird also im Wesentlichen durch den
Glatter bestimmt, und wie wir bereits gesehen haben, geniigt bereits ein sehr einfaches,
und damit schnelles, Glattungsverfahren wie die Richardson-Iteration.

4.3 Konvergenzbeweis per Fourier-Analyse

Im einfachen Fall des eindimensionalen Modellproblems ist es moéglich, eine Abschétzung
fiir die Konvergenzgeschwindigkeit zumindest des Zweigitterverfahrens explizit nachzu-
rechnen, indem ausgenutzt wird, dass alle Eigenvektoren bekannt sind.

Wir fixieren eine Stufe ¢ € N, auf der wir das Zweigitterverfahren analysieren wollen.
Die zu der Matrix A, gehérenden Eigenvektoren (e) ez, sind (vgl. Lemma [[.4]), durch

el i= \/2hy sin(mjkhy) fiir alle j, k € Z;
gegeben und gehoren zu den Eigenwerten

A, = 4h, ? sin®(mkhe/2) fiir alle k € Zy.

Um die Grobgitterkorrektur analysieren zu koénnen, benétigen wir auch eine Eigenvek-
torbasis (e¥) kez, , auf der Stufe £ — 1, die durch

e i= \/2hg_y sin(mjkhe_1) = \/4hgsin(mjkhe_1) fiir alle j,k € T,y

gegeben ist und zu den Eigenwerten

A o= 4hy 2 sin®(wkhy_1/2) = h; 2 sin?(wkhy_1/2) fiir alle k € Ty_4
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4.3 Konvergenzbeweis per Fourier-Analyse

der Matrix Ay_q gehort. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir Z := 7, 7= Ty_1,
h := hy und b= he_1 sowie A := Ay, A= Ay 1, r:=r,und p := py.

Unsere Aufgabe besteht zunichst darin, die Auswirkungen der Grobgitterkorrektur
zu analysieren. Fir k € Z und j € 7 erhalten wir mit Hilfe der Additionstheoreme
sin(z 4+ y) = cos(z) sin(y) + sin(x) cos(y) und cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
die Gleichung

1 1 1
(ref); = Zegjfl + iegj + Zegjﬂ
V2h

= (sin(m(25 — 1)kh) + 2sin(w(25)kh) + sin(7 (25 + 1)kh))

g
>

= (cos(—mkh) sin(m(27)kh) + sin(—mkh) cos(mw(2))kh) + 2sin(7(27)kh)
+ cos(mkh) sin(w(24)kh) + sin(wkh) cos(m(25)kh))

W

(2 cos(mkh) + 2) sin(mw(27)kh) = 2h(cos(7rkh) + 1) sin(mjkh)

5[5
> =

= (cos®(wkh/2) — sin®(rkh/2) + 1) sin(mjkh)
= V2h cos®(mkh/2) sin(mjkh).
Fiir k = N + 1 ist der letzte Term Null, also folgt
reNJrl =0. (4.4)

Falls dagegen k € 7 gilt, haben wir

1 ~
re* = \/gcos2(7rkh/2)ek

nachgewiesen. Anderenfalls gilt k* := N +1—k € 7 , und aus

sin(wjk‘ﬁ) = sin(2wjkh) = —sin(27j — 2mjkh) = —sin(27j(N + 1)h — 27jkh)
= —sin(2mjk*h) = —sin(7jk*h)

und der Gleichung
cos(mkh/2) = sin(rw/2 — wkh/2) = sin(n(N + 1)h/2 — wkh/2) = sin(rk*h/2)
folgt die Gleichung
(re*); = V2h cos® (kh/2) sin(mjkh) = —V/2h sin? (rk*h/2) sin(7jk*h),

und somit

1 ¥
re® = —\/;sin2(ﬂk*h/2)ek .
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4 Mehrgitterverfahren

Wir fithren die Kurznotation
s := sin(mkh/2), ¢k = cos(mkh/2) fiir alle k € 7

ein und fassen unser erstes Teilergebnis in der Form

r(ek ek*):€k<\[ —%) fiir alle k € 7

zusammen. Wenden wir uns nun der Prolongation zu. Wir wéhlen k € 7 und jerl
und betrachten zunéchst den Fall j = 2m + 1 fiir m € {0,..., N}. Nach Definition der
Prolongation (und mit der Konvention ef = 0) gilt

(084); = 52 + 5%
( (ﬁmkh + sin(7(m + 1)kﬁ)>
(sin(m(2m)kh) + sin(w(2m + 2)kh))
h (sin(m(j — 1)kh) + sin(7(j + 1)kh))
h (cos(—mkh) sin(mjkh) + sin(—mkh) cos(mjkh)
+ cos(mkh) sin(mjkh) + sin(mkh) cos(mjkh))
= 2V'h cos(mkh) sin(mjkh) = 2v/h(cos?(nkh/2) — sin®(wkh/2)) sin(mjkh).

Il
l\f)\
®3

Il
assw

Da j ungerade ist, gilt sin(7j — z) = sin(z) und wir erhalten
(pe*); = 2V/h(cos? (wkh/2) — sin®(nkh/2)) sin(mjkh)

= 2Vhe sin(mjkh) — 2V hs? sin(rwj — wjkh)

= 2Vhed sin(mjkh) — 2V hsisin(mj(N + 1)h — wjkh)

= 2Vhed sin(mjkh) — 2V hst sin(mjk*h),
diirfen also als Zwischenergebnis

(peh); = \/icieé? - \@sie;?* fiir alle j = 2m + 1,m € {0,..., N}

festhalten. Wenden wir uns nun dem Fall j = 2m fir m € 7 zu. Nach Definition gilt

(pe*); = &8 = VAhsin(rmkh) = Vahsin(wjkh) = VAh(c} + s7) sin(mjkh).

m
Da diesmal j gerade ist, gilt sin(7j — ) = —sin(x) und wir finden

(pe*); = VAh(ci + s7) sin(mjkh)
= V4heE sin(mjkh) + V4hs? sin(mjkh
k k
= V4hc? sin(mjkh) — V4hst sin(nj — mjkh
k k
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4.3 Konvergenzbeweis per Fourier-Analyse

= V4hci sin(mjkh) — V4hs? sin(mjk*h),
so dass wir
pe = v2ciet — V2s7e" fiir alle k € Z

bewiesen haben. In Matrixnotation schreibt sich diese Gleichung als

ok (ko V26 i T
pe” = (e e ) (\/isi fir alle k € Z.

Nun kénnen wir die Grobgitterkorrektur analysieren: Wir haben
sin(rk*h/2) = sin(n/2 — wkh/2) = cos(wkh/2),
also léasst sich die Anwendung der Matrix A in der Form
A(ef €)= (et et) <4h28z 4h_2ci> fiir alle k € Z
darstellen und wegen
sin(wkﬁ/Q) = sin(wkh) = sin(27kh/2) = 2sin(wkh/2) cos(nkh/2) = 2sycy,
erhalten wir fiir die Grobgittermatrix
Aet =& an%sic} fiir alle k € Z.

Nun konnen wir mit der Analyse der Grobgitterkorrektur beginnen. Es gilt
-1 E o ok*) — “1.(ok ok
PAT'rA (e e ) =pA~r (e e ) ( k 4h2c%>

o A—l’\k 02 52 4h_28i
—pA e (4 ) (M

_ oot h? (i _i) 4h=2s3
P 4s2c2 \V2 2 4h~2c?
= (e o) Va2 \ (i _i) 4h~2s?
_ﬁsi 43%@% V2 V2 4h72ci

1 2t —s2ct
(K Lk* kCk kCk
= (e" e") 15y
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erhalten. Als Glattungsverfahren verwenden wir die Richardson-Iteration mit Damp-
fungsparameter 6y := h%/4, deren Iterationsmatrix die Gleichung

2
E ook _ (oF ok*) [ Ck s -
(I—6gA) (" €)= (e" e )< 3%) firkeZ
erfiillt. Fiir die Iterationsmatrix des Zweigitterverfahrens mit v € N Vorgldttungsschrit-
ten ergibt sich so die Gleichung

E k") _ (ok oK s%ci” Cisiy i T
MZGV (e e ) = (e e ) 2 9y 2 9y fur k E I (45)
Sk CkSk

Zusammen mit eN*1 bilden die Vektoren e*,e*" fiir k € 7 eine Orthonormalbasis von
KZ, also erhalten wir durch Kombination von (#4) und (&3] die Gleichung

2 2v 2 2v
. spe’ asyy 1o =
o(Mzqy) = max {Q <5ici1j CiSi”) Tov ke I} .
Wegen s2 € [0,1/2] geniigt es, eine obere Schranke fiir den Spektralradius der Matrizen
-8 (1- 5)5”) .
X(§) := fiir alle £ € [0,1/2
©= (-8 (e feloir

zu finden. Zwei Eigenvektoren von X (&) lassen sich schnell finden: Es gelten

X(€) ((155)”1) - (8) fiir alle € € [0,1/2],

1
X(€) G) = (€1 -& +e1-9) G) fir alle €  [0.1/2],
wir miissen also lediglich eine obere Schranke der Funktion
ov +[0,1/2] = Rxo, (1 =8 +&"(1 =9,

bestimmen. Fiir den einfachen Fall v = 1 erhalten wir sofort o(Myzgyv) < 1/2, und diese
Aussage bleibt offenbar auch fiir gréflere Anzahlen von Glattungsschritten giiltig.

Um eine bessere Abschitzung fiir grole Werte von v zu gewinnen, betrachten wir die
beiden Summanden separat: Durch Differenzieren stellen wir fest, dass der erste von
ihnen sein Maximum bei &y := 1/(v+ 1) annimmt, und dieses Maximum l&sst sich durch

1 v v 1 v v+1 1 1 —(v+1) 1
v+1\v+1 vi\vr+1 v v ev

abschétzen. Der zweite der beiden Terme ist wegen £ < 1/2 durch 27¥ zu beschrénken,
so dass wir

1
o(Mzay) < —+ 27v fiir alle v € N

erhalten, nicht nur ist also die Konvergenzrate von der Stufenzahl ¢ unabhéngig, wir
konnen sie auch auf einen beliebig kleinen Wert reduzieren, indem wir hinreichend viele
Glattungsschritte durchfiihren.
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4.4 Konvergenz des W-Zyklus-Mehrgitterverfahrens

Im Spezialfall des eindimensionalen Modellproblems haben wir nachweisen kénnen, dass
das Zweigitterverfahren fiir v Glattungsschritte mit einer Rate von ~ 1/v konvergiert,
und dass diese Rate insbesondere von der Anzahl der Unbekannten unabhéngig ist.

Wir wollen nun ein dhnliches Resultat fiir das Mehrgitterverfahren beweisen. Der ent-
scheidende Unterschied zwischen dem bereits untersuchten Zweigitter- und dem Mehr-
gitterverfahren besteht darin, dass im letzteren Fall die Grobgitterkorrektur nicht exakt,
sondern lediglich approximativ erfolgt. Zur Losung dieser Aufgabe leiten wir zunéchst
ein allgemeines Konvergenzkriterium fiir das Zweigitterverfahren her, das sich dann auf
den Fall der Mehrgitterverfahrens iibertragen lasst.

Entscheidend bei der Einfithrung des Zweigitterverfahrens war die Beobachtung, dass
ein einfaches iteratives Verfahren wie etwa die Richardson-Iteration fiir hochfrequente
Anteile des Fehlers eine von der Problemgréfle unabhéngige Konvergenzrate besitzt.

Da hochfrequente Eigenvektoren, zumindest im Fall des Modellproblems, zu grofien
Eigenwerten gehoren, konnen wir die ,,Glattheit” eines Vektors

Xy = g akek e K%
keZy

mit Hilfe der Norm

1Axe3 = [ Aul?leul?
keZy

messen: Wenn diese Norm klein ist, miissen alle Summanden klein sein, also kénnen
hochfrequente Eigenvektoren keine grofie Rolle in x; spielen, da sie zu grofien Eigenwerten
gehoren.

Also ist @y, ein gutes Gléttungsverfahren, wenn der Iterationsfehler in der oben
angegebenen Norm reduziert wird, wenn also [|A/M{, ,[|2 sich unabhéngig von der Git-
terstufe ¢ beschrianken l&sst.

Um das gewiinschte Verhalten quantifizieren zu kénnen, untersuchen wir zunéchst das
Richardson-Verfahren. Fiir eine positiv definite Matrix A, konvergiert das Richardson-
Verfahren mit einem Dampfungsparameter von 6y := 1/||Ay||2, und die entsprechende
Iterationsmatrix ist durch

MRich,6, := 1 — 0¢Ay

gegeben. Wenn wir MRgjep g, als Glattungsverfahren einsetzen wollen, miissen wir bewei-
sen, dass

1
[AMEicn g, ll2 = [[Ae(I — 0,A)" |2 = 07|!9eAe(1 —00Ay)" |2

sich durch eine von der Stufe ¢ unabhéngige Konstante beschrinken ldsst. Wir setzen
Xy :=0yA, und stellen fest, dass aus der Selbstadjungiertheit von A, bereits

HX@(I — Xg)VHQ = Q(Xg(I — Xg)l/) = max{)\(l — )\)V D AE O'(Xg)}
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folgt. Da X, positiv definit ist, gilt X, > 0. Da o(X;) = 0(A¢)/||A¢|l2 = 1 gilt, erhalten
wir somit o(Xy) € [0,1] und

1 Xe(I—Xp)"|l2 < max{A(1—X)" : Ae[0,1]}.

Die auf der rechten Seite auftretende Funktion

A= A1 =N)
nimmt ihr Maximum fiir A, := 1/(rv + 1) an, so dass wir die Schranke
1,1 X)) s < () = —— (2 fiir alle v € N
? L 2_7]V-—V+1 vl ur alle v

erhalten. Diese Schranke ist von der Stufe £ unabhéngig, und eine ndhere Untersuchung

ergibt
) 1 v\ 1/ v \'T' 1 ” ‘(”+1)< 1
% pr = — = — f— —_
" v+1\v+1 viv+1 v v ~ev’

auch im allgemeinen Fall wird also n(v) fir v — oo gegen Null streben. Wir fassen
zusammen: Fiir das Richardson-Verfahren gilt

| &AM, 2 < n(0)l|Adl) fir alle £ € No, v € N, (4.6)

und n(v) — 0 fiir v — co. Diese Beobachtung fiihrt zu dem ersten Teil des Konvergenz-
kriteriums fiir das Zweigitterverfahren:

Definition 4.7 (Glattungseigenschaft) Sei ¢ € N. Sei ®; ein lineares Iterations-
verfahren mit Iterationsmatriz My fir das Gleichungssystem Ayxy = by. Falls es eine
Funktion n: N = R>q mit

lim n(v) =0

V—r00

gibt, die die Ungleichung
|AMT |2 < n)||Ag2 fiir alle £ e Nyv € N
erfillt, besitzt ®, die Glattungseigenschaft.

Wie wir bereits bewiesen haben, besitzt fiir positiv definite Matrizen Ay beispielsweise
die Richardson-Iteration die Glattungseigenschaft, falls der Dampfungsparameter 6 klein
genug gewihlt wird. Es lasst sich beweisen, dass unter diesen Bedingungen auch die
geddmpfte Jacobi-Iteration, die Gauf-Seidel-Iteration und die Kaczmarz-Iteration die
Glattungseigenschaft besitzen. Die ungeddmpfte Jacobi-Iteration oder die SOR-Iteration
mit groBem Uberrelaxationsparameter w hingegen besitzen diese Eigenschaft nicht.

Die Glattungseigenschaft kann auch fiir semiiterative Verfahren formuliert werden. In
diesem Fall zeigt sich, dass auch das Tschebyscheff-Verfahren bei geeigneter Wahl der
Parameter eine entsprechend verallgemeinerte Glattungseigenschaft besitzt.

Anstelle der Spektralnorm kann auch eine allgemeine induzierte Matrixnorm zum
Einsatz kommen:
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4.4 Konvergenz des W-Zyklus-Mehrgitterverfahrens

Lemma 4.8 (Reusken) Sei ¢ € N, sei || - || eine Norm auf K*, und sei || - || die
zugehorige induzierte Matriznorm. Sei @ eine konsistente lineare Iteration, deren Itera-
tionsmatrix durch

M,=1-W,'A,
gegeben ist und die die Abschdtzungen
IT—2W Al <1, [Well < CllA|

fiir eine von £ unabhdingige Konstante C € R erfillt. Dann besitzt ® die Glittungsei-
genschaft

2
| A M| SCU—VHAgH fir alle ¢ € N,v € N.
T
Beweis. Wir setzen
B:=1-2W,'A,
und erhalten

1

A= iwf(I_B)v
1
M[ == §(I+B),
14 1 v
AEMZ - ﬁWZ(I - B)(I + B) ;

(1-B)T+B)|

v I
[AM] < CllA| T

Betrachten wir nun das Polynom in B. Es gilt

I-B)(I+B)"=(I1+B)”-B(I+B)" = XV: (”)Bu_zy: <V>Bu+1

=0 H pu=0 H

== - v H_V v pn_ prtl
H;(u)B Z(u—1>B B

p=1

() ()
02

Um die Summe abzuschétzen, zerlegen wir sie in zwei Halften:

RN o1 YR | P v (YR

p=1 p=|v/2|+1

IT-B)XT+B) | <2+
pn=1

v

D

p=1
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Falls v ungerade ist, gilt

<u - Lu72J - 1) B < - <uy+ 1)/2) B ( - (uy— 1>/2> B ( - Ifum)’

so dass sowohl fiir gerades als auch fiir ungerades v die Gleichung

v—|v/2] 5 y [v/2] y y
(u—1> - (u)’ -2 <u—1> - (u)‘
gilt und wir per Teleskopsumme

-GS () - ()
- 2(@7%) ‘2@ - 2(@7%) 2

erhalten. Aus dieser Gleichung folgt nun

14

D

p=1

v
la-ma+sr<2(), )
lv/2]
Wir verwenden die Stirling’sche Formel, genauer gesagt die Abschitzung

o (ﬁ)n el/(2n+1) 1\ orn (E)n el/(12n) fiir alle n € N,
e

(&

um den Binomialkoeffizienten abzuschéitzen: Falls v gerade ist, falls es also ein k € N
mit v = 2k gibt, erhalten wir

< v\ _ (2k (2k)! < Vank(2k/e)?el/(210) g2k o1/(24K)—1/(24k+2)
I

vi2)) = k) T W2 S 2mk(k )T /@D T g
22k v
< - '
= Vak | a2

Anderenfalls, also fiir v = 2k + 1, haben wir

v\ (2k+1\ _ (2k+1)! (2k +2)! 1(2k+2
(Lu/2J>_< k >_k!(k+1)!_2(k+1)k!(k+l)!_2</-c+1>
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1 22k+2 22k+1 oV

<5 < =
Vrlk+1/2)  J/mv/2

VIR

so dass wir schliellich

21/
v < — fiir alle v € N
lv/2] /2

erhalten. Wir kombinieren diese Abschétzung mit (£.7) und finden

} I-B)(I+B)
lamy] < cla =B+ B

21/+1
!AeH< v ) [Al 2" [2
<C <C =C|A —,
= \wel) ST 2 lAdy =
also die gewiinschte Abschéitzung. ]

Mit Hilfe der Glattungseigenschaft konnen wir steuern, wie stark diejenigen Anteile des
Fehlers reduziert werden, die zu groflen Eigenwerten, also in der Regel zu hochfrequenten
Eigenvektoren gehdren.

Um auch den Einfluss der Grobgitterkorrektur messen zu kénnen, miissen wir eine
Beziehung zwischen den Gleichungssystemen auf verschiedenen Gitterstufen herstellen:
Anstatt das System

A fy, =dy

fiir den Fehler f; := x, — xj zu l6sen, 16sen wir das Grobgittersystem
Ay 1fy 1 =byp 1 =r1,dy

und verwenden pyf; 1 als Approximation von f;. Die Grobgitterkorrektur ist also um so
besser, je nadher pyfy_1 = pgAZflrgdg dem tatsachlichen Fehler f, = Ae_ldg ist.
Als Maf fiir die Qualitéat der Grobgitterkorrektur bietet sich deshalb die Norm

A, — peA, ! rolo

an. Fiir niedrigfrequente Eigenvektoren diirfen wir annehmen, dass beide Terme dhnliche
Ergebnisse liefern. Hochfrequente Eigenvektoren dagegen gehoren zu groflen Eigenwerten
von Ay und Ay_q, also zu besonders kleinen Eigenwerten der Inversen Azl und Az_ll,
so dass hier die Skalierung zu einer kleinen Norm fiihrt.

Dieses Argument bringt uns zu dem zweiten Teil des Konvergenzkriteriums fiir das
Zweigitterverfahren:

Definition 4.9 (Approximationseigenschaft) Fulls es eine Konstante C € R~q so
gibt, dass die Ungleichung
A, — peA,  rglls < S fir alle £ € N
[ All2

gilt, besitzt die Hierarchie der Gleichungssysteme die Approximationseigenschaft.
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4 Mehrgitterverfahren

Die Approximationseigenschaft ist vom Glattungsverfahren vollstindig unabhéngig
und beschreibt den Grad der ,, Verwandtschaft“ zwischen den einzelnen Gitterstufen.

Der Nachweis der Approximationseigenschaft ist hdufig wesentlich aufwendiger als der
der Glattungseigenschaft, weil die speziellen Eigenschaften des zugrundeliegenden Pro-
blems, beispielsweise der Differentialgleichung und ihrer Diskretisierung, beriicksichtigt
werden miissen. In der Regel ist es deshalb nicht moglich, diese Eigenschaft allgemein
nachzuweisen.

Im Fall des eindimensionalen Modellproblems lésst sie sich allerdings relativ einfach
nachrechnen: Wir verifizieren die Abschétzung fiir die von den Eigenvektoren e* aufge-
spannten invarianten Unterrdume. Fiir den Fall k£ = (INy + 1)/2 lésst sie sich elementar
nachrechnen, fiir die restlichen Unterrdume fixieren wir wieder ein k € {1,..., (N,—1)/2}
und betrachten die Eigenvektoren e* und e*” (mit k* = Ny+1—k) auf dem feinen Gitter
und den Eigenvektor €* auf dem groben Gitter. Wie wir bereits in Abschnitt 3] gesehen
haben, gelten die Gleichungen

ro(ef et) =g" (i i

N 2
pie” = ( C )
* * S
A" o) = (b et) < ¢ Sk 22>’
Ck

A&t = ek4hz sics,

[\
l\’)

so dass wir zum Nachweis der Approximationseigenschaft lediglich das Verhalten der
beteiligten Matrizen auf dem von e* und e*”" aufgespannten invarianten Unterraum un-
tersuchen miissen. Fiir Vektoren aus diesem Unterraum gelten

2

koook™) — —1 5k (< st) _ h?
et o) =pattel (5 -3) =ne (i - i2)

h3c2 h

_(ok k* 4s 4
=" )| Tk oae |

£2k

4 4cf,

-1 ( k B\ _ (ok k* 4s

Az(ee)—(ee)kh§7

4cz

h%(lgcﬁ) hg

— — * * 4

(Ag 1 péAg_llré) (ek e ) = (ek e ) }ff hZ(1—s2)
4 4c2
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Mit Hilfe der elementaren Abschitzung

11
o1 )=

erhalten wir damit das gewiinschte Ergebnis

h? 2
e S I
4 7 Al

A" = peA rylla = o(A; ' — peA, ry) =2

das eindimensionale Modellproblem besitzt also die Approximationseigenschaft mit der
Konstanten C = 2.

Mit Hilfe von Approximations- und Glattungseigenschaft ldsst sich nun sehr einfach
eine Konvergenzaussage fiir das Zweigitterverfahren gewinnen:

Satz 4.10 (Konvergenz Zweigitterverfahren) Fir alle ¢ € N sei ®g1y ein lineares
Iterationsverfahren mit der Gldttungseigenschaft. Die Hierarchie (Ay)een, besitze die Ap-
prozimationseigenschaft. Sei o € (0,1). Dann kénnen wir ein v € N so wdhlen, dass das
Zweigitterverfahren mit v Vorgldttungsschritten konvergent ist und die Konvergenzrate
die Abschitzung

IMzavell2 < o fiir alle £ € N erfillt.
Beweis. Die Iterationsmatrix des Zweigitterverfahrens ist durch
Mzav,e = Maak M, = (I — peA;t reAg) MY,
= (A - PéAz__llré)AzMél,z

gegeben, ihre Norm lédsst sich durch

IMzavellz < A7 — PeAL roll2]| AME, 412 n(W)l[All2 = Cn(v)

S -
[ Al

abschétzen. Dank der Glattungseigenschaft finden wir ein v € N so, dass Cn(v) < p gilt,
und damit ist der Beweis abgeschlossen. [

Wenden wir nun unsere Aufmerksamkeit dem Mehrgitterverfahren zu. Es unterschei-
det sich vom Zweigitterverfahren im Wesentlichen dadurch, dass die Grobgitterkorrektur
nur approximativ berechnet wird: Fiir

d; = Apxy — by = Ay(xp — x3)

setzen wir by_; := rydy und bestimmen die approximative Grobgitterlésung x,_; durch
~ Schritte des Mehrgitterverfahrens auf Stufe ¢ — 1 ausgehend von dem Startvektor 0.
Damit ist der Iterationsfehler auf dieser Stufe durch

* Ny *
X1 — X1 = Mgy (0 —x51)
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gegeben und wir erhalten

xp—1 = (I - MK/{G\/,@A)X;A =I- MK/{GV,@A)Ae_jlbf—l'

Die Iterationsmatrix der approximativen Grobgitterkorrektur besitzt demzufolge die
Form

Meax, = I—pe(I— Mgy ) A 1Ay = Maak e + PeM gy 1 A Ay,

kann also als Stérung der exakten Grobgitterkorrektur interpretiert werden, die um so
kleiner ausfillt, je schneller das Mehrgitterverfahren auf Stufe £ — 1 konvergiert bezie-
hungsweise je mehr Schritte dieses Verfahrens wir durchfiihren.

Um den Beweis des Mehrgitterverfahrens auf den des Zweigitterverfahrens zuriick-
fiihren zu kénnen, miissen wir die Stérung abschéitzen. Dazu ben6tigen wir zwei zusétz-
liche Voraussetzungen: Zunéchst muss es eine Konstante C's € R>g so geben, dass

MG ll2 < Cs fir alle v € N (4.8)

gilt. Diese Ungleichung ist beispielsweise schon erfiillt, wenn ||Mgjgll2 < 1 gilt, wenn
also die Gléattungsiteration in der euklidischen Norm konvergiert.

AuBlerdem muss die Skalierung der Prolongation mit der euklidischen Norm vertraglich
sein, es muss also eine Konstante C'p € R+ so geben, dass

0131”ng1"2 S Hngg,1H2 S CpHXg,1H2 fﬁI‘ alle E c N,Xg,1 c KIE’I (49)

gilt. Fiir den eindimensionalen Modellfall ist diese Ungleichung mit C'p = 2 erfiillt, fiir
den zweidimensionalen Modellfall gilt sie mit Cp = 4.

Mit Hilfe der zusétzlichen Annahmen (4.8]) und (£9) konnen wir nun eine Konver-
genzaussage fiir das Mehrgitterverfahren beweisen:

Satz 4.11 (Konvergenz Mehrgitterverfahren) Fir alle { € N sei gy, ein lineares
Tterationsverfahren mit der Glittungseigenschaft, dessen Iterationsmatriz die Bedingung
(4-8) erfillt. Die Hierarchie (Ay)een, besitze die Approximationseigenschaft und erfiille
@9,

Sei o € (0,1). Dann gibt es ein v € N so, dass das Mehrgitterverfahren mit v € N
Vorglittungsschritten und v € N>o konvergent ist mit

Mumav,ell2 < o fiir alle £ € N.

Beweis. Zunichst miissen wir nachweisen, dass wir die durch die approximative Grobgit-
terkorrektur verursachte Stérung beschréanken kénnen. Dank der zusétzlichen Annahmen

(£8)) und ([A9) erhalten wir
IA e AdME 2 < CpllpeAyt TeAdME, |2
= Cp|Mg, — (I— peA L reA)ME, |l
< Cp(Cs + |[Mzav ell2),
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so dass wir
IMuav.ella = [Maak, M gl < [IMzav.ell2 + [PeMYay o—1 At reAdME ol
< IMzcv.ll2 + CplIMmav,e—1]l3Cpr(Cs + [[Mzav ¢ll2)

erhalten. Offenbar kann die Konvergenzrate des Mehrgitterverfahrens in dieser Abschét-
zung nicht besser als die des Zweigitterverfahrens sein, also miissen wir zunéichst mit
Satz den Parameter v so groff wihlen, dass [|[Mzay ¢||2 < ¢ fiir ein ¢ € (0,1) gilt.
Dann erhalten wir

o+ Cy|[Myave—1]|3  fiir alle £ € N und Cyy := C3(Cs + 1).

Mycvelle < [[Mzav el

Um nachzuweisen, dass ¢ eine Schranke fiir die Konvergenzraten |[Mygqy ¢||2 ist, wére
es giinstig, wenn wir

2+ Cpo" <o

o < ( einsetzen, erhalten wir

Mzav e

nachweisen kénnen. Indem wir |[Mzgv ¢
¢+ Cuno <o

Offenbar kann diese Ungleichung nur gelten, wenn ¢ < p gilt, wir werden also  passend
zu o wahlen miissen.
Wir untersuchen zunéchst die korrespondierende Fixpunktgleichung, indem wir nach
s, 0« € Rog suchen, die
0« = G + Cyro] (4.10)

erfiillen. Indem wir nach p, ableiten erhalten wir

1
1\
1=Cyyol™, 0x = <> :
MY Cuir

Durch Einsetzen in die Fixpunktgleichung (ZI0) ergibt sich

C_’y—l( 1 )wl—l
T \Cuy '

Sei nun die gewiinschte Konvergenzrate o € (0, 0.] gegeben. Wir setzen o := p/p. < 1
und wahlen die Anzahl v der Glédttungsschritte fiir das Zweigitterverfahren so, dass
Mzav ell2 < ¢ < ad, gilt.

Nun kénnen wir |[Mygv |l2 < o per Induktion iiber ¢ beweisen: Fiir £ = 0 ist die
Aussage trivial, da auf Stufe ¢ = 0 stets exakt gelost wird. Fiir £ € N nehmen wir an,

dass die Aussage auf der Stufe £ — 1 bereits bewiesen ist und erhalten
[Muavell2 £ ¢+ Cpo? = ads + Cu(apos)” = als + Cyra’ o]
< a(G+Cmel) = aos = o,
also die gewiinschte Konvergenzabschétzung auf Stufe /. ]

Bis auf die in der Praxis leicht zu erfiillenden zusitzlichen Bedingungen (4.8) und
(#9) geniigen also fiir den Nachweis der Konvergenz des Mehrgitterverfahrens die
Approximations- und Glattungseigenschaft, sofern mindestens der W-Zyklus, also
v = 2, verwendet wird.
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4.5 Glattungs- und Approximationseigenschaft bei
Finite-Elemente-Verfahren

Bevor wir die Konvergenz von Mehrgitterverfahren weiter untersuchen sollen kurz die
Glattungs- und Approximationseigenschaft am Beispiel der Diskretisierung einer ellipti-
schen partiellen Differentialgleichung mit einer Finite-Elemente-Methode illustriert wer-
den. Wir beschrinken uns dabei zur Vereinfachung auf den Fall eines reellen und sym-
metrischen Problems maximaler Regularitét.

Wir gehen von der Variationsformulierung der partiellen Differentialgleichung aus: Sei
V ein reeller Hilbertraum und V' sein Dualraum. Sei f € V' ein Funktional, und sei eine
Bilinearform

a:VxV-R

gegeben. Die Variationsaufgabe besteht darin, ein uw € V mit
a(v,u) = f(v) fir allev € V (4.11)

zu finden. Im Allgemeinen wird V' unendlich-dimensional sein, so dass wir zur Approxi-
mation eine Hierarchie

BWCWC...CV

endlich-dimensionaler Teilrdume einfithren und nach Naherungslésungen u, € Vp suchen,
die die endlich-dimensionalen Variationsaufgaben

a(ve,ug) = f(ve) fiir alle v, € Vp (4.12)

16sen. Ublicherweise werden diese Aufgaben gelost, indem man fiir £ € Ny eine geeignete
Basis (¢y,i)icz, fixiert und die Darstellung

ue =Y (x0)jpe; (4.13)

JEL,

mit einem Koeffizientenvektor x, € RZ¢ wiihlt, mit der die Gleichung ([EI2) die Form

> (x0)jalpeis peg) = flpei) fiir alle i € 7y
JE€L,

annimmt. Mit der Matrix A, € RZ*% und dem Vektor b, € R%, gegeben durch
(Ae)ij = alpr,i, prj), (be)i == f(pe:) fiir alle 4, j € Zy, (4.14)
erhalten wir schlieBlich das lineare Gleichungssystem
Ayxp = by, (4.15)

dessen Losung xy die diskrete Niaherung u, mittels (£13]) definiert.
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Unsere Aufgabe ist es nun, nachzupriifen, ob diese Gleichungssysteme die fiir die
Konvergenz des Mehrgitterverfahrens erforderlichen Eigenschaften besitzen, ob also
Gléattungs- und Approximationseigenschaft sichergestellt sind.

Wir benétigen dafiir eine Reihe von Annahmen an den Vektorraum V', die Hierarchie
(V2)2, und die Bilinearform.

Fiir ein d,m € N soll V ein Teilraum von H™(f2) mit einem Gebiet Q C R? sein.
Damit gelten insbesondere V C U := L?(Q2) und U’ C V.

Auf jeder Hierarchiestufe £ € Ny definieren wir den zu der jeweiligen Basis gehérenden
Koeffizientenisomorphismus Py : R* — V, C V durch

Pixy = Z(X@)j@g’j fiir alle x, € R,
JEL,

Wir fixieren einen Diskretisierungsparameter hy € Rsq, beispielsweise die Schrittweite
eines V; definierenden Gitters. Wir gehen davon aus, dass dieser Parameter mit zuneh-
mendem ¢ nicht zu schnell abnimmt, dass also eine Konstante C}, € R+ mit

ho—1 < Chrhy fir alle £ € N (4.16)
existiert, und setzen voraus, dass eine Konstante C'p € R+ so existiert, dass
d/2 —d/2 .. I,
||PZXZHU < Cphﬁ ”Xg”g, ||Xg||2 < Cphé ||P€X€HU fiir alle £ € Ng,xy € R (4.17)

erfiillt ist. Auflerdem gehen wir davon aus, dass sich , glatte* Funktionen aus dem Raum
VNH?"(Q) in V, gut approximieren lassen, dass also eine Konstante Cz € R+ existiert,
die die Abschétzung

min{[|v —velly : v € Vi} < Cphy*||[v]|gemy  fiir alle £ € No,v € V' N H>™(Q)
(4.18)

erfiillt. In der Praxis lassen sich solche Abschéitzungen mit Hilfe geeigneter Projektions-
oder Interpolationsoperatoren beweisen.

Auf dem endlich-dimensionalen Raum V} sind alle Normen #dquivalent, also sind ins-
besondere die Einschrinkung der L?-Norm und die der H™-Norm #quivalent. Diese
Aquivalenz wird durch die inverse Abschitzung genauer spezifiziert: Wir gehen davon
aus, dass es eine Konstante C; € R+ so gibt, dass

llvellv < Crhy ™ ||vell fiir alle £ € No, v, € V4 (4.19)

gilt, dass also die ,stdrkere“ H™-Norm sich durch die L?-Norm abschitzen lisst.
Diese Eigenschaft ist bei quasi-uniformen Gittern und den {iblichen Finite-Elemente-
Ansatzriumen gegeben.

Die Bilinearform a soll stetig, elliptisch und selbstadjungiert sein, es sollen also Kon-
stanten Cg,Cp € Rsg so existieren, dass

la(v, w)| < Cgllv|lv|lullv fiir alle u,v €'V, (4.20)
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|v|1? < Cra(v,v) fiir alle v € V (4.21)

a(v,u) = a(u,v) fiir alle u,v € V (4.22)

gelten. Diese Voraussetzung implizieren die eindeutige Losbarkeit sowohl des kontinuier-
lichen Problems (£I1]) als auch der diskreten Probleme (AIH]) fiir alle £ € Nj.

Eine besonders kritische Voraussetzung ist die der H?™-Regularitit: Wir gehen davon

aus, dass es eine Konstante Cr € R~ so gibt, dass fiir alle f € U’ C V' die Losung u
von (AII) in V N H?™(Q) liegt und die Abschiitzung

[ull r2m 0y < Crllfllvr (4.23)

erfiillt. Diese Voraussetzung ist in der Regel erfiillt, wenn das Gebiet €2 hinreichend glatt
berandet und die Koeffizienten der Differentialgleichung hinreichend oft differenzierbar
sind. Es ist moglich, Konvergenzbeweise ohne diese Voraussetzung zu fithren, die dafiir
erforderlichen Vorkenntnisse wiirden allerdings den Rahmen dieser Vorlesung sprengen.

Wir haben bereits gesehen, dass das Richardson-Verfahren die Glattungseigenschaft
besitzt, falls wir den Dampfungsparameter geeignet wihlen. Um das praktisch tun zu
konnen benétigen wir eine Abschétzung der Norm || Agl|o.

Lemma 4.12 (Norm von Ay) Es gilt
|Acll2 < CsCFCRRG ™ fiir alle £ € Ny.

Beweis. Sei ¢ € Ny. Sei x; € R™ und y, := Ayx,. Dann gilt

A3 = (yo, Arxe)a = > > (yo)i(An)i(xe); =D Y (yeo)ialeei, pes)(Xe);

€Ly jELy €Ly €Ly

=a | iy Y wei(xe); | = a(Peye, Pxe) < Csl|Poyellv || Pexel|v
€Ly JELy

< CsCEhy > ™| Poye|lul| Pexell < CsCFCRRT ™|y ellallxell2
= CsCIOPhT 2™ | Avxel2|xell2,
also insbesondere
1Az < CsCFCERT ™ x|l
Da x; beliebig gewihlt war, folgt daraus die gesuchte Abschétzung. [

Als néchstes wenden wir uns dem Nachweis der Approximationseigenschaft zu. Sie er-
gibt sich direkt aus der folgenden Abschétzung fiir den Diskretisierungsfehler des Finite-
Elemente-Verfahrens.

Lemma 4.13 (Fehlerabschitzung) Sei f € U', uw € V die korrespondierende Lisung
von ([4.11), und ug € Vy die entsprechende Lésung von ({{.12). Dann gilt

lu —ugllv < CNRF™ | fllor, Cy = CgCsCECH.

160



4.5 Glattungs- und Approximationseigenschaft bei Finite-Elemente-Verfahren

Beweis. Sei £ € Ny. Aus der Galerkin-Orthogonalitdtsbeziehung
a(u — ug,vp) = a(u,vy) — aug,ve) = f(ve) — f(vg) =0 fiir alle vy € V

folgt in Verbindung mit (4.21]) und (£.20)

|u — w3 < Cra(u —ug,u — up) = Cralu — ug,u — vy)

< CrCsllu — wellv||u — ve|lv fiir alle vy € V.
Indem wir (23] und ([@I8) kombinieren, erhalten wir
min{||u — velly : ve € Vi} < CpCrAY| fllvr,
also insbesondere auch
lu—wllv < CpCsCpCrAY || fllur-

Jetzt verwenden wir den sogenannten Nitsche-Trick: Wir suchen die Losung w € V' des
Variationsproblems

a(v,w) = (v,u — ug)y fiir alle v e V.

Die rechte Seite liegt offenbar in U’, und ihre Operatornorm ist dank der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung durch ||u—wy||y beschrinkt, also kénnen wir eine Funktion wy € Vj
finden, die

lw —wellv < CpCrAG u— uelly

erfiillt. Indem wir wieder die Galerkin-Orthogonalitét einsetzen, erhalten wir schlieflich
u — wel|Z = (u — g, u — uphy = alu — up, w) = a(w,u — up) = alw — wp, u — uy)
< Csllw —wellv|lu — uelly < CsCpCrA|Ju — wlluCeCsCCrA | fllur
= Onh™ || fllorllu — uellor-
Indem wir gegebenenfalls durch ||u — ||y dividieren erhalten wir die gesuchte Abschét-
zung. [

Unser Ziel ist es, aus dieser Fehlerabschitzung eine Approximationsaussage fiir die
Matrizen Ay zu gewinnen. Dazu setzen wir die Matrizen in Bezug zu dem Losungsope-
rator des kontinuierlichen Problems.

Wir definieren den Operator A : V — V'’ durch

Au = a(-,u) fiir alle u € V.
Die Stetigkeit der Bilinearform a impliziert die Stetigkeit von A mit

a(v,u)

| Allvrey = sup {
Tollv lallv

: v,ueV\{O}}
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< up { ol

<
Plvluly 0" € V\{O}} <0s,

die Elliptizitdt von a impliziert die Invertierbarkeit von A mit

A" lveyr = sup { Hﬂ‘"‘fH;le‘}H cfeVvi\ {O}}
1
<sup{ SR A lfuf) reviio)
== { il T v\ (0}
AT f eV ) <

Um exakte und diskrete Losungen miteinander vergleichen zu kénnen, bietet es sich an,
den diskreten Losungsoperator als Abbildung von U’ nach V darzustellen. Zu diesem
Zweck verwenden wir das Dualitdtsprodukt (-,-)yxy, das durch

(v, fHlvxv: = f(v) firalle fe Vo eV

definiert ist. Dem Operator P, der aus einem Koeffiziententupel eine Funktion in V, C V'
macht, entspricht der Operator R, : V! — RZ, der durch

(Rgf)l = f((pgﬂ') fiir alle ¢ € No, f € V/,i c Ig
definiert ist und die Gleichung

(Pxo, f)vv = Xeif(9ei) = (xe, Ref)a  fiir alle £ € No,x, € K¥, f € V'
€Ly

erfiillt. Mit diesem Operator erhalten wir
=Ryf fiir alle £ € Ny

und koénnen die diskreten Losungen durch

ue = P A, Ry f fir alle ¢ € Ny
darstellen. Die Abschitzung von Lemma T3 nimmt damit die Form

(A = PA R fllu = ||u — welly < OnRE™ (| fllo fiir alle ¢ € Ny
an und l&sst sich kurz als
A~ = PA Ry|lperr < CnhRI™ fiir alle £ € Ny (4.24)

schreiben. Diese Abschitzung erinnert bereits sehr an die Approximationseigenschaft,
die wir fiir die Analyse des Mehrgitterverfahrens benéttigen, allerdings miissen wir die
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4.5 Glattungs- und Approximationseigenschaft bei Finite-Elemente-Verfahren

Abbildungen P, und Ry noch mit geeignet gewéhlten Prolongationen und Restriktionen
in Verbindung bringen.

Fiir alle ¢ € N gilt V,_; C V;, und da P, eine bijektive Abbildung von K% nach V; ist,
existiert genau eine Matrix p; € KZ¢*Ze-1 mit

Py = Pipy.

Diese Matrix bezeichnen wir als kanonische Prolongation zu der Hierarchie (Vj)een,-
Entsprechend nennen wir r, := pj die kanonische Restriktion, und man kann leicht
nachpriifen, dass sie die Gleichung

Ry =r¢Ry
erfiillt. Mit Hilfe dieser Gleichungen erhalten wir

Py(A;t —peA )Ry = PLA; 'Ry — P A Ry
= PgAZle — At AT Pg_lAZ_lle_l,

und diesen letzten Term koénnen wir dank (4.24) abschétzen. Um daraus die Approxi-
mationseigenschaft zu gewinnen, bendtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.14 Sei ¢ € Ny und X, € RT*Ze. Dann gilt
1Xell2 < Chhy | PeXeRe |y
Beweis. Fiir den Beweis verwenden wir den Riesz-Isomorphismus
v:U U, v (0.

Es ldsst sich nachweisen, dass er eine isometrische Bijektion ist.
Mit seiner Hilfe definieren wir die Massematriz

My = RyV P,
die wegen

(Myxy,ye)2 = (ReVPrxy,y0)2 = (YPixe, Piye)urxu
= (Prxy, Pryo)u fiir alle x4,y, € KT

positiv definiv und symmetrisch ist.
Wegen (LI7) folgt auBerdem

(Myxy, x¢)2 = || Poxel|F > Cp2hd||xl|3 fiir alle x, € RZ

und damit auch

el 2] M; ' x]l2 - (xe, My "xg)y (M (M, %), M, 'x/)2
IV el IV ]l M 2

[1x%ell2 =
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1
2pa My xel[3

> Cp2h] | = CE2hd M %o fiir alle x, € R%\ {0},

M, xglla

also insbesondere
Mz < by,

Jetzt konnen wir die benétigte Abschitzung nachrechnen: Wegen (417) gilt
1Xexelle < Cphy 2| PX x|l = Cphy (| PiXReU PV x|
< Cphy || PX e Rille v | 9 PV |
= Cphy | PXRel|yevr | POV x|
< C3||PX Ryl v | M 12
< Ophy 1 PXRellvevr|xella fiir alle x, € R,
also ist die gesuchte Abschitzung bewiesen. [

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun die Approximationseigenschaft nachweisen:
Lemma 4.15 (Approximationseigenschaft fiir FEM) Es gilt

IAZ" = peA rellz < ONCR(L+ CR™ R
CsCnCrCE(1+ C2™)
N [ Al

fiir alle £ € N.

Beweis. Sei £ € N. Mit Hilfe von Lemma [£.T4 und der Abschitzung (£24) erhalten wir
|A; Y = peA rolla < Cphy | Po(A;Y — peA ro) Relly v
= Cph|PA; 'Ry — A + A~ — P A Rea v
< Cphy {CNhy™ + Cnhi™) < CnCphy (hy™ + CRhi™)
= CNCpH(1+ CF™)hgm 1,
also der erste Teil der gewiinschten Aussage.
Mit Hilfe von Lemma erhalten wir

2m—d
L
[Acll2 = CsCrCh

und damit auch den zweiten Teil der Abschéitzung. ]

Bemerkung 4.16 (Praktische Durchfithrung) Bei der praktischen Durchfiihrung
des Mehrgitterverfahrens steht uns im Allgemeinen || Ayl nicht zur Verfigung, so dass
wir nicht, wie im Beispiel, 0y := 1/||Ay||2 als Dampfungsparameter verwenden kinnen.
Dank Lemma[{.12 kénnen wir davon ausgehen, dass auch
2m—d
hy™

0= ——
£ 05003
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4.6 Symmetrische Mehrgitterverfahren

zu einer hinreichend starken Reduktion der niedrigfrequenten Anteile des Fehlers fiihren
wird, und die Abschitzung (4.6) nimmt bei dieser Wahl die Form

|AMEia g, 12 < 1(v)CsCrCERT™ fiir alle £ € Ng,v € N

an, die schwdcher als die urspringliche Aussage ist.
Da wir dank Lemma[{.15 die Aussage

A, — peA, rella < CNCH(L+ CE™)RZ™ 4 fiir alle £ € Ny

zur Verfigung haben, kénnen wir beispielsweise Satz 10 auch mit hi™™% statt || Ag|2
beweisen und erhalten Abschdtzungen der Form

[Mzav ella < CsCrCNCE(1 + CE™)n(v) fiir alle £ € N,v € N,

wir haben also auch bei einer praktisch durchfithrbaren Wahl des Dimpfungsparameters
nichts verloren.

4.6 Symmetrische Mehrgitterverfahren

Die Konvergenzaussage von Satz [A.11] gilt nur fiir den Fall v > 1, also insbesondere
nicht fiir V-Zyklus-Mehrgitterverfahren, die sich in der Praxis allerdings durch besonders
hohe Effizienz auszeichnen. Unser Ziel ist es also nun, eine Konvergenzaussage fiir den
Fall v = 1 zu finden. Dazu bietet es sich an, das Mehrgitterverfahren symmetrisch
zu gestalten, so dass sich die iiblichen Beweistechniken fiir selbstadjungierte Matrizen
anwenden lassen.

Wir benétigen die folgenden Voraussetzungen:

e Die Matrizen A, sind fiir alle ¢ € Ny positiv definit.
e Es gibt eine Konstante ¢ € R so, dass ry = cp; fiir alle £ € N gilt.

e Fiir jedes ¢ € N gibt es eine positiv definite Matrix W, € KZ*% so, dass der
Glatter in der zweiten Normalform

@Gl’g(Xg, bg) =Xy — Wzl(Ang — bg) fiir alle xp, by € KZe
gegeben ist.
e Die Hierarchie der Gleichungssysteme besitzt die Galerkin-Eigenschaft.

Die meisten dieser Voraussetzungen sind in der Praxis erfiillt, sofern die den Gleichungs-
systemen zugrundeliegende Differentialgleichung symmetrisch und koerziv ist.

Fiir die Glattungseigenschaft orientieren wir uns an der in Lemma .8 verwendeten
Bedingung und fordern

Ay <W, fiir alle £ € N. (4.25)
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4 Mehrgitterverfahren

Fiir die Approximationseigenschaft wéihlen wir nun eine Variante, die an das Gléattungs-
verfahren gekoppelt ist: Wir setzen voraus, dass eine Konstante Cy € R<q so existiert,
dass

WA — prA e )W 2o < Ca fiir alle £ € N (4.26)
gilt. Wegen

1/2 — — 1/2 1/2 _ _
||We/ (A - PﬁAeEﬁZ)W/ 2 < ||We/ 131A, " — peA; el
= [Wel2ollA;" = peA o2

folgt die Approximationseigenschaft (£.26]) aus der in Definition [1.9] eingefiihrten, falls
IW¢ll2 < Cw|lAg||2 fiir eine von ¢ unabhiingige Konstante Cy € Ry gilt. Falls etwa
das Richardson-Verfahren als Glatter verwendet wird, ist diese letzte Abschitzung sogar
mit Cy = 1 erfiillt.

Wir untersuchen die Mehrgitteriteration mit 11 = vo = v € N, es werden also soviele
Vor- wie Nachglattungsschritte durchgefiihrt. Unser Ziel ist es, die Energienorm der
Iterationsmatrizen abzuschétzen.

Fir das Zweigitterverfahren ist die Iterationsmatrix durch

Mzav,e = M (I - pe A 1Ay MYy,
gegeben, und die Energienorm lésst sich in der Form
1/2 —-1/2
IMzGv.ella = 1Ay *Maav oA,

schreiben. Deshalb ist es naheliegend, auch die Matrizen der Prolongation, des Restrik-
tion und des Glattungsoperators mit der Wurzel von Ay zu transformieren: Wir setzen

pr = A;/QPzAg__ll/z, T = Ag__ll/QreA;/Q,
W, = Az_l/QWéAg_l/z, Mai = A;/QMGLEAZW =I-W,!

und erhalten die Gleichung
A;/QMZGVJAZI/? = ﬁél,@(l - ﬁé?ﬂ)ﬁél,é'
Die transformierte Grobgitterkorrektur bezeichnen wir mit
Qr:=1-pi = Aéﬂ(l - peAZ,llreAz)Ag_m
und stellen fest, dass sie wegen der Galerkin-Eigenschaft die Gleichung

Q2 = A (T— poA v A A PALY (T — peA, oA A

= A;M(I —2p,A; Ay + pzAZ_llreAepeAZ_llI‘eAe)AZm

1/2 _ _ _ —1/2
= AP0 2peA, oA+ pA A A T AY)A, /
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~

= A1 - pA L A)A Y = Q

erfiillt, also eine Projektion ist. Da Qg aulerdem selbstadjungiert ist, ist es sogar eine
orthogonale Projektion, erfiillt also insbesondere die Ungleichung

0<Q <L (4.27)

Indem wir die die Glattungseigenschaft definierende Ungleichung (£25]) von links und
rechts mit Azl/ 2 multiplizieren, erhalten wir

1< A, PwWA P =W,

und indem wir beide Seiten invertieren folgt

0<W,!'<L (4.28)
Aus der Approximationseigenschaft (£26]) folgt durch Multiplikation mit W;l/ % die
Ungleichung
A —peA T < CaW,
und durch Multiplikation mit A;/ 2 folgt
0< Q< CaW, L. (4.29)

Mit Hilfe dieser Abschétzungen kénnen wir nun eine verbesserte Konvergenzabschitzung
fiir das Zweigitterverfahren finden:

Satz 4.17 (Konvergenz symmetrisches Zweigitterverfahren) Im symmetrischen
Fall mit der symmetrischen Glittungseigenschaft {{-29) und der symmetrischen Appro-

zimationseigenschaft [{4.20) gilt

2v
1— A falls 2v < C'y — 1
< ( CA) ’
Mzavella < 9

2ve

fir alle £ € No,v € N.
ansonsten

Beweis. Indem wir (4.27) und (£29) kombinieren, erhalten wir
0<Q<aCaW; '+ (1-a)l fiir alle o € [0, 1],
und die transformierte Iterationsmatrix des Zweigitterverfahrens ldsst sich in der Form
0 < MYy, < MY (@CaW; 4 (1 — a)))MY,y, fiir alle a € [0, 1]

abschéitzen. Wegen . .
Mg =1-W;*

erhalten wir schliefflich

0< ﬁzgvl < f(wz_l,a) fiir alle « € [0, 1]
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mit dem Polynom
f& ) =191~ a+aCi).
Wegen der Ungleichung (£.28]) haben wir a(\/ﬁ\f—l) C [0,1] und folgern

IMzav.ella = [Mzav.ellz < max{f(&,a) : €€ 0,1]} fiir alle a € [0, 1].

Indem wir verschiedene Werte fiir « einsetzen, kénnen wir unterschiedliche Abschétzun-
gen fiir die Konvergenzrate erhalten. Wenn wir o = 1 wiéhlen, erhalten wir

F(E.0) = (1— Cat,
ggﬁmw=—ﬁwl—®”’%h£+(r—@”CA=(1—®”’W—%%M§+(1—OCA)
= Ca(1— 11— (20 4 1)6),

und das Maximum ist wir fiir §, = 1/(2v+1) angenommen. Wir erhalten die Abschitzung

2v 2w
IMzav.ella < f(o,a) = (1 ! ) Ca ( 2v ) Ca

Tw+l) w1l \2w+1) 2w+l
_< 2 )0_ L Ca_0Oa
- - 1\ 2v+1 — ’
2v+1 2v (1 + 5) 2v T 2ve

die wir schon aus dem allgemeinen Fall kennen. Falls 2v < C4 — 1 gelten sollte, kénnen
wir auch « := 2v/(C4 — 1) setzen. Dann erhalten wir
2v CA§2V> o (1 é)QVCA—l—i-QV(CAf—l)

_ _ 2v _
fle == (1- 520 + A G0

of _ B 21,_10,4—1—{—21/(0,45—1) Y 20C'y
(1-¢>! 2 2
= ﬁ(—QleA + 20 — A C AL + 47 + 2vC 4 — 20C 4€)
_ f\2v—1
= QV(chg)_l(l —20C4€ + 2v — C4E)
_ \2v—-1
= (2w + 1)(105)_1(1 — Chy),

also wird das Maximum bei {; = 1/C4 angenommen und es ergibt sich die Abschéitzung
1\* 2 2 1\*
M < =1—— 1-— =1—— .
IMzcv.ella < f(S0, @) < CA> < CA—1+CA—1> < OA)

Fiir kleine Werte von v nimmt die Konvergenzrate also sogar exponentiell zu, wenn
wir die Anzahl der Glattungsschritte erhohen. Insbesondere erhalten wir auch schon fiir
v =1 ein konvergentes Verfahren.

Unter den fiir die symmetrischen Verfahren eingefithrten Voraussetzungen lésst sich
auch ein Konvergenzbeweis fiir das V-Zyklus-Mehrgitterverfahren gewinnen.
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Satz 4.18 (Konvergenz V-Zyklus-Mehrgitterverfahren) Im symmetrischen Fall
mit der symmetrischen Glattungseigenschaft (4.23) und der symmetrischen Approzima-

tionseigenschaft (£.26]) gilt

C
Mgy ella < Tf% fiir alle ¢ € N, v € N.

Beweis. Die Iterationsmatrix der V-Zyklus-Mehrgitterverfahrens mit v Vor- und v
Nachglattungsschritten ist durch

—1
Mucv,e = Mzav e + Mg peMucv,e-1A, - reAeMG

1/2

gegeben. Wir transformieren sie wieder mit Hilfe von A;/ % und A, """, um die Gleichung

Mugv,e = A,/ " Myagv A, '~ = Mzave + MG PeMucv - 1TeMEG 4
= Mg (I — Pere + peMMGV,e—lre) Mg
= M, (I —pe(I— MMGV,Z—l)/r\K) M.

zu erhalten. Wegen I — pyry > 0 und Mygyv,o = 0 kénnen wir mit einer einfachen

Induktion ﬁMGv’g > 0 fiir alle £ € Ny nachweisen.
Unser Ziel ist es nun, die Ungleichung

= C
My < (T, ¢: A fiir alle £ € N

= Cy+2v

zu beweisen. Dazu gehen wir induktiv vor. Der Induktionsanfang ¢ = 0 ist trivial. Sei
nun ¢ € N so gewéhlt, dass Myav -1 < ¢ gilt. Daraus folgt

Myacv,e = Mg, (I —pe(I— MMGV,Z—I)?€> M,
< Mo (I = pe(I = ¢I)re) MYy,
= My, (I = (1= ¢)pere) Mty

= M, ((1 —-0OQ¢+ CI) MY,
< M, ((1 —<) (aCAVAV;l +(1 - a)I> + CI> My ¢

(=W (1= 0) (aCaW' + (1= a)T) +¢T) (T- W)
fiir alle @ € [0, 1]. Mit Hilfe des durch

(&) :=(1-9"((1 = ¢)(aCal+ (1 -a))+¢)(1 -8
=(1-"((1-0(aCaé+ (1 —a))+¢) fiir alle o € [0,1], £ € K

definierten Polynoms kénnen wir die Abschétzung kurz als

ﬁMGV,@ < f(\/)\\/'z—l, ) fiir alle « € [0, 1]
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schreiben. Aus (£.28)) folgt U(V/\\/'Zl) C [0, 1], und wir erhalten

IMyiavella = [Muavells = o(Muay) < max{f(&,a) : &€ [0,1]}.

Um zu der gewiinschten Abschédtzung zu kommen, setzen wir &« = 1 und miissen das
Maximum des durch

F(&a) =1 =" ((1 - ¢)Cas +0) fiir alle £ € K
gegebenen Polynoms bestimmen. Wir suchen dazu nach Nullstellen der Ableitung
of

675(5, a)=—2v(1 - (1 -0+ )+ (1 -6 (1—()Ca
=(1-* N1 -9Q—-)Ca—20(1 = )Ca€ — 20C)
=(1-9* 11— (2v+ 1)1 - )Ca —21C)

o eyar—1 _ 2wCy w0y
— (-2 (- @4 D) s — )

Cy+2v
Offenbar gibt es genau zwei Nullstellen, ndmlich £&; = 0 und & = 1. Fiir & erhalten wir
f(&,a) = f(0,1) = ¢, fir & dagegen f(&2,) = f(1,1) = 0. Das Maximum ist offenbar
¢, also haben wir

¢.

Myav,ella < f(0,1) =¢
bewiesen, und damit die gewiinschte Abschitzung. ]

Wir haben also bewiesen, dass das V-Zyklus-Mehrgitterverfahren auch fiir nur einen
Vor- und Nachglattungsschritt konvergiert, und wir haben eine explizite Abschitzung
fiir die Konvergenzrate in Abhéngigkeit von v und Cjy.

Das Mehrgitterverfahren lédsst sich weiter beschleunigen, indem man Techniken aus
dem Bereich der semiiterativen Verfahren einsetzt. Einerseits ldsst sich die symmetrische
Mehrgitteriteration als Vorkonditionierer fiir das cg-Verfahren einsetzen, was vor allem
in Situationen lohnend ist, in denen die Konvergenzrate der Iteration noch relativ nahe
bei 1 liegt.

Andererseits lassen sich auch semiiterative Techniken in die einzelnen Komponenten
des Mehrgitterverfahrens integrieren. Eine offensichtliche Moglichkeit besteht darin, den
Gléatter mit Hilfe einer entsprechend modifizierten Tschebyscheff-Semiiteration zu reali-
sieren. Eine weniger offensichtliche Variante ist die Modifikation der Grobgitterkorrektur:
Bisher wurde die Korrektur x,_; prolongiert und direkt von x, abgezogen, wir hatten
also

Xy« Xy — PeXy—1-

Es sind Situationen denkbar, in denen es sinnvoll ist, den Vektor qy := pgxy_1 lediglich
als Suchrichtung in einem entsprechend angepassten Gradientenverfahren zu verwenden.
Fiir diese Suchrichtung ergibt sich der optimale Skalierungsparameter als

3 (de,qe)2
opt *=— TA .\
(Arqe, qe)2
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4.6 Symmetrische Mehrgitterverfahren

und wir erhalten die optimal gedimpfte Grobgitterkorrektur
X¢ < X¢ — AoptQe-

Dank der Galerkin-Eigenschaften kann der Faktor Ayp¢ auch durch

Moy = (de,a)e_ (Ppde,Xe1)2
P (Avar,qe)2 (PP AWPXe-1,X0-1)2
cMredg,xe—1)2 (bee1,%e-1)2

a cHreAypexe_1,%X0-1)2 (Ap_1Xp—1,%X¢-1)2

berechnet werden, also ausschliellich mit Hilfe von Operationen auf der gréberen Git-
terstufe £/ — 1. Neben zwei Skalarprodukten erfordert die Bestimmung von A,p¢ auch eine
zusitzliche Matrix-Vektor-Multiplikation, in praktischen Anwendungen sollte man also
sorgfiltig abwégen, ob der zusétzliche Rechenaufwand zu einer angemessenen Beschleu-
nigung des Verfahrens fiihrt.

In der Praxis héingen die Matrizen A, hiufig von Parametern ab: Beispielsweise kénnen
die Koeffizienten der zugrundeliegenden Differentialgleichung variabel sein, oder das Ge-
biet, auf dem gerechnet werden soll, &ndert sich. In dieser Situation ist man an Verfahren
interessiert, die nicht nur fiir ein spezielles Problem, sondern fiir eine ganze Familie von
Problemen gleichméfig gut funktionieren.

Im Fall des Mehrgitterverfahrens bedeutet das, dass wir nach Verfahren suchen, bei
denen ||Mygv | < ¢ < 1 nicht nur fiir alle Gitterstufen ¢ € Ny, sondern auch fiir alle
moglichen Parameter des zugrundeliegenden Problems gilt, wir also die Konvergenzrate
gleichméfig beschrinken kénnen. Ein Verfahren mit dieser Eigenschaft bezeichnet man
als robust.

Die Konstruktion von robusten Mehrgitterverfahren kann relativ kompliziert werden,
abhingig davon, wie grof3 die Auswahl der abzudeckenden Probleme ist. In der Praxis
haben sich verschiedene Zugénge bewéhrt:

Falls das zugrundeliegende Gebiet und die Koeffizienten der Differentialgleichung
Tensor-Gestalt besitzen, lassen sich mit Hilfe modifizierter Glatter und modifizier-
ter Gitterhierarchien Verfahren konstruieren, die fiir eine relativ breite Auswahl von
Koeffizienten sehr schnell arbeiten.

Bei variablen Koeffizienten lassen sich spezielle Gliatter mit Hilfe von approximati-
ven LR-Zerlegungen konstruieren. Die Konstruktion folgt im Prinzip der iiblichen LR-
Zerlegung, allerdings mit der Nebenbedingung, dass nur wenige zusétzliche von Null
verschiedene Eintriage erzeugt werden diirfen. Dadurch wird das bei der klassischen LR-
Zerlegung unvermeidliche Auffiillen der Matrixstruktur verhindert, und aus einem di-
rekten Loser wird ein iteratives Verfahren, die I LU -Iteration.

Ebenfalls im Fall variabler Koeffizienten kann es sich lohnen, die konventionelle Prolon-
gation, die iiblicherweise als eine geeignet definierte Interpolation eingefiihrt wird, durch
eine Abbildung zu ersetzen, bei der die Interpolanten mit Hilfe der Matrixkoeffizienten
gewichtet werden. Die so konstruierte matrizabhdngige Prolongation kann dann zur Kon-
struktion einer passenden Restriktion verwendet werden, und die Galerkin-Eigenschaft
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4 Mehrgitterverfahren

lasst sich sicherstellen, indem die Grobgittermatrizen mit Hilfe von py; und ry; konstruiert
werden, statt direkt aus einer Diskretisierung zu entstehen.

Besonders schwierig wird die Situation, wenn das dem Gleichungssystem zugrundelie-
gende kontinuierliche Problem unbekannt ist oder das Gleichungssystem sogar keine kon-
tinuierliche Entsprechung hat. In diesem Fall kénnen unter gewissen Bedingungen noch
algebraische Mehrgitterverfahren zum Finsatz kommen. Derartige Verfahren benttigen
lediglich die Matrix A und konstruieren eine Hierarchie von Gleichungssystemen und
passende Glatter ausschlieflich aufgrund der in A enthaltenen Informationen.

Algebraische Mehrgitterverfahren erfreuen sich grofier Beliebtheit, weil sie sich be-
sonders einfach in existierende Programme integrieren lassen und in vielen praktischen
Anwendungsfillen gute Ergebnisse erzielen. Allerdings ist es aufgrund ihrer allgemeinen
Struktur sehr schwierig, konkrete Aussagen iiber ihre Eigenschaften und insbesondere
ihre Konvergenzraten zu beweisen.

4.7 Allgemeine Unterraumverfahren

Sei A positiv definit.
Ein wesentlicher Bestandteil des Zweigitterverfahrens ist die Grobgitterkorrektur

Paak o(xe, be) = x¢ — peA; ' re(Arxy — by).
Fiir einen Vektor f, € K* und einen Testvektor y,_; € KZ¢-1 gilt

(Maak fe, Peye—1)a = (Ao — ApeA, oA, Pryi—1)2
=c H{(reAy — reApe A T A E yo-1)2
= ¢ N (reAy — reAg)fy, yi—1)2 =0,
falls die Galerkin-Eigenschaft und r, = cp; gelten. Die Grobgitterkorrektur ist al-
so ein Iterationsverfahren, das dafiir sorgt, dass der Fehler beziiglich des Energie-

Skalarprodukts senkrecht auf dem Bild von py steht.
Ein dhnliche Eigenschaft besitzt auch das Gauf3-Seidel-Verfahren: Im i-ten Schritt wird

.Z';ZTM bi— Z Aija;j— Z AU.Z';

JET JjeT
1(7)>(7) u(g)<e(i)

=x; — AL Z Al‘j{L'j + Z A”m; —b;

JET jeJ
u(7)Zu(d) u7)<u(@)

berechnet, und diese Berechnung lésst sich mit Hilfe des i-ten kanonischen Einheitsvek-
tors e in der Form

das,i(x,b) =x — e(i)%<AX —b,e), fiir alle x,b € K%
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schreiben, so dass das vollstindige GauB-Seidel-Verfahren als Hintereinanderausfithrung
mehrerer Einzelschritte

Pas(x,b) = ®asi, (Pas,i, i (.-, b),b)

geschrieben werden kann. Die Iterationsmatrix fiir einen Einzelschritt ist durch

N1 .
MGS,i =1 e(’)A—(e(Z))*A

7

gegeben und erfiillt fiir f € K die Gleichung

(Mas,if, )4 = (A - Ae(“%(e(i))*A)f, ey,

(12

. | . .
— (%) (@) (@) y* (@)
) 2 A )
(Af,e")y — (Ae —(e')*Af,e'"),

(1

7

) 1 ) . )
= (Af, ey, — T((e@)*Af, (e)*Ae™),

= <Af7 e(i)>2 - %(Afa e(’L)>2A“

(22

= (Af,e)y — (AF,el))y =0,

nach dem i-ten Schritt wird der Fehler beziiglich des Energie-Skalarprodukts also senk-
recht auf dem Aufspann des i-ten Einheitsvektors e stehen.

Sowohl ®gak ¢ als auch ®ag; sind also Iterationsverfahren, die dafiir sorgen, dass
der Fehler senkrecht auf einem geeignet gewihlten Unterraum von K7 steht: Im ersten
Fall auf dem Bild der Prolongation py, im zweiten Fall auf dem Aufspann des i-ten
Einheitsvektors e(®.

Derartige Verfahren bezeichnet man als Unterraumuverfahren. Allgemein sind sie durch
eine Familie (P ).ex von injektiven Matrizen P,, € KZ*Z+ definiert, die in Anlehnung an
Mehrgitterverfahren ebenfalls als Prolongationen bezeichnet werden. Die Bilder dieser
Prolongationen bezeichnen wir mit

X, = Bild P, fir alle k € IC,

und wir verlangen, dass
X:=K'=> X, (4.30)
KEK

gilt, dass also die Summe aller Unterrdume den gesamten Raum ergibt.
Zu der Prolongation P, fithren wir die passende Restriktion R, := P7, ein und defi-
nieren das entsprechende Galerkin-Produkt durch

A, =R,AP, fiir alle k € K.
Zu jedem k € K definieren wir die Unterraumkorrektur

Puk(x,b) :=x —P,A 'R, (Ax —b) fiir alle x,b € KZ, k € K.
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Fiir die Wahl
Pl{ = Py, RH = C_lrﬁy A,.; = C_lAg,1

erhalten wir die Grobgitterkorrektur.
Um einen Einzelschritt des Gauf3-Seidel-Verfahrens als Unterraumkorrektur zu iden-
tifizieren, fixieren wir eine Numerierung ¢ von Z und schreiben die Indexmenge als

I:UIK

ke

fiir K := T und Z, := {x}. Fiir jedes x € K definieren wir die Prolongation P, € KZ*Zx
als

1 fallsi=j € Z,, ] )
(Pft)ij:{ ey " firallei € Z,5 € 7,
0 ansonsten

und erhalten A, = Ag.. Damit gilt ®yk , = Pas x-

Definition 4.19 (Multiplikatives Unterraumverfahren) Sei . : K — {1,..., K}
eine Numerierung von K mit K = #K, und sei ry := 1~ (k) fir alle k € {1,...,K}.
Das durch

(I)Mul(X, b) = (I)UK,nk ((I)UK,,Q,%l ( .. ,b), b) fiir alle X, b e KI

definierte lineare Iterationsverfahren nennen wir das (exakte) multiplikative Unterraum-
verfahren zu den Prolongationen (Py)xeci.

Wir haben bereits gesehen, dass das Gauf-Seidel-Verfahren sich als multiplikatives
Unterraumverfahren mit eindimensionalen Unterrdumen interpretieren l&sst.

Alternativ konnen wir die einzelnen Unterraumkorrekturen auch parallel durchfithren
und die Ergebnisse linear kombinieren.

Definition 4.20 (Additives Unterraumverfahren) Sei 6 € R-(. Das durch

Dagap(x,b) =x —0 Z P.A'R.(Ax —Db) fiir alle x,b € KX
KEK

definierte lineare Iterationsverfahren bezeichnen wir als das (exakte) additive Unter-
raumverfahren zu den Prolongationen (Py)sex und dem Dimpfungsparameter 6.

So wie das Gauf}-Seidel-Verfahren als multiplikatives Unterraumverfahren mit eindi-
mensionalen Unterrdumen interpretiert werden kann lasst sich nun das Jacobi-Verfahren
als additives Unterraumverfahren mit denselben Unterrdumen behandeln.

Selbstverstandlich gibt es noch weitere in der Praxis wichtige Spezialfille von Un-
terraumverfahren. Ein Beispiel sind Block-Gauf3-Seidel und Block-Jacobi-Verfahren, bei

174



4.7 Allgemeine Unterraumverfahren

o+ o+ o+ o+ o+t o+ L+ +
"""" Coe e e o b T
"""" b e oo+ T
"""" foe e oo+ T I
"""" b et [
"""" b et T
"""" boa e e e oo

Abbildung 4.9: Spezialfiille des allgemeinen Unterraumverfahrens: Zeilen-Block-Jacobi-
Verfahren (links) und Gebietszerlegungsverfahren (rechts)

denen nicht einzelne Indizes, sondern vollstdndige Zeilen, Spalten oder kompliziertere
Teilmengen eines Gitters auf einmal invertiert werden.

Im Fall des Modellproblems wiirde beispielsweise ein Zeilen-Block-Verfahren zu der
Zerlegung

L = {(iz, k) : iy €{1,...,N}} fir alle k € K :={1,...,N}

gehoren (vgl. Abbildung[@9links). Natiirlich ist so ein Verfahren nur dann sinnvoll, wenn
sich Gleichungssysteme mit den Matrizen A, effizient 16sen lassen. Im Fall des Zeilen-
Block-Verfahrens lidsst sich diese Aufgabe gliicklicherweise relativ einfach handhaben:
Infolge der speziellen Struktur des Modellproblems sind die Matrizen A, tridiagonal
und positiv definit, so dass sie sich effizient mit Band-L R-Zerlegungen behandeln lassen.

Ein weiterer wichtiger Spezialfall sind die sogenannten Gebietszerlequngsverfahren, bei
denen ebenfalls die Indexmenge 7 in eine Anzahl von Teilmengen zerlegt wird. Hier wird
allerdings der Schwerpunkt nicht auf einfache Losbarkeit der Teilprobleme, sondern auf
moglichst kleine ,, Kontaktflichen der Teilmengen gelegt, es soll also fiir jedes k € K die
Menge

0L, :={j € Z\ I, : es existiert ein i € Z,, mit A;; # 0}

moglichst klein werden (vgl. Abbildung rechts, der ,Rand“ des oberen rechten Teil-
gebiets ist grau markiert). Die Idee bei diesen Verfahren besteht darin, die Behandlung
der einzelnen Teilmengen Z,; verschiedenen Computern zu iibertragen, die dann parallel
arbeiten kénnen. Auf dem fiir ein x € K zustdndigen Computer werden die Komponen-
ten x; und b; nur fiir ¢« € 7, abgespeichert, so dass lediglich bei der Berechnung des
Defekts

(dy)i = ZAijxj —b; = Z Aija:j + Z Aijx]‘ —b; fir alle i € Z,, k € K
JET JE€Lx JEIL,
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eine Kommunikation mit den anderen Computern erforderlich ist, um den aktuellen
Wert von x; € I, zu erfahren. Ein additives Unterraumverfahren lisst sich mit diesem
Ansatz sehr gut parallelisieren.

Schliefllich lassen sich auch die verschiedenen von uns untersuchten Mehrgitterverfah-
ren als Unterraumverfahren interpretieren: Wir nehmen an, dass r, = p; gilt und dass
die Hierarchie der Gleichungssysteme die Galerkin-Eigenschaft besitzt. Wenn die feinste
Gitterstufe L € Ny ist, setzen wir Z:=Z;, A = Ay, K :={0,..., L} und definieren die
fir das Unterraumverfahren benétigten Prolongationen P,. € KZ*Z= durch

P, = {I falls © = L, fiir alle & € {0,...,L}. (4.31)
P.t1pPky+1  ansonsten

Dank der Galerkin-Eigenschaft erhalten wir so A, = Ay. Allerdings wurde im Mehr-
gitterverfahren nur auf dem grobsten Gitter tatséchlich exakt gelost, auf allen anderen
Gitterstufen haben wir lediglich einige Glattungsschritte durchgefiihrt, also approxima-
tiv gelost.

Um unsere Mehrgitterverfahren als Unterraumverfahren zu interpretieren, miissen wir
also approzimative Unterraumkorrekturen

PAvk k(x,b) :=x - P, N,R.(Ax —b) fir alle x,b e K%, k e K

zulassen, bei denen N, eine geeignete positiv definite Approximation von A_! ist. Die
Iterationsmatrix von ®ayk  ist durch

Mavk s :=1-P.N,R A fiir alle k € K

gegeben. Betrachten wir das V-Zyklus-Mehrgitterverfahren mit einem Vorglattungs-
schritt. Die Glétter seien in der zweiten Normalform

®ay (%, by) = x7 — Napo(Arx, — by) fiir alle xg, by € K, ¢ € N

gegeben. Das durch (€31]) und

Al falls k=0
N,=¢_0 asrE=o fir alle kK € K (4.32)
Nqi, ansonsten

gegebene approximative multiplikative Unterraumverfahren ist gerade das V-Zyklus-
Mehrgitterverfahren:

Lemma 4.21 Das V-Zyklus-Mehrgitterverfahren ist ein approrimatives multiplikatives
Unterraumverfahren mit den Prolongationen (4.51) und den approzimativen Inversen

(4.3

Beweis. Bekanntlich ist die Iterationsmatrix des Mehrgitterverfahrens durch

M, = fiir alle ¢ € {0,...,L}

(I—pe(I—Mp1)A, ' 1 A)(I—NA,) falls £ >0,
0 ansonsten
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gegeben. Da es konsistent ist, konnen wir das Mehrgitterverfahren in der zweiten Nor-
malform mit der Matrix

Ny := (I - M)A, fiir alle £ € {0,...,L}

darstellen, denn dann gilt M, = I—ﬁgAg. Die zu dieser Matrix gehérende approximative
Unterraumkorrektur ist durch

M, :=1-P,N,R/A fiir alle ¢ € {0,...,L}

gegeben und wird eine zentrale Rolle in unserem Beweis spielen: Wegen Py = I ist
M = M}, die Iterationsmatrix des Mehrgitterverfahrens, so dass wir lediglich

ﬁg = Mauk,0Mauk,1 - .- Mavuk ¢ fiir alle £ € {0, e ,L}

zu beweisen brauchen. Das tun wir natiirlich per Induktion: Fiir £ = 0 ist die Aussage
wegen My = 0, also Ng = Aal = Ny bereits klar. Sei nun ¢ € {1,...,L}. Nach
Definition gilt

M; =1 - P,N,R/A =T—P,(I-M,)A; 'R/A
=1—Py(pe(I—Mp_1)A; ' re+ Ny —po(I— M)A, 1/ AN)RA
=1-P,(I-Mi1)A, " RiA —PNRA

+Pr(I- M)A 1/ ANRA
=I1-P,1(I-M;1)A, | Ry 1A - PNR/A

+ P (I— M)A, rReA PNRA
=1-P, N, R, 1A - PNR/A + P, N, R, ;A P/NR/A
= (I- P, 1Ne Ry A)(I - PNRyA) = M1 Myuk -

Damit ist die Induktion abgeschlossen. [

In dhnlicher Weise konnen wir auch Mehrgitterverfahren mit mehreren Vor- und
Nachglédttungen als multiplikative Unterraumverfahren interpretieren, und auch der W-
Zyklus stellt uns vor keine uniiberwindbaren Schwierigkeiten.

Selbstverstéandlich lasst sich auch eine additive Unterraumkorrektur auf der Grundlage
der fiir das Mehrgitterverfahren verwendeten Prolongationen und Restriktionen konstru-
ieren. Fiir die praktische Implementierung bedeutet das lediglich, dass der Defekt vor
dem Vorgléattungsschritt auf das grobere Gitter transferiert und die auf dem gréberen
Gitter berechnete Korrektur erst nach dem Nachgliattungsschritt von der Iterierten sub-
trahiert wird. Die Unterschiede in der Implementierung sind also minimal.

Wenden wir uns nun der Analyse des Konvergenzverhaltens zu. Wir untersuchen direkt
die approximative Unterraumkorrektur, das exakte Verfahren lasst sich jederzeit durch
N, := Al zuriickgewinnen.

Zunéchst untersuchen wir das additive Verfahren.
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Definition 4.22 Sei 8 € Ryg. Das durch
Danddo(x,b) =x— 0> P.N.R,.(Ax —b) fiir alle x,b € K%
KEK

definierte lineare Iterationsverfahren bezeichnen wir als das approximative additive
Unterraumverfahren zu den Prolongationen (Py)xexc, den approximativen Inversen
(Ny)kex und dem Dimpfungsparameter 6.

In einem ersten Schritt beweisen wir, dass ein approximatives additives Unterraum-
verfahren konvergent sein kann. Dazu miissen wir nachweisen, dass die Matrix

NAAdd,G =0 Z P.N.Rx
KEK

der zweiten Normalform positiv definit ist.
Lemma 4.23 Die Matriz Napga,e st positiv definit.

Beweis. Da die Matrizen N positiv definit sind, muss Naaqq,¢ zumindest positiv semi-
definit sein. Sei nun x € K% mit (N Aadd,0x, x)2 = 0. Daraus folgt

0= (Npadao%: X)2 = 0> (P.N.Rex,x)2 =0 > (N RuX, Rix)o.
KEK KEK
Da die Matrix N positiv definit sind, muss fiir alle k € K also Rxx = 0 gelten. Fiir ein
beliebiges x € K und y, € K= erhalten wir
<R5X7 Y.%)Z = <X, PHYH>27

also steht x senkrecht auf Bild P,;, und somit nach ([@30) auf K%, muss also gleich Null
sein. ]

Damit haben wir eine erste untere Schranke fiir das Spektrum von Naaqde. Um
den Dampfungsparameter 6 korrekt wihlen zu kénnen, benttigen wir auch eine obere
Schranke fiir das Spektrum.

Zur Herleitung dieser Schranke setzen wir W, := N ! und nehmen an, dass es fiir
alle k, A € K eine Konstante €,y € R>q so gibt, dass

|(Puxs, Paya) al < eanl|xellw, |¥allw, fiir alle x,, € K2~ y, € KM (4.33)
gilt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir zusétzlich
€\ = €k fir alle kK, A € K

voraussetzen (da (A33) symmetrisch ist, konnen wir immer das Minimum von €,y
und €y, verwenden). Falls alle Unterraumkorrekturen exakt durchgefithrt werden,
folgt diese Abschitzung beispielsweise aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir das
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Energie-Skalarprodukt, allerdings werden sich in der Praxis hiufig wesentlich bessere
Abschétzungen finden lassen, indem man die Orthogonalitéit der einzelnen Unterrdume
ausnutzt. Deshalb wird die Annahme (£33) im Allgemeinen als verstdirkte Cauchy-
Schwarz-Ungleichung bezeichnet.

Wir fassen die Koeffizienten ¢, in der Matrix E € KX*KX mit

Exx = €x fiir alle kK, A € K

zusammen und erhalten unsere erste Schranke fiir das Spektrum des Unterraumverfah-
rens:

Satz 4.24 (Obere Schranke) Es gilt
Naaddg < Oo(E)A™?

Beweis. Wir setzen N := Naqq,1- Nach Definition gilt

N = Z P.N.R,,
KEK

also folgt fiir ein x € K* die Abschiitzung

INAx|% = > ) (P:N,R:Ax, PN \R)yAx) 4
KEK NEX

< Z Z |<PHNI€RHAX7 P)\N)\R)\AX>A’
KEKX AeK

<D0 e INGRAXw, [NARAAX] |1y,
KEK XeK

Wir definieren den Hilfsvektor z € RX durch
zk = [N R AX||w, fiir alle k € £
ein und erhalten

INAX|%Z < > ) eonzeon = (2,Ez)s < |Ea]|z]3 = o(E) ) | INR.Ax]fy,

ke Ae KEK
= o(E) > (W.N,R.Ax,N,R.Ax); = o(E) > (R,Ax, N, R,Ax),
KEK KEK
= 0(E) Y (Ax,P,N,R:Ax); = o(E) Y (x, PN, R.Ax)4
ke KeEK

= 0(E)(x, NAx) 4 < o(E)|[x[ a[|NAx] 4.
Aus dieser Ungleichung folgt

INAx|| 4 < o(E)||x|| 4 fiir alle x € K7,
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und mit Hilfe der Definition der Energienorm erhalten wir

|A1/2NA1/2X||2

%2

|rA1/2NA1/2Hz=sup{| : XGKI\{O}}

o [ 1A NAY],
[AT72y];

: yeKI\{O}}

o (INAYILA o
_ p{uyHA . yeK \{0}}SQ<E>,

also insbesondere

AVPNAY? < p(BE)I,
N < o(E)A~L.

Aus Naadae = ON folgt die Behauptung. [
Wir konnen die Schranke aus Satz [4.24] auch in der Form

1
A< ——Wjprdde
Oo(E) ’
schreiben, um einen Bezug zu der fiir symmetrische Mehrgitterverfahren verwendeten
Variante der Glattungseigenschaft herzustellen.
Indem wir Lemma .23 und Satz [£.24] kombinieren, erhalten wir fiir 6 < 2/o(E) die
Abschétzung

I>1— AY2NppqapAY? > T —0p(E)I >1—2I = —1,

also 0(Maaddg) = Q(I—A1/2NAAdd79A1/2) < 1, das approximative additive Unterraum-
verfahren ist also konvergent.

Um eine Schranke fiir die Konvergenzrate angeben zu kénnen, benétigen wir auch
eine untere Schranke fiir das Spektrum der Matrix Naaqq,6. In diesem Fall werden in
der Regel stabile Zerlegungen verwendet:

Satz 4.25 (Untere Schranke) Sei Cs € Roqg so gegeben, dass fiir jedes x € KT eine
Familie (x,)xex mit

Z P.x. =x, (4.34a)
KEKX

D lxallfy, < CslixlI% (4.34b)
KEK

existiert. Dann gilt die Abschdtzung

0
—Al<N )
CS >~ AAdd,0
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Beweis. Wir setzen wieder N := Napqgq,1- Sei x € K7, und seien x,, € K%~ fiir alle k € K
so gewéhlt, dass (A34]) gilt. Dann erhalten wir

I = (x, )4 =) (x,Puxe)a = D {Ax, Prxe)s

KEK KEK
=) (ReAx, Xe)2 = Y (N RoAx, W'/2x,.),
KEK KEK
< 3 INYZR AW 2 llz = S INY2R, A2 [ w,
rEK KEK
1/2 1/2
< (Z ||Nt/2RHAxH%> <Z Hx\l%)
KEK KEK

1/2
1/2
<cy (Z\\Nl/anAX!!§> 1] 4-

KEKX

Aus dieser Abschitzung folgt

x4 < Cs >INV R Ax|3 = Cs Y (NY?R,Ax, NY R, Ax),

KEK KEKX
=Cs Y (AP.NR,AX,x); = Cs(ANAX, ),
KEKX

also die Ungleichungen
A < C3ANA, A1 < COgN.

Dank Naagq,9 = ON folgt daraus unsere Behauptung. [

Falls die Voraussetzungen der beiden Sétze und erfiillt sind, erhalten wir
0(NaaddaeA) C [0/Cs,00(E)]. Damit eignet sich das additive Unterraumverfahren gut
als Vorkonditionierer fiir das cg-Verfahren: Falls Cs und ¢(E) unabhiingig von der Anzahl
der Unbekannten beschrinkt sein sollten, erhalten wir ein Verfahren, dessen Konvergenz-
rate gleichméfig beschréinkt ist. Die explizite Kenntnis der Schranken ist, anders als im
Fall des Richardson- oder Tschebyscheff-Verfahrens, nicht erforderlich.
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