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1 Modellproblem

Zur Einfithrung in die Thematik befassen wir uns mit einem typischen Modellproblem, an
dem sich die Grundideen, die bei der Behandlung nicht-lokaler Phanomene zum Einsatz
kommen, gut erklédren lassen.

1.1 Gravitation in Vielkdrpersystemen

Ein relativ bekanntes Beispiel fiir eine nicht-lokale Wechselwirkung ist die Gravitation:
Die Sonne hilt die Erde auf ihrer Bahn, obwohl beide ungefahr 150 Millionen Kilome-
ter voneinander entfernt sind. Wenn wir zur Vereinfachung auf relativistische Effekte
verzichten und uns auf die auf Newton zuriickgehende Gravitationstheorie beschréinken,
iibt eine Masse my an einem Punkt 27 auf eine zweite Masse mo an einem Punkt s eine

Kraft von
mi1ms

Fo =~ (1 — x2)

lz1 — @2ll3
aus, die Kraft ist also umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands und zieht die
zweite Masse in Richtung der ersten.

Wenn wir nun zu dem Fall vieler Massen m1, ..., m, an Punkten x4, ..., z, tibergehen,
summieren sich die auf eine Masse m; wirkenden Kréifte zu

MM
R o
T2y — a3 )

J#Z

und wir stellen fest, dass wir fiir grole Werte von n, also bei Systemen mit vielen Massen,
ein Effizienzproblem haben: Fiir jede Masse miissen n— 1 Einzelkréfte berechnet werden,
so dass insgesamt ein zu n(n — 1) proportionaler Gesamtaufwand entsteht.

Wenn man bedenkt, dass unsere Galaxie einige hundert Millionen Sonnen enthélt, ist
klar, dass ein Algorithmus, dessen Aufwand letztendlich quadratisch in der Anzahl der
Sonnen wéchst, fiir grofere Simulationen ungeeignet ist. Wir sind also daran interessiert,
den Rechenaufwand deutlich zu reduzieren.

Dazu machen wir uns zunutze, dass die Interaktion der Massen m; und m,; im We-
sentlichen durch ihren Abstand x; — x; beschrieben ist, und dass dieser Abstand , glatt
in die Berechnung der Kraft eingeht. Genauer gesagt fithren wir die Hilfsfunktion

y—x

g:R3XR3—)R3, (xvy)'_)ryia
ly — [l



1 Modellproblem

ein und schreiben die Kraft in der Form

n
F;, = Zmimjg(mi,xj). (1.1)
j=1
J#
Falls  und y hinreichend weit voneinander entfernt sind, ist g auf einer Umgebung des
Punktpaars (x,y) unendlich oft differenzierbar und sogar analytisch, so dass wir darauf
hoffen diirfen, dass sich die Funktion durch etwas Handlicheres approximieren lisst.

1.2 Approximation per Interpolation

Eine naheliegende Wahl fiir eine Approximation der Funktion g ist dabei die Interpolati-
on: Wir wihlen Interpolationspunkte &1, ..., &, innerhalb eines Gebiets o sowie passende
Lagrange-Polynome Ly, ..., L (Details der mehrdimensionalen Interpolation finden sich
in Kapitel [3)) und interpolieren g in der y-Komponente:

k

o(@,y) = g(x,6)Lu(y).

v=1

Dieses Polynom (zumindest in y ist es eines) approximiert die Funktion g allerdings
nur, wenn der Abstand zwischen ¢ und z grofl im Vergleich zu dem Durchmesser von o
ist, denn ansonsten verhindert die Ndhe zu der Singularitdt der Funktion g die schnelle
Konvergenz.

Deshalb withlen wir ein weiteres Teilgebiet 7 C R? derart, dass alle Punkte = € 7
hinreichend weit von allen Punkten y € o entfernt sind. Nur fiir derartige Paare von
Punkten diirfen wir die Approximation § guten Gewissens verwenden.

Fiir die Approximation der Gravitationskraft bietet es sich an, diejenigen Massen zu
untersuchen, die in 7 beziehungsweise o liegen, deren Indizes also in den Mengen

r={ie{l,....,n} : x; €T}, c={je{l,....n} : zje€0} (1.2)
liegen. So erhalten wir
9(xi, xj) = Go (4, 5) fir alle i € 7, j € 7.
Damit kénnen wir nun wenigstens einen Teil der Summe umformulieren:

Zmimjg(xiux] Zmzmjga 372755] Zmlmj ZQ :1:2751/ )

jEo JjEG JjEG

= Zng xi, &) ij fiir alle ¢ € 7.

JjEG



1.3 Partitionierung

Diese Darstellung hat den Vorteil, dass sie sich besonders effizient auswerten ldsst: Mit
den Hilfsgrofien

hy = ijﬁy(mj) fir alle v € {1,...,k} (1.3)
JjEG
erhalten wir
k
Zmimjg(a:i,xj) ~ Zmig(a:i,f,,)hl, fiir alle ¢ € 7, (1.4)
jEo v=1
und diese Ndherung lésst sich sehr effizient auswerten: Wenn hy, ..., hy vorliegen, erfor-

dert die Auswertung der Gleichung fiir alle i € 7 lediglich die Berechnung von j#7
Summanden.

Die Berechnung der Hilfsgrofien hq,...,h, aus erfordert die Bestimmung von
lediglich k#6 Summanden, wobei das Auswerten des Lagrange-Polynoms hochstens ei-
ne zu k proportionale Anzahl von Operationen erfordert, so dass der Aufwand fiir die
Berechnung der HilfsgroBen im schlimmsten Fall proportional zu k%#6 ist.

Im Vergleich zu der direkten Berechnung der Summe, bei der (#7)(#6) Summanden
auszuwerten wéren, kann die Naherung also sehr viel effizienter sein, falls k nicht allzu
grof gewéhlt werden muss, falls also bereits wenige Interpolationspunkte ausreichen, um
g Zu approximieren.

Bemerkung 1.1 (Ersatzmassen) Der Vergleich zwischen und legt es na-
he, die Werte hq, ..., hy als ,Frsatzmassen® an den Interpolationspunkten &1,...,& 2u
interpretieren, die ndherungsweise dasselbe Gravitationsfeld wie die Gesamtheit der zu
der Indexmenge 6 gehérenden Massen erzeugen.

1.3 Partitionierung

Wir haben gesehen, dass sich auf hinreichend weit voneinander getrennten Teilmengen
7 und o die Funktion g durch eine Approximation g, ersetzen liasst, mit deren Hilfe sich
Teilsummen

Zmimjgg(xi,xj) fiir alle 1 € 7

JjET
besonders effizient aufwerten lassen. Falls wir nun sédmtliche wirkenden Kréfte in dieser
Weise approximieren wollen, miissen wir versuchen, alle auftretenden Kombinationen
von Punkten x; und z; abzudecken.

Wir beschrianken uns hier auf eine besonders einfache rekursive Konstruktion: Fiir die

Gebiete 7 und o lassen wir lediglich achsenparallele Quader zu, verlangen also

7 = [a1,b1) X [az,b2) X [a3, b3), o =[c1,d1) X [c2,d2) X [c3,d3)

fiir geeignete Koeffizienten. Damit die Interpolationspolynome schnell konvergieren, muss
der Durchmesser

diam(c) := v/(d1 — €1)2 + (d2 — ¢2)2 + (d3 — c3)?
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des Gebiets 7 kleiner als der Abstand

dist(7,0) := /6% + 05 + 03, J, := max{c, — b,,a, — d,,0}

der beiden Gebiete sein, wir diirfen also unsere Approximation nur dann verwenden,
wenn die Zuldssigkeitsbedingung

diam(o) < dist(r, 0) (1.5)

erfiillt ist.

Falls die Bedingung nicht erfiillt ist, miissen wir versuchen, 7 x ¢ in Teilgebiete zu
zerlegen, auf denen sie erfiillt sein kénnte. FEine einfache Moglichkeit besteht darin, eine
Koordinatenrichtung ¢ € {1, 2,3} zu wéhlen, den Mittelpunkt

m, := (b, + a,)/2

zu berechnen und 7 in

[a1,m1) X [az,ba) X [as,b3) falls =1,
T1 = { [a1,b1) X [ag, m2) X [as,b3) falls v =2, und
[a1,b1) X [ag,b2) X [az,m3) fallst =3
[m1,b1) X [ag,b2) X [az,b3) falls ¢ =1,
To := ¢ [a1,b1) X [ma,b2) X [az,b3) falls ¢ = 2,
[a1,b1) X [ag,b2) X [m3,b3) falls =3

mit 7 = 7 U 7o zu zerlegen. Entsprechend kénnen wir aus o die Teilgebiete o1 und o9
mit o = 01 U 09 konstruieren.
Insbesondere erhalten wir so

TX0o=T1X01UT] X09UTy X01UTo X 09,

konnen also anstelle des Gesamtgebiets 7x o auch die vier Teilgebiete rekursiv behandeln,
ohne dadurch etwas zu verlieren.

Theoretisch kénnen wir so fortfahren, bis die Teilgebiete nur noch ein Punktpaar ent-
halten, und in diesem Fall ldsst sich die zwischen diesen beiden Punkten wirkende Kraft
direkt berechnen. Effizienter ist es allerdings, das Unterteilen der Teilgebiete abzubre-
chen, sobald sie so klein geworden sind, dass der Einsatz der Ndherung aufwendiger ist
als die direkte Berechnung. Ein sinnvoller Ansatz wére beispielsweise, nicht weiter zu
unterteilen, wenn

#17 <k oder #6 <k

gelten, denn dann ist eine Summe iiber k Termie potentiell aufwendiger zu berechnen
als eine iiber 7 oder 6.

Der vollstindige Algorithmus ist in Abbildung zusammengefasst. Er berechnet
jeweils die Kréfte, die sich aus den Interaktionen der Massen zu den Indexmengen 7 und



1.3 Partitionierung

procedure approx_gravitation(r, 7, o, 6, m, x, var F);
if #7 <k oder #6 < k then {Direkte Berechnung}
forie7, jeo\{i} do
F,+— F; + szmgﬁ
end for
else if diam(o) < dist(7,0) then {Approximation}
Wahle Interpolationspunkte &1, ..., &, und Lagrange-Polynome L1, ..., Ly fir o
for ve {1,...,k} do
h, < 0O;
for j € 6 do
h,/ — h,, + mjﬁy(xj)
end for;
for i € 7 do
F; < F; + mig(ﬂﬁi, é.y)hu
end for
end for
else {Unterteilung und Rekursion}
Wihle ein ¢ € {1,2,3};
[al, bl) X [CLQ, bg) X [CL3, bg) =T; M, < (bL + aL)/2;
n+{zxer iz, <m}; n{ier oz, <mb;
n—{rer i x,>m}; T {ieT oz, >ml;
[c1,d1) X [ca,d2) X [e3,d3) =05 m, + (d, +¢,)/2;
or+—{xeo x,<m}; a1+ {ied : z, <ml;
oy {re€o : z,>m}; 62<—{i€& D omi, > my )
approx_gravitation(ry, 71, o1, d1, m,
approx_gravitation(ry, 71, o2, g2, m,
approx_gravitation(rs, 72, o1, d1, m,
approx_gravitation(ra, 72, o2, g2, m,
end if

)

)

"11"11@"11

);
);
);
)

RIS

Abbildung 1.1: Schnelle approximative Auswertung aller wirkenden Gravitationskrafte.

¢ ergeben, und addiert sie zu F hinzu. Wir miissen den Algorithmus also mit F = 0
und 7 =& = {1,...,n} aufrufen, um alle wirkenden Kréfte zu approximieren. Einen zu
diesen Indexmengen passenden Quader kénnen wir durch

a, :=min{x;, : i€ {l,...,n}}, b :=max{z;, : i€ {l,...,n}} +¢

T=0= [al,bl) X [ag,b2> X [ag,b3>

mit einem kleinen € € R+ einfach bestimmen, denn diese Wahl stellt sicher, dass die
Bedingungen erfiillt sind. Da der Algorithmus so geschrieben ist, dass es keine Rolle
spielt, ob die Quader abgeschlossen oder halb-offen sind, konnen wir in einer praktischen
Implementierung auch einfach € = 0 setzen.



1 Modellproblem

1.4 Eigenschaften und Ausblick

Wir haben bereits gesehen, dass fiir ein zuléssiges Teilgebiet 7 x o die wirkenden Kréfte
mit einem Aufwand von k(#7 + #0) berechnet werden kénnen. Diese Beobachtung
alleine hilft uns allerdings nicht viel weiter, falls sehr viele solcher Teilgebiete auftreten.

Gliicklicherweise ldsst sich das einfach ausschlieffen: Unser Algorithmus untersucht ein
Teilgebiet 7 X ¢ nur dann, wenn es entweder das Gesamtgebiet ist oder aber aus einem
grofleren Teilgebiet 19 X 09 durch Unterteilung entstanden ist. Der Algorithmus unterteilt
Gebiete aber nur dann, wenn sie nicht zuléssig sind, also muss

diam(og) > dist (7, 00)

gelten, so dass og relativ nahe an 79 liegen muss. Damit muss auch o C og relativ
nahe an 7 C 7y liegen, so dass unser Algorithmus immer nur mit Teilgebieten arbeitet,
die nahe, aber nicht zu nahe, aneinander liegen. Mit Hilfe dieser Beobachtung ldsst
sich nachweisen (siche Kapitel [2] fiir unseren Fall insbesondere Abschnitt [2.6]), dass der
Rechenaufwand unseres Verfahrens proportional zu nk(log, n+1) ist, also ist die Anzahl
der Rechenoperationen ,,fast proportional“ zu n.

In Kapitel [3] wird untersucht, wie der Approximationsfehler von dem Parameter k
abhéngt. Mit Hilfe einer Fehlerabschatzung fiir den Interpolationsfehler lasst sich zeigen,
dass wir erwarten diirfen, dass sich der Fehler wie e=*'* it einem o > 0 verhélt, also
exponentiell konvergiert.

Unter bestimmten Bedingungen kann der Aufwand fiir die Interpolation zu hoch sein,
etwa falls Funktionen mit besonderen Eigenschaften approximiert werden miissen. In
diesem Fall ist es auch moglich, eine Approximation mit Hilfe einer geeignet modifi-
zierten LR-Zerlegung zu gewinnen. Unter bestimmten Umstéinden kann eine derartige
Approximation sehr effizient sein, unter anderen Umsténden kann sie auch fehlschlagen
(siehe Kapitel [4]).

Fiir einzelne Teilgebiete 7 x o ldsst sich der durch die Approximation eingefiihrte Feh-
ler in der Regel relativ einfach abschiitzen. Mit Hilfe geeigneter algebraischer Argumente
(siehe Kapitel [5]) ist es moglich, aus diesen Abschétzungen Aussagen iiber die Grofle des
Gesamtfehlers zu gewinnen. Umgekehrt ldsst sich in dieser Weise prézise festlegen, wie
genau die Approximationen auf den Teilgebieten sein miissen, um eine gewisse Genau-
igkeit des gesamten Algorithmus sicher zu stellen.

Die diskutierten Techniken lassen sich auch verwenden, um vollbesetzte Matrizen zu
behandeln, die beispielsweise bei arithmetischen Operationen (siehe Kapitel @ wie der
Inversion (siehe Kapitel [7]) entstehen. Durch geschickt konstruierte Algorithmen erhélt
man Verfahren, die Berechnungen mit vollbesetzten Matrizen mit fast linearem Aufwand
in der Anzahl der Unbekannten durchfiihren kénnen.

Eine weitere Verbesserung der Effizienz erreichen Techniken, bei denen durch eine
kleine Modifikation der Entwicklung der Funktion ¢ und die Ausnutzung bestimmter
Eigenschaften der Taylor- oder Interpolationspolynome ein zu nk proportionaler Re-
chenaufwand erreicht wird (siche Kapitel [§). Ein in n linear wachsender Aufwand ist
sehr nahe am theoretisch bestmoglich Machbaren.

10



2 Struktur hierarchischer Matrizen

Bisher haben wir die Approximation mit Hilfe geometrischer Argumente konstruiert:
Verwendet wurden Teilgebiete eines Definitionsgebiets, die geeignet unterteilt wurden
und deren Unterteilung Teilmengen der Menge der zu behandelnden Punkte definierten.

Wir sind an einer Verallgemeinerung interessiert: Statt wechselwirkender Punktmassen
wollen wir eine vollbesetzte Matrix approximieren. An die Stelle der Niherungen auf
Teilgebieten treten dann Teilmatrizen niedrigen Rangs, die Gesamtmatrix wird ersetzt
durch eine hierarchische Matriz (siche [23, 24]).

Um allgemeine Matrizen behandeln zu kénnen, miissen wir auch allgemeine Indexmen-
gen statt der bisher untersuchten Punktmengen behandeln kénnen. Einfache Ansétze fiir
regelméflige Strukturen ermdoglichen es zwar, die Komplexitéit bestimmter Algorithmen
prizise zu bestimmen (vgl. die grundlegende Arbeit [23]), doch schon die Verallgemei-
nerung auf zweidimensionale dquidistante Gitter (vgl. [25]) ist sehr aufwendig und nicht
allzu handlich.

Wesentlich flexibler und eleganter ist der in [I7, [19] entwickelte Zugang: Die Zeilen-
und Spaltenindizes einer Matrix werden zu Clustern zusammengefasst, die in einem
Clusterbaum hierarchisch geordnet sind. Aus diesen Clustern wird dann mit Hilfe einer
Zuldssigkeitsbedingung eine Zerlegung der Matrix in Teilmatrizen konstruiert, die mit
niedrigem Rang approximiert werden konnen.

In diesem Kapitel fithren wir die grundlegenden Begriffe ein und demonstrieren, wie
sich auf ihrer Grundlage einige zentrale Aussagen iiber allgemeine hierarchische Matrizen
beweisen lassen. Dabei interessieren wir uns fiir allgemeine Matrizen X € KZ*7 mit einer
endlichen Zeilenindexmenge Z und einer endlichen Spaltenindexmenge 7.

2.1 Cluster und Clusterbdaume

Wie wir bereits gesehen haben, besteht eine zentrale Idee unserer Approximation dar-
in, geeignete Teilgebiete oder Teilmatrizen in effizienter Form zu approximieren. Diese
Teilmatrizen haben die Form M|;, . € K#*# fiir Teilmengen von Zeilenindizes ¢ C Z und
Spaltenindizes § C J. Im Interesse der Effizienz wihlen wir diese Teilmengen nicht belie-
big, sondern verwenden eine Baumstruktur, die es uns ermoglicht, wichtige Algorithmen
sehr elegant zu formulieren.

Definition 2.1 (Baum) Sei 7 = (V,S,r) ein Tripel aus einer endlichen Menge V', ei-
ner Abbildung S : V. — P(V), die jedem Element aus V' eine Teilmenge von V zuordnet,
und einem Element r € V.

FEin Tupel to,t1,ta,...,tp € V mit

t; € S(tz;l) fﬂr alle i € {1, c. ,f}

11



2 Struktur hierarchischer Matrizen

bezeichnen wir als Pfad von tg nach t,.

Das Tripel T bezeichnen wir als Baum, falls fiir jedes t € V genau ein Pfad von r
nach t existiert. In diesem Fall nennen wir r die Wurzel von T, jedest € V' nennen wir
Knoten des Baums, und S(t) nennen wir Menge der Séhne eines t € V. Falls w € S(t)
gilt, bezeichnen wir w entsprechend als Sohn von t.

Die Arbeit mit mehreren Bdumen erleichtern wir uns, indem wirt € V durch t € T
abkiirzen, die Wurzel mit r = root(T) bezeichnen und die Séhne mit sons(t,T) = S(t)
fir alle t € V. Falls Verwechslungen ausgeschlossen sind, kiirzen wir letzteres auch mit
sons(t) ab.

Eine wichtige Folgerung aus der Definition des Baums ist, dass kein Knoten, der auf
dem Pfad von der Wurzel zu einem Knoten ¢ € T auftritt, ein Sohn von ¢ sein kann, denn
ansonsten liefle sich der Pfad verldngern und so die geforderte Eindeutigkeit verletzen.

Die Menge der Nachfahren eines Knotens t € T ist durch

sons*(£) = {{t} U U csons(ey Sons™ (') falls sons(t) # 0,

2.1
{t} ansonsten @1)

induktiv definiert. Die Menge der Vorfahren eines Knotens t € T ist korrespondierend
durch
pred(t) = {t* € T : t € sons™(t")} (2.2)
definiert. Es ist zu beachten, dass diese Definitionen ¢ € sons*(¢) und ¢ € pred(t) bein-
halten.
Falls sons(t) = () gilt, nennen wir ¢ ein Blatt des Baums. Die Menge aller Blitter eines
Baums 7 bezeichnen wir mit

L={teT : sons(t) =0}.

Fiir jeden Knoten ¢ € T kann hochstens ein ¢t* € T mit ¢ € sons(t) existieren. Dieses
t* nennen wir den Vater von t. Es gibt genau einen Knoten ¢t € T, der keinen Vater
besitzt, und zwar gerade seine Wurzel root(T).

Fiir uns von besonderem Interesse sind beschriftete Biume, bei denen jedem Knoten
t € T ein Element f einer geeigneten Menge zugeordnet ist. ¢ nennen wir dann die
Beschriftung des Knotens t.

Mit Hilfe beschrifteter Baume ldsst sich nun unser Ansatz zur Unterteilung der Index-

mengen formal prézise beschreiben:

Definition 2.2 (Clusterbaum) FEin beschrifteter Baum T ist ein Clusterbaum fiir die
Indexmenge I, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

o Falls r € T die Wurzel des Baums ist, gilt ¥ = T.

e Fullst € T kein Blatt ist, gilt

t/€sons(t)

12



2.1 Cluster und Clusterbdume

e Fuallst',s' € sons(t) mit t' # s existieren, gilt

t'ng =10 (2.4)

In diesem Fall verwenden wir in der Regel die Notation Tz fiir T, um auf die verwendete
Indexmenge hinzuweisen, und bezeichnen die Knoten t € Tz als Cluster.
Die Menge aller Blitter eines Clusterbaums Tz bezeichnen wir mit L.

Ein Clusterbaum ist also ein beschrifteter Baum, bei dem die Beschriftungen Teilmen-
gen der Indexmenge 7 sind und bei dem die Beschriftungen der Sthne eines Knotens
eine disjunkte Partition der Beschriftungen des Vaters beschreiben. In der Praxis ver-
nachlédssigt man die Unterscheidung zwischen einem Cluster und seiner Beschriftung,
solange dabei Missverstindnisse ausgeschlossen sind, man sagt also ,,¢ ist in ¢ enthal-
ten“, wenn i € £ gemeint ist, oder man sagt, dass die S6hne eines Clusters eine disjunkte
Zerlegung ihres Vaters sind, wenn gemeint ist, dass ihre Beschriftungen eine disjunkte
Zerlegung der Beschriftung des Vaters sind.

Fiir die praktische Konstruktion eines Clusterbaums bietet es sich an, von der Defi-
nition auszugehen: Die erste Bedingung an einen Clusterbaum legt fest, wie seine
Waurzel auszusehen hat, die zweite und dritte Bedingung bestimmen die Beziehung zwi-
schen einem Vater und seinen Schnen.

Ein erfolgversprechender Ansatz besteht deshalb darin, eine Regel fiir die Zerlegung
eines gegebenen Clusters in mehrere S6hne zu definieren und diese Zerlegung ausgehend
von der bekannten Wurzel rekursiv so lange anzuwenden, bis die resultierenden Cluster
klein genug sind.

Zur Vereinfachung gehen wir davon aus, dass jedem Index ein Punkt in einem d-
dimensionalen Raum zugeordnet ist, denn dann kénnen wir geometrische Konstruktionen
aufgrund dieser Punkte verwenden.

Definition 2.3 (Charakteristische Punkte) Sei Z eine Indexmenge und sei d € N.
Eine Familie (x;)iez in R? nennen wir eine Familie charakteristischer Punkte fiir die
Indexmenge T.

In unserem Modellproblem bieten sich die Schwerpunkte der Sonnen als charakteri-
stische Punkte an, bei allgemeineren Anwendungen lassen sich oft in dhnlicher Weise
»typische® geometrische Orte zu jedem Index finden.

Wenn eine Familie charakteristischer Punkte fiir Z gegeben ist, kénnen wir jedem
Cluster t € Tz eine Menge

{x; : it} CR?

von Punkten zuordnen, und eine Zerlegung dieser Menge in Teilmengen induziert eine
Zerlegung des Clusters in S6hne.

Im eindimensionalen Fall bietet es sich an, ein Intervall [a, b] zu finden, das die Punkte
x; fiir alle i € ¢ enthélt, und dieses Intervall in der Mitte zu unterteilen, um zwei moglichst
kleine Teilintervalle zu erhalten. Die Indizes, die zu Punkten aus dem linken Teilintervall
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2 Struktur hierarchischer Matrizen
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Abbildung 2.1: Geometrische Zerlegung eines Clusters durch Bisektion in der ersten Ko-
ordinatenrichtung eines einschlieflenden achsenparallelen Quaders

gehoren, werden dann dem ersten Sohn des Clusters zugeordnet, die restlichen Indizes
muss der zweite Sohn aufnehmen, damit Definition erfiillt werden kann.

Dieser Ansatz lésst sich auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen, indem wir einfach
eine Koordinatenrichtung ¢ € {1,...,d} auswéhlen, ein Intervall [a,, b,] mit

xi, € [a,,b,] fir alle i € ¢

konstruieren und die Punkte entsprechend ihrer Zugehorigkeit zur linken oder rechten
Halfte des Intervalls sortieren:

tAl = {’L Gf D xy, < (bL—i—aL)/Q},
tor={iet : 2, > (b +a)/2} =1\t

(vgl. Abbildung . Offenbar gilt nun ¢ = #;Uty, also eignen sich die so konstruierten
t1, to als Sohne des Clusters ¢ in einem Clusterbaum.

Bemerkung 2.4 (Wahl der Richtung) Fir die Auswahl einer geeigneten Richtung
v € {1,...,d}, senkrecht zu der der Cluster unterteilt werden soll, sind zwei Ansditze
iblich: Wenn wir an regelmdffigen Strukturen interessiert sind, beispielsweise fiir theore-
tische Untersuchungen, ist es eine gute Idee, v zyklisch zu wdhlen, also Cluster auf Stufe
¢ in der Richtung « = (¢ mod d) + 1 zu unterteilen. Dadurch ist sichergestellt, dass
alle Cluster auf einer Stufe des Baums in derselben Richtung unterteilt werden. Diese
Strategie bezeichnen wir als regelméflige Wahl der Richtung.
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2.1 Cluster und Clusterbdume

procedure cluster_adaptive(rmax, fmax, var t);
if #f < rmax oder fp.x = 0 then
sons(t) =0
else
for 1€ {1,...,d} do
a, < min{x;, : i€ t}; b, max{x;, : i€ t}
end for;
v <—argmax{by —ar : ke{l,...,d}};
¢+ (b, +a,)/2;
th«{ict : zi, < c}; thy{ict : xi, > c}
if £, # () then
sons(t) = {t1,t2};
cluster_adaptive(rmax, fmax — 1, t1);
cluster_adaptive(rmax, fmax — 1, t2)
else
sons(t) = (), Cluster enthélt nur einen Punkt
end if
end if

Abbildung 2.2: Konstruktion eines adaptiven Clusterbaums.

In der Prazxis ist es hdufig besser, die Richtung ¢ so zu wdhlen, dass der Durchmesser
der Cluster maglichst schnell schrumpft, also so, dass der Durchmesser

max{z;, —xp, : i, k€ t}

mazximal ist und deshalb seine Halbierung den grifiten Gewinn bringt. In diesem Fall
sprechen wir von einer adaptiven Wahl der Richtung.

Bemerkung 2.5 (Wahl der Intervalle) Die Intervalle [a,,b,] kionnen ebenfalls re-
gelmdfsig oder adaptiv konstruiert werden. Bei der regelméfligen Strategie gehen wir so
vor, dass wir davon ausgehen, dass zu jedem Cluster t ein achsenparalleler Quader

Q¢ = [a1,b1] X ... X [ag, by]
gegeben ist, der alle zu t gehdrenden Punkte enthdlt, also
x; € Qy fiir alle i € t
erfillt. Fir die Sohne t1 und ty des Clusters t konnen wir dann die Quader

Qi = [a1, b1]
Qt, = [a1, b1]

fiir die gewdhlte Richtung ¢ verwenden. Bei diesem Zugang ist sichergestellt, dass alle
Quader auf einer Stufe des Clusterbaums bis auf Verschiebungen identisch sind, und

% [ay, (b, + @) /2] % ... [ag, b,
x (b + @) /2,b,] % ... [aq, bd]

X oo,
X oo,

15



2 Struktur hierarchischer Matrizen

procedure cluster_regular(rmax, fmax, ¢, var a, b, t);
if #t < rmax oder fmax = 0 then
sons(t) =0
else
¢+ (b, +a,)/2;
th«{ict : zi, < c}; thy{ict : xi, > c};
a «a; b « b; bEl) —c
a® + a; b®@ « b; af2) — ¢
if 1 # 0 then
if {3 # () then
sons(t) = {t1,t2};
cluster_regular(rmax, fmax
cluster_regular(rmax, {max
else
sons(t) = {t1 };
cluster_regular(rmax, fmax — 1, (¢ mod d) + 1, al® b, t1)
end if
else
if {3 # () then
sons(t) = {t2};
cluster_regular(rmax, fmax — 1, (¢ mod d) + 1, a® p@, t2)
else
Problem, leerer Cluster ¢
end if
end if
end if

, (v mod d)+1,aM, bM, ¢);

-1, (¢
—1, (t modd)+1,a®, b®, )

Abbildung 2.3: Konstruktion eines regelméfligen Clusterbaums.

diese Eigenschaft ldsst sich sowohl fiir theoretische Betrachtungen als auch in der Prazis
ausnutzen.

Bei einer adaptiven Strategie dagegen besteht das Ziel wieder darin, mdglichst schnell
den Durchmesser zu reduzieren, deshalb bestimmt man in diesem Fall das Intervall [a,, b,
so, dass es die minimal maogliche Grife besitzt:

a, == min{wz;, : i€t} b, = max{z;, : i€t}

Fiir kompliziertere Geometrien fiihrt dieser Ansatz in Kombination mit der adaptiven
Wahl der Richtung v dazu, dass die Durchmesser der Cluster so schmell wie mdglich
schrumpfen.

Bemerkung 2.6 (Abbruchkriterium) Die Unterteilung der Cluster in Teilcluster
verwenden wir nur so lange, wie die Teilcluster ,zu grofi“ sind. Vom algebraischen
Standpunkt aus gesehen sind sie zu grof$, solange sie zuviele Indizes enthalten, wobei
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2.2 Blécke und Blockbdume

Lzuviele“ unter anderem vom zu erwartenden Rang der Matrixapproximationen abhdngt:
Es lohnt sich nicht, einer 2 x 3-Matriz eine Approximation mit 17 Termen zuzuordnen.
Also sollte man das Unterteilen beenden, sobald die Mdchtigkeiten der Sohne dabei den
erwarteten Rang unterschreiten wirden.

Da praktisch alle modernen Prozessoren mit Cache-Speichern ausgestattet sind, mit
deren Inhalten sie besonders schnell rechnen kénnen, kann es sich lohnen, noch etwas
grofiere Cluster zuzulassen, um die Rechenzeit zu reduzieren.

Im allgemeinen Fall werden nicht einzelne Punkte x; zu den Indizes ¢ € Z gehoren,
sondern Mengen ; C RY. Beispielsweise sind die bei der Simulation des Gravitations-
feldes eines Galaxis auftretenden Sonnen keine Punkte, sondern eher Kugeln, und bei
der Behandlung von Differentialgleichungen mit dem Galerkin-Verfahren miissen wir mit
Polyedern rechnen. Unter diesen Bedingungen verwenden wir einen einfachen Trick: Wir
wahlen fiir jedes €2; ein x; € §2; und konstruieren den Clusterbaum wie zuvor. Da in
der Regel die Durchmesser der Mengen 2; sehr klein im Vergleich zum Durchmesser des
Gesamtgebiets sind, entstehen durch diese Vereinfachung keine allzu grofien Probleme.

2.2 Blocke und Blockbaume

In Gestalt der Clusterbdume steht uns eine Auswahl von Teilmengen der Indexmenge
zur Verfiigung, mit deren Hilfe wir nach Teilmatrizen einer gegebenen Matrix suchen
kénnen, die sich durch Matrizen niedrigen Rangs approximieren lassen: Falls wir eine
Matrix X € K*7 behandeln wollen, konstruieren wir Clusterbiume 77 und 7.7 fiir ihre
Zeilen- und Spaltenindizes und suchen dann Teilmatrizen der Form X|;, . mit ¢t € Tz
und s € 77.

Alle moglichen Zerlegungen der Matrix X in derartige Teilmatrizen zu untersuchen
hétte einen zu hohen Aufwand: Bei n = #Z Zeilen und m = #J Spalten miissen wir
mit ~ n Zeilenclustern und ~ m Spaltenclustern rechnen, so dass ~ nm Kombinationen
zu priifen wéren.

Gliicklicherweise lasst sich dieser Aufwand vermeiden, indem wir wieder rekursiv vor-
gehen: Fiir ein gegebenes Paar (¢, s) € Tz x T priifen wir, ob wir auf eine Approximation
niedrigen Rangs hoffen diirfen. Falls ja, approximieren wir X;, .. Anderenfalls wiederho-
len wir den Test fiir die Paare (¢',s") € sons(t) x sons(s) der Sohne von ¢t und s.

Dieser Vorgehensweise entspricht ein Baum, dessen Knoten aus Paaren von Clustern
besteht:

Definition 2.7 (Blockbaum) Fin beschrifteter Baum T st ein Blockbaum fiir die
Clusterbiaume Tz und Ty, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

o Fiir jeden Knoten b € T existieren Cluster t € Tz und s € Ty mit b= (t,s).
o Fir die Wurzel v des Baums T gilt r = (root(7Tz),root(77)).

o Fiir jedes b= (t,s) € T giltb=1x 5.
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

e Fulls b= (t,s) € T kein Blatt ist, gilt

9

{t} x sons(s) falls sons(t) = (), sons(s) # 0
sons(b) = < sons(t) x {s} falls sons(t) # 0, sons(s) = 0, (2.5)

sons(t) x sons(s)  ansonsten.

In diesem Fall verwenden wir in der Regel die Notation Trx 7 fiir T, die durch Lem-

ma gerechifertigt ist. Die Knoten b = (t,s) € Trx7y bezeichnen wir als Blocke und

die Komponten t € Tz und s € Ty als Zeilen- beziehungsweise Spaltencluster von b.
Die Menge aller Blitter eines Blockbaums Tz« bezeichnen wir mit Lz 7.

Ein Blick auf Definition fithrt zu der Erkenntnis, dass sich zwei Blockbdume zu
denselben Clusterbdumen nur durch die Wahl ihrer Blatter unterscheiden kénnen.

Wir benétigen also ein Kriterium, das es uns ermdoglicht, zu entscheiden, ob ein Block
b = (t,s) effizient approximiert werden kann oder ob er weiter unterteilt werden sollte.
Das Kriterium sollte so beschaffen sein, dass

e nur solche Blocke zu Bléttern werden, die zuverldssig approximiert werden koénnen,
e approximierbare Blocke nicht weiter unterteilt werden und
e das Kriterium effizient angewendet werden kann.

Da derartige Kriterien sehr hdufig vorkommen werden, geben wir ihnen einen Namen:

Definition 2.8 (Zuléssigkeitsbedingung) FEine Abbildung, die jedem Paar (t,s) mit
t € Tz, s € Ty entweder ,zulissig“ oder ,unzuldssig” zuordnet, bezeichnen wir als
Zulassigkeitsbedingung.

Die Blétter eines Clusterbaums beschreiben eine brauchbare Zerlegung einer Matrix,
wenn sie entweder zuléssig sind, denn dann lassen sich die zugehorigen Teilmatrizen
approximieren, oder wenn sie klein sind, denn dann kénnen wir sie direkt abspeichern,
ohne Effizienz einzubiiflen.

Definition 2.9 (Zuléssiger Blockbaum) Ein Blockbaum Tz« heifit zuldssig beziig-
lich einer Zuldssigkeitsbedingung, wenn

(t,s) zulissig oder sons(t) = () oder sons(s) = () fiir alle (t,s) € Lzx7

gilt, wenn also bei nicht zuldssigen Bldttern entweder der Zeilen- oder der Spaltencluster
ein Blatt ist. Der Baum heiffit streng zuléssig, wenn

(t,s) zulissig oder sons(t) = () = sons(s) fir alle (t,s) € Lxg

gilt, wenn nicht zuldssige Bldtter also aus Blattclustern zusammengesetzt sein miissen.
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2.2 Blécke und Blockbdume

procedure blockcluster(var b);

(t,s) < b;

if (¢, s) zuléissig then
sons(b) =0

else

if strenge Konstruktion then
if sons(t) = () then
sons(b) = {t} x sons(s)
else if sons(s) = () then
sons(b) = sons(t) x {s}
else
sons(b) = sons(t) x sons(s)
end if
else
sons(b) = sons(t) x sons(s)
end if
for b’ € sons(b) do
blockcluster(b')
end for
end if

Abbildung 2.4: Konstruktion eines zuldssigen Blockbaums.

Basierend auf einer Zuléssigkeitsbedingung und zwei Clusterbdumen kénnen wir re-
lativ einfach einen Blockbaum konstruieren, der sogar die kleinste mogliche Anzahl von
Bléttern besitzt: Wir priifen die Zuléssigkeit eines Blocks. Falls er nicht zuléssig ist, zer-
legen wir ihn entsprechend Definition und fahren rekursiv fort. Der entsprechende
Algorithmus ist in Abbildung angegeben, bei seiner Anwendung auf ein eindimensio-
nales Modellproblem erhalten wir den in Abbildung stufenweise dargestellten Baum.

Falls den Indizes i € Z und j € J geometrische Objekte €2;,€); C R? zuge-
ordnet sind (beispielsweise Tridger von Basisfunktionen, vgl. Abschnitt , sind
Zulassigkeitsbedingungen der Form

(t,s) zuléissig = diamy () < dista (€2, Q)

tiblich, bei denen die Mengen
0=, Q.= (2.6)
ict j€Es

verwendet werden. In der Praxis kann es sehr schwierig werden, mit derartigen Mengen
zu arbeiten: Den geometrischen Abstand zweier Punktmengen zu berechnen ist eine
relativ aufwendige Operation, und fiir kompliziertere Mengen wird es in der Regel nicht
einfacher.
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

Abbildung 2.5: Blockbaum nach fiinf Zerlegungsschritten fiir ein eindimensionales Mo-
dellproblem. Die einzelnen Stufen sind von links nach rechts und von
oben nach unten angegeben. Griine Quadrate stehen fiir zuldssige Blocke.
Unzuléssige Blocke werden als leere Quadrate dargestellt, falls sie noch
weiter zerlegt werden, und anderenfalls rot.

Deshalb verwendet man eine vereinfachte Zuldssigkeitsbedingung: Zwar ist es fiir all-
gemeine Mengen €y, €5 schwierig, Abstinde und Durchmesser zu berechnen, fiir Kugeln
oder achsenparallele Quader dagegen ist es sehr einfach:

Lemma 2.10 Seien Q; = [as,1,bi1] X ... X [at.4,beq] und Qs = [as,1,bs1] X ... X [asd, s 4]
achsenparallele Quader in RY. Dann gelten

p 1/2
diams (Qt) = (Z diam2([at,ua bt,u])2> ;

v=1

d 1/2
diStZ(Qt, Qs) — <Z diStZ([at,l/a bt,u]a [as,m bs,u])Q) .

v=1

Beweis. Der Abstand ist durch

dista(Qr, Qs) = min{[lx —yll2 : x € Qr,y € Qs}

definiert. Wir wahlen zunéchst x € @y und y € Qs und folgern aus der Definition
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2.2 Blécke und Blockbdume

|z, — o | > dista([ary, by, [asy, bs,]) fiir alle v € {1,...,d} und damit

4 1/2 4 1/2
HX - y”2 = <Z ’mu - yu‘2> > (Z diStQ([at,lla bt,zx]7 [as,ya bs,v])2> .
v=1

v=1

Da x und y beliebig gewéhlt sind, muss der rechte Term eine untere Schranke fiir den
Abstand sein. Nun wihlen wir die Komponenten x,, € [at,, bt ] und y,, € [as,,bs,] der
Vektoren x,y so, dass |z, — y,| = dista([ary, br], [asy, bsy]) gilt. Dann gelten x € Q;
und y € @5 und wir erhalten

4 1/2 4 1/2
(Z diStQ([at,m bt,l/]7 [as,m bs,u])2> = (Z ‘«TV - yy|2> = HX_YHQ > diStQ(Qta Qs)
v=1

v=1

Aus der Kombination beider Ungleichungen folgt die gesuchte Identitét fiir den Abstand.
Fiir den durch

diams(Qy) = max{||x —yll2 : x,y € Q:¢},

gegebenen Durchmesser kénnen wir entsprechend verfahren. [

Wenn ; C Q¢ und Qs C @, gelten, kdnnen wir die verschirfte Zuléssigkeitsbedingung
(t,s) zuliissig — diama(Qy) < dista(Qy, Qs)
definieren, die wegen
diamy(£2;) < diamg(Qy) < dista2(Qy, @s) < dista (2, Qs)

die urspriingliche Bedingung impliziert und in der Regel wesentlich effizienter berechnet
werden kann.

Definition 2.11 (Uberdeckende Quader) FEine Familie (Qi)ier; achsenparalleler
Quader
Qi = [anl,bm] X ... X [at,mbt,d]

bezeichnen wir als iiberdeckende Quader, falls
Q CQ: fir allet € Tz
gilt. Ebenfalls gebrduchlich ist die Bezeichnung bounding box.
Der optimale, also kleinste, iiberdeckende Quader ist durch die Gleichungen

ary :=min{z, @ x € N}, (2.7a)
by == max{x, : x € U} fir alle t € Tz,v € {1,...,d} (2.7b)

gegeben. Fiir ein ¢ € 77 mit sons(t) # () implizieren Definition [2.2Jund (2.6)) die Gleichung

o=Jou= U Ua= U o,

ict t’esons(t) it t/€sons(t)
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

und aus ([2.7)) folgt dann

at, = min{min{z, : x € Qp} : t' € sons(t)} = min{ay, : t' € sons(t)},

b, = max{max{z, : x € Qp} : t' €sons(t)} = max{by, : t' €sons(t)},

so dass wir den optimalen iiberdeckenden Quader fiir ¢ aus den optimalen Quadern fiir
dessen Sohne konstruieren kénnen.

Die potentiell immer noch komplizierten Mengen (); benétigen wir also nur, um die
Quader fiir Blatter des Clusterbaums zu konstruieren. In der Praxis bietet es sich an,
zunéchst iiberdeckende Quader fiir €2; zu bestimmen und diese dann in der bereits be-
schriebenen Weise zu Quadern fiir €); zusammenzufassen.

Mit Hilfe der iiberdeckenden Quader kénnen wir nun die Zuléssigkeitsbedingung

diamz(Q;) < dist2(Qy, Qs)

einfach nachpriifen und mit Hilfe des Algorithmus aus Abbildung einen zuldssigen
Blockbaum konstruieren, der sich zur Approximation einer Matrix eignet.

2.3 Hierarchische Matrizen

Auf Grundlage eines zulédssigen Blockbaums Tz« 7 konnen wir die Struktur einer hierar-
chischen Matrix definieren: Jedes zuléssige Blatt des Baums entspricht einer Teilmatrix,
die mit niedrigem Rang approximiert werden soll, wihrend jedes unzuldssige Blatt als
konventionelle vollbesetzte Matrix gespeichert werden kann.

Definition 2.12 (Rang-k-Matrix) Seien t € Tz und s € T7 gegeben, und sei k € Ny.
Eine Matriz X € K*® bezeichnen wir als Rang-k-Matrix, falls Matrizen

A€ fok’ Be K§><k

mit der Figenschaft
X = AB*

existieren. Die Darstellung von X durch dieses Matrizpaar (A, B) bezeichnen wir als fak-
torisierte Rang-k-Darstellung. Die Menge aller derartigen Rang-k-Matrizen bezeichnen
wir mit

R(t, s k):={X € Ki%% . X — AB* fir A € KiXk,B c Kﬁxk}.

Fiir unsere Zwecke ist vor allem wichtig, dass sich eine Rang-k-Matrix in faktorisierter
Darstellung durch nur k(#f + #38) Koeffizienten beschreiben ldsst. Falls k < Ht, #5
gilt, ist deshalb die faktorisierte Darstellung wesentlich effizienter als die konventionelle
Darstellung durch ein zweidimensionales Array, die (#t)(#5) Koeffizienten benétigt.
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2.3 Hierarchische Matrizen

Bemerkung 2.13 (Rang) In der linearen Algebra definiert man den Rang einer Ma-
triz beispielsweise als die Dimension thres Bildes. Eine Rang-k-Matriz gemdfs Definiti-
on ist in diesem Sinne eine Matriz, die hochstens Rang k besitzt.

Beispielsweise kinnte A = B = 0 gelten, dann wdre der Rang zwar null, aber die
Matriz AB* wiirde trotzdem Definition [2.19 entsprechend eine Rang-k-Matriz sein.

Mit Hilfe von Rang-k-Matrizen lédsst sich nun definieren, was eine allgemeine hierar-
chische Matrix ist: Wir fassen zuldssige und unzuléssige Blétter in Mengen

E;XJ ={b€ Lzxg : bist zuléissig}, L7, ;:=1{b€ Lzx7 : bist unzuléissig}

zusammen und verlangen, dass jedes zuléssige Blatt durch eine Rang-k-Matrix darge-
stellt werden kann.

Definition 2.14 (Hierarchische Matrix) Sei Tz« ein zuldssiger Blockbaum, und
sei k € No. Eine Matriz X € KX*J bezeichnen wir als hierarchische Matrix (oder
kurz H-Matrix), falls

Xlivs € R(t, s, k) fiir alle b= (t,s) € L], ;

gilt. Die Zahl k nennen wir dann den lokalen Rang von X. Die Menge aller hierarchi-
schen Matrizen mit lokalem Rang k bezeichnen wir mit

H(Tzx7, k) ={X € KI*T . X ist H-Matriz mit lokalem Rang k}.

Fiir uns von Interesse ist die Tatsache, dass sich eine hierarchische Matrix in besonders
kompakter Form in einem Computer darstellen lésst:

Definition 2.15 (H-Matrix-Darstellung) Sei X € KZ*7 eine hierarchische Matriz
mit lokalem Rang k € Ny. Nach Definition konnen wir die zuldssigen Bldtter effizient

darstellen, denn es existieren Familien (Ab)beﬁ} , und (Bb)beﬁ; , mit
X X

Ay € Kka, B, € Kng, X

s = ApB; fiir alle b= (t,s) € L, .

Fiir die Behandlung der unzuldssigen Bldtter fiihren wir die Familie (Nb)beﬁg S mit

N = X5 fiir alle b= (t,s) € L, ;

ein. Das Tripel (<Ab)beﬁgj’(Bb)bEL}XJ7<Nb)be£§XJ) bezeichnen wir dann als H-
Matrix-Darstellung der Matriz X.
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

2.4 Blockpartitionen

Deﬁnition beschreibt eine Matrix X € R*7 durch ihre Einschriinkungen X|;, , auf
Blitter b = (¢,s) € L, 7 des Blockbaums. Offenbar ist dieser Ansatz nur sinnvoll, falls
er die gesamte Matrix beschreibt, wenn also jedes Indexpaar (i,7) € Z x J in genau
einem Block vertreten ist. Diese Eigenschaft werden wir nun nachweisen und dabei auch
einige wichtige weitere Eigenschaften von Cluster- und Blockbdumen kennenlernen.

Zunéchst stellen wir fest, dass ein Blockbaum sich auch als Clusterbaum interpretieren
lasst. Diese Eigenschaft ermdoglicht es uns, eine Reihe wichtiger Beweise fiir allgemeine
Clusterbdume zu fiithren.

Lemma 2.16 (Blockbaum) Sei Tzx 7 ein Blockbaum fir Tz und Tz. Dann ist Tzx 7
auch ein Clusterbaum fiir die Indexmenge T X J .

Beweis. Sei r € Trx 7 die Wurzel des Blockbaums, und seien 7 € 77 und ry € T die
Wurzeln der Clusterbdume 77 und 7. Nach Definition gilt » = (rz,ry), und damit auch
f:fzxfj:IxJ.

Sei nun b = (¢, s) € Tzx7 mit sons(b) # () fixiert.

Sei (i,j) € b=1%x3 gewdhlt. Falls ¢ kein Blatt ist, existiert nach Definition ein
t' € sons(t) mit i € #, anderenfalls setzen wir t' = t. Falls s kein Blatt ist, existiert
entsprechend ein s’ € sons(s) mit j € §, anderenfalls setzen wir s = s. Es folgen
V= (t',s') € sons(b) und (i, j) € I x & = b. Damit ist

U i=b
b’ €sons(b)

bewiesen.

Seien nun by = (t1, s1), b2 = (t2, s2) € sons(b) mit by # by gewéhlt. Dann folgt ¢ # ty
oder s; # s9, also nach Definition auch #1 Nty = O oder §; N = O und damit
insbesondere

81082:(51 X§1)ﬂ(7§2 ><§2):(£1ﬁbt2) X (§1ﬂ§2):®,

und wir haben alle Bedingungen aus Definition [2.2] nachgewiesen. [

Fiir die theoretische Untersuchung von Baumen ist es sehr oft niitzlich, den Baum in
Stufen (engl. levels) einzuteilen, die jedem Knoten des Baums seine ,,Entfernung® zu der
Wurzel zuordnen:

Definition 2.17 (Stufen) Se: Tz ein Clusterbaum. Die Abbildung

level : T3 — No, 1= {level(t+) +1  falls ein t*t € Tz mit t € sons(tT) existiert,

ansonsten, also falls t = root(Tz7) gilt,

ordnet jedem Cluster t € Tz eine Stufe level(t) im Baum Tz zu.
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2.4 Blockpartitionen

Die Moglichkeit, sich bei der Untersuchung von Clusterbdumen auf Stufen zuriickzu-
ziehen, ist bei Beweisen sehr niitzlich. Als erstes Beispiel zeigen wir, dass die Vereinigung
der Beschriftungen der Blétter eines Clusterbaums die Indexmenge Z enthiilt:

Lemma 2.18 (Uberdeckung) Sei 77 ein Clusterbaum, und seien Lz seine Blitter.
Fir jedes i € T existiert ein Blatt t € L1 mit i € t.

Beweis. Sei i € Z, und sei
C:={teTr : ict}

die Menge aller Cluster, die i enthalten. Nach Definition [2.2] gilt root(77z) € C, also kann
die Menge C nicht leer sein. Da sie eine Teilmenge von 77 ist, muss sie endlich sein, also
existiert ein Maximum

m := max{level(t) : t € C}.

Per Kontraposition werden wir nun beweisen, dass jedes t € C' mit level(t) = m ein Blatt
sein muss. Sei dazu ein t € C fixiert, das kein Blatt ist, fiir das also sons(t) # 0 gilt.
Nach muss dann ein ¢ € sons(t) mit i € # existieren, und es folgt ¢’ € C. Somit
haben wir level(t) = level(') — 1 < m — 1 < m bewiesen.

Also wihlen wir ein ¢t € C' mit level(t) = m und folgern, dass t € L7 gelten muss. =

Indem wir Lemma [2.16] und Lemma kombinieren, folgt bereits, dass jedes Paar
(i,7) € T x J in mindestens einem Blatt b = (¢, s) € Tzx s auftreten muss. Als néichstes
ist zu zeigen, dass es genau ein Blatt mit dieser Eigenschaft gibt.

Da die Stufenzahl in Ny liegt, konnen wir mit ihrer Hilfe Induktionsbeweise fiihren,
beispielsweise um zu zeigen, dass auf jeder Stufe des Clusterbaums ein Index hichstens
einmal auftreten kann:

Lemma 2.19 (Disjunkt) Sei 77 ein Clusterbaum. Fiir alle t,s € Tz gilt
t # s und level(t) = level(s) = tns=10, (2.8)
die Cluster auf einer Ebene eines Clusterbaums sind also disjunkt.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber die Stufe. Fiir ¢, s € Tz mit level(t) =
level(s) = 0 muss sowohl ¢ als auch s die Wurzel sein, es gilt also ¢ = root(7z) = s und
ist trivial erfiillt.

Sei nun ¢ € Ny so gewéhlt, dass fiir alle t,s € Tz mit level(t) = level(s) = ¢
gilt. Seien t,s € Tz mit level(t) = level(s) = ¢ + 1 fixiert. Damit gelten insbesondere
level(t) > 0 und level(s) > 0, also ¢ # root(7z) und s # root(7z), und es miissen Véter
tt € Tz und st € Tz mit ¢ € sons(t1) sowie s € sons(s™) existieren.

Falls t+ = sT gilt, sind ¢ und s Séhne desselben Vaters, und aus folgt £ N5 = 0.

Falls ¢t # sT gilt, folgt aus Definition die Gleichung

level(t1) = level(t) — 1 = £ = level(s) — 1 = level(s™),
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

also kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf ¢t* und s™ anwenden und folgern, dass
t N5+ = () gelten muss. Die Bedingung (2.3)) impliziert £ C £+ und § C §*, also auch
tnscittnst =0. n

Infolge dieser Eigenschaft kann ein Index nur in héchstens einem Cluster pro Stufe des

Clusterbaums auftreten, und ([2.3) impliziert, dass diese Cluster miteinander verwandt
sein miissen:

Lemma 2.20 (Nachfahren) Sei 77 ein Clusterbaum. Fiir alle t,s € Tz gilt
tNs# 0 und level(t) < level(s) — s € sons™(t), (2.9)

falls also zwei Cluster nicht disjunkt sind, muss einer der beiden ein Nachfahre des
anderen sein.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion {iber die Differenz der Stufen.
Fiir ¢, s € Tz mit level(s) —level(t) = 0 folgt die Aussage direkt aus Lemma[2.19]
Sei nun n € Ny so gewéhlt, dass fiir alle ¢, s € Tz mit level(s) — level(t) = n gilt.
Seien t,s € Tz mit £ N & # () und level(s) — level(t) = n + 1 gegeben. Aus level(s) =
n+1+level(t) > 0 folgt s # root(7z), also existiert ein s™ € 77 mit s € sons(s™). Wegen
57Nt D3Nt # ) kénnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und st € sons*(t)
folgern. Nach gilt dann auch s € sons*(¢). ]

Dieses Lemma impliziert bereits, dass ein Index nur in hoéchstens einem Blatt eines
Clusterbaums auftreten kann, und zusammen mit Lemma erhalten wir die folgende
Aussage:

Folgerung 2.21 (Blattpartition) Sei Tz ein Clusterbaum. Die Beschriftungen seiner
Bldtter bilden eine disjunkte Partition der Indexmenge ZL:

UHZE =7T.

Beweis. Dank Lemma [2.18| wissen wir, dass jedes ¢ € Z in mindestens einem Blattcluster
vorkommt. Falls ein Index ¢ € Z in mehreren Clustern vorkommt, kann nach Lemma[2.20
nur einer davon ein Blatt sein, da Blatter keine Nachfahren aufer sich selbst besitzen. m

Da nach Lemma [2.16] jeder Blockbaum auch ein Clusterbaum ist, kénnen wir Folge-
rung [2.21] anwenden, um das Hauptresultat dieses Abschnitts zu erhalten:

Folgerung 2.22 (Blattpartition) Die Beschriftungen der Bldtter eines Blockbaums
Tzx 7 beschreiben eine disjunkte Partition der Indexmenge T X [J:

Ubeﬁzij —IxJ.

Beweis. Dank Lemma konnen wir Folgerung [2.21] auch auf 77« 7 anwenden. ]

Fiir jedes Indexpaar (i,7) € Z x J existiert also genau ein Blatt b = (t,s) € L1x 7 des
Blockbaums mit (i,5) € £ x 5. Da die H-Matrix-Darstellung fiir jedes solche Blatt die
Einschrankung X|;, . definiert, beschreibt sie die #-Matrix X vollstéindig und eindeutig.
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2.5 Komplexitét

Abbildung 2.6: Zu einem Cluster gehorende Blockzeile.

2.5 Komplexitit

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob die H-Matrix-Darstellung einen Vorteil gegeniiber
der konventionellen Darstellung einer Matrix durch ein zweidimensionales Feld bietet.
Zur Klarung dieser Frage bietet es sich an, das Konzept der schwachbesetzten Blockbdume
[17, [19] zu verwenden, das sich durch besondere Eleganz auszeichnet.

Die entscheidende Idee dieses Ansatzes besteht darin, die Untersuchung des Block-
baums 777 auf die Untersuchung der Clusterbdume 77 und 77 zuriickzufiihren, iiber
die wir dank der Lemmas [2.19] und [2:20] bereits viel wissen. Dazu untersuchen wir, bei
wievielen Blocken bestimmte Cluster als Zeilen- und Spaltencluster auftreten:

Definition 2.23 (Blockzeilen und -spalten) Sei Tz« 7 ein Blockbaum. Fir jedest €
Tz definieren wir die zugehorige Blockzeile durch

row(t, Tzxg) ={s € Ty : () € Tzxg},
und fir jedes s € Tz definieren wir entsprechend die zugehirige Blockspalte durch

col(s, Tzxg) ={t €Tz : (t,s) € Tzx7}-

Wir verwenden die Abkirzungen row(t) und col(s), sofern der Blockbaum durch den
Kontext gegeben ist.
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

Definition 2.24 (Schwachbesetzter Blockbaum) Sei Cs, € N, und sei Tzxz ein
Blockbaum fiir die Clusterbdaume Tz und Ty. Der Baum Tz 7 heifst Csy-schwachbesetzt,
falls

#row(t) < Csp, # col(s) < Cyp fir allet € Tz,s € Tx
gelten, wenn also alle Blockzeilen und -spalten hochstens Cs, Cluster enthalten.

In dem in Abbildung dargestellten Beispiel erkennen wir relativ leicht, dass der
Blockbaum Cgp,-schwachbesetzt mit Cs, = 6 ist, denn jede Blockzeile und -spalte enthélt
hochstens sechs Blocke.

Dank Lemma wissen wir, dass die Beschriftungen der Cluster auf einer Stufe ei-
nes Clusterbaums 77 disjunkte Teilmengen der korrespondierenden Indexmenge Z sind.
Damit kann insbesondere jeder Index ¢ € Z auf jeder Stufe des Baums nur einmal auftre-
ten, und mit einer Schranke fiir die Anzahl der Stufen kénnen wir zu einer Abschétzung
gelangen:

Definition 2.25 (Tiefe eines Baums) Sei Tz ein Clusterbaum. Die Grifle
depth(77) := max{level(t) : ¢t € Tz}
nennen wir die Tiefe des Baums 7Tr.

Aus der Definition erhalten wir die folgende Beziehung zwischen der Tiefe eines
Blockbaums und den Tiefen der Clusterbdume, aus denen er konstruiert wurde:

Lemma 2.26 (Tiefe des Blockbaums) Sei Tzx7 ein Blockbaum zu den Clu-
sterbaumen Tz und Tz. Fir jeden Block b = (t,s) € Trx7 gelten

level(b) = max{level(t),level(s)}, (2.10a)
level(b) > level(t) = sons(t) = 0, (2.10Db)
level(b) > level(s) = sons(s) = 0. (2.10c¢)

Wenn wir mit prx 7,917,075 € No die Tiefen der drei Baume bezeichnen, folgt daraus die
Abschitzung prx 7 < max{pzr,ps}.

Beweis. Die erste Behauptung beweisen wir per Induktion iiber level(b) € Ny. Falls
level(b) = 0 gilt, ist b die Wurzel des Blockbaums und deshalb miissen nach Deﬁnition
t und s die Wurzeln der Clusterbdume 77 und 77 sein, so dass wir level(t) = 0 = level(s)
erhalten.

Sei nun m € Ny so gewihlt, dass die Behauptung fiir alle b € T7x 7 mit level(b) = m
gilt. Sei b € Tzx7 ein Block mit level(b) = m + 1. Wegen level(b) > 0 muss ein Vater
bt = (tT,sT) € Tzx7 mit b € sons(b™) und level(b') = m existieren.

1. Fall: sons(t) = (. Nach gilt b = (t,5) € sons(b™) = {¢tT} x sons(s™), also
folgen t = t* und s € sons(s™). Indem wir die Induktionsvoraussetzung auf b* anwenden,
folgern wir zunichst per Kontraposition aus (2.10d), dass level(b*) < level(s*) gelten
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2.5 Komplexitét

muss. Mit (2.10a)) erhalten wir damit level(b™) = level(s™) sowie level(t) = level(t) <
level(s™) < level(s), also

level(b) = level(b™) + 1 = level(s1) + 1 = level(s) = max{level(t),level(s)},

so dass (2.10a) bewiesen ist. Wegen sons(t) = sons(t*) = ) ist (2.10b|) trivial erfiillt,
und wegen level(b) = level(s) ist die linke Seite von ([2.10c]) nie erfiillt, so dass auch diese

Implikation gilt.
2. Fall: sons(s*) = (). Dieser Fall kann entsprechend dem ersten behandelt werden.
3. Fall: sons(t™) # 0 und sons(s™) # (. Nach gilt b = (t,s) € sons(bt) =
sons(t*) x sons(s™), also ¢ € sons(tt) und s € sons(s'). Indem wir die Induktionsvor-
aussetzung auf b anwenden, folgern wir per Kontraposition aus (2.10b)) und (2.10c)),
dass level(b™) < level(t") und level(b") < level(s™) gelten miissen. Mit (2.10a)) erhalten
wir level(t™) = level(b™) = level(st) und

level(b) = level(b") 4 1 = max{level(t"), level(sT)} + 1
= max{level(t") + 1,1evel(s1) + 1} = max{level(t), level(s)}.

Die linken Seiten von und sind nicht erfiillt, so dass beide Implikationen
gelten. Damit ist der Induktionsbeweis vollstandig.

Fiir die zweite Aussage sei ein b = (t,5) € Tzxs mit level(b) = prxs gewdhlt. Aus
folgt direkt die gewiinschte Abschitzung. ]

Allein durch eine Kombination des Lemmas 2.19] mit den Definitionen 2.24] und 2.25]
liele sich bereits eine befriedigende Schranke fiir den Speicherbedarf aller zuldssigen
Blatter angeben. Fiir die Abschéitzung der unzuldssigen Bldtter bendtigen wir eine
zusétzliche Voraussetzung, die sicher stellt, dass solche Bléatter klein genug sind. Da
in einem zuléssigen Blockbaum bei einem unzuléssigen Blatt b = (t,s) € L7, ; entweder
t oder s ein Blatt des jeweiligen Clusterbaums sein muss, geniigt es, die Grofle dieser
Blatter zu beschranken:

Definition 2.27 (Auflosung) Sei Tz ein Clusterbaum. Die Grifle
res(Tz) := max{#t : t € L1}
nennen wir die Aufléosung des Baums Tz.

Wichtig bei dieser Definition ist, dass das Maximum sich nur auf die Menge der Bldtter
des Clusterbaums erstreckt, denn ansonsten wire es nach Definition immer gerade
#7 und damit in der Regel zu grof} fiir unsere Zwecke.

Jetzt konnen wir uns um die Abschéitzung des Speicherbedarfs einer H-Matrix-
Darstellung kiimmern. Als Vorbereitung beweisen wir die folgende zentrale Abschétzung
fiir Summen iiber die Knoten des Blockbaums:
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

Lemma 2.28 (Blocksumme) Sei der Blockbaum Tzxs Csp-schwachbesetzt, und be-
zeichne prx 7 := depth(Tzx7) seine Tiefe. Dann gelten die Abschitzungen

Y # < Cplpreg + DH#I,

b:(t78)67i'xj
> #8< Coplpreg + DHT.

b=(t,8)ETzx 7

Beweis. Sei b = (t,s) € Tzx7. Nach Lemma gilt dann level(t) < level(b), also folgt
mit Definition [2.24]

PIxg
Y ose Y X s, Y -Gy Y #
b=(t,s)€Tzx 7 teTz serow(t) teTz =0 teTz
level(t)<pzx 7 level(t)<pzx 7 level(t)=¢

Aufgrund des Lemmas sind alle t € 77 auf derselben Stufe des Baums 77 disjunkt,

also folgt
Yoo o#i=# |J t<#T,
teTz teTzr
level(t)=¢ level(t)=¢
und wir erhalten
Pzxg

Z #f < C’sp Z #I = Csp(pZXJ + 1)#I
£=0

b:(t,S)EEXJ =
Fiir die zweite Summe konnen wir entsprechend verfahren. [

Die wesentliche Arbeit fiir die Abschéitzung des Speicherbedarfs ist mit diesem Lemma
bereits geleistet, so dass sich das gesuchte Ergebnis nun einfach aus Abschétzungen fiir
die Blocke gewinnen l&sst:

Satz 2.29 (Speicherbedarf) Die H-Matriz-Darstellung einer Matriz X € K2XJ fir
einen Cgp-schwachbesetzten zuldssigen Blockbaum der Tiefe prx 7, Clusterbdume mit den
Auflosungen rz und rz sowie lokalem Rang k bendtigt nicht mehr als

Csp max{k,rz,rg7H(prxg + 1)(#L + #JT) Speicherplitze.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass bei der H-Matrix-Darstellung nur Daten fiir
Blitter b = (t,s) € Lzx 7 des Blockbaums Tz 7 anfallen. Falls ein solches Blatt zuléssig
ist, speichern wir die Matrix Ay, die (#t)k Speicherplitze benétigt, und die Matrix By,
die (#3)k Speicherplétze erfordert. Fiir zuldssige Blétter erhalten wir also insgesamt

k(#t 4 #38) Speicherpliitze.

Falls das Blatt nicht zuldssig ist, muss nach Definition [2.9] ¢ oder s ein Blatt sein, es
muss also #t < r7 oder #5 < r gelten. Im ersten Fall brauchen wir (#t)(#3) < r7(#5)
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2.6 Diskussion im Modellfall

Speicherpliitze, im zweiten sind es (#t)(#35) < (#£)r7 Speicherplitze. In beiden Fillen
konnen wir die Auflosung durch das Maximum abschéitzen und erhalten insgesamt

max{rz,rs}(#t + #5) Speicherpliitze.

Wir setzen
c:=max{k,rz,r7}

und stellen fest, dass wir den Speicherbedarf jedes Blatts b = (t,s) € L1« 7 durch
c(#t + #35)

abschétzen konnen. Nun summieren wir iiber alle Blédtter und wenden Lemma [2.28] an,
um

Yo c#H#)=c > #itc D> #3

b:(t,s)GﬁIXj b:(t,s)GﬁIXj b:(t,s)EﬁIXJ
< Cspe(prxg + DF#L + Cpe(pzxg + 1)#T

zu erhalten. ]

Nun besteht unsere Aufgabe darin, die in der Abschitzung auftretenden Gréfien nidher
zu untersuchen. Die Auflésungen r7 und r 7 sind dabei besonders einfach zu kontrollieren:
Wir kénnen das Abbruchkriterium fiir die Konstruktion des Clusterbaums so wéhlen,
dass nur Cluster unterhalb einer gewissen Grofle Bléatter werden diirfen, und in Hinblick
auf Satz bietet sich k als Schranke an, denn dann reduziert sich das Maximum iiber
k, rr und ry gerade auf k.

Schwieriger ist es, die Konstante Cy, und die Baumtiefen pz und p 7 unter Kontrolle zu
bringen. Fiir den allgemeinen Fall sei auf [19] verwiesen, wir werden hier nur einen beson-
ders einfachen Modellfall diskutieren, an dem sich trotzdem das wesentliche Verhalten
illustrieren lésst.

2.6 Diskussion im Modellfall

Sei (x;)ier eine Menge von Punkten x; € R? im d-dimensionalen Raum. Sei Z endlich,
und seien alle Punkte paarweise verschieden.

Um die Tiefe des Clusterbaums 77 diskutieren zu kénnen, miissen wir seine Konstruk-
tion untersuchen. Wir verwenden einen besonders einfachen Ansatz: Wir wihlen a,b € R
mit

x; € [a,b)? fiir alle i € Z,

wir fixieren also einen achsenparallelen Wiirfel, der die gesamte Punktmenge enthélt.
Definition ldsst es zu, dass wir diesen Wiirfel als Wurzel r des Clusterbaums 77
verwenden. Um dieser Definition gerecht zu werden, muss r die Beschriftung + = T
besitzen.
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

Die Menge der S6hne definieren wir, indem wir einen Cluster regelméflig unterteilen:
Falls t = [a1,b1) X ...[ag,bq) ein Cluster in 7Tz ist, definieren wir die Mittelpunkte der
Intervalle durch

b +a,

m= fir alle e € {1,...,d}

und teilen die Intervalle in zwei Hélften
w0 = [a,,m,), w, 1 = [m,,b,) fir alle ¢ € {1,...,d}.
Kandidaten fiir die S6hne von ¢ sind dann
ty = Wiy X ... X Wey, fiir alle v € {0, 1}d.
Wir definieren die Beschriftungen der S6hne durch
t,={iel : x;€t,} fiir alle v € {0,1}4
und definieren die Menge der Séhne des Clusters ¢ durch

— d ~
sons(t) = {{tV Dty #0, v e {0,137} falls #¢ >k,

0 ansonsten.

Damit ist der Clusterbaum 77 vollstindig beschrieben. Da die Mengen %, eine disjunkte
Partition der Menge ¢ definieren, erfiillt dieser Baum alle Bedingungen der Definition [2.2]
Die ersten drei Stufen eines derartigen Baums fiir eine zweidimensionale Punktmenge

sind in Abbildung dargestellt.

Bemerkung 2.30 (Eigenschaften) Wir kénnen leicht iberpriifen, dass der soeben de-
finierte Clusterbaum Tz die folgenden Figenschaften besitzt:

e Fir jeden Clustert € Tz gilt

t={iel : x; €t}

e Fir jeden Cluster t € Tz ist die Menge der Sohne beschrdnkt durch

sons(t) < 24,

o Die Auflosung des Clusterbaums ist beschrdinkt durch

res(77) < k.

Fiir uns ausschlaggebend ist die Tatsache, dass die Durchmesser der Cluster, gemessen
in der richtigen Norm, ,schnell genug“ sinken. Im Interesse einer besonders einfachen
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2.6 Diskussion im Modellfall

Abbildung 2.7: Erste drei Stufen des regelméfligen Clusterbaums fiir eine zweidimensio-
nale Punktmenge

Darstellung beschréinken wir uns auf die Messung von Durchmesser und Abstand in der
Maximumnorm, also auf

diamao (t) = max{[|x — y||l« : X,y €t}
=max{b; —a; : je{1,...,d}},

disteo(t, 8) = min{[[x — y|lw : x €ty € s}
= max{0,d4; — bj,a; —b; : je€{1,...,d}}

fiir Cluster t,s € Tz mit

t = [alubl) X ... X [ad,bd)v

s =lay,b1) X ... X [dq,ba).
Wir bezeichnen den Durchmesser der Wurzel mit
H :=diamy(r) =b—a

und stellen fest, dass unsere Konstruktion bewirkt, dass der Sohn t’ eines Clusters ¢
exakt den halben Durchmesser seines Vaters besitzt, es gilt also

1
diam (') = 5 diamq (t) fiir alle t € Tz,t € sons(t).

Per Induktion folgt

' 1 level(t) )
diamq, (t) = 5 H fiir alle t € T7. (2.11)

Da wir vorausgesetzt haben, dass die Punkte x; paarweise verschieden sind und die
Indexmenge 7 endlich ist, ist

h = mln{HX’L _XjHOO : Za] 61727&]}
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

wohldefiniert und liegt im Intervall (0, H]|. Die Idee der Abschitzung der Baumtiefe
besteht nun darin, eine Stufe p im Baum zu finden, auf der alle Cluster so klein sind,
dass sie nur noch einen Index enthalten kénnen. Das ist der Fall, sobald der Durchmesser
kleiner als der minimale Abstand h ist. Da die Cluster halboffen sind, geniigt es auch
schon, wenn der Durchmesser gleich h ist. Nach Konstruktion besitzen sie dann keine
Sohne mehr, also muss p eine Schranke fiir die maximale Stufe sein. Die Gleichung

legt es nahe,
1 p
-] H<h
(3) 7=

p = [logy H/h],

zu wéhlen, also

wobei [-] durch
[] ==min{z € Z : z >z} fiir alle x € R

definiert ist, denn dann gelten

p
2p2210g2H/h:H/h, <;> =27P < h/H.
Fiir jedes t € Tz mit level(t) > p erhalten wir
diamy, (t) < h

und damit #¢ = 1, also muss ¢ ein Blatt sein. Demnach kann kein Cluster eine Stufe
grofler als p besitzen, denn dann miisste ein Vorfahre auf Stufe p existieren, der aber,
wie soeben gezeigt, keine S6hne haben kann. Wir fassen dieses Ergebnis in der folgenden
Bemerkung zusammen:

Bemerkung 2.31 (Baumtiefe) Seien

H := max{||x; — Xj||«~ : 4,j €L},
h = min{||x; — Xj|loc : 4,5 €Z,i # j}

fixiert. Dann gilt
depth(7z) < p := [logy H/h].

In typischen Anwendungen sind die Punkte (X;);cz ungefihr gleichmdjig verteilt, so dass
h~ Hn Y% und damit

1
p = [logy H/h] =~ [logyn'/"] ~ P logy 1

gilt, so dass wir in Zukunft von p € O(logn) ausgehen diirfen, ohne uns zu weit von der
Prazis zu entfernen.
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Abbildung 2.8: Beziiglich eines Clusters unzuléissige 9 Cluster im zweidimensionalen Fall

Nun wenden wir uns der Konstante Cg, zu, die beschreibt, wie schwachbesetzt der
Blockbaum 7747 ist. Diesen Baum konstruieren wir mit dem Algorithmus aus Abbil-
dung mit der Zuldssigkeitsbedingung

diamy, (t) < disteo(t, s)

und ohne strenge Konstruktion. Der Verzicht auf die strenge Konstruktion bietet den
Vorteil, dass alle im Algorithmus auftretenden Clusterpaare (¢, s) immer auf derselben
Stufe des Clusterbaums liegen und sich die Beweisfithrung so wesentlich vereinfacht.

Die Beweisfithrung basiert auf der folgenden Idee: Falls (¢, s) € Tz« 7 gilt, muss nach
der Konstruktion des Algorithmus aus Abbildung entweder ¢t = s = root(77) gelten,
oder die Viter tT und s von ¢ und s kénnen nicht zulissig gewesen sein, denn bei einem
zuléissigen Paar (tT, s1) hiitte der Algorithmus dessen Séhne gar nicht weiter untersucht.

Wenn wir also wissen, wieviele nicht zuldssige Cluster s* es zu einem Cluster t* gibt,
konnen wir abschétzen, wieviele Cluster die Blockzeile des Clusters ¢ enthélt. Infolge
unserer hochst regelméfiigen Konstruktion besitzen alle Cluster auf einer Stufe ¢ € Ny
die Form

t=la+ (i1 — DH2  a+i1H2™Y) x ... x [a+ (ig— 1)H2™, a +igH2™")

fiir 41,...,iq € {1,...,2%}. Daraus folgt, dass zwei nicht unmittelbar benachbarte Clu-
ster einen Abstand von mindestens H2~* besitzen miissen. Das entspricht gerade ihrem
Durchmesser, also ist die Zuléssigkeitsbedingung erfiillt. Somit kénnen nur Cluster un-
zuldssig sein, die sich beriihren.

Davon existieren hochstens #{—1,0,1}% = 3¢ (siehe Abbildung , also folgt

#{st €Tz : (tT,sT) unzulissig} < 3%
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

Nun kénnen wir die Michtigkeit einer Blockzeile abschétzen: Fiir ¢ = root(7z) gilt
#row(t) =1, fiir t € Tz \ {root(7z)} dagegen erhalten wir

#row(t) =#{s € Tr : (t,5) € Trxg}
=#{secTr : (t7,sT) unzulissig,t € sons(t™), s € sons(s™)}

=H# U sons(st) = Z # sons(s™)

steTz steTz
(tt,s1) unzuliissig (tT,sT) unzulissig
< > 2t<el
sTeTz

(tt,sT) unzuliissig

Entsprechend konnen wir mit den Blockspalten verfahren und erhalten die folgende
Feststellung;:

Bemerkung 2.32 (Schwachbesetztheit) In diesem Modellfall gilt
#Hrow(t) < 67, # col(s) < 6¢ fiir alle t, s € Tz,

also erfillt Cyp = 6% die Bedingungen von Definition M

Die schwachbesetzte Struktur des Blockbaums hdngt also in diesem Fall ausschlief3-
lich von der Dimension des zugrundeliegenden geometrischen Raums ab, nicht von der
Verteilung der Punkte oder auch nur deren Anzahl.

In unserem Modellfall nimmt die Abschitzung aus Satz die Form
2 4
~ E6 kn[logam + 1]
an, liegt also in O(nklogn) und ist damit mit den Abschitzungen fiir den eindimen-
sionalen Fall (siehe [23]) durchaus vergleichbar, obwohl die Herleitung mit Hilfe eines

allgemeinen Clusterbaums und eines allgemeinen schwachbesetzten Blockbaums wesent-
lich flexibler als die im eindimensionalen Fall benutzte einfache Rekursion ist.
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3 Kompression durch Interpolation

In praktischen Anwendungen muss hiufig eine Matrix behandelt werden, die mit Hilfe
einer Kernfunktion definiert ist. Eine Kernfunktion auf Mengen Q C R? ist eine Abbil-
dung

g: 2 xQ— K™, K e {R,C},

die einem Paar von Punkten z,y € Q einen Wert g(z,y) zuordnet. Wir beschrinken uns
in der Regel auf den Fall m = 1, auf den sich der allgemeinere Fall zuriickfithren lasst,
indem man die Komponenten von ¢ einzeln behandelt.

Um g eine Matrix G € KZ*J zuzuordnen, koénnen beispielsweise Punktemengen
(xi)ier und (y;)jes verwendet und dann die Koeffizienten durch

Gij = g(xi,y5) firalleieZ, jeJ (3.1)

definiert werden. In der Praxis wird die Auswertung von ¢ in einem Punkt h&ufig durch
die Berechnung geeigneter Integralmittel ersetzt, fiir die Diskussion der grundlegenden
Ansétze geniigen uns zunéchst Ansétze der Form (3.1).

3.1 Entartete Kernfunktionen

Um die Matrix G durch eine hierarchische Matrix approximieren zu kénnen, miissen wir
fiir zuléssige Blocke b = (t,s) € L1x7 Matrizen A € K% und B, € K*** konstruieren,
deren Produkt G|, ; approximiert, es sollte also

G‘Exé ~ AbBZ
gelten. Da G eng mit der Kernfunktion g zusammenhéngt, bietet es sich an, nach einem

Gegenstiick dieser Rang-k-Approximation im Kontext der Funktionen auf Q x € zu
suchen.

Definition 3.1 (Entartete Kernfunktion) Sei g : ; x Q3 — K eine Kernfunktion.

Falls ay, : Q¢ — K und b, : Qs — K fir alle v € {1,...,k} so existieren, dass
k -
glx,y) = ay(x)by(y) fiir alle z € O, y € Qy
v=1

gilt, nennen wir g entartete Kernfunktion mit Rang k.
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3 Kompression durch Interpolation

Die entscheidende Eigenschaft der entarteten Kernfunktion besteht darin, dass die
Variablen z und y entkoppelt sind. Falls g entartet ist, gilt ndmlich

k

Gij = g(z4,y5) = Zal,(xi)gl,(yj) firalleieZ, j€ J,
v=1

und mit den durch
Aiy = ay(xy), Bj, :=b,(y;) firalleieZ, jeJ, ve{l,...,k} (3.2)

definierten Matrizen A € KZ** und B € K7 ** erhalten wir

k
Gij= > AiBj, = (AB"); firallei € Z, j € J.
v=1

In der Regel diirfen wir nicht darauf hoffen, dass g entartet ist, aber in der Praxis
ldsst sich ¢ hdufig zumindest auf geeigneten Teilgebieten durch eine entartete Funktion
approximieren.

Diese Funktion kann beispielsweise mit Hilfe der Taylor-Entwicklung konstruiert wer-
den: Sei b = (t,s) € E;XJ ein zulédssiger Block, und seien €, Qs C © mit

z; € Oy, y; € Qs fir allei € ¢, j € 5 (3.3)

gegeben. Falls g auf €, x s analytisch ist, konnen wir einen Entwicklungspunkt &
wéhlen und die Kernfunktion durch

g(z,y) = Z (Jc_ft)&,g(&,y) fiir alle z € Q, y € Q5

v

darstellen. Indem wir die unendliche Taylor-Reihe durch ein Anfangsstiick ersetzen, er-
halten wir

g(z,y) = Z (x_y'gt)&,g(&,y) fir alle z € 4, y € Q.
v<m ’

Da & nicht von x oder y abhéngt, kénnen wir

ay(x) := (:C_V!ft), b (y) = 0,9(&,y) fiir alle € Qy, y € Qg

setzen und haben die gesuchte entartete Approximation gefunden.

3.2 Interpolation

Die Konstruktion einer entarteten Approximation mit Hilfe der Taylor-Entwicklung er-
setzt in g, , die erste Variable x durch den festen Entwicklungspunkt &;, der zu einer
Entkopplung von = und y fiihrt.
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3.2 Interpolation

Da wir ohne die fiir die Taylor-Entwicklung erforderlichen Ableitungen auskommen
wollen, modifizieren wir diesen Ansatz: Statt eines einzelnen Punkts & erlauben wir uns
k Punkte & , und suchen nach einer Néherung der Form

Zﬁw 9, y) fur alle z € Q, y € Q.

Diese Gestalt sollte uns bekannt vorkommen: In dieser Form werden Lagrange-Inter-
polanten in Stiitzstellen & , dargestellt, die Funktionen £;, sind dann die passenden
Lagrange-Basisfunktionen.

Um diese Idee praktisch umsetzen zu koénnen benétigen wir eine Technik, um
Stiitzstellen und Lagrange-Basisfunktionen auf mehrdimensionalen Gebieten zu kon-
struieren. Wir beschrianken uns hier auf den besonders einfachen Fall eines Tensorgebiets:
Sei @y = [al, bl] X ... X [ad, bd] mit

a, <b, fur alle e € {1,...,d}.

Wir werden zunéchst systematisch Interpolationsverfahren auf den Intervallen [a,,b,]
konstruieren, die wir dann zu einem Verfahren auf (); kombinieren kénnen.

Den Ausgangspunkt unserer Untersuchung bildet ein Interpolationsverfahren auf dem
Referenzintervall [—1,1]: Seien m € N und paarweise verschiedene &, ...,§, € [—1,1]
gegeben, seien

H L ¢ — 5“ fir alle z € [—1, 1]

u#v

die passenden Lagrange-Basispolynome mit der Eigenschaft

1 fallsv =
Eu(fu):&,ﬂ:{ AWV =H firr alle v, u € {0,...,m}.
0 ansonsten
Dann ist
m
3:C[-1,1] = My, fe) fE)Ly,
v=0

ein Lagrange-Interpolationsoperator, der auf [—1,1] stetige Funktionen auf Polynome
aus II,,, also aus dem Raum der Polynom eines Grades von hichstens m, abbildet.
Um diesen Operator auf Funktionen auf dem Intervall [a,b] mit a < b zu iibertragen
fithren wir die Transformation
b+a b-—a

5 T

(I)[a,b] : [—1, 1] — [a, b], T

ein, die die Eigenschaften

, b—a

(I)[a,b](_l) = a, (I)[a,b](l) =0, (I)[a,b} (x) =

>0 fir alle z € [—1,1]
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3 Kompression durch Interpolation

besitzt, also insbesondere affin und bijektiv ist. Wenn nun f € Cfa, b] eine stetige Funk-
tion auf [a, b] ist, muss f:=fo P(qp eine stetige Funktion auf [—1,1] sein, auf die wir
den dort definierten Interpolationsoperator J anwenden kénnen, um einen Interpolanten
p € I, zu gewinnen. Da dieser Interpolant f approximiert, muss p := p o CIJ[;}b] auch
f= f o (I)[;,lb] approximieren.

Ein Interpolationsoperator auf dem Intervall [a, b] kann also durch

j[a,b] : C[a’ b} — Ly, [ (j[f © (I)[a,b]]) o (I)[;lb]a

definiert werden. Diese Darstellung ist zwar fiir die Theorie niitzlich, fiir die Praxis aber
eher ungeeignet, so dass wir an einer Alternative interessiert sind. Dazu setzen wir in
die Definition von J,; die Darstellung des Operators J mit Lagrange-Polynomen ein:

Tanlf Zf 0 @14 (E)L0 0 @Yy = D f(Ppapy(60) Lo 0 Bl
v=0 v=0
Da f nur in den durch
b b—
laplw = Py (&) = ;a + 5 afy fiir alle v € {0,...,m}

gegebenen transformierten Stiitzstellen ausgewertet wird, bietet es sich an, nach passen-
den Lagrange-Polynomen zu suchen. Naheliegend ist die Wahl

i é[a b,

L, fiir alle z € |a, b],

la.blv H f[a bl,v é[a bl,u [ ]
u#v

die wir allerdings noch mit den in der Definition von J,; verwendeten Polynomen
Ly, o (1>[711b] in Verbindung bringen miissen. Nach Definition gilt

Ly o (I)[;lb] (f[a,b},u) = Eu(@[;}b](q)[a,b} (fu))) = Eu(fu) = 5VM
= E[a7b}7,j(§[a7b]’u) fur alle v, u € {0, ceey m},

also stimmen £, o <I>[;1b} und L, 3], in m + 1 paarweise verschiedenen Punkten tiberein.
Da beides Polynome in 11, sind, miissen sie identisch sein, und es folgt

a b] Z f §[a bl,v zz by fiir alle f € C[CL, b]

Diese Darstellung eignet sich besser fiir den praktischen Einsatz: Wir kénnen in einem
Vorbereitungsschritt die Punkte |, 4, berechnen und dann die iiblichen Verfahren wie
das Neville-Aitken-Schema oder Newtons dividierte Differenzen verwenden.

Unsere nichste Aufgabe besteht darin, Interpolationsoperatoren auf der Menge Q =
[a1,b1] X ... X [ag,bg] zu konstruieren. Sei f € C(Q) eine zu interpolierende Funktion.
Fiir gegebene ¢ € {1,...,d} und x € @ kénnen wir aus f die Funktion

fm,L : [abva] — Ka Y= f(xlw sy L= Y, Lot1, - - 7md)a
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3.2 Interpolation

gewinnen, bei der wir alle Parameter bis auf den ¢-ten festhalten und so eine Abbildung
auf dem Intervall [a,, b,] erhalten. Auf diese Funktion kénnen wir den Interpolationsope-
rator Jp,, 5, anwenden und erhalten

Jg. 1 C(Q) = C(Q)
mit

Jo.ufl(z) = Zf(3717 o T 15 (g b Tet s -+ -5 Td) Lla, b0 (T0)
v=0

fiir alle f € C(Q),x € Q.

Dieser Operator bildet eine stetige Funktion auf eine neue stetige Funktion ab, die sich in
der (-ten Komponente wie ein Polynom verhlt. Indem wir mehrere derartige Operatoren
miteinander kombinieren, erhalten wir ein Polynom in allen Komponenten: Der Operator

jQ = jQJ ... OTJQ@

erfiillt die Gleichung

m

Tl 1) =D D FEarbalwns - - Slawbalwa) Llarbilon @) - Liagbalwa (d)

v1=0 va=0

fiir alle f € C(Q),z € Q.

Wir kiirzen diese Formel ab, indem wir die d-dimensionalen Stiitzstellen

o = (g[al,bﬂ,VN e g[adﬁd]de)’ fir alle v € M :={0,... ,m}d
und die entsprechenden Lagrange-Polynome Lg , mit
Lov(x) = Liay p1)n (1) - Liagby]va(Td) fiir alle v € M, x € Q

einfithren und die gewohnte Darstellung
Jolfl =) fléqu)Law fiir alle f € C(Q)
veM

erhalten. Derartige Interpolationsoperatoren, die sich aus einer Kombination eindimen-
sionaler Operatoren ergeben, bezeichnet man als Tensor-Interpolationsoperatoren.

Wir konnen Interpolationsoperatoren verwenden, um eine entartete Approximation
einer Kernfunktion zu konstruieren: Wir fixieren iiberdeckende Quader ); und @ fiir
zwei Cluster ¢ € 77 und s € T7 und approximieren eine Kernfunktion

g:thQs‘}K

durch den Interpolanten in der ersten Komponente

9(@,y) = Lgw(®)9(€Qiy)

veM

41



3 Kompression durch Interpolation

oder den Interpolanten in der zweiten Komponente

9@ y) =Y 9(2,£0.u)LQuu(y).

neM

In beiden Fillen erhalten wir offenbar eine entartete Approximation mit einem Rang
von hochstens k := #M = (m + 1)4.
Eine Approximation eines Blocks b = (¢,s) der durch (3.1) definierten Matrix G

erhalten wir, wenn wir im ersten Fall

(Ap)iv = L, v (i), (Bp)jv = 9(&q, v Yj) firalleiet, jesveM
und im zweiten Fall

(Ap)ip = 9(xi,€Qu ), (Bb)ju = E_st(yj) furallei€t,j€s,ue M

setzen und Gl;, ; = ApBj verwenden. In beiden Fillen geniigen uns Auswertungen der
Kernfunktion g und der Lagrange-Polynome, um die Matrizen zu konstruieren. Beide
Berechnungen lassen sich einfach und effizient durchfiihren.

3.3 Fehlerabschatzung

Mit der bloflen Konstruktion eines Interpolanten ist es natiirlich nicht getan, wir miissen
auch untersuchen, wie gut die durch diesen Interpolanten gegebene Approximation der
urspriinglichen Funktion ist.

Die Fehleranalyse bauen wir auf dem folgenden wohlbekannten Resultat auf:

Lemma 3.2 (Interpolationsfehler) Sei f € C"*1[—1,1], und sei x € [~1,1]. Dann
existiert ein n € [—1,1] mit

Fom ()

F(@) = 30fa) = (2 = &) (e = &)

Beweis. (siehe [33]) Fiir x € {&,...,&n} folgt die Aussage aus der Interpolationseigen-
schaft. Fur z € [-1,1] \ {0, .. .,&n} untersuchen wir die Funktion

g:[-1,1] =K, y= fy) = 3[fly) — Ry — &) - .- (v — &m),

bei der wir R € K so wihlen, dass g(z) = 0 gilt. Damit besitzt g Nullstellen in &g, ..., &n
und z, also existieren nach Voraussetzung m + 2 Nullstellen. Nach dem Satz von Rolle
muss dann ¢(™*1) mindestens eine Nullstelle 7 besitzen, und fiir diese Nullstelle gilt

0 =g (g) = £ () = R(m + 1)!

Wir 16sen nach R auf und erhalten die gewiinschte Gleichung. ]
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3.3 Fehlerabschétzung

Indem wir das Stitzstellenpolynom w € Il,,4+1 durch
w(x)=(z—E&)...(x —&n) fir alle z € [-1,1]

definieren und das Maximum der rechten Seite der Gleichung aus Lemma [3.2] verwenden,
erhalten wir die Abschitzung

N £ o 21,11
1f = I Moo =11 < lwlloo,—1.1 (m+ 1)

fiir alle f € C™[—1,1].

Aus der Definition des Stiitzstellenpolynoms w folgt bereits die einfache Abschéitzung
lwlloo,[=1,1 < 2m+1 die fiir jede beliebige Wahl von Interpolationspunkten gilt.
Wesentlich besser ist die Wahl von Tschebyscheff-Punkten:

Definition 3.3 (Tschebyscheff-Polynome) Durch

1 fallsm =0,
Th(x) =1 fallsn =1, fir allen € Ng,z € K

22T, —1(x) — Th—2(x)  ansonsten

wird eine Familie (Ty,)nen, von Polynomen definiert. Fir jedes n € Ng bezeichnen wir
T, als das n-te Tschebyscheff-Polynom.

Die folgenden Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome lassen sich mit Hilfe der
Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen leicht nachpriifen:

Lemma 3.4 Sein € Nyg. Dann gilt
T, (x) = cos(n arccos(x)) fir alle x € [—1,1].

Daraus folgen insbesondere ||Ty||o0 (1,1 = 1 und

y 2 1
Tn(t,) =0, &, := cos (7’[‘ V2+ > fiir alle v € {0,...,n — 1},
n

also besitzt T, gerade n reelle einfache Nullstellen, die im Intervall [—1,1] liegen.

Beweis. Die alternative Darstellung des Tschebyscheff-Polynoms folgt, indem man das
Additionstheorem
cos(a+ ) = cosacos 3 — sin asin 3

auf Tp,+1 und T;,_1 anwendet und die resultierenden Terme vergleicht.
Die restlichen Aussagen folgen direkt aus den Eigenschaften des Cosinus. [

Das (m+1)-te Tschebyscheff-Polynom gehort zu I1,,, 41, und sein (m+1)-ter Koeffizient
betragt 2™. Deshalb kénnen wir w € 11,41 durch

w(x) :=2""Th41(x) fir alle z € [—1,1]
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3 Kompression durch Interpolation

definieren und wissen, dass sein (m + 1)-ter Koeffizient eins betragen muss. Also ist @
ein normiertes Polynom der Ordnung m + 1, wie auch das Stiitzstellenpolynom w.

Da uns die Nullstellen von T}, 11, und damit auch die von w, aus Lemma bekannt
sind, erhalten wir mit

£, = cos <7T22:z—:—12> fir alle v € {0,...,m}
die Darstellung
(@)= (x—E&)... (& —&n) fiir alle z € [-1,1],
also ist @ das Stiitzstellenpolynom zu den Interpolationspunkten éo, . ,fm. Aus Lem-

ma folgt

@]l 00,1, =27,

und man kann beweisen, dass kein normiertes Polynom aus II,,41 ein geringeres Maxi-
mum besitzen kann.

In dieser Hinsicht sind die Tschebyscheff-Interpolationspunkte fo, e ,fm die bestmog-
liche Wahl. Wir werden deshalb im Folgenden davon ausgehen, dass der Interpolations-
operator J auf dem Intervall [—1, 1] diese Punkte verwendet und deshalb die Abschétzung

I D oo -1

CE] fiir alle f € C™ T [—1,1] (3.4)

1 = 3 oo -1y <27

gilt. In diesem Fall heifit J der Tschebyscheff-Interpolationsoperator.

Da wir bei der Konstruktion der mehrdimensionalen Interpolationsoperators Jg meh-
rere eindimensionale Interpolationsoperatoren miteinander verketten, benttigen wir auch
eine Aussage dariiber, wie sich bei einer solchen Verkettung die Norm verhilt.

Definition 3.5 (Stabilitdtskonstante) Sei A € R. Fulls

130 Moo (~1,1) < Allflloo,(~1,1) fir alle f € C[—1,1] (3.5)

gilt, heiffit A Stabilitéitskonstante des Interpolationsoperators J.
Die bestmogliche Stabilitédtskonstante ldsst sich explizit angeben:

Lemma 3.6 (Lebesgue-Zahl) Die Zahl

A= max{Z]ﬁy(:U)] A= [—1,1]}
v=0

heifst Lebesgue-Zahl des Interpolationsoperators J. Sie ist die kleinste mdagliche Stabi-
litdtskonstante des Operators.
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3.3 Fehlerabschétzung

Beweis. Sei f € C[—1,1]. Dann gilt fiir alle x € [—1, 1] die Abschéitzung

3(f1@)] = D FENLu(x)] <D IF(E)] |Lu(2)]
v=0 v=0

< ||f”oo,[—1,1] Z |L,(7)] < AHfHoo,[—1,1}7
v=0

also muss A eine Stabilitdtskonstante sein.
Zum Nachweis der Optimalitdt wéhlen wir einen Punkt x € [—1,1], fiir den

gilt. Wir kénnen, beispielsweise durch stiickweise lineare Interpolation, eine stetige Funk-
tion f € C[—1,1] konstruieren, die

fe) = {1 falls £, (z) > 0,

fir alle v € {0,...,m}
—1 ansonsten

und || f|loc,j—1,1) = 1 erfiillt, und fiir diese Funktion gilt ||3[f][|oc,(—1,1] = Allflloc,[=1,1- ™

Auch in Hinblick auf die Stabilitéit ist die Tschebyscheff-Interpolation vorteilhaft: In
[28] wird bewiesen, dass

~ 2
A= - log(m+1)+1 (3.6)

eine Stabilitdtskonstante fiir diesen Interpolationsoperator ist und dass andere Interpo-
lationspunkte zu nur unwesentlich kleineren Stabilitéitskonstanten fithren konnen.

Sowohl die Fehlerabschitzung als auch die Stabilitédtsabschéitzung iiber-
tragen sich auf den Fall des transformierten Interpolationsoperators Jj,

Lemma 3.7 (Transformierter Interpolationsoperator) Sei J der Tschebyscheff-
Interpolationsoperator, und sei Jj,y der zugehdrige transformuerte Interpolationsopera-
tor auf dem Intervall [a,b]. Dann gelten

- b—a\" 1 g o)
I = Tonl e <2 (5]

110,61 [f Moo fat) < Allf lloc,fa) fiir alle f € Cla,b].

fir alle f € C™[a, b],

Beweis. Da die Transformation @,y bijektiv ist, gilt

1 = Sty [ loofas] = I1f © Pras) = Tjan[f] © Ppagilloo—1.1] = IIf = I loo-11)

mit f := f o @4 nach Definition von Jj, 5. Aus 1) folgt mit

bh—
2

a
1(f 0 Ppap) lloo, -1, = 1" © Plaiy oy low,[-1.1] = 1" 0 @laplloo,~1,1]5
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3 Kompression durch Interpolation

b—a
2

Sm b—a\" m
I£¢ +1)||oo,[—1,1]=( 2 > I H)Hoo,[a,b}

m—+1
1(f 0 Ppa) ™ |11 = ( > £ 0 By 4 lloo, - 1,17

die gesuchte Abschitzung des Fehlers.
Fiir die Stabilitdtsabschéitzung erhalten wir

130, [ Moo o) = 13 o111 < AllFllow=1,1] = Allflloo,fa,t]s

also das gewiinschte Resultat. ]

Entsprechend kénnen wir nun auch die , partiellen® Interpolationsoperatoren Jg , be-
handeln:

Lemma 3.8 (Partielle Interpolation) Sei. € {1,...,d} gegeben. Dann gelten

b, —a, mH HaerlfH Q
o~ < L 0,
I =90, < 2 (P 3%) L0

19Q.. [ leo.@ < Al fllo.@ fir alle f € C(Q). (3.8)

fiir alle f € C™THQ),  (3.7)

Beweis. Sei f € C(Q) gegeben, und sei z € ). Wir definieren
fou o, 0] = K, y—= f(x1,. 1, Y, Tpg 1, - T4),
und stellen fest, dass nach unserer Definition
f(@) = faul@), JQulf1(@) = Tja, b fel(x0)
gelten. Aus Lemma [3.7] folgt
130, [f1(@)| = |Ta, b, [fa.J(@)] < All falloo fa, b5
und dank

I fz,elloo ay 6] = max{|fe. (¥)| : vy € [a,,b]}
=max{|f(z1,.. ., Toe1, Y Tig1,-- -, 2d)| Y€ [a, 0]} < || fllo,@

erhalten wir die Stabilitdtsabschitzung (i3.8)).
Sei nun f € C™*1(Q). Dann gilt auch f,, € C"™"a,,b,], und die Ableitung ist durch

[ (y) = 8Lm+1f(a:1, ey Ty 1, Yy Tyt 1y - e ey ) fiir alle y € [a,,b,]

gegeben. Aus Lemma [3.7] folgt

)

. . b= a, " 1A oot
|f($) - JQ,L[f](:C” = |f:13,L(33L) - J[a“bb} [fm,l,](xl,” <2 < 4 ¢ > (m + 1)[1 2
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3.3 Fehlerabschétzung

und aus
£ oo fa g = max{ £V ()] 2y € [a, b}
= max{|0" T f(x1, ..., 21, Y Tug1, - xq)| ¢ Y € [, b}
< 10" flle@
ergibt sich die Fehlerabschéatzung (3.7)). ]

Aus den partiellen Interpolationsoperatoren setzt sich der gesuchte mehrdimensiona-
le Interpolationsoperator durch Verkettung zusammen, so dass wir die Ergebnisse des
Lemmas [3.8] iibertragen kénnen:

Satz 3.9 (Tensorinterpolation) FEs gelten

d m+1 m—+1

— b, —a, aL + 00 . m

1 =3[ locg <2 A1 < 1 > | (mﬂ),@ fiir alle f € C™TH(Q),
=1 '

1301 lc.0 < A% fllos,0 fiir alle f € C(Q).

Beweis. Um den Interpolationsoperator Jg per Induktion behandeln zu kénnen, bend-
tigen wir Hilfsoperatoren: Wir definieren fiir alle ¢ € {0,...,d} die Interpolationsopera-
toren P, : C(Q) — C(Q) durch

falls ¢ =
P =4t alls ¢ =0, fiir alle f € C(Q).
Jg,.P—1]f] ansonsten

Dank (3.8]) folgt mit einer einfachen Induktion
1P f1lloo,0 < A f oo, fir alle f € C(Q),t € {0,...,d},

und dank P; = Jg folgt die gesuchte Stabilitétsaussage.
Da die partiellen Interpolationsoperatoren kommutieren gilt auch

e {f folls £ =0, fir alle f € C(Q).

P,_13¢g,.[f] ansonsten

und wir finden

d d
I1f =30l =D Pl = PIA| <D IP-1lf] = Plfllo
=1 00,Q t=1
d d
Z 1 [f = Il e < D AT = Toulflllo
=1 =1
—1 bL —a m HaZnJrlfuoon
SQZA ( 1 ) CES
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3 Kompression durch Interpolation

also die erforderliche Fehlerabschitzung. ]

Um dieses Approximationsresultat auf die Kernfunktion ¢ anwenden zu koénnen
benétigen wir Schranken fiir das Wachstum derer Ableitungen. Derartige Schranken
héngen von der Art des zu behandelnden Problems ab, beispielsweise besitzen Kern-
funktionen, die im Kontext elliptischer Differentialgleichungen auftreten, héufig die
FEigenschaft, asymptotisch glatt zu sein:

Definition 3.10 (Asymptotisch glatt) Seien Cys € Rso, ¢p € R>1 und o € Ng Kon-
stanten. Falls g auf der Menge {(x,y) : z,y € RY, x # y} unendlich oft differenzierbar
ist und die Ableitungen sich durch

— 1)l
|07 g(z,y)| SC&SW firalleveN, ve{l,...,2d}, z,y € R mit x #y
—Yll2

abschitzen lassen, nennen wir g eine (Cays, ¢o, 0)-asymptotisch glatte Kernfunktion.

Zur Vereinfachung der Notation wird ¢ hier als eine Funktion auf dem Raum R2? statt
R? x R? behandelt, die partielle Ableitung 0¥ fiir ¢ > d bedeutet also, dass nach der
(¢t — d)-ten Komponenten des Parameters y abgeleitet werden soll.

Das motivierende Beispiel fiir die Definition einer asymptotisch glatten Funktion ist

falls z =y,

0
g:RxR =R, (x,y) —
—log|r —y| ansonsten,

denn ihre Ableitungen sind gerade

og(oy) = (-1 L=

B g(x,y) = ij;;'

Diese Funktion ist also (1,1,0)-asymptotisch glatt. Die Eigenschaft iibertriigt sich auf
ihre Ableitungen: Fiir beliebige «, 8 € Ny ist die Funktion 8?625 g gerade (1,1, + B)-
asymptotisch glatt.

Bei komplizierteren Kernfunktionen kénnen die Konstanten C,5 und ¢y verwendet
werden, um eventuelle zusétzlich auftretende Terme zu beherrschen, sofern sie lediglich
exponentiell mit der Ableitungsordnung wachsen, wihrend o die Ordnung der Singula-
ritét in * = y beschreibt.

Infolge der Lage dieser Singularitét diirfen wir nur darauf hoffen, die Funktion ¢ in
Gebieten approximieren zu koénnen, die hinreichend weit von ihr entfernt sind. Diese
Vermutung findet auch in der Fehlerabschidtzung ihren Ausdruck: Wenn wir die Appro-

fiir alle v € Ny z,y € R mit z # y,

fiir alle v € Nz, y € R mit  # y.

ximation

g(l'ay) = Z EQt,V(x)g(th,llvy)

veM
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3.3 Fehlerabschétzung

verwenden, lésst sie sich als Anwendung des Tensor-Interpolationsoperators Jg, auf die
Funktionen

gy:Qt—”K» 1‘!—)9(:{),:{/)7

mit jeweils fixiertem y € ), interpretieren, so dass sich aus Satz die Abschitzung

by — ar \"™ (m +o)leg*
(m+1

d
~ —1
lg — gHOO7Qt><Qs < 2C%s Z A 4 N dist(Qy, Qs )m+1+e

=1

ergibt, wobei Q; = [ar,1,b:,1] X ... X [ar,q4, bt 4] gilt. Zur Vereinfachung schitzen wir A aus
(3.6) durch A < m + 1 ab und sammeln alle héchstens polynomiell von m abhéngenden
Terme in einem Polynom

d
a1 (m+o)! 1 (m+o)!
= as > as .
C(m) :=2dCys(m + 1) (m 1! 2C, ;1 A (m 1]

Aulerdem verwenden wir wieder die Bezeichnung
diameo (Q¢) = max{||z — Y|l : z,y € Q¢} =max{b,, —ar, : t€{1,...,d}}

fiir den Durchmesser des iiberdeckenden Quaders Q¢ beziiglich der Maximum-Norm und
erhalten die vereinfachte Darstellung

] C(m) co diamq, (Qy) mH
19 = Gllcc,@ixqs < dist(Qy, Q,)° <4diSt(QtaQs)> .

Um exponentielle Konvergenz zu erhalten, um also sicher zu stellen, dass der Fehler
um einen gewissen Faktor reduziert wird, wenn wir m erhchen, miissen wir den rechten
Faktor dieser Abschitzung unter Kontrolle bringen. Das gelingt uns durch Wahl der
geeigneten Zuldssigkeitsbedingung: Wir fordern, dass jedes zuléssige Paar von Clustern
t € Tz, s € Ty die Bedingung

diameo (Qy) < 1 dist(Qy, Qs) (3.9)

mit einem Parameter 1 € R erfiillt. Fiir Blocke, die dieser Bedingung geniigen, folgt

C(m) <@>m+17

— llso < 7 1
”g g” Qi XQs = dlSt(Qt,QS)U 4 (3 O)

durch Wahl eines hinreichend kleinen 7 < 4/c¢q erreichen wir also die gewiinschte ex-
ponentielle Konvergenz. Das Wachstum des Polynoms C(m) spielt fiir hinreichend hohe
Ordnungen m im Vergleich zu der exponentiellen Konvergenz keine grofie Rolle und kann
deshalb bei asymptotischen Betrachtungen vernachlassigt werden.

Falls wir die Interpolation in der Variablen y durchfiihren, falls wir also

9. y) = > 9(@,60.u) L. u(y)

neM
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3 Kompression durch Interpolation

verwenden, erhalten wir dieselbe entsprechende Abschitzung fiir die Zuléssigkeits-
bedingung
diams (Qs) < ndist(Qy, Qs). (3.11)

Wir koénnen beide Zuléssigkeitsbedingungen kombinieren, indem wir die Wahl der Ker-
napproximation von dem Durchmesser der Quader Q; und @5 abhéingig machen: Falls
diamq (@) < diameo(Qs) gilt, interpolieren wir in z, anderenfalls in y. Bei dieser Vor-
gehensweise geniigt die symmetrische Zuléssigkeitsbedingung

min{diam (Q¢), diams (Qs)} < ndist(Qy, Qs), (3.12)

die schwécher als die beiden diskutierten ist und trotzdem ausreicht, um eine Approxi-
mation mit der Fehlerabschitzung (3.10]) praktisch konstruieren zu kénnen.

3.4 Verfeinerte Fehlerabschdtzungen *

Die Abschitzung ist fiir unsere Zwecke vollig ausreichend, sofern uns die Kon-
stante ¢y oder zumindest eine obere Schranke dieser Konstante bekannt ist, denn dann
konnen wir den Parameter 1 der Zuléssigkeitsbedingung so wéahlen, dass die entschei-
dende Abschitzung n < 4/c¢ erfiillt ist.

Da die Interpolation ein sehr allgemeines Verfahren ist, wére es wiinschenswert, eine
Zuldssigkeitsbedingung zu finden, die die exponentielle Konvergenz auch ohne Kenntnis
der Konstanten ¢y sicher stellt. Diese Moglichkeit besteht: Man kann nachweisen, dass
bei einer asymptotisch glatten Kernfunktion fiir jedes n > 0 der Interpolant exponentiell
konvergiert, wenn die schwache Zuléssigkeitsbedingung erfiillt ist.

Der erste Schritt dieses Beweises ist einfach: Wir konnen den Interpolanten einer
Funktion mit ihrer bestmdéglichen Approximation im Raum der Polynome in Beziehung
setzen.

Lemma 3.11 (Bestapproximation) Sei A eine Stabilititskonstante fir 3. Dann gilt

1f =3[ fMoo,=1,1) £ A+ D|If = plloo,—1,1] fiir alle f € C[=1,1], p € .

Beweis. Seien f € C[—1,1] und p € II,, gegeben. Da die Polynome p und J[p| in den
m —+ 1 Interpolationspunkten iibereinstimmen, muss
p=7[p]

gelten. Aus dieser Projektionseigenschaft und aus der Linearitét des Interpolationsope-
rators J folgt

1f =3 Moo,-1. = I1f =2+ 3p] = 3[f o, -1,
< |Nf = Plloo,-1,1 + 13lp) = 3l o (~1.1]
= ||f = plloo,—1,1] + TP = flllso,[=1,1]
<|f = plloo,=1,1] + Allf = Plloc,=1,1] = (A + DIIf = Plloo,[=1,1]5
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3.4 Verfeinerte Fehlerabschétzungen

also die gesuchte Aussage. ]

Wir miissen also nicht unbedingt mit Ableitungen arbeiten, um den Interpolationsfeh-
ler abzuschétzen, wir konnen auch versuchen, die Existenz eines Polynoms nachzuweisen,
das die zu interpolierende Funktion hinreichend gut approximiert.

Es ldsst sich zeigen, dass die asymptotische Glattheit der Kernfunktion impliziert, dass
letztere sich zu einer holomorphen Funktion auf einer Teilmenge des C? x C¢ fortsetzen
lasst. Es ldsst sich sogar das Wachstum dieser Fortsetzung abschétzen.

Mit Hilfe von etwas Funktionentheorie kénnen wir auf dieser Grundlage nun zeigen,
dass neben der Abschitzung auch eine Abschitzung der Form

N C(m) con m+1
B <
19 = Glloo,@ixqs < dist(Qy, Qs)” (c(er 2

gilt, also muss der Fehler fiir jedes ¢y > 0 und jedes n > 0 exponentiell konvergieren.

Der Ansatz, Lemma [3.11] zum Nachweis der Existenz einer Approximation zu verwen-
den, ldsst sich auch verwenden, um ein weiteres Problem zu 16sen: Hiufig sind wir nicht
nur an der Approximation der Kernfunktion g, sondern auch an der Approximation ih-
rer Ableitungen interessiert. Beispielsweise {ibt das Gravitationsfeld einer Masse m, im
Punkt y € R? auf eine Masse m, im Punkt 2 € R? eine Kraft aus, die proportional zu

y—x
Fley) = ety oy

ist. Es ldsst sich relativ leicht nachweisen, dass jede Komponente der Funktion f asym-
ptotisch glatt mit Singularitéitsordnung o = 2 ist, also kénnen wir jede Komponente
einzeln interpolieren, um eine entartete Approximation zu konstruieren.

Eleganter ist es allerdings, die Funktion

1
g:R3xR® S5 R, (,y) - { e fellsz#y,
0 ansonsten,
zu verwenden. Sie ldsst sich auch durch
3 —-1/2
9(z,y) = (Z(CUL — yb)2> fiir alle z,y € R mit = # y
=1

darstellen, und wir kénnen leicht nachpriifen, dass

5 ~3/2
9z, y) = — (2, — ) (Z($L - yL)2>
=1
Yy —x,

=0 fiir alle z,y € R® mit z # y
|y — 3

gilt. Wir kénnen also F' aus g rekonstruieren, indem wir die partiellen Ableitungen be-
rechnen, also liegt es nahe, zu hoffen, dass wir eine entartete Approximation der Funktion
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3 Kompression durch Interpolation

F' aus einer der Funktion g erhalten kénnen, indem wir letztere differenzieren. Die Mul-
tiplikation mit den Massen m, und m,, ist dabei unkritisch, da sich diese Produkte ohne
weiteres in den Termen der entarteten Approximation unterbringen lassen.

Insbesondere stellt sich die Frage, ob die Ableitungen des Interpolanten die Ablei-
tungen der interpolierten Funktion approximieren. Um &hnlich wie zuvor vorgehen zu
konnen bendtigen wir eine Stabilitdtsaussage fiir die Ableitungen von Polynomen. Sie
ldsst sich aus der bereits bekannten Stabilitéitsaussage mit Hilfe zweier Teilschritte ge-
winnen:

Um eine Aussage iiber die Ableitung von J[f] zu erhalten, wére es hilfreich, die Ab-
leitung des Interpolanten durch den Interpolanten selbst abschétzen zu koénnen. Fiir
allgemeine Funktionen ist es sicherlich nicht moglich, die Maximumnorm der Ableitung
durch die Maximumnorm der Funktion zu beschrinken, fiir Polynome dagegen gilt eine
sogenannte inverse Abschitzung der Form

19'l00,j=1,1] < CivllPlloo,=1.1] fir alle p € Il,,. (3.13)

Letzten Endes ist diese Abschétzung eine Folge des Satzes von Heine-Borel: Da II,, ein
endlich-dimensionaler Banachraum ist, muss jeder lineare Operator auf diesem Raum
stetig sein, und Cjy, ist gerade die Stetigkeitskonstante der Ableitungsoperators. Eine
genauere Aussage erhalten wir aus dem Satz von Markow [14, Theorem 4.1.4], der besagt,
dass C}, = m?2 die bestmogliche Konstante ist.

Wir benétigen auch eine Moglichkeit, um umgekehrt die Maximumnorm der Funk-
tion durch die ihrer Ableitung abschétzen zu kénnen. Wie man am Beispiel der kon-
stanten Funktion (Ableitung null, Funktionswert nicht null) erkennt, kann auch diese
Abschéitzung nur fiir bestimmte Funktionen gelingen. In unserem Fall geniigt der Satz
von Taylor: Fiir jede Funktion f € C'[—1,1] und jedes = € [—1,1] gilt

f(@) = f£(0) + f'(n)x
mit einem 7 € [—1, 1], also insbesondere
1 = FO)loo =117 < 1 oo =1,1]-
Nun kénnen wir die gesuchte Stabilitdtsaussage formulieren und beweisen:

Lemma 3.12 (Stabilitéit der Ableitung) Seien Konstanten A, Ci, € Rsg mit

130 Moo, i=1,1) < Al flloo,(=1,1] fiir alle f € C[-1,1],
Hp/Hoo,[—l,l] < CivaHoo,[_Lq fir alle p € 1L,

gegeben. Dann gilt auch

LD Moo, (=1,1) < AL Moo, (-1, fiir alle f € C'[~1,1] (3.14)

mit der Stabilititskonstanten A := Ci, A.
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3.4 Verfeinerte Fehlerabschétzungen

Beweis. Sei f € C'[—1,1]. Wir definieren
q:[-1,1] = K| x— f(0),
und stellen fest, dass ¢’ = 0 und ¢ € II,,, sowie
I1f = alloo, =117 < I1f loo,(~1.1]
nach dem Satz von Taylor gelten. Nun setzen wir f := f — ¢ und finden

LD Nloo—1,1) = 1L = @) lloo, =1, = IOLF = @) lloo o1, = NELD oo, =1,1]
< O3 lso -1, < CivA||f||oo,[—1,1} = CiwA|lf = qlloo,=1,1)
< CRAl(f = @) lloo,=1,1]- = CrAll flloo,=1,1-

Das ist die gesuchte Stabilitdtsaussage. [

Der Beweis ldsst sich verallgemeinern: Fiir hohere Ableitungen miissen wir lediglich
q durch ein Polynom entsprechend héherer Ordnung ersetzen, beispielsweise durch den
Interpolanten aus , der es uns ermoglicht, von der Maximumnorm von f — g zu der
Maximumnorm der Ableitung zuriickzukehren.

Mit Hilfe der Stabilitdtsaussage konnen wir die folgende Fehlerabschitzung fiir die
Ableitung des Interpolanten gewinnen:
Lemma 3.13 (Ableitung des Interpolanten) Sei J wie zuvor der Tschebyscheff-
Interpolationsoperator, und sei Jj,y wieder der zugehdrige transformierte Interpolati-
onsoperator auf dem Intervall [a,b]. Sei A’ eine Konstante, die erfillt. Dann gilt

b— a>m £ o)

1 1] fir alle f € C"™a, ).

1F = By ) ooy < 2(A" + 1) (

Beweis. Zunéchst verallgemeinern wir die Stabilitéitsaussage aus Lemma Fir f €
Clla,b] setzen wir f := fo DPrap € C1[~1,1] und erhalten mit der Kettenregel

~ — 2 ~T £ -
10,y [F) oo fay = ITTFT 0 @) oo fa) = mH(J[f])/O‘l)[a,lb]||oo,[_1,1]
2 )
P LSl ' lloo,f=1,1 < CivAp— Hf llo,[=1,1]
2 b
= Civ/\b — "0 @)oo, -1, = CivAll [l oo, [a,6)-

Wie in Lemma folgt daraus bereits

||(f_j[a,b [ ]) Hoo[ab} (CIVA—I_l)H(f p) Hoo[a b]

fiir alle p € I1,,, wir miissen also ,,nur“ noch ein geeignetes Polynom finden.
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Dazu greifen wir auf Lemma [3.7] zuriick, das wir diesmal auf f’ und die Ordnung m —

anwenden, um ein g € Il,,,_; mit

b—a\" IIF™ D |oo fay
/ 9 b
1" = lloo,fap) < 2 ( 1 ) (m + 1)

zu konstruieren. Das Polynom p definieren wir dann als dessen Stammfunktion

p(z) = / q(y) dy fir alle z € [a, b],
so dass wir p’ = g erhalten. Es folgt

||(f - j[(JL,b] [f]),Hoo,[a,b} < (CiVA + 1)”(f - p),Hoo,[a,b]

_ m (m+1)
é(civA+1>2(b4a> 177D o

(m+1)!

1

Abgesehen von der etwas vergrofierten Stabilitéitskonstanten A’ verlieren wir also le-
diglich einen Exponenten des Faktors (b — a)/4, weil wir f’ nur mit einem Polynom der

Ordnung m — 1 statt mit der vollen Ordnung m approximieren.

Gegeniiber der direkten Interpolation der Ableitung mit der vollen Ordnung bietet der
neue Ansatz in der Praxis, insbesondere bei der Implementierung, in der Regel viele Vor-
teile, die den Nachteil der etwas geringeren Genauigkeit héufig aufwiegen. Insbesondere
konnen wir bei beiden Verfahren ohnehin die Ordnung m erhdhen, um jede beliebige

Genauigkeit zu erreichen.
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4 Kreuzapproximation

Die Konstruktion einer Rang-k-Approximation eines Matrixblocks mit Hilfe einer ent-
arteten Naherung der der Matrix zugrunde liegenden Kernfunktion ist fiihrt zu zu-
verldssigen und einfach umzusetzenden Verfahren, allerdings beriicksichtigt sie nicht Be-
sonderheiten des Matrixblocks oder seiner Entstehung. Falls der Block beispielsweise nur
10 x 10 Koeffizienten enthiilt, lieBe es sich selbstverstdndlich mit einem Rang von k& = 10
exakt darstellen, obwohl ein auf Interpolation aufsetzendes Verfahren auch bei k& = 20
lediglich eine Approximation bietet. Falls der Block mit einem eindimensionalen Seg-
ment einer zweidimensionalen Geometrie zusammenhéngt, werden wir mit Interpolation
trotzdem eine zweidimensionale Approximation konstruieren, obwohl eine eindimensio-
nale vollig ausreichen wiirde.

Es stellt sich die Frage, ob es moglich ist, eine Approximation eines Matrixblocks
zu konstruieren, die dessen Eigenschaften besser ausnutzt und trotzdem effizient zu be-
rechnen ist. Einen Ansatz bietet die Kreuzapprozimation [34], bei der aus nur k Zeilen
und Spalten des Matrixblocks eine Rang-k-Darstellung gewonnen wird. Entscheidend bei
diesem Ansatz ist die Frage, wie diese k Zeilen und Spalten ausgewéhlt werden sollen.
Finen relativ einfachen, von der partiellen Pivotsuche bei der Gauf-Elimination moti-
vierten Ansatz verfolgt die adaptive Kreuzapprozimation [2), 1, 4], allerdings bestehen
Zweifel an ihrer Zuverlissigkeit. In [18] und [3] werden alternative Strategien entwickelt,
die diese Probleme zu losen versuchen, allerdings lassen sich einfache Beispiele finden,
bei denen alle bisher bekannten effizienten Strategien versagen.

Diese Schwierigkeiten des rein algebraischen Ansatzes lassen sich beheben, indem
man auf die Kernfunktion zuriickgreift: Die hybride Kreuzapprozimation [9] kombiniert
Interpolation und Kreuzapproximation, um ein Verfahren zu entwerfen, das die Zu-
verlédssigkeit der auf Interpolation basierenden Techniken erhélt und die hohe Effizienz
der Kreuzapproximation teilweise sogar noch iibertrifft.

4.1 Unvollstindige Dreieckszerlegungen

Als motivierendes Beispiel untersuchen wir eine Matrix G € K"*™, bei der bekannt ist,
dass sie einen Rang von k besitzt, dass also die Dimension des Bildes gerade gleich k ist.
Fiir derartige Matrizen lésst sich eine spezielle Form der LR-Zerlegung konstruieren:

Satz 4.1 (Diinne LR-Zerlegung) Sei G € K" ™ eine Matriz von Rang k. Dann
ezistieren Permutationen P € K™ und Q € K™*™  eine untere Dreiecksmatriz L €
K" F und eine obere Dreiecksmatriz R € KF*™ mit

PGQ* =LR.
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4 Kreuzapproximation

Alle Diagonalelemente beider Dreiecksmatrizen sind von null verschieden, also besitzen
beide insbesondere vollen Rang.

Beweis. Per Induktion iiber k& € Ny. Fiir k£ = 0 ist die Aussage trivial.

Sei nun k € Ny so fixiert, dass die Aussage gilt. Sei G € K"*™ eine Matrix von
Rang k + 1. Dann ist insbesondere G # 0, also miissen Permutationen P; € K™*" und
Q1 € K™*™ mit

(P1GQ})11 #0

existieren. Damit kénnen wir nun immerhin die erste Zeile und die erste Spalte einer
LR-Zerlegung der Matrix H := P;GQ7 konstruieren. Wir setzen

Ho Hsy ... Hop,
Hy, = (H12 <. Hlm)v H, = > H.. = .
Hnl HnQ . e Hnm

und erhalten

—_a Hi H,. (1! B Hid g
o H*lHl_ll I H** - H*lHl_llHl* B H*lHﬂl I H ‘

mit der Matrix
H:=H,, - H., H'H,..

Diese Gleichung lésst sich auch in der Form

H = <H*1;IH1> (Hu Hy)+ (g I%) (4.2)

schreiben, wir haben also H in einen Term von Rang 1 und einen von der Matrix H
bestimmten Rest zerlegt.

Um die Induktionsvoraussetzung auf H anwenden zu konnen, miissen wir nachweisen,
dass der Rang dieser Matrix gerade k betrégt. Da der erste Summand in eine Matrix
von Rang 1 ist, muss der Rang von H mindestens k betragen, damit H von Rang k£ + 1
sein kann.

Nun ist zu zeigen, dass der Rang von H nicht grofer als k ist. Sei dazu e; € K™ der
erste kanonische Einheitsvektor. Wegen Hip # 0 gilt

~ (Hn (0 0
He, = <H1> ¢ Bild <0 H) :

also kann wegen das Bild der Matrix H hochstens k-dimensional sein, wenn die
Matrix H die Dimension k£ + 1 besitzen soll.

Damit ist H eine Matrix von Rang k, so dass wir die Induktionsvoraussetzung an-
wenden kénnen, um Permutationen P € K—Dx(n=1) ypq Q e Km=1x(m=1) sowie eine
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4.1 Unvollstidndige Dreieckszerlegungen

untere Dreiecksmatrix L e K=1xk ynd eine obere Dreiecksmatrix R e Kkx(m=1) 54
erhalten, die

PHQ" — LR
erfiillen. Da Permutationsmatrizen insbesondere unitér sind, folgt
fi - PLRQ,

und durch Einsetzen dieser Gleichung in (4.1)) ergibt sich
H-— 1 Hyp Hy. B 1 Hyp Hy.
T \H H T P'LRQ/ \H.H;' P'L RQ

(1 1 Hi H.Q*)\ (1
= p) Bram & &g )0 a)

An dieser Gleichung kénnen wir die gesuchte Zerlegung ablesen: Sowohl der erste als
auch der letzte Faktor ist eine Permutationsmatrix, der zweite Faktor ist eine linke
untere Dreiecksmatrix, und der dritte Faktor ist eine rechte obere Dreiecksmatrix. Also

setzen wir
= (1 f’) Pl, Q = <1 Q) le

1 Hi H..Q
L = A~ A~ R = A~
<PH*1Hﬁ1 L) | ( R
und erhalten

ra - (" p)reai(’ g)- (" 5)u(’ o)
1 1 1 Hy H.Q*)\ (1 1
(e () ey ) (™ 77 C ) (o)
_ 1 Hy H.Q* _
_<13H*1H1_11 £>< R )‘LR‘

Da P und Q als Verkettung von Permutationsmatrizen ebenfalls Permutationsmatrizen
sind, ist das die gewiinschte Zerlegung. ]

Dieser Beweis ist konstruktiv, denn er folgt der klassischen Gauf-Elimination, die
durch eine vollsténdige Pivot-Suche, also eine Pivot-Suche in Zeilen und Spalten, ergénzt
wird. Da die Matrix L in diesem Fall nur k& Spalten besitzt und die Matrix R nur k
Zeilen aufweist, berechnet dieser Algorithmus auch bereits eine faktorisierte Rang-k-
Darstellung.

Die diinne LR-Zerlegung besitzt den Vorteil, dass zu ihrer Berechnung nur jeweils k
Zeilen und k Spalten der Ausgangsmatrix G bendtigt werden, deshalb lésst sie sich auch
bei Matrizen mit sehr vielen Zeilen und sehr vielen Spalten noch effizient berechnen.
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4 Kreuzapproximation

Folgerung 4.2 (Darstellung durch Zeilen und Spalten) Sei G € K27 eine Ma-
triz von Rang k. Dann existieren k-elementige Teilmengen I, C T und J, C J so, dass
G|z, x 7, reguldr ist und

G = Glzx7,Gl7 7, Glzix g
gilt. Fiir das Bild von G kénnen wir also eine Basis aus Spalten der Matrizx G finden,
und fiir das orthogonale Komplement des Kerns eine Basis aus Zeilen.

Beweis. Um Satz anwenden zu koénnen, miissen wir zunéchst von den allgemeinen
Indexmengen 7 und J zu durchnumierten Zeilen und Spalten wechseln. Seien n := #7
und m := #J, und seien

t:A{l,...,n} =TI, tm:{l,...,m} = J
bijektive Abbildungen. Wir definieren H € K"*™ durch

Hij = GL"(i),Lm(j) fiir alle 7 € {1, - ,n},j S {1, ... ,m}.

Auch H ist eine Matrix von Rang k, also existieren nach Satz Permutationen P €
K™ und Q € K™ ™ sowie eine untere Dreiecksmatrix L € K™** und eine obere
Dreiecksmatrix R € K™** mit

PHQ* = LR.

Wie setzen G := PHQ*. Da P und Q Permutationsmatrizen sind, kénnen wir bijektive
Abbildungen

in:A{l,....,n} =TI, im:A{l,...,m} - J
so finden, das
éij = Gin(i),im(j) fir alle: € {1,...,n},5 €{1,...,m}
gilt. Wir zerlegen die Matrizen in der Form
Gu ... Gu él,k—i—l . Gim
Gu:=1|:+ . ], Gio = : P ;
Gr1 - G Grk+1 - Girm
Gry11 - Gryrg Grsiht1 - Greim
Goy = : - : ; Gog := : : ,
G ... Cu Cost oo Com
Ly ... Ly Liyig - Liyig
Ly=1| + . 1, Ly := : : )
Ly ... Lp Lo ce Lo
Ri1 ... Ry Rigs1 ... Ripm
Ri=| ¢+ -~ 1, Ry = : KPS I
Riy ... Ry Rikg+1 .- Rim
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4.2 Adaptive Kreuzapproximation

und erhalten

G Gz ~ Ly LiR; LiRy
<G21 G22) < > (R1 Ro) (L2R1 L2R2>

Da die Diagonalelemente der Matrizen L; und R; nach Satz nicht null sind, sind
beide Matrizen reguléir, also folgen

Ly = Gy Ry, Ry =L;'Gqy

und damit auch

& (Ln _ (iR o171
G- <L2> (R Ry) = ( R )Rl L (LR, Guo)
— (S a2 (G G12) = GluxkGli L Glixm.
Goy 11 nx kxk xm
Indem wir
T = in({1,...,k}), Te i =tm({1,...,k})
setzen folgt daraus die gewiinschte Gleichung. ]

Die diinne LR-Zerlegung bietet uns also einen sehr einfachen und eleganten Weg, um
zu einer Rang-k-Matrix eine kompakte faktorisierte Rang-k-Darstellung zu konstruieren.

4.2 Adaptive Kreuzapproximation

In der Praxis kommen Rang-k-Matrizen eher selten vor, wesentlich haufiger sind Ma-
trizen, die sich durch derartige Matrizen lediglich approximieren lassen. In diesem Fall
greift bedauerlicherweise unsere Theorie nicht mehr: Wir kénnen zwar weiterhin Pivot-
Elemente wihlen, aber es ist nicht garantiert, dass nach k Schritten bereits eine gute
Approximation vorliegt. Immerhin gibt es eine Existenzaussage [16], die besagt, dass
bei geschickter Wahl der Pivot-Elemente eine passable diinne LR-Zerlegung konstruiert
werden kann, allerdings wiirde der korrespondierende Algorithmus viel zu aufwendig fiir
den praktischen Einsatz sein.

Trotzdem besteht die Moglichkeit, eine Approximation zu konstruieren, indem man
adaptiv vorgeht: Ausgehen von einem Rang von 1 konstruieren wir eine Folge von Appro-
ximationen mit zunehmendem Rang, die wir abbrechen, sobald der verbliebene Fehler
klein genug geworden ist. Den Schliissel zu dieser Vorgehensweise bietet die Gleichung

(4.2): Die Zerlegung

1 0 o0
H = Hy Hi. b
<H*1Hlf) (Hn Hi)+ (0 H)
————

=:B*
=:Aq !
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4 Kreuzapproximation

procedure full_aca(var G, A, B, k);
k « 0;
repeat
k+k+1;
Waéhle i, € 7 und j € J mit Gik,jk £ 0;
for : € 7 do
Aik — Gi,jk /G
end for;
for j € J do
Bjk — Giw
end for;
forieZ, je J do
Gij « Gij — AipBjg
end for
until Restfehler G klein genug

ik Jk

Abbildung 4.1: Adaptive Kreuzapproximation fiir vollstindig im Speicher vorliegende
Matrizen G € KZ*7 |

impliziert, dass A;B] genau dann eine hinreichend gute Rang-1-Approximation der Ma-
trix H ist, wenn der verbliebene Fehler H hinreichend klein ist.

Falls er es ist, konnen wir die Konstruktion abbrechen und A;Bj als Approximation
verwenden. Anderenfalls kénnen wir rekursiv eine Approximation AB* des Fehlers H
berechnen, und falls sie hinreichend genau ist, wird

. (0 0 0 0 \"
A”“(o xﬁ*)‘(Al A)(Bl ﬁ)

eine hinreichend genaue Approximation von H sein.
In der Praxis verwenden wir die Darstellung aus Satz [4.1] hiufig in der Form

G =P'LRQ.
N~
=L =R

Dabei werden dann zwar L und R keine unteren beziehungsweise oberen Dreiecksma-
trizen mehr sein, aber dafiir erhalten wir direkt eine faktorisierte Rang-k-Darstellung
in der iiblichen Form. Der Verzicht auf die explizite Permutation bedeutet, dass nun
nicht mehr die erste Spalte und die erste Zeile eliminiert werden, sondern die Spalte und
Zeile, die sich in dem ausgewihlten Pivot-Element kreuzen. Dadurch ist die Bezeichnung
Kreuzapprorimation dieser Klasse von Verfahren motiviert.

Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung dargestellt: Es wird ein Pivot-
Element ausgewéhlt, beispielsweise indem man den betragsgroBten Koeffizienten verwen-
det, dann werden Spalte und Zeile zu der faktorisierten Rang-k-Darstellung hinzugefiigt
und der verbliebene Fehler berechnet, indem ihr Produkt von der bisherigen Matrix
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4.2 Adaptive Kreuzapproximation

procedure partial_aca(G, var A, B, k);
k + 0;
repeat
k+—k+1;
Waihle i € Z und j, € J geeignet;
for j € J do
Bji, <= Giyj;
forte{l,...,k—1} do
Bji < Bjk — BjeAi v
end for
end for;
for i € 7 do
Ajy < G j, s
for le{l,...,k—1} do
Ajj = Aj, — Ay By, 4
end for;
Ai < Air/ By k
end for;
until Restfehler klein genug

Abbildung 4.2: Adaptive Kreuzapproximation fiir Matrizen G € KZ*7 von denen nur
einzelne Zeilen und Spalten vorliegen.

subtrahiert wird. Falls der so berechnete Fehler noch zu grofl ist, wird die Prozedur
wiederholt.

Dieser Algorithmus hat den Vorteil, dass er garantiert, dass der verbliebene Fehler
klein genug sein wird. Es wird allerdings nicht garantiert, dass der Rang der resultie-
renden Approximation in der Nihe des theoretisch optimalen Rangs liegen wird. Die
Erfahrung zeigt allerdings, dass der Algorithmus gut funktioniert und keine unangemes-
sen hohen Rénge verwendet.

Ein Nachteil des in Abbildung[4.1]dargestellten Verfahrens liegt darin, dass die gesamte
Matrix X vorliegen muss, bevor der Algorithmus seine Arbeit aufnehmen kann. In der
Regel méchte man genau das vermeiden, denn die Berechnung des Fehlers erfordert
unter diesen Umsténden jeweils (#Z)(#J) Operationen, so dass der Algorithmus eine
quadratische Komplexitit aufweist.

Einen Ausweg legt uns Folgerung nahe: Fiir die Berechnung der Approximation
sind nur k£ Zeilen und Spalten erforderlich, warum sollten wir also alle Zeilen und Spalten
berechnen? Fiir den ersten Schritt der Approximation benétigen wir nur eine Zeile und
eine Spalte der Ausgangsmatrix, also berechnen wir auch nur diese eine Zeile und eine
Spalte. Fiir den zweiten Schritt bendtigen wir je eine weitere Zeile und Spalte, allerdings
des Restfehlers, der entsteht, wenn wir die bereits bekannte erste Approximation subtra-
hieren. Im (k+ 1)-ten Schritt miissen wir eine Zeile und Spalte wéhlen und die bekannte
k-te Approximation abziehen.
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4 Kreuzapproximation

Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung angegeben. Zunéchst werden wie-
der Pivot-Indizes i und ji ausgewéhlt, dann wird die 7i-te Zeile des Fehlers berechnet,
daraufhin die ji-te Spalte. Da nach der Berechnung der Zeile auch das Diagonalelement
bereits in Bj,  zur Verfiigung steht, konnen wir die Skalierung der neuen Spalte in
derselben Schleife bewerkstelligen.

Die partielle adaptive Kreuzapproximation hat den Vorteil, dass im ¢-ten Schritt nur
eine Zeile und eine Spalte der zu approximierenden Matrix benétigt werden, die sich in
der Regel mit einem Aufwand proportional zu #.7 beziehungsweise #Z berechnen lassen.
Die Subtraktion der bereits vorhandenen Approximation erfordert (#Z + #J)(¢ — 1)
Operationen, so dass der gesamte Algorithmus wegen

k k
ST+ 2V = BT+ #9) Y 0= #T + #0) D
=1 =1

nur eine zu (#Z + #J)k? proportionale Anzahl von Rechenoperationen benétigt und
deshalb schon fiir moderate Matrixgréflen wesentlich schneller als die Variante mit
vollstdndig berechneter Matrix arbeitet.

Allerdings weist die Vorgehensweise mit partieller Matrix auch zwei groie Nachteile
auf: Erstens liegt der Fehler nicht mehr explizit vor, wir miissen also versuchen, ihn
abzuschétzen, und falls unsere Schétzung zu ungenau ist, kann die berechnete Rang-
k-Approximation wesentlich ungenauer als verlangt ausfallen. Zweitens miissen wir die
Pivot-Indizes i und j; wihlen, ohne die gesamte Matrix zu kennen, wir kénnen also
beispielsweise nicht mehr den betragsgrofiten Koeffizienten verwenden, weil wir ihn nicht
finden konnen, ohne die gesamte Matrix zu durchsuchen.

Beispiel 4.3 (Pivotstrategie) Als Beispiel fiir die Schwierigkeiten, die bei der Su-
che nach einer effizienten Pivotstrategie auftreten kénnen, kann die besonders einfache
Kernfunktion

g:R*xR?* 5 R, (x,y) — (1 —y1 — 10)(x1 —y1 — 9),

dienen. Offenbar ist g ein quadratisches Polynom, lisst sich also per Interpolation zweiter
Ordnung exakt darstellen.

Wir fizieren n,m € N und setzen T := {1,...,n} sowie J := {1,...,m}. Nun wihlen
wir einen beliebigen Zeilenindex v € {1,...,n} und einen beliebigen Spaltenindex | €
{1,...,m} und definieren Punkte

10 0
. ) Jalls @ # v, | falls § #
X; 1= 91 . Y= ‘i firalleieTZ jeJ.
) ansonsten ) ansonsten
? J
Fiir die durch
Gij = 9(xi,y;) firalleie {1,...,n},5€{1,...,m}
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4.3 Hybride Kreuzapproximation

definierte Matriz G € K™ kann man leicht nachrechnen, dass

firaleieI, jeJ
0 ansonsten

1 fallsi=v,j=upu,
Gij = {
qilt, die Matriz ist also sicherlich von Rang 1. Da wir die Position des einzigen von null
verschiedenen Fintrags mit Hilfe der Parameter v und p beliebig festlegen kénnen, ist
davon auszugehen, dass jede Pivotstrategie, die ausschliefilich einzelne Koeffizienten der
Matrixz abfragen darf, sehr lange brauchen wird, um diesen Fintrag zu finden.

4.3 Hybride Kreuzapproximation

Wie wir gesehen haben hat die vollstdndige Pivotsuche den Nachteil, dass sie einen
zu hohen Rechenaufwand erfordert, wihrend die partielle Pivotsuche entweder dhnlich
aufwendig oder unzuverlissig ist. Befriedigend sind beide Ansétze nicht.

Wir sind daran interessiert, eine zuverldssige und trotzdem effiziente Variante der
Kreuzapproximation zu konstruieren. Wie wir gesehen haben, ist das alleine aufgrund
der Matrix G nicht mdglich, wir sollten also zusétzliche Informationen iiber die Herkunft
der Matrix hinzunehmen.

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist die Kreuzapproximation mit vollstdndiger
Pivotsuche. Wir haben bereits gesehen, dass sie es uns ermdoglicht, zu jeder gewiinschten
Genauigkeit €504 € Ry Teilmengen 7, und J; der Méchtigkeit k& zu konstruieren, die

”G - G|IX\7kG’Ekl><jkG‘Ik><]H2 < €aca

erfiillen (siehe Folgerung und die Fehlerdarstellung aus ) Leider erfordert das
Aufstellen der Matrix G so viele Rechenoperationen, dass dieser Ansatz fiir grofiere
Matrizen zu aufwendig ist.

Die Idee besteht darin, statt der Matrix G eine kleinere Matrix zu verwenden, die
aus der Interpolation der Kernfunktion entsteht: Wir wihlen einen zulédssigen Block

Ty

Yu

Abbildung 4.3: In Beispiel verwendete Geometrie
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4 Kreuzapproximation

b= (t,s), der die starke Zulédssigkeitsbedingung

max{diam(Q;), diam(Qs)} < ndist(Qy, Qs) (4.3)

erfiillt. Dann kénnen wir eine Approximation der Kernfunktion durch Interpolation in
beiden Variablen definieren:

966,y) = > 980 €Quu)Lair(x) Lo, uly)  firallex € Qp, y € Q5. (44)
veM peM

Aus Satz folgt fiir eine asymptotisch glatte Kernfunktion (vgl. Definition [3.10) die
Fehlerabschétzung

C(m) <c0n)m+1

—§ < —t [ — fiir all
‘g(X,y) g(X,y)’ = diSt(Qt,Qs)o— 4 ur alle X € Qt? y S Q87

wobei wieder zur Abkiirzung das Polynom

2d—1(m +o)!

C(m) = 4dCaS(m + 1) (m + 1)|

verwendet wird. Bei geeigneter Wahl von n und m kénnen wir dafiir sorgen, dass der
Interpolationsfehler eine Gleichung der Form

Hg - gHOQQtXQS < €int

erfiillt. Wir haben bereits gesehen, dass Interpolation zu einer Approximation des Rangs
(m + 1)¢ fithrt, und man kann sich iiberlegen, dass dieser Rang in vielen praktischen
Féllen deutlich héher als unbedingt nétig ist. Eine eingehende Analyse legt nahe, dass die
Kernfunktion g Eigenschaften besitzt, die es moglich machen sollten, sie durch niedrige-
ren Rang zu approximieren. Da die Kernfunktion bei der Interpolation nur in Gestalt der
Interpolationskoeffizienten auftritt, bietet es sich deshalb an, deren Matrix S € KM*M
gegeben durch

Svu = 9(QuvsEQan) fir allev e M, ue M,

genauer zu untersuchen. Diese Matrix besitzt zwar (m-+1)? Zeilen und Spalten, wird aber
in der Regel wesentlich kleiner als der zu approximierende Matrixblock sein. Deshalb ist
es moglich, sie durch eine Kreuzapproximation mit vollsténdiger Pivotsuche anzunéhern,
die dann nur eine zu k(m + 1)2¢ proportionale Anzahl von Rechenoperationen benétigt.

Wir gehen also davon aus, dass wir Indexmengen M,, M. C M der Méachtigkeit k£ so
gefunden haben, dass S|y, xas. regulér ist und

”S_S’MXMCS|_1 S‘MTXMHZ < €aca
My x M.
gilt. Wir bezeichnen den mittleren Faktor mit

~ a1
G =S|} s
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4.3 Hybride Kreuzapproximation

und ersetzen in der Gleichung (4.4) nun die exakten Koeffizienten durch die mittels der
Kreuzapproximation genédherten:

g(X’Y) = Z Z SVMEQt,l/(X)EQsHU«(y)

veM peM

~ > > (S GSlasxan)vn Ly (X)L, ()
veM peM

=3 33 > SusGaaSaulaur(¥) Lo, u(y)

veM peM aeM, BeEM,

=2 > G (Z SuﬁﬁQt,u(X)> > Saplouu(y) | = 3(x,).

aE€My BEM. veM neM

Eine genauere Untersuchung der letzten beiden Summen ergibt

> 8uL (%) = 9(6Qun £0u,8) L0 (X) & 9(X,£0..8),

veM veM
Z Sau'CQs,,u(Y) = Z g(th,avas,u)ﬁQs,u(Y) ~ g(th,ay}’)a
pneM neM

sie beschreiben also gerade Interpolanten der Kernfunktion. Wenn diese Interpolanten
die Kernfunktion gut approximieren, dann wird die Kernfunktion auch die Interpolanten
gut approximieren, also diirfen wir hoffen, dass

ixy) =Y > Gpag(x,£0,)9(501a:) fiir alle x € Q¢, ¥ € Qs
aEMr BGM{:

eine brauchbare Niherung der Kernfunktion g ist. Da #M, = #M, = k < (m + 1)¢
gilt, ist der Rang der resultierenden Rang-k-Darstellung jedenfalls nicht grofler als fiir
die zugrundeliegende Interpolation. In der Praxis zeigt sich allerdings, dass der Rang
h&ufig wesentlich geringer ist und dass bei gleicher Ordnung m eine wesentlich bessere
Genauigkeit als bei der Interpolation erreicht wird.

Es lisst sich leicht nachpriifen, dass

g(th,l/7€Qs,ﬂ) = g(th,V7€Q57H) fur alle v, p € M

gilt, also ist § ein Interpolant der approximativen Kernfunktion g.

Damit koénnen wir die Fehleranalyse der hybriden Kreuzapproximation auf die Ergeb-
nisse aus Satz zuriickfithren: ¢ ist ein Interpolant der Kernfunktion g, und Interpo-
lationsfehler asymptotisch glatter Kernfunktionen kénnen wir auf zuldssigen Gebieten
beherrschen. § und ¢ sind Interpolanten zu um €,., gestorten Interpolationspunkten, und
mit Hilfe der Stabilitdtsabschéitzung aus dem erwihnten Satz folgt daraus, dass sich die
Interpolanten nur um einen Faktor A%e,., unterscheiden kénnen. § ist ein Interpolant der
Kernfunktion g, und es lisst sich nachweisen, dass ¢ von g die asymptotische Glattheit
erbt, so dass sich auch hier der Interpolationsfehler steuern lésst.

Kurz gesagt: Wenn wir die Ordnung m und die Genauigkeit €,., der adaptiven
Kreuzapproximation geeignet wihlen, kénnen wir auch bei der hybriden Kreuzapproxi-
mation jede gewiinschte Genauigkeit erreichen.
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5 Norm- und Fehlerabschatzungen

Wir haben verschiedene Techniken kennen gelernt, mit denen sich in einem zuldssigen
Block eine Rang-k-Approximation einer Matrix konstruieren lisst, beispielsweise per
Interpolation oder Kreuzapproximation. Fiir die meisten dieser Verfahren (mit Aus-
nahme der adaptiven Kreuzapproximation mit partieller Pivotsuche) besteht auch die
Moglichkeit, den Approximationsfehler innerhalb des betreffenden Blocks abzuschétzen.

In der Praxis sind solche Abschétzungen des blockweisen Fehlers weniger von Interesse,
viel wichtiger sind Abschétzungen des Gesamtfehlers fiir die vollstéindige approximierte
Matrix.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Frage, wie sich globale Normen aus loka-
len zusammensetzen lassen und wie sich Normen hierarchischer Matrizen niherungsweise
berechnen lassen.

5.1 Frobenius-Norm

Eine besonders einfach handzuhabende Matrixnorm ist die Frobenius-Norm, die der eu-
klidischen Norm entspricht, wenn wir die Matrizen als Vektoren iiber Z x 7 interpretie-
ren. Zu beachten ist, dass sie sich von der von den euklidischen Normen auf K% und K7
induzierten Matrixnorm unterscheidet.

Definition 5.1 (Frobenius-Norm) Die Abbildung
1/2
|- llF s K — R, X | Y > x|,
€L jET
ist eine Norm auf dem Raum KI*J, die wir als die Frobenius-Norm bezeichnen. Wir

notieren die Frobenius-Norm einer Matriz X € KI*7 als ||X]|r.

Der entscheidende Vorteil der Frobenius-Norm besteht darin, dass sich die Frobenius-
Norm der Gesamtmatrix direkt aus den Frobenius-Normen der Teilmatrizen zusammen-
setzen lasst:

Lemma 5.2 (Globale Frobenius-Norm) Sei 7zx 7 ein Blockbaum mit Blattmenge
L1x. Dann gilt
1/2

IX|lF = Z HX|tXS||% fiir alle X € KT*Y
b:(tvs)eLIXJ

67



5 Norm- und Fehlerabschétzungen

Beweis. Aus Folgerung wissen wir, dass die Bewertungen der Bléatter des Block-
baums Tzx 7 eine disjunkte Partition der Menge Z x J bilden. Also gilt

IXIE =D 1x5P = > D> D xlP= > Xl

1€l jeJ b=(t,s)eLrx 7 ict JE8 b=(t,8)eLzx T

und das ist auch schon die gesuchte Gleichung. ]

Mit Hilfe dieses einfachen Lemmas lassen sich globale Fehlerabschétzungen einfach
gewinnen. Als Beispiel untersuchen wir den Fall einer Matrix, die aus der Auswertung
einer Kernfunktion

g:2xQ—->K, K e {R,C}
in Punkten (z;)iez und (y;)jes in  entsteht: G € KZ*7 ist definiert durch
Gij == g(xi, ;) firalleieZ, je J.
Um diese Matrix durch eine H-Matrix zu approximieren, wihlen wir Clusterbdume 77

und 77 sowie einen passenden zulédssigen Blockbaum 774 7. Fiir jedes zuléssige Blatt
b= (t,s) e L], 7 gehen wir davon aus, dass eine entartete Kernfunktion

k
a(x,y) = Zabw(a@)gb,y(y) fir alle z € Q, y € Qg
v=1

existiert, die die urspriingliche Kernfunktion hinreichend gut approximiert, also
19 = Gblloo,uxa, <€ fir alle b € £, ;

mit einem geeigneten e € R> erfiillt (vgl. (3.10) fiir die Abschétzung im Fall der Inter-
polation). Wie zuvor definieren wir die Approximation eines Matrixblocks G|;, ; durch

k
Gz’j = gb(a:i,yj) = Zab’y(l‘i) Bb’y(yj) = (AB*)W fir alle 7 € 7?, j €85
v=1 A" ~
=Apiv ::Bb’jy

und haben unsere H-Matrix-Approximation konstruiert.
Lemma 5.3 (Frobenius-Norm des Fehlers) Es gilt
1G5 = Glixsllr < (#0)/2(35)% fir alle b= (t,s) € L7, 7

und damit

IG — Gllr < (#I)'2(#T)?e.
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5.2 Spektralnorm

Beweis. Mit der Definition der Frobenius-Norm erhalten wir direkt
IG5 = Glixallz = DD 1Gi — Gl => > lg(wi,ys) — ol )|
ict JE€S it jE8

<ZZ (#1)(#5)€

ict jes

Mit Lemma [5.2] folgt daraus

IG-GlE= > lGlh:—Gluslb< > #DH#H (5.1)

b=(t,s)eLt b=(t,s)eLE

IxT IxXJ

Da nach Folgerung die Mengen # x § fiir (t,s) € L1x7 eine disjunkte Partition der
Menge Z x J bilden, erhalten wir

IG-GlE< > #H#FE=E D #(ix3)
b=(t, s)el:IXj b=(t, s)eczm

=# | Ix3<EHITXT)=EHD)HT).

b=(t,s )eLIXJ

Die gewiinschte Abschétzung folgt, indem wir die Wurzel aus beiden Seiten dieser Un-
gleichung ziehen. n

5.2 Spektralnorm

In vielen Anwendungen sind wir eher an induzierten Matrixnormen interessiert, weil sie
es uns ermoglichen, Aussagen iiber die ,, Wirkung® einer Matrix auf Vektoren zu treffen.
FEine der wichtigsten solchen Normen ist die Spektralnorm, die von der euklidischen Norm
induziert wird.

Definition 5.4 (Spektralnorm) Die Abbildung

Il s KT R, X sup { L0y w7 (03],

ist eine Norm auf dem Raum KZ*J | die wir als die Spektralnorm bezeichnen. Wir
notieren die Spektralnorm einer Matriz X € K7 als || X||2.

Die Spektralnorm ist mit der euklidischen Norm wertriglich, es gilt ndmlich
1Xyll2 < 1 X]l2]ly]l2 fiir alle X € K%Y, y e K7, (5.2)

falls also X der Fehler einer H-Matrix-Approximation ist, beschreibt ||X||2, wie sehr
Matrix-Vektor-Produkte mit der Approximation von solchen mit der urspriinglichen Ma-
trix abweichen.

69



5 Norm- und Fehlerabschétzungen

Die Abschitzung ldsst sich auf Produkte von Matrizen iibertragen: Indem wir (5.2)) in
die Definition der Spektralnorm einsetzen, erhalten wir

XYz < [IX]]2[Y]l2 fiir alle X € KI*7 | Y € K>k, (5.3)
In vielen Anwendungsfillen sind wir daran interessiert, ein lineares Gleichungssystem
Gx=Db

zu 16sen, miissen aber aus Griinden der Effizienz die Matrix durch eine Approximation
G ersetzen, so dass wir das gestorte System

Gx=b

16sen, das in der Regel eine andere Losung besitzen wird. Damit stellen sich uns zwei
Fragen: Falls G regulir ist, ist es dann auf G? Und falls ja, wie sehr unterscheiden sich
die exakte Losung x und die Niaherung X7

Offenbar hiangen die Antworten auf beide Fragen davon ab, wie ,nahe“ sich G und G
in einem geeigneten Sinn sind. Der naheliegende Ansatz, einfach |G — é”z als Ausgangs-
punkt zu verwenden, ist wenig elegant, denn er beriicksichtigt nicht, dass die Matrix G
unterschiedliche Vektoren sehr unterschiedlich beeinflussen kann. Geschickter ist es, die
Grofle B B

IGTHG -~ G)|2 = I~ G™'Gl|2

zu untersuchen. Wir verwenden dazu die Neumannsche Reihe:

Lemma 5.5 (Neumannsche Reihe) Sei X € KZ*Z mit | X||2 < 1 gegeben. Dann ist

I — X regquldr und es gilt
1

II=X) "o € —— - (5.4)
1 —[IX][2
Beweis. Wir untersuchen die Matrizen
Y™ .= ZXk fiir alle m € Ny.
k=0

Durch Kombination der Abschétzung (5.3) mit der geometrischen Summenformel erhal-

ten wir . . .
1 Xy 1
IX*l2 <> X5 = < ,
2 21Xl = =X, < T

also ist die Neumannsche Reihe

oo
— i (m) _ k
Y = lim Y = d X (5.5)
k=0
absolut summierbar, damit insbesondere auch summierbar, und erfiillt
1

Y2 < —=7
1—[[X]l2
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5.2 Spektralnorm

Nun ist zu zeigen, dass Y die Inverse der Matrix I — X ist. Dazu untersuchen wir

m+1

(I—X)Y™ :}j ZX’“*‘1 §:Xk dOXF=1-X" (5.6)
k=1

k=0
Wieder mit (5.3) erhalten wir

lim [|X™H |, < mnHXWm4_o

m— 00

also folgt (I—X)Y =1, indem wir in (5.6)) zu dem Grenzwert fiir m — oo iibergehen. m

Die Neumannsche Reihe wird nicht nur fiir theoretische Untersuchungen ein-
gesetzt, sondern kann auch verwendet werden, um Losungsverfahren fiir lineare Glei-
chungssysteme zu entwickeln.

Wir sind allerdings zunéchst daran interessiert, mit ihrer Hilfe eine Aussage iiber die
Losbarkeit gestorter Gleichungssysteme herzuleiten:

Folgerung 5.6 (Gestortes Gleichungssystem) Seien G, G € KT gegeben. Sei G
requldr und gelte B
IGHG - G)|2< 1.

Dann ist auch G regulir und fir jedes b € KZ \ {0} erfiillen die Lisungen x,x € K
der Gleichungssysteme
die Abschitzung N
Ix=%[2 . [G"HG =G|
Ixll2 = 1 - 1G-HG — Gl|2)

Beweis. Wir wenden Lemma [5.5] auf
X:=G(G-G)=I-G'G
an und erhalten die Aussage, dass
I-X=G"'G
regulér ist, also muss auch G regulédr sein. Es folgt
x—-X=G1Gx-x=-(I-G'G)x=-Xx=-XG 'Gx=-X(I-X) 'x,

so dass wir mit (5.3) und (5.4) die Abschitzung
_ _ H\b
I — x[l2 < [ X[l2[(T=X)Hl2]lx]]2 < [P
— [IX]2

erhalten, aus der unser Ergebnis folgt. [
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5 Norm- und Fehlerabschétzungen

Die fiir diese Aussage relevante Grofle konnen wir mit ([5.3) nach oben abschétzen, um

G~ Gl

- ~ G-G
GG = Gl < G126~ Gl < G Gl S feo

= /{2(G) HGH2 )

zu erhalten. Sie kann also beschrinkt werden durch das Produkt aus der Konditionszahl
des ungestorten Gleichungssystems und dem relativen Fehler der Matrix.

Um Aussagen dariiber treffen zu kénnen, wie gut die Lésung des approximierten Glei-
chungssystems die exakte Losung annihert, bendtigen wir also eine Abschitzung der
Spektralnorm.

Lemma 5.7 (Darstellung per Skalarprodukt) Sei X € KZ*7. Dann gilt

(v, Xz)o|

1X]l2 = sup {
Iy Talalz

.y e KT\ {0}, ZEKJ\{O}}.

Beweis. Fiir alle y € K2\ {0} und z € K7 \ {0} folgt aus der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

[y, Xaz| _ llyllalXezl> _ iyl X alzl2
Iyllzls = Tylalizle = lylalals

Umgekehrt kénnen wir fiir jeden Vektor z € K mit Xz # 0 auch y := Xz setzen und
erhalten

= [IXll2-

(v, Xz)2| _ |[(X2, Xz)s| IXzl3 [ Xzl

Iylzlzlla — llyll2lXzllzs |zl Xzls =]z

also folgt auch

X X
sup{Ky’ el y e kT\(0), ze KT\ {0}} > sup{| e {0}},
[y ll2llzll2 ]2
und damit die gesuchte Gleichung. [

Die etwa in Folgerung benétigte Abschétzung der Spektralnorm l&dsst sich beson-
ders einfach auf dem Umweg iiber die bereits diskutierte Frobeniusnorm gewinnen:

Lemma 5.8 (Spektral- und Frobeniusnorm) FEs gilt
X2 < [IX]lr < VH#TIX]l2 fir alle X € K<,

Beweis. Sei X € KT*J . Wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an, um fiir Vek-
toren y € KZ und z € K7 die Abschiitzung

1/2 1/2

[y, Xz)o| = DD 0 Xz | < [ DD 1X41 SNyl 1z

i€ jeT i€ jeJ i€ jeJ

= [IXl[rllyll2llz[l2
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5.2 Spektralnorm

zu erhalten. Aus Lemma [5.7) folgt die erste Abschétzung [|X||2 < ||X||f.
Zum Nachweis der zweiten Abschétzung definieren wir die kanonischen Einheitsvek-
toren e/ € K7 durch

(1 fals =k
j { aEI= fiir alle j,k € J

e ==
0 ansonsten

und stellen fest, dass

XT3 = [(Xe/)il* =)

€T i€l

2

= 1x/?

1€T

Z szei

keJ

und damit auch
IX[F =YY X7 =D IXe[3 < D IX[31e]15 = (#IXI3
JEJT i€l JjeT JjET
gilt. Damit ist die gewiinschte Norméquivalenz bewiesen. [

Indem wir Lemmal[5.8 mit Lemmal[5.2 kombinieren, kénnen wir eine Fehlerabschétzung
in der Spektralnorm konstruieren, falls uns blockweise Abschétzungen in der Frobenius-
norm zur Verfiigung stehen. Handlicher wire es natiirlich, wenn wir ausschliellich mit
Abschatzungen der Spektralnorm arbeiten konnten. Als ersten Versuch beweisen wir die
folgende Variante des Lemmas 5.8

Lemma 5.9 (Globale Spektralnorm) Sei Tz« 7 ein Blockbaum, und seien L1y 7 sei-
ne Bldtter. Dann gilt
1/2
I1X[l2 < Yo Xl fiir alle X € KP*7.

b:(t,s)GEIX 7

Beweis. Wir verwenden wieder Lemma Seien y € K und z € K7 gegeben. Dank
Folgerung gilt

(v, Xz)o| = D> GiXigz| = | > DD uiXiz

i€l jeJ b=(t,s)€ELzx g ict €T

= o Wle Xzl < DY lylillal X2zl

b:(tvs)GLIXJ b:(tvs)eﬁlxj

Auf diese Summe wenden wir wieder die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an, um
1/2 1/2

[y, Xz)2| < Yo Xl Yo Iylil3lels)3

b:(t75)€£IXJ b:(t7S)G£IX‘]
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5 Norm- und Fehlerabschétzungen

zu erhalten. Der erste Faktor ist bereits der gewiinschte, zur Abschitzung des zweiten
verwenden wir erneut Folgerung die

Yoo IaBlzlslz = >0 DD il =)0 Y izl = yliElzl3

b=(t,8)ELrx 7 b=(t,s)eLrx 7 ict JE8 €T jeTJ

impliziert. Insgesamt erhalten wir

1/2
[(y, Xz)2| < > Xl 1y ll21zll2,
b:(t,S)EEIXJ
und aus Lemma, [5.7] folgt die gesuchte Abschitzung. [ ]

Diese Abschéitzung der Spektralnorm ist zwar relativ handlich, aber auch hiufig sehr
pessimistisch: Wiirden wir beispielsweise die Einheitsmatrix aus K™*™ als Blockmatrix
mit n x n einelementigen Teilmatrizen behandeln und Lemma [5.9] anwenden, erhielten
wir eine Abschéitzung der Form 1 = ||I||2 < /n, die offenbar den korrekten Wert deutlich
iiberschétzt.

Ein modifizierter Ansatz zur Abschéitzung der Spektralnorm findet sich in der grundle-
genden Arbeit [17]: Falls der Blockbaum schwachbesetzt ist (vgl. Definition[2.24)), kénnen
wir die Summe iiber alle Blétter durch ein geeignetes Maximum ersetzen und damit
héufig wesentlich bessere obere Schranken finden.

Satz 5.10 (Globale Spektralnorm) Sei X € KZ*7. Sei Tz« 7 ein Csp-schwachbe-
setzter Blockbaum mit Blattmenge L1y . Sei p seine Tiefe, und sei (€7)}_, eine Familie
in R>q, fir die

/2 1/2

”X’fx 3 H 2 < 6level(iﬁ) 6level(s)

fiir alle b= (t,s) € L1x7
gilt. Dann folgt

p
||XH2 < CSp Z €r.
(=0

Beweis. Aus Lemma folgt, dass fiir jeden Block b = (t,s) € Tzx s die Bezichungen
level(t) < level(b), level(s) < level(b)

gelten, also sind Voraussetzung und Abschitzung zumindest wohldefiniert.

Fiir den Beweis verwenden wir erneut Lemma Wir fixieren y € KZ und z € K7
und erhalten mit Hilfe von Folgerung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der
Submultiplikativitdt der Spektralnorm &hnlich wie im vorigen Lemma die Abschétzung

[y, Xz)ol < > X sllllylill2llzlsl2-
b:(t78)€£IXJ
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5.2 Spektralnorm

An dieser Stelle kénnen wir nun unsere Voraussetzung anwenden, um

1/2
(v, Xzl < D el Iylilloein o zlsls
b:(t75)€£1><.7
zu erhalten. Eine Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf diese Summe ergibt

1/2 1/2

’<Y7XZ>2’ < Z €level(t HY‘ HZ Z 6level(s)”z‘§”3 ) (57)

b:(t,s)GﬁIXJ b:(t,s)EﬁzXJ

und da beide Faktoren &hnlich sind, beschrinken wir uns darauf, den ersten zu analy-
sieren. Da Tz« 7 Csp-schwachbesetzt ist, finden wir

Yo awa@lYE =D D evanlylill3 < Cop D evarnlvlil3-

b=(t,s)ELIx 7T teTz s€row(t) teTr

Wir zerlegen den Clusterbaum 77 in seine einzelnen Stufen und erhalten dank Lem-
ma [2.19 die Abschétzung

Z 61evel

< CSP Z €level(t Hy‘ H2 - Sp ZGE Z HY‘ HQ

b=(t,s)ELTx T teTr . telg% ;
eve
I VN Cspzeez il
(=0 teTr et = 1€T
level(¢t)=¢
Pz p
= Copllyll3 Y e < Collyl3D e,
£=0 £=0

wobei wir mit pr < p wieder die Tiefe des Clusterbaums 77 bezeichnen. Mit der zweiten
Summe in (5.7)) konnen wir dhnlich verfahren und erhalten

p

|y, Xz)2| < Copllyllzzll2 Y e,
=0

so dass mit Lemma [5.7] die gewiinschte Aussage folgt. ]

Falls wir beispielsweise den Fehler in jedem Block durch € € Rs g beschrinken kénnen,
folgt aus dieser Abschétzung bereits die Schranke Cyp(p + 1)e fiir den Gesamtfehler.

Um diese Normabschitzung mit der aus Lemma vergleichen zu konnen, bietet es
sich an, eine etwas eingeschriankte Variante zu untersuchen:

Folgerung 5.11 (Globale Spektralnorm) Sei der Blockbaum Cgp,-schwachbesetzt so-
wie stufentreu, es gelte also

level(b) = level(t) = level(s) fir alle b= (t,s) € Trx7-
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5 Norm- und Fehlerabschétzungen
Sei p die Tiefe dieses Baums. Dann folgt

p
X2 < Cop Y max{|[ Xz, 5ll2 : b= (t,5) € Lzxg, level(b) = £} fiir alle X € KP*7.
=0

Beweis. Wir definieren
e = max{||X|; . : b= (t,s) € Lzx7, level(b) = (} fiir alle ¢ € {0, ...,p}

und wenden Satz [5.10] an. ™

5.3 Anwendung auf Integraloperatoren

Die bisher diskutierten Abschéitzungen verhalten sich ungiinstig, wenn die Anzahl der
Unbekannten wéchst: Etwa in Lemmal5.3|gehen #Z und #7 in die Abschétzung ein und
fithren dazu, dass die Norm um so grofler wird, je mehr Unbekannte vorliegen, obwohl
die zugrundeliegende Approximation der Kernfunktion dieselbe bleibt.

Fiir eine wichtige Klasse von Problemen ldsst sich dieser Effekt ausgleichen: Bei Ma-
trizen, die aus der Diskretisierung eines Integraloperators entstehen, treten zusétzliche
Faktoren auf, die bei einer Erhchung der Anzahl der Unbekannten die Gewichtung des
Fehlers giinstig beeinflussen und so zu besseren Abschéitzungen als den bisher diskutier-
ten fiithren.

Als Modellbeispiel untersuchen wir die Galerkin-Diskretisierung eines Integralopera-
tors (vgl. etwa [22, 31} 32]) der Form

S[ul(x) = /Q o(, y)uly) dy,

wobei § ein Teilgebiet oder eine Teilmannigfaltigkeit des d-dimensionalen Raums R¢, ¢
eine Kernfunktion und u eine Funktion aus einem geeigneten Raum V C L?(Q), fiir die
das Integral in einem geeigneten Sinne existiert (Details finden sich in den erwihnten
Biichern).

Fiir die Galerkin-Diskretisierung wihlen wir eine Familie (g;);ez von linear un-
abhingigen Funktionen aus V), also eine Basis eines Unterraums von V. Das diskrete
Gegenstiick dieses Operators ist die Matrix G € KZ*Z, die durch

Gij = / @i(z) / 9(z,y)pi(y) dy dz fir alled,j € Z (5.8)
Q Q

definiert ist. In der Praxis wihlt man die Basis (¢;);ez hdufig so, dass die Triger der
Basisfunktionen, also die durch

supp ;== {z € Q : p;i(z) # 0} fir allei € 7
definierten Teilmengen von €, relativ klein sind. Wir kiirzen sie mit

Q; := supp p; fur allei € 7
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5.3 Anwendung auf Integraloperatoren

ab. Da der Integrand auflerhalb dieser Gebiete verschwindet, erhalten wir die alternative
Darstellung

G = [ @) [ ooty
Q Q;
die uns an die bisher untersuchten Punktauswertungen erinnert: Statt die Kernfunktion
in Punkten auszuwerten bilden wir bei der Galerkin-Diskretisierung Mittelwerte iiber
kleine Teilgebiete.

Die bisher verwendeten Approximationstechniken iibertragen sich direkt auf diesen
Fall: Wir wahlen fiir jedes i € Z einen ,,charakteristischen Punkt“ x; € £; und konstru-
ieren den Clusterbaum 77 so wie bisher (vgl. Abbildungen und . Wir fithren die
Mengen

Q= fiir alle t € Tz
i€t
ein und konstruieren die {iberdeckenden Quader (Q¢)tc7; so, dass sie

Q; C Qt fir alle t € 77

erfiillen. Mit Hilfe der {iblichen Zuléssigkeitsbedingungen, etwa oder , konnen
wir basierend auf diesen Quadern einen zulédssigen Blockbaum 77«7 konstruieren.

Falls nun b = (t,s) € Lzxz ein zulédssiges Blatt dieses Baums ist, kénnen wir wie
bisher eine Approximation

k
Gz, y) = ap,(2)boy(y) fiir alle z € Qy, y € Q, (5.9)
v=1

der Kernfunktion konstruieren und erhalten fiir i € £ und j € § die Niherung

Gij =/le w(w)/ 9(z,y)p;(y) dy d

J

~ [ et [ o) dyds

i J
k —
=> / ap, (2)i(z) dz / by, (y) 5 (y) dy.
v=1"%% Q;
Indem wir Ay € Kk und B, € K**F durch
Ap iy = / ap,(x)pi(x) dz fiir alle i € £, v € {1,...,k},
Q;
By, = / by, (v)2i(y) dy fir alle j € 5, ve{l,...,k}

J

definieren erhalten wir daraus die Rang-k-Approximation

G|f><§ = AbBZ'
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5 Norm- und Fehlerabschétzungen

Die Konstruktion ist also der sehr dhnlich, die wir bisher fiir Punktauswertungen ken-
nengelernt haben. Aus diesen Teilmatrizen kénnen wir in der {iblichen Weise eine H-
Matrix-Approximation G € KZ*Z konstruieren, indem wir

fir alle b = (t,s) € L1z

- A,B; falls b zuldssig,
G’£X§ - G
\ ixs ansonsten

setzen und Folgerung verwenden.
Bei der Fehleranalyse ergeben sich allerdings subtile Unterschiede: Wir fithren fiir jedes
t € Tz den Koeffizientenisomorphismus

\Ilt:Kf—H}, uHZulapl,

ein und bezeichnen mit ¥ den zu der Wurzel r € Tz gehérenden Isomorphismus ¥,.. Fiir
beliebige t, s € 77 und v € K sowie u € K*® gilt die Gleichung

(v, Gu)gy —ZZW ijUj

iet JE3
= ZZ/ UZSOZ / X y)“j%‘(y) dydx
i€t JjES
- [ Zwe@) [ st | S uwein) | dyda
ict jEs

— [ W@ [ gt y)v.lulty) dyda, (5.10)
Q Q

also konnen wir Skalarprodukte mit der Matrix G auf Doppelintegrale zuriickfiithren.
Um aus dieser Eigenschaft Fehlerabschitzungen gewinnen zu kénnen, benGtigen wir
eine Stabilitdtskonstante fiir die Operatoren W;.

Lemma 5.12 (Massematrix) Wir definieren durch

M;; = /ngi(a:)goj(a;) dx fir allei,j €T
die Massematrix M € KZ*Z und bezeichnen mit Cy, := |[M||o ihre Spektralnorm. Dann
gilt
19 [u]l| 2 < C2|[ul2 fir allet € Tz, u € K.

Beweis. Sei t € Tz, und sei u € K. Dann gilt

wm@=4ww> M—ZZ/M%%MWM

i€t jEt
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5.3 Anwendung auf Integraloperatoren

=2 D @M = u, Ml )y < ual| M, gull>.
iet jet
Wir definieren 4 € KZ durch tf; = u und u|7,; = 0 und erhalten

Mg, pulle = Mg, zullz < [[Mully < Crel[ullz = Cre[[ullz,

und daraus folgt [|W¢[u]||?, < Crel|ul|3, also die gewiinschte Abschétzung. ]

Indem wir dieses Resultat mit (5.10)) kombinieren kénnen wir eine obere obere Schran-
ke fiir den blockweisen Fehler in der Spektralnorm erhalten, die statt #¢ und #3§ die

Mafse
|| ::/ 1dz, || ::/ 1dy
Qy Qs

enthilt, und diese Gréflen sind unabhingig von der Anzahl der Unbekannten.

Lemma 5.13 (Blockweiser Fehler) Sei b = (t,s) € L7, ; ein zulissiges Blatt des
Blockbaums Tzxg. Sei € € R>q mit

’g(X’Y) - gb(X7Y)| < €& f’l“” alle x € Qt7 y € QS

gegeben. Dann gilt
IG5 — AuBill2 < Crel Q% (] %6,

Beweis. Wir Verwendell wieder Lemma Seien v € Kf und u € K? fixiert. Indem wir
1) auf Gl;, . und G|;, ; = ApB; anwenden, erhalten wir

(v, (G — G) | sw)2| = [(v, Gliysu)2 — (v, AyBju)s|

/Qt U, [v](z) /QS gz, y)U,[u](y) dy da

_/ \Ilt[v](x)/ gb@j?y)\ys[u](y) dy dx
N Q,

/ T,0)(@) / (9(2, ) — vl ) Wslul () dy de
Q¢

<o [ wp |daz/w y)| dy.

Hier treten nun die L'-Normen der Funktionen W,;[v] und ¥[u] auf, die wir mit Hilfe der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung (diesmal fiir Integrale) auf die L?-Normen zuriickfiihren
konnen, die sich mit Lemma abschétzen lassen:

o W [v] ()] da = /Qt 1|0 o) (2)| do < (/Qt lda:)m( ) Wt[v](w)'de)l/Z
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5 Norm- und Fehlerabschétzungen

1/2
= (2 fo] 12 < O[] 0]|2,

Insgesamt erhalten wir so

(v, (G = G)lpsw2| < Crel| 2|26 v 2] [ull2,
und mit Lemma [5.7] folgt die gewiinschte Ungleichung. [ ]

Wenn wir diese blockweisen Fehlerabschitzungen mit Hilfe des Lemmas zu
Abschéitzungen der gesamten Matrix zusammensetzen wollen, miissen wir untersuchen,
wie sich die Mafle |Q;] und || aufaddieren. Entscheidend dafiir ist, wie oft einzelne
Punkte in den Triagern von Basisfunktionen auftreten.

Definition 5.14 (Uberlappende Triiger) Sei C,, € N. Die Familie (;);cz der Ba-
sisfunktionen nennen wir Cgy-iiberlappend, falls

#{ie€Z : xesuppp;} < Cu fiir alle z € Q

gilt, falls also jeder Punkt x € Q0 in den Trdgern von hdchstens Co, Basisfunktionen
vorkommd.

Mit Hilfe der Konstanten C, kénnen wir die gesuchte Abschitzung beweisen:
Lemma 5.15 (Uberlappende Triger) Sei (¢;)icz Coy-tiberlappend. Dann gelten
D1l < Col, >l < cleP.
i€l b=(t,s)eLrx g
Beweis. Wir definieren die Abbildungen

Xi:Q—>R,

1 falls x € ;,
X
0 ansonsten

und stellen fest, dass
in(x):{ielz x € Qi} < Co fiir alle x €
1€L
gilt, so dass wir
Z |Q4] = Z/ ldx = Z/ Xi(x)dx = / in(x) dx < / Cov dx = Coy|9|
i€T ieT /S ieT /9 Qe 02
erhalten. Aus
) = |J| <D 19
ict i€t
und Folgerung ergibt sich die zweite Abschéitzung. [

Aus der Kombination der Lemmas und ergibt sich eine Fehler-
abschitzung, die nicht mehr von der Anzahl der Unbekannten abhingt:
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Lemma 5.16 (Globale Spektralnorm) Sei (y;)icz Cov-tiberlappend und gelte

lg(x,y) — gp(x,y)] <€ fir alle b= (t,s) € E;XJ, XEQ: yE Qs

Dann folgt B
IIG — Gll2 < CtCoy|Qe.

Beweis. Fiir jedes zuldssige Blatt b = (¢,s) € E;XJ erhalten wir mit Lemma die
Abschétzung N
1Glixs = Glixsllz < Crol€l /(0] /?e.

Fiir unzuléssige Blétter gilt diese Abschiatzung ohnehin, da bei ihnen keine Approxima-
tion stattfindet. Also kénnen wir Lemma [5.9] anwenden, um

1/2 1/2

IG -Gl < Y. CRIu IR €| = Cre Yo Il

b:(t,s)EEIXJ b=(t,5)€£1xj

zu erhalten. Dank Lemma liisst sich die Summe durch C2 |Q2|? abschitzen, um das
gewiinschte Resultat zu erreichen. [

Auf den ersten Blick ist diese Fehlerabschitzung sehr befriedigend: Aufler € treten nur
Konstanten auf, und € ldsst sich durch Wahl einer hinreichend guten Approximation der
Kernfunktion beliebig reduzieren.

Auf den zweiten Blick entdeckt man eine versteckte Abhéngigkeit: Wenn wir g mit Hil-
fe einer Tensor-Interpolation approximieren, erhalten wir die Fehlerabschitzung
der Form

) C(m) COTI m+1
[e— < Tict(O). O \o 4 .
19 = Gblloc.@ixq. < dist(Q¢, Qs)° ( 4 )

Aus der Zulidssigkeitsbedingung (4.3)) folgt

dlam(Qt> dlam(Qs) < 772 diStz(Qt, Qs)y \/dlam(Qtn) dlam(Qs) S diSt(Qt, QS)
und somit
i _ O(m)na @ m+1
lg = Gblloc,@ux@. < €6 := diam(Q;)7/2 diam(Q,)7/2 ( 4 >

Die Interpolation wird auf kleinen Blocken also einen gréfleren Fehler als auf grofien
aufweisen.

Gliicklicherweise haben wir in Lemma Faktoren erhalten, die diesem un-
erwiinschten Effekt entgegenwirken: Es gilt

|Gliys — ApBill2 < Crol|"21Q]%e,

o192 N1 N peomym
< CreC(m)n (dmm(@ﬂ") <dlaIn(Qs)"> (T> ’
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5 Norm- und Fehlerabschétzungen

wir diirfen also darauf hoffen, dass bei kleinen Clustern ¢ das Maf |Q;] so klein wird,
dass es den von der Singularitét der Kernfunktion verursachten Faktor diam(Q:)™7
ausgleichen kann. Fiir geeignete Geometrien und nicht zu starke Singularititen ist das
tatsdchlich der Fall, und dank Satz koénnen wir schlieflich fiir typische Anwendungen
eine Abschitzung der Form

~ ~ CT] m+1
IG = G2 < Cm) (£7)

oder wenigstens der Form

G - Gl < Eem)p+1) (1)

mit einem nur von m abhéngenden Polynom C und der Tiefe p des Blockbaums erhalten.

Damit ist das Ziel erreicht: Keine oder nur eine schwache Abhéngigkeit von der Grofie
der Matrix, und exponentielle Konvergenz des Fehlers in Abhéngigkeit von m, so dass
sich theoretisch jede gewiinschte Genauigkeit erreichen lésst. Praktisch sind wir natiirlich
durch die Menge des zur Verfiigung stehenden Speichers beschrankt.

Fiir schwache Singularitdtsordnungen ldsst sich eine noch bessere Abschéitzung kon-
struieren, wenn wir die Interpolationsordnung abhingig von der Grofie des Clusters
wéhlen. Bei diesen Verfahren variabler Ordnung [30, 12, 13| verwendet man eine hohe
Ordnung auf grofien Blocken und eine niedrige auf kleinen. Dadurch ldsst sich erreichen,
dass der Fehler kleiner wird, wenn die Anzahl der Unbekannten wéchst. Da es in der
Regel nur wenige grofle Blocke gibt, ldsst sich der Rechenaufwand bei diesem Ansatz
wesentlich besser als bei einer konstanten Ordnung beherrschen.
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6 Matrix-Arithmetik

In vielen Anwendungen treten Matrizen auf, die nicht explizit beschrieben sind. Bei-
spielsweise ist die Inverse X einer Matrix G durch die Gleichung GX = I definiert, und
uns stehen die einzelnen Koeffizienten X;; nicht unmittelbar zur Verfiigung.

Um derartige implizit beschriebenen Matrizen behandeln zu kénnen, miissen wir des-
halb auf andere als die bisher beschriebenen Techniken zuriickgreifen. Gliicklicherweise
lassen sich wichtige Berechnungen wie

die der Inversen X = G~! einer Matrix,

die ihrer LR-Zerlegung LR = G,

die der Exponentialfunktion X = exp(G) oder
e das Losen von Matrixgleichungen AX + XB = C

auf zwei grundlegende Operationen zuriickfithren, ndmlich auf die Addition und Multi-
plikation von Matrizen.

Unser Ziel ist es also, Summen und Produkte hierarchischer Matrizen effizient zu
approximieren. Indem wir die spezielle Struktur dieser Matrizen ausnutzen, kénnen wir
in vielen Féllen sogar erreichen, dass die Anzahl der erforderlichen Rechenoperationen
sich proportional zu nlog®n verhélt, wobei n die Matrixdimension und « ein (in der
Regel kleiner) Exponent ist.

6.1 Auswertung

Eine der grundlegenden Operationen, die wir mit einer Matrix X durchfiihren kénnen,
ist die Multiplikation mit einem Vektor y, also die Berechnung von Xy. In der Praxis
tritt diese Berechnung héufig in Form der Operation

z < z + aXy (6.1)

auf, es wird also das Produkt mit einem zusétzlichen Faktor o € K zu einem gege-
benen Vektor z hinzuaddiert, und der Wert dieses Vektors wird mit dem FKErgebnis
iiberschrieben. Derartige Operationen bilden die Grundlage vieler Anwendungen, bei-
spielsweise ldsst sich mit Hilfe der sogenannten Krylow- Verfahren das Losen eines linea-
ren Gleichungssystems auf eine Folge von Matrix-Vektor-Multiplikationen zuriickfithren
(vgl. [21), 29])

Im Falle einer hierarchischen Matrix kénnen wir wieder einmal auf Folgerung
zuriickgreifen, um zu folgern, dass wir die Operation auf verwandte Operationen
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6 Matrix-Arithmetik

fiir die Blétter des Blockbaums zuriickfithren kénnen: Wenn wir in einer beliebigen Rei-
henfolge die Operationen

V4

i<zl + aXp .y

5 fiir alle b = (t,s) € Lzx 7

durchfiihren, erhalten wir dasselbe Endergebnis.
Fiir zuléissige Blatter b = (t,s) € E;X 7 verwenden wir die Rang-k-Darstellung

X‘Ex§ = A,By,
indem wir lediglich

S’\<_aB?)<y|§’ Z‘f<_z

g+Ab§

berechnen und so nicht mehr als 2k(#t 4+ #5) Rechenoperationen bendtigen: k(2(#5) —
1) Operationen fiir die Berechnung von Bjy|s;, k& Operationen fiir dessen Skalierung,
#1(2k — 1) Operationen fiir die Berechnung von A,y und #f fiir die Addition zu dem
Ergebnisvektor.

procedure eval_h(«, b, X, y, var z);
(t,s) < b;
ifbe /J}Xj then
y < aBy,yls ozl <zl + Axpy
else if b € L7, ; then
z|p = 2lp + aX|py
else
for b’ € sons(b) do
eval h(a, V', X, y, z)
end for
end if

s

Abbildung 6.1: Auswertung einer H-Matrix: z + z + aXy

Da die Auswertung der Matrix auch als Bestandteil vieler weiterer Algorithmen auf-
tritt, in denen sie hiufig auf Teilmatrizen angewandt wird, organisieren wir sie als den
in Abbildung dargestellten rekursiven Algorithmus.

Unter bestimmten Bedingungen kann es auch niitzlich sein, die Adjungierte einer
hierarchischen Matrix auswerten zu konnen, ohne diese Adjungierte zuvor explizit als
hierarchische Matrix konstruieren zu miissen. Wir interessieren uns also fiir die Operation

z + z + aX"y,
die sich in der bereits zuvor diskutierten Weise in die blockweisen Teiloperationen

Z

s zls +aX[f .y

: fir alle b = (t,8) € Lzx7
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6.1 Auswertung

procedure adjeval_h(c, b, X, y, var z);
(t,s) < b;
ifbe L’}XJ then

y < aA% vl zls < zls + Bxpy
else if b € L7, ; then

zls < z[s +aX[} yl;
else

for b’ € sons(b) do

adjeval h(a, V', X, y, 2)

end for

end if

Abbildung 6.2: Auswertung der Adjungierten einer H-Matrix: z < z + aX*y

zerlegen ldsst. In zuldssigen Blittern b = (t,s) € Lzxy konnen wir die Rang-k-
Darstellung

X5 .= (ApB;)" = ByA;

tx3

verwenden, um die Auswertung durch Verwendung der effizienten Form
y < aAyyl;, z|s < z|s + Byy

zu beschleunigen. Dadurch fallen auch hier nicht mehr als 2k(#f + #35) Rechenoperatio-
nen an.

Auch in diesem Fall ist es eine gute Idee, die einzelnen Blocke des Blockbaums 774 7
rekursiv zu durchlaufen, um elegant auch mit Teilmatrizen der Matrix X arbeiten zu
konnen. Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung zusammengefasst.

Natiirlich sind wir daran interessiert, zu wissen, wie schnell die Auswertung einer
hierarchischen Matrix oder ihrer Adjungierten durchgefiihrt werden kann:

Lemma 6.1 (Aufwand Auswertung) Sei X in H-Matriz-Darstellung mit lokalem
Rang k, einem Cgp-schwachbesetzten zuldssigen Blockbaum Tzxg der Tiefe p zu Clu-
sterbdumen Tz und T; mit Auflosungen rz und ry gegeben. Dann bendtigen die in
Abbildungen und dargestellten Algorithmen, aufgerufen mit by = (to, s0) € Trx7,
nicht mehr als

2Csp (p + 1 — level(by)) max{k, 7z, 77 }(F#to + #50)

Rechenoperationen. Die Auswertung der gesamten Matriz X oder ihrer Adjungierten
durch Anwendung dieser Algorithmen auf die Wurzel des Baums Tzx 7 bendtigt nicht
mehr als

2Csp(p + 1) max{k,rz, g }(#L + #J)

Rechenoperationen.
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6 Matrix-Arithmetik

Beweis. Sei b € L1x 7. Falls b zuléssig ist, fallen — wie bereits gesehen — nicht mehr als

2k (#E + #3)

Rechenoperationen an.

Falls b unzuliissig ist, sind es (#¢)(2#3 — 1) Rechenoperationen fiir die Berechnung
von X|;, .y|s und #t Operationen fiir die Addition. Die Multiplikation mit a kénnen
wir entweder in y oder in z durchfithren, so dass sie mit min{#, #5} Operationen zu
Buche schliagt, insgesamt kommen wir also auf

2(##0) (#5) + min{#t, 5}

Operationen. Da 77« 7 ein zuldssiger Blockbaum ist, muss ¢ oder s ein Blatt sein. Im
ersten Fall schitzen wir den ersten Summanden durch 2rz#3 ab und den zweiten durch
#t, so dass sich

27"1#§ + #f S 27’1’(#£ + #@)

ergibt, im zweiten Fall schitzen wir den ersten Summanden durch 27 j#f und den zweiten
durch #s35 ab, so dass wir

or 7 H#t + #5 < 2r 7 (F#E + #5)

erhalten. Als Schranke fiir den Gesamtaufwand erhalten wir so

2max{k,rz,r7} Z H#Ht + #38.

b=(t,s)€sons* (bo)

Nun kénnen wir Lemma [2.28 anwenden, um die Anzahl der Rechenoperationen durch
Csp(p + 1 — level(bp)) max{k, rz, 77} (# + #3)

abzuschéitzen, und das ist das angestrebte Ziel. [

6.2 Kiirzen auf niedrigen Rang

In der Regel werden bei der Durchfithrung arithmetischer Operationen Matrizen hohen
Rangs entstehen: Wenn wir zwei Rang-k-Approximationen addieren erhalten wir im
Allgemeinen eine Rang-2k-Matrix, selbst wenn die Summe sich eigentlich auch durch
Rang k approximieren liee. Unser erstes Ziel sollte also darin bestehen, Verfahren zur
systematischen Berechnung von Approximationen niedrigen Ranges zu entwickeln.

Im Prinzip kénnte man dafiir die Kreuzapproximation (vgl. Kapitel verwenden.
Allerdings beruht sie auf einer Dreieckszerlegung der betreffenden Matrix, und es ist be-
kannt, dass derartige Zerlegungen bei schlecht konditionierten Problemen zu schlechten
numerischen Eigenschaften fithren kénnen.

Numerisch stabiler sind orthogonale Transformationen: Es ist moglich eine beliebige
Matrix mit derartigen Transformationen numerisch stabil auf Diagonalgestalt zu trans-
formieren, und die so definierte Singuldrwertzerlegung bietet alle Informationen, die wir
fiir die Konstruktion von Approximationen bendtigen.
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6.2 Kiirzen auf niedrigen Rang

Definition 6.2 (Singuldrwertzerlegung) Sei X € K"*™ eine beliebige Matriz, und
sei p < min{n,m} ihr Rang, also die Dimension ihres Bilds.

Falls U € K™ und V € K™*™ orthogonale Matrizen sind und falls X =
diag(o1,...,0p,0,...,0) € K" ™ eine Diagonalmatriz mit reellen monoton fallen-
den Diagonalelementen o1 > ... > o, > 0 ist, die

X = UZV* (6.2)

erfilllen, nennen wir (3, U, V) eine Singularwertzerlegung der Matriz X. Die Koeffizi-
enten o1, ...,0, bezeichnen wir als Singuldrwerte der Matriz X.

Die Singuldrwertzerlegung bietet gegeniiber der Kreuzapproximation den Vorteil, dass
sie auf orthogonalen Matrizen U und V statt auf Dreiecksmatrizen basiert und deshalb
wesentlich bessere numerische Eigenschaften besitzt.

Bemerkung 6.3 (Berechnung) Fir jede Matriz X € K"™ existiert eine Sin-
guldrwertzerleqgung, die sich mit geeigneten Algorithmen [15] in nicht mehr als

Csygnmmin{n, m}

Operationen bis auf einen Restfehler in Grdéffenordnung der Maschinengenauigkeit be-
rechnen ldsst. Die Singuldrwerte sind dabei durch eindeutig bestimmt.

Die durch

Uy = Uj; fir i,v € {1,...,n},

)

vy =V fir j,v e {1,...,m}

definierten Spaltenvektoren (u,);_; und (v, )}~ der orthogonalen Matrizen U und V
bilden orthogonale Basen der Rdume K" und K™.

Mit ihrer Hilfe konnen wir die Gleichung (6.2)) auch in der Form

P
X = g u,0,Vv,,
v=1

schreiben, also als Summe von p Rang-1-Matrizen. Diese Darstellung erinnert an die
einer entarteten Kernfunktion (vgl. Definition , denn auch sie entkoppelt Zeilen und
Spalten der Matrix voneinander.

Da sowohl die Vektoren u, als auch die Vektoren v, orthogonale Basen bilden, liegt
es nahe, zu vermuten, dass alleine die Singuldrwerte o, dariiber entscheiden, wie wichtig
einzelne Terme dieser Summe fiir die Gesamtmatrix X sind. Die Singuldrwerte sind
absteigend sortiert, so dass es sich anbietet,

k
X =) wo,v; (6.3)
v=1

als Rang-k-Approximation der Matrix X zu verwenden.
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6 Matrix-Arithmetik

Lemma 6.4 (Rang-k-Approximation) Die durch definierte Rang-k-Approxi-
mation der Matriz X erfillt die Fehlergleichungen

» 1/2
X —X|l2 = g1, X —X|r= ( > 03> :

v=k+1
Beweis. Wir definieren die Matrix

01

= diag(o1,...,0%,0,...,0) € R™*™

und erhalten _ N
X =UXV*

Da die euklidische Norm unter orthogonalen Transformationen invariant ist, gilt
X =Xl = [[UXE=2)Vl2 = [|5 = X2 = [E]2
mit der Diagonalmatrix
E:=3% -3 =diag(0,...,0,0%41,...,0p,0,...,0) € R™™

Da die Singuldrwerte absteigend sortiert sind, erhalten wir

P 1/2 p 1/2
x|z = ( > ang) < ( > a,%mxi\?) = ||,

i=k+1 i=k+1

also folgt ||E|l2 < oky1. Durch Einsetzen des (k + 1)-ten kanonischen Einheitsvektors
erhalten wir

[Ee™ g = [|o 1€V |2 = oppa eV,

und somit auch |El|j2 > og41.
Auch die Frobenius-Norm ist invariant unter orthogonalen Transformationen, so dass
wir direkt

» 1/2
X =X|r=2-%[r=|El|r= < > 03)
v=k+1

nachrechnen konnen. ]

Mit der Singuldrwertzerlegung koénnen wir also nicht nur Rang-k-Approximationen
einer beliebigen Matrix konstruieren, uns steht auch der dabei auftretende Fehler explizit
zur Verfiigung.
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Das ertffnet uns die Moglichkeit, den Fehler zu steuern: Wir miissen nicht zwingend
mit einem festen Rang k arbeiten, wir konnen den Rang k auch so wéhlen, dass die von
uns berechnete Approximation eine gewisse Genauigkeit € € R~ erreicht. Verwenden
wir beispielsweise

k:=min{v € {1,...,p} : o, <€} —1,

so folgt N
[X =Xz <

Entsprechend erhalten wir fiir die Frobenius-Norm mit
k:=min{v € {1,...,p} : o,%—i—...—kag < -1

die Abschitzung N
X =X|r<e

In der Praxis sind héufig relative Fehlerabschdtzungen von Interesse. Aus Lemma [6.4]
folgt insbesondere || X||2 = o1, also ergibt sich aus der Wahl

k:=min{v € {1,...,p} : 0, <eo1} —1,
direkt die relative Fehlerschranke

IX = X]|2 < eor = €l|X]|2-

Entsprechend gilt | X[ = /0% + ...+ ¢2 und die Wahl

k:=min{v € {1,...,p} : 034—...—1—02 §€2(0%+...+0'12,)}—1
fithrt zu der relativen Fehlerschranke

oy 1/2
IX=X[p<e(024...+02)" = e|X|r

in der Frobenius-Norm.

Die Verwendung der Singuldrwertzerlegung erlaubt es uns also, in sehr einfacher Weise
fiir jede gewiinschte Genauigkeit zu sorgen. Unser Approximationsansatz besitzt aller-
dings noch einen zweiten Vorteil: Er berechnet die optimale Approximation beziiglich
der Spektral- und der Frobenius-Norm:

Lemma 6.5 (Bestapproximation Spektralnorm) Sei X € K"*™ eine Matriz von
Rang p € N, sei R € K" eine Matriz von Rang k € {0,...,p—1}. Dann existiert ein
Vektor z € Kern R C K™ mit

(X = R)zlls = op1, Iz]2 = 1,
und damit gilt insbesondere auch

IX — Rz > o1,
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6 Matrix-Arithmetik

Beweis. Da R eine Matrix von Rang k ist, ist ihr Bild hochstens k-dimensional. Aus dem
Dimensionssatz folgt, dass ihr Kern mindestens (m — k)-dimensional sein muss. Dank
k < p < min{n,m} gilt m — k > m — p > 0. Wir definieren den Raum

Vit1 :=span{v, : ve{l,....,k+1}},

der gerade die Dimension k + 1 besitzt. Da sowohl V41 als auch der Kern der Matrix
R Teilrdiume des m-dimensionalen Raums K™ sind, kann ihr Schnitt nicht nur den
Nullvektor enthalten. Wir kénnen also einen Vektor

z € (Vg1 NKernR) \ {0}

finden, und wir kénnen diesen Vektor auch so skalieren, dass ||z||o = 1 gilt. Aus z € Vi1

folgt, dass es Koeffizienten (a,,)"*1 mit

k+1

zZ = g LV,
v=1

geben muss, und aus der Orthogonalitdt der Vektoren v, erhalten wir

k+1
(V*Z)M = <VM»Z>2 = Zau<vua VI/>2
v=1
falls p < k +1,
— o o= fiir alle p € {1,...,m},
0 ansonsten
und damit wegen z € Kern R auch
k+1 1/2
I(X = R)zll2 = | Xz]2 = [[UEV 2l = [EV*zll2 = | Y oplaul’
p=1
k+1 1/2 k+1 1/2
> ZUI%—H’aM’Z = Ok+1 Z |04u|2 = Op+12[|2.
p=1 p=1

Dank ||z]2 = 1 folgt daraus || X — R||2 > o441, also die gewiinschte Bestapproximations-
aussage in der Spektralnorm. [

Um ein entsprechendes Resultat fiir die Frobenius-Norm zu beweisen, ben6tigen wir
als Hilfsmittel das dieser Norm zugeordnete Skalarprodukt auf dem Raum der Matrizen:

Definition 6.6 (Frobenius-Skalarprodukt) Die Sesquilinearform

sp: K2 x KT 5 K, (X, Y) = > ) XYy,
i€l jeJ

ist ein Skalarprodukt auf dem Raum KT*J | das wir als das Frobenius-Skalarprodukt
bezeichnen und als (X, Y)r = sp(X,Y) notieren.
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6.2 Kiirzen auf niedrigen Rang

Ebenso wie im Falle des Euklidischen Skalarprodukts ermdoglicht es uns auch das
Frobenius-Skalarprodukt, Matrizen von einem Argument in das andere mit Hilfe der
adjungierten Matrix zu verschieben:

Lemma 6.7 (Frobenius-Skalarprodukt) FEs gilt
Y, X*Z)p = (XY, Z)p = (X, ZY*)p  fir ale X e K% Y e KK 7 ¢ KI*¥X,

Beweis. Aus der Definition folgt

(XY, Z)p =) > (XY)yZiv = > > XijYieZig,

€L kel i€ ke jeTJ
ST I SINES 5 5p S e N
JET kEK JET keK i€
i€l jeJ i€l jeJ kek
und alle Summen sind offenbar identisch. ]

Im folgenden Beweis werden wir Vektoren mit Matrizen mit einer Spalte identifizieren,
also keinen Unterschied zwischen dem Vektor x € K% und der Matrix X € KZ*! mit

Til = x; fir allei € 7

machen. So ldsst sich beispielsweise eine Rang-1-Matrix bequem in der Form R = ab*
schreiben, statt umsténdlicher R;; = a;b; fiir alle ¢ € Z und j € J definieren zu miissen.
Diese Konvention ist vertriaglich mit dem Frobenius-Skalarprodukt:

Lemma 6.8 (Spaltenvektoren) FEs gelten
(a,b)r = (a,b)y fiir alle a,b € K7,
|ab*||r = ||a]|2|b]|2 fiir allea € KX, b e K.

Beweis. Die erste Gleichung folgt direkt aus der Definition.
Zum Nachweis der zweiten Gleichung withlen wir a € K% und b € K7 und finden

lab* |3 =D > " lail*(b5* = > lail* > [b;* = Jlall3]bl3.
i€l jeJ i€l JjeET
Das ist die gesuchte Gleichung. [

Jetzt stehen uns alle Hilfsmittel zur Verfiigung, die wir brauchen, um zu zeigen, dass
auch in der Frobenius-Norm keine bessere Rang-k-Approximation als X moglich ist.

Lemma 6.9 (Bestapproximation Frobenius-Norm) Sei X € K"™ eine Matriz
von Rang p € N, sei R € K" eine Matriz von Rang k € {0,...,p—1}. Dann gilt

» 1/2
IX—RlF= < > 03) :

v=k+1
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6 Matrix-Arithmetik

Beweis. Wir beweisen nun induktiv fiir alle ¢ € Ny, dass fiir eine Matrix R € K"*™,
deren Kern hochstens /-dimensional ist, gerade

p

IX-R|F> > ol
v=m—~{+1

gilt. Der Induktionsanfang ist einfach: Falls der Kern die Dimension ¢ = 0 besitzt, ist die
Summe leer, also gleich null, und damit sicherlich nicht gréfler als die Norm des Fehlers.

Gelte nun die Aussage fiir £ € Ny. Sei R € K"*™ eine Matrix, deren Kern hochstens
die Dimension ¢ 4+ 1 besitzt. Nach Induktionsvoraussetzung geniigt es, denn Fall zu
untersuchen, dass die Dimension des Kerns genau £+ 1 betrdgt. Dann muss insbesondere
£+ 1 < m gelten, und nach dem Dimensionssatz muss das Bild die Dimension k :=
m — (¢ + 1) besitzen. Unser Ziel ist es nun, die Abschétzung

p

p
IX-R[z> Y or= > o (6.4)

v 0 v=k+1

zu beweisen. Falls & > p gelten sollte, ist die Summe auf der rechten Seite der Ungleichung
leer, also gilt die Aussage infolge der Positivitéit der Norm.
Sei also nun k < p. Nach Lemmal6.5|existiert dann ein Vektor z € Kern R mit ||z||s = 1
und
(X =R)zll2 = [|Xzlls > 041 = oy > 0.

Um die Induktionsvoraussetzung anwenden zu koénnen, setzen wir
R=R+ Xzz*,
wir erweitern also R um eine Rang-1-Matrix, die dafiir sorgt, dass
Rz = Rz + Xz = Xz

gilt, dass die Matrix also den Vektor z auf denselben Vektor wie die Matrix X abbildet.

Da R von Rang k ist, konnen wir linear unabhéngige Vektoren by,..., by € K" im
Bild der Matrix R finden. Wir wéihlen Urbilder cq, ..., c; € K™ mit Rc; = b;, die eben-
falls linear unabhingig sein miissen. Da wir Vielfache von z zu den ¢; hinzuaddieren
konnen, ohne diese Eigenschaft zu verlieren, diirfen wir ohne Beschrankung der Allge-

meinheit (c;,z)e = 0 fiir alle i € {1,...,k} voraussetzen. Damit haben wir k 4 1 linear
unabhéngigen Vektoren {cy,...,cg,z} gefunden, die wegen
Rc; = Rc; + Xzz*c; = b; fir alle s € {1,...,k}

nicht im Kern der Matrix R liegen, also kann der Kern hochstens die Dimension m —
(k + 1) = ¢ besitzen, und wir kénnen die Induktionsvoraussetzung anwenden, um

p

IX-R|z> > ol
v=m—~{+1
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zu erhalten. Nach Definition des Frobenius-Skalarprodukts und mit Hilfe der Lemmas
und [6.8] folgt
IX — RJ% = X - R — Xzz" [}
= |X - R||% — 2Re(Xzz", X — R)p + || Xzz*||%
— X = R} — 2Re(Xz, (X — R)z)r + | Xz} [3
— X — R} — 2Re(Xz, Xz} + X7}
— X - R|} — | Xzl3.

Aus dieser Gleichung folgt insbesondere

m m
IX-Rl# =X -Rlp+[Xzl3> > op+ome= D o
v=m—_{+1 v=m—{
Damit ist die Induktion vollstdndig. [

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung kénnen wir also die bestmégliche Niedrigrang-
Approximation einer beliebigen Matrix berechnen, allerdings erfordert die Berechnung
der Zerlegung im allgemeinen Fall einen in der Dimension der Matrizen kubischen Auf-
wand, ist also fiir groflere Matrizen sehr unattraktiv.

6.3 Effizientes Kiirzen faktorisierter Darstellungen

Der Aufwand des Kiirzens einer Matrix auf geringeren Rang ldsst sich gliicklicherweise
deutlich reduzieren, falls wir etwas iiber die Struktur der vorliegenden Matrix wissen.
Von besonderer Bedeutung ist hier der Fall, dass bereits eine, eventuell suboptimale,
Niedrigrang-Darstellung der Ausgangsmatrix zur Verfiigung steht. Seien also A € K»**
und B € K™% mit

X = AB*
gegeben. Wir suchen nach einer Darstellung
X = AB*

mit A € K™* und B € K™% fiir ein k < k.

Um diese Matrix wie im allgemeinen Fall konstruieren zu kénnen, benétigen wir die
Singularwertzerlegung der Matrix X. Fiir ihre Berechnung kénnen wir auf die Rang-k-
Darstellung zuriickgreifen: Wir berechnen QR-Zerlegungen der Matrix A und B, also
orthogonale Matrizen Q4 € K"*™ und Qp € K™*™ sowie rechte obere Dreiecksmatrizen
R4 € K% und Rp € K™** mit

A =QaRa, B =QsR5p.

Da R4 und Rp obere Dreiecksmatrizen sind, existieren obere Dreiecksmatrizen A €
K**k und B € KF** mit

- (3). - (8)

93



6 Matrix-Arithmetik

und wir erhalten

X =AB*=Qu <‘8‘) (ﬁ* 0) Qs =Qa (A(?* g) Q5s.

Mit Hilfe der QR-Zerlegungen ist es uns also gelungen, die urspriingliche n x m-Matrix
X auf eine k x k-Matrix R L

X := AB*
zu reduzieren. Da wir davon ausgehen, dass k relativ klein ist, konnen wir es uns erlauben,
die Singuldrwertzerlegung A

X =UxXVv*
der k x k-Matrix X zu berechnen, denn dafiir sind nach Bemerkung nur Cyyqk®
Operationen erforderlich.

Damit erhalten wir

mit den Matrizen

~ ~ ~

cal®) e ()

Als Produkt orthogonaler Matrizen sind auch U und V orthogonal, und da 3 of-
fenbar diagonal mit absteigend sortierten Diagonalelementen ist, haben wir eine Sin-
guldrwertzerlegung der Matrix X gefunden.

Fiir die Konstruktion der Approximation X sind offenbar nur die von null verschiede-

nen Singuldrwerte von Bedeutung, und damit auch nur die ersten k Spalten der Matrizen
U und V, also

Ulpxk = Qalnxi U, Vlmxk = QBlmxir V.

Wir kénnen den Rechenaufwand fiir die Bestimmung der QR-Zerlegungen reduzieren,
indem wir nur die bendtigten Teile der Matrizen Q4 und Qp bestimmen: Falls bei-
spielsweise die QR-Zerlegung mit Hilfe von Householder-Spiegelungen bestimmt wird,
geniigen k solcher Spiegelungen, um A auf obere Dreiecksgestalt zu bringen, und die An-
wendung einer Spiegelung auf einen Vektor bendtigt nicht mehr als Cygn Operationen.
Grob geschiitzt brauchen wir Cpsnk? Operationen, um die QR-Zerlegung zu berechnen.
Um nun die Matrix Q4 zu konstruieren miissen wir die Spiegelungen in umgekehrter
Reihenfolgt auf die ersten k& Spalten der Identitdtsmatrix I|,.x anwenden, das erfor-
dert wieder nicht mehr als Cygnk? Operationen. Insgesamt haben wir so mit hochstens
2C1,snk? Operationen die Faktoren Q4 und R4 berechnet. Entsprechend brauchen wir
nicht mehr als 2Chgmk? Operationen fiir die Faktoren Qg und Rp.
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procedure truncxk(l;:, var A, B);
if #t < k oder #5 < k then
X «+ AB*;
Berechne die Singulérwertzerlegung UXV* = X
A+~ Ul;; B« V|§X,~€2]2Xk
else )
Berechne QR4 = A mit Q4 € K*** orthogonal, R4 € KF**;
Berechne QgRp = B mit Qp € K*** orthogonal, Rp € KF*¥,
X + RAR%;
Berechne die Singulérwertzerlegung USV* = }2;
A<+ QuUl, ;5 B+ QpV| ;X
end if

ol
kxk

Abbildung 6.3: Effizientes Kiirzen einer Matrix AB* in Rang-k-Darstellung auf eine ap-
proximative Rang-k-Darstellung.

In praktischen Implementierungen kann es passieren, dass eine faktorisierte Rang-k-
Darstellung fiir eine Matrix berechnet wird, deren Rang wegen #t < k oder #5 < k
niemals den Rang k erreichen kann. In diesem Fall ist es kliiger, auf die QR-Zerlegungen
zu verzichten und mit der Originalmatrix zu rechnen. Der in dieser Weise entstehende
vollstandige Algorithmus zum Kiirzen einer Rang-k-Darstellung ist in Abbildung
angegeben.

Lemma 6.10 (Aufwand des Kiirzens) Falls X € K*® in Rang-k-Darstellung
X = AB", A e KI*F, B e K&
vorliegt, konnen wir die optimale Rang—l%—Approximation
X = AB*, A c Kixk B c Kk
fiir jedes 0 < k < k in nicht mehr als

Csvdk(#f + #g)k.Q

Operationen berechnen, die Konstante ist durch

C,
Clvdk := Max {csvd 12, 2Chs + ;Vd + 3}

gegeben.

Beweis. Wir setzen zur Abkiirzen n = #t und m = #3.
Wir untersuchen zunéchst den Fall, dass min{n, m} < k gilt. In diesem Fall wird X
durch nm(2k — 1) Operationen berechnet. Die Singuldrwertzerlegung bendtigt gemif
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Bemerkung dann nicht mehr als Csygnmmin{n,m} < Csqnmk Operationen. Die
Bestimmung von B erfordert es schlieBlich noch, die ersten & Spalten der Matrix V mit
jeweils einem Faktor zu multiplizieren. Da V nicht mehr als n Spalten haben kann, fallen
dafiir nicht mehr als nm Operationen an, so dass insgesamt

(Cova + 2)nmk < (Csyq + 2) max{n, m} min{n, m}k < (Csq + 2)(n + m)k?

Operationen ausreichen.
Wenden wir uns nun dem Fall k¥ < min{n, m} zu. Wir haben bereits gesehen, dass wir
Qa, R4, Qp und Rp in nicht mehr als 2Cy¢(n + m)k? Operationen berechnen kénnen.
Aus R4 und Rp kénnen wir in k2(2k — 1) Operationen die Matrix X gewinnen, deren
Singuldrwertzerlegung hochstens

C
Covak® < %d(n + m)k?
Operationen erfordert. ) R
Die Multiplikation der n x k-Matrix Qalnxx mit der k x k-Matrix U, ; erfordert
nicht mehr als nk(2k — 1) < nk(2k —1) Operationen, entsprechend kommen wir bei der
Berechnung der Produkts der Matrizen Qp und V|, z mit mk(2k —1) Operationen aus.

Um die Rang—lzz—Darstellung zu konstruieren setzen wir

A =TU| B:=V| ;X

Xk’

T¥

nxk
zur Berechnung der zweiten Matrix multiplizieren wir die Spalten der Matrix Q BVL;X i
jeweils mit einem Faktor, dafiir fallen mk < mk Operationen an. Die erste Matrix liegt
bereits vor und erfordert keine weiteren Rechenoperationen.

Indem wir alles aufsummieren erhalten wir einen Gesamtaufwand von

2Chs(n +m)k? + k2(2k — 1) + C;Vd (n +m)k? + 2(n + m)k* — nk — mk + mk

svd

< 20hs(n 4+ m)k* + (n + m)k* + %(n +m)k% 4 2(n + m)k?

Osvd
2

= <2chs + =2y 3) (n +m)k*

Operationen, und das ist das gewiinschte Ergebnis. ]

6.4 Addition hierarchischer Matrizen

Als erste arithmetische Operation auf der Menge der hierarchischen Matrizen untersu-
chen wir die Addition. Seien dazu zwei hierarchische Matrizen X € KX*7 und Y € KZ*J
gegeben, die mit Hilfe desselben Blockbaums 77 7 definiert sind und deren lokaler Rang
jeweils k betragt.
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6.4 Addition hierarchischer Matrizen

procedure add_rk.rk(C, D, var A, B);
A+ (A C);

B+ (B D);

trunc_rk(k, A, B)

Abbildung 6.4: Effiziente gekiirzte Addition zweier Matrizen AB* und CD* in Rang-k-
Darstellung.

Unser Ziel ist es, die Summe X +Y durch eine hierarchische Matrix zu approximieren.
Nach Definition ist die exakte Summe durch

(X + Y)|f><§ = X|E><§ +Y|E><§ fiir alle b = (t,s) € L1x7

gegeben. Fiir unzuldssige Blocke kénnen wir die Summe direkt berechnen. Fiir zuldssige
Blocke b = (t,s) € E}’X 7 stehen uns die faktorisierten Rang-k-Darstellungen

— * . *
X|£x§ = AX,bBX,ba Y|£x§ = AKbBY,ba

mit Axp, Ayyp € K<k und Bxy, By € K*** zur Verfiigung, so dass wir

* * B*
(X+Y)|s = AxpBx, + AviBy, = (Axp  Ayp) (Bi{’b)
Yib

=(Axp Ayp) (Bxp BY,b)*
erhalten. Mit den Matrizen
Axivy = (Axp Ayy) € K2k, Byiyp = (Bxy By,) e K>
erhalten wir so die Darstellung

(X + Y)|£><§ = AX+Y,bB§(+Y,b7

also eine faktorisierte Rang-2k-Darstellung der Teilmatrix, die zu dem zuldssigen Blatt
b= (t,s) gehort.

Offenbar kann der Rang dieser Summe bis zu 2k betragen, und das ist mehr, als wir
fiir unsere Approximation der Summe vorgesehen haben. Deshalb bietet es sich an, die
Rang-2k-Darstellung zu kiirzen, um den gewiinschten lokalen Rang k zu erreichen. Wie
wir bereits gesehen haben erfordert diese Aufgabe hochstens Cyyai(#E + #8)(2k)? =
4C,qi (#1 + #3)k? Operationen, lisst sich also relativ effizient durchfiihren.

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob wir durch das Kiirzen wesentliche Informationen
verlieren. Am Beispiel der Integraloperatoren sieht man, dass das nicht der Fall sein
muss: Falls X und Y aus der Diskretisierung asymptotisch glatter Kernfunktionen ent-
standen sind, wird auch die Summe X + Y diese Eigenschaft teilen. Insofern wissen wir
bereits, dass die Summe sich blockweise gut durch denselben Rang approximieren lassen
wird, den wir auch fiir die Summanden verwendet haben. Aus den Lemmas und
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procedure add_-h_h(b, Y, var X);
if b e E}XJ then

add,rk,rk(AKb, BY,b7 AX,b, BXJ,)
else if b € L7, ; then

X’f><§ A X‘Ex§ + Y’f><§
else

for b’ € sons(b) do

add_h_h(V', Y, X)

end for

end if

Abbildung 6.5: Effiziente gekiirzte Addition zweier hierarchischer Matrizen.

wissen wir auch, dass unser Algorithmus die bestmogliche Approximation berechnet,
also folgt aus der bereits festgestellten guten Approximierbarkeit der Summe, dass auch
unser Algorithmus eine gute Approximation finden wird. Diejenigen Singuldrwerte, die
wir durch das Kiirzen eliminieren, werden deshalb solche sein, die lediglich den Fehler
beschreiben, den wir bei der Approximation der Matrizen X und Y in Kauf genommen
haben, so dass wir nicht viel verlieren, wenn wir auf sie verzichten.

In der beschriebenen Weise kénnen wir jede Teilmatrix der Summe einzeln approxi-
mieren und erhalten so eine hierarchische Matrix, die X + Y approximiert. Natiirlich
stellt sich die Frage nach dem fiir diese Berechnung erforderlichen Aufwand, die sich
mit dem uns bereits vertrauten Konzept des schwachbesetzten Blockbaums beantworten
lasst:

Lemma 6.11 (Aufwand der Matrixaddition) Seien X, Y € KZ*7 hierarchische
Matrizen mit lokalem Rang k fiir den Blockbaum Tzx7. Sei Trxg zulissig und Csp-
schwachbesetzt, und sei p die Tiefe dieses Blockbaums. Seien r1 und vy die Auflosungen
der Clusterbdume Tz und T7. Dann kénnen wir die blockweise Bestapproximation der
Summe der Matrizen mit nicht mehr als

Cop max{4Csyack®, 17,77} (p + 1)(#L + #T)

Operationen berechnen.

Beweis. Ubungsaufgabe [

6.5 Multiplikation hierarchischer Matrizen

Wie wir gesehen haben, lidsst sich die Addition zweier hierarchischer Matrizen relativ
einfach auf blockweise Additionen zuriickfithren, denn es gilt

(X +Y)[ixs = Xlixs + Ylins
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Fiir die Multiplikation zweier Matrizen X € KZ*7 und Y € K7*K ist die Situation
komplizierter: Ein einzelner Eintrag des Produkts ergibt sich aus

(XY)i = Z Xii Yk, (6.5)
JjeJ

und entsprechend besitzt eine Teilmatrix des Produkts die Gestalt
(XY)’ixf = X‘£XJY|\7><72-

In typischen Anwendungsfillen werden die Streifen t x J und J x # nicht mit Blittern
des Blockbaums iibereinstimmen, wir miissen stattdessen davon ausgehen, dass Blatter
auf verschiedenen Stufen des Blockbaums miteinander interagieren. Dadurch wird es we-
sentlich schwieriger, eine Approximation des Produkts zu berechnen, und eine Bestap-
proximation, wie im Falle der Addition, ist nur mit erheblichem Aufwand zu konstruieren
und deshalb fiir praktische Anwendungen eher uninteressant.

Wir konzentrieren uns deshalb darauf, einen Algorithmus zu finden, der moglichst
schnell arbeitet, auch wenn wir dabei auf die Bestapproximationseigenschaft verzichten
miissen. Dabei gehen wir davon aus, dass X € KZ*7 eine hierarchische Matrix fiir den
Blockbaum 7747, Y € KJ*K eine fiir den Baum Trxx, und Z € KZ*K cine fiir den
Baum Tz« ist. Wir stellen uns die Aufgabe, die Operation

Z|f><f — Z‘{xf + X|£><§Y‘§><f
fiir Cluster ¢ € Tz, s € T7 und r € Tx moglichst effizient durchzufiihren, fiir zuléssige
Blétter (¢,r) selbstverstindlich wieder approximativ.
Fall 1: (¢, s) ist ein zuldssiges Blatt

Wir untersuchen zuniichst den Spezialfall, dass (¢,s) € E}X 7 gilt, dass wir also mit
einem zuléissigen Blatt des Blockbaums Tz« arbeiten. Da X eine hiearchische Matrix
ist, stehen uns dann Matrizen A € K** und B € K*** zur Verfiigung, die

X

ixs — AB*
erfiillen. Daraus folgt

X sxi = A(Y[L.B)* = AB*

SXT

7§><§-Y-|'§><7- - AB*Y

mit der Matrix R

B := Y‘;fxf )
XA
SXT7 A
der Matrix B multipliziert und so die Spalten der gesuchten Matrix B erhélt. Wie
wir bereits gesehen haben, kann der in Abbildung dargestellte Algorithmus diese

Multiplikationen effizient durchfiihren.

die sich einfach berechnen ldsst, indem man die Teilmatrix Y mit den k Spalten
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procedure add_rk_h(b, K, B, var Z),
(t,r) < b;
if (t,7) € LT, then
add,rk,rk(:'i, ]§, AZ,ba BZ,b)
else if (t,7) € L, then
Z|£><f A Z|i><f + AB*
else
for b’ € sons(b) do
(', r") « V;
add rk h(V/, Aly ., Blisk, Z)
end for
end if

Abbildung 6.6: Addition einer Rang-k-Matrix zu einer H-Matrix: Z < Z + AB*

Damit reduziert sich unsere Aufgabe darauf, die Berechnung
Z|i><f A Z|£><f + AB”

durchzufiihren. Falls (¢,7) ein Blatt des betreffenden Baums Tz ist, ldsst sich diese
Aufgabe einfach durchfiithren: Bei zuléssigen Blédttern durch die gekiirzte Addition, bei
unzulédssigen Blattern direkt.

Anderenfalls gehen wir zu den Sohnen (¢/,7') des Knoten (¢,7) iiber und nutzen aus,
dass auch Teilmatrizen der Rang-k-Matrix AB* wieder Rang-k-Matrizen mit der Dar-
stellung

(AB*)‘&W' - A‘f’ka|;’xk

sind. In dieser Weise konnen wir rekursiv fortfahren, bis die Bliatter des Baums Tzxx
erreicht sind. Der entsprechende Algorithmus ist in Abbildung [6.6] zusammengefasst.

Fall 2: (s,r) ist ein zuldssiges Blatt

Nun untersuchen wir den Fall, dass (s,r) € E}X « gilt, dass also ein zuléssiges Blatt des
Blockbaums 77y vorliegt. Diesmal kénnen wir ausnutzen, dass Y eine hierarchische
Matrix ist und uns deshalb Matrizen A € K*** und B € K™* zur Verfiigung stehen,
fir die

Y|;xs = AB”

gilt. Wie im vorangehenden Fall kénnen wir auch hier das Produkt zweier Teilmatrizen
effizient darstellen: Wir erhalten

Xljns Ylsxr = X|jusAB™ = (X[ ;A)B" = AB

mit der Matrix
A= X|i><§A7
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die sich effizient bestimmen lésst, indem wir die Teilmatrix X|;, , mit den k Spalten der

Matrix A multiplizieren und damit die Spalten der Matrix A berechnen. Dazu kann der
Algorithmus aus Abbildung [6.1] verwendet werden.
Mit Hilfe dieses Zwischenergebnisses konnen wir nun die Berechnung

Z‘fxf A Z’fxf + AB*

wie bereits diskutiert rekursiv durchfiihren.

Fall 3: (¢,s) oder (s,7) ist ein unzuldssiges Blatt

Unzuléssige Blatter konnen wir bei Bedarf wie Rang-k-Matrizen behandeln: Falls etwa
(t,s) ein unzulissiges Blatt ist, muss nach Definition t oder s ein Blatt sein, also
konnen wir davon ausgehen, dass #t < rz oder #5 < r 7 gilt.

Im ersten Fall kénnen wir X|;, . als Rang-rz-Matrix schreiben:

Xlpes = HX[E )"
gilt mit der Einheitsmatrix aus fog, und wir erhalten

Xliws Yo = LX) Yoxr = (Y]5:X[7, )" = AB”

SXT tx§

mit den Hilfsmatrizen

o~

A=1, B=Y[ X

SXT tx§’

so dass wir wie im ersten und zweiten Fall verfahren konnen.
Falls dagegen s ein Blatt ist und deshalb #3 < r 7 gilt, ist

mit den Matrizen

A= X|f><§7 B = Y‘fo
bereits eine Rang-r 7-Darstellung des Produkts, die wir direkt verwenden kénnen.
Fall 4: (¢,s) und (s,r) sind keine Blatter

In diesem Fall bleibt uns keine andere Wahl, als rekursiv vorzugehen: Falls beispielsweise

sons(t) = {t1,t2}, sons(s) = {s1, s2}, sons(r) = {r1,r2}
gelten, konnen wir die Matrizen

Xij = X‘fix§j7 Yij = Y‘gixfj, Zz‘j = Z’fixf"j fiir alle i,j S {1,2}
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einfithren und erhalten

(21 Zyo X1 Xiy2) (Y11 Yo
Z|t><f + X|t><§Y|s><r = <Z21 Zio + X9 Xoo Yo, Yoo
_ (Zun+XuYu + XY Zip+ XY+ XioYp
Zo1 + X1 Y11+ X22Y91 Zoo+ X1 Y12+ XoYoo )

Diese Blockmatrix lasst sich mit acht Teilschritten berechnen:

72y <211 + X1 Y, 21y < 211 + X12Y 01,
Zyy < 712 + X11 Y12, Zyo < Zy2 + X12Y 22,
Z <+ Zo1 + X21Y 11, Zo1 < Zo1 + X22Y 01,
Zoo < 1o + X21Y 12, Zoo <+ Zios + X22Y 99,

und jeder dieser Teilschritte besitzt die Form der urspriinglich auszufithrenden Operati-
on, so dass wir direkt mit einer Rekursion arbeiten kénnen.
Um den allgemeinen Fall einfach darstellen zu kénnen, fithren wir

sons* (t) = {sons(t) falls sons(t) # 0, sons™ (s) = {sons(s) falls sons(s) # 0,

{t} ansonsten, {s} ansonsten,

sons* (1) 1= sons(r)  falls sons(r) # 0,
{r} ansonsten,

ein, so dass sich die S6hne der beteiligten Blocke einfach als

sons(t, s) = sons™ (t) x sons™ (s), sons(s,r) = sons™ (s) x sons™ (1),

sons(t,r) = sons™ (t) x sons™ (r)
schreiben lassen und die Operation
Zijyi < Ll + X5 Yoxr
sich auch in der Form

VAP S APRIE D (P Y fiir alle ¢’ € sons™(t), s’ € sons™(s),

' € sons™(r)

ausfiihren lisst. Das ist die verallgemeinerte Form des rekursiven Ansatzes.

Leider besitzt dieser allgemeine Zugang einen kleinen Nachteil: Es konnte passieren,
dass zwar (t,s) und (s,r) keine Blitter der Baume Tzx7 und 7T7xx sind, dass aber
(t,r) sehr wohl ein Blatt des Baums Tz i ist. Falls es sich um ein unzulissiges Blatt
handeln sollte, entsteht dabei kein Problem, denn dann kénnen wir Teilmatrizen direkt
ansprechen.
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Schwieriger ist die Situation bei einem zul#ssigen Blatt, denn eine Matrix, deren Teil-
matrizen von Rang k sind, muss insgesamt keineswegs denselben Rang besitzen. Deshalb
flihren wir in diesem Fall Hilfsmatrizen

Kt/ﬂﬂ/ e KV'*k, f}t/ﬂ"/ e K"k fiir alle ¢’ € sons™ (¢), ' € sons™(r)

ein, die die Rang-k-Darstellungen der Ergebnisse der Rekursion aufnehmen.

Sobald alle Hilfsmatrizen gefiillt sind, kénnen wir sie geeignet mit Nullen fortsetzen
und zu dem Ergebnis Z|;, . hinzuaddieren, selbstverstiandlich wieder approximativ, um
die gesuchte Rang-k-Darstellung zu erhalten.

Damit sind alle maglichen Fille abgehandelt. Eine Ubersicht iiber den soeben herge-
leiteten Algorithmus findet sich in Abbildung [6.7]

Es stellt sich natiirlich die Frage nach der Genauigkeit, die dieser Ansatz erreichen
kann: An verschiedenen Stellen werden Rang-k-Matrizen addiert, und dabei wird jeweils
gekiirzt, also konnen sich Fehler ansammeln.

Anders als bei der Addition diirfen wir bei dem beschriebenen Algorithmus zur Ap-
proximation des Matrixprodukts nicht darauf hoffen, die Bestapproximation zu erhalten:
Es treten Summen mit potentiell vielen Termen auf, die nicht insgesamt durch niedrigen
Rang approximiert werden, sondern mit Hilfe einer Folge von einzelnen gekiirzten Addi-
tionen. Dadurch kann sich das Ergebnis von der Bestapproximation entfernen, allerdings
nicht allzu weit (vgl. [I7, Satz 4.7]).

Immerhin kénnen wir bei adaptiver Wahl des Rangs k garantieren, dass auch bei
langen Summen eine vorgegebene Genauigkeit erreicht wird, indem wir mit Hilfe der
Dreiecksungleichung ermitteln, wie genau die einzelnen Teilsummen berechnet werden
miissen, um eine hinreichend gute Ndherung der Gesamtsumme zu erhalten.

Bemerkung 6.12 (Bestapproximation) FEs ist auch mdglich, einen Multiplikations-
algorithmus zu entwerfen, der die Bestapproxrimation berechnet, allerdings ist dieser Al-
gorithmus sehr aufwendig: Bevor ein zuldssiger Block berechnet wird, wird eine Liste aller
Blockpaare aufgestellt, die etwas zu diesem Block beitragen. Anhand dieser Liste kann
dann das Ergebnis als Summe vieler Teilmatrizen dargestellt und direkt mit Hilfe eines
entsprechend modifizierten Kiirzungsalgorithmus behandelt werden. Der Rechenaufwand
(und auch der Implementierungsaufwand) dieser Variante ist sehr hoch, und da wir in
der Regel die Multiplikation nur als Teil einer grifleren Berechnung einsetzen, die oh-
nehin nicht mehr die Bestapproximation bestimmen wird, verzichten wir hier darauf, sie
weiter zu analysieren.

Neben der Genauigkeit interessiert uns natiirlich auch die Effizienz des vorgestellten
Algorithmus zur Matrixmultiplikation. Zur Vereinfachung der Aufwandsabschéitzung set-
Zen wir

k= max{k,rz,r7,rc}t,  p:= max{depth(Tzx7),depth(T7xx),depth(Tzxx)}

und nehmen an, dass Tzx7, T7xk und Tzxx Csp-schwachbesetzt und zuléssig sind.
Auflerdem nehmen wir an, dass es eine Konstante Cy, gibt, fiir die

#sons(t) < Cqn, #sons(s) < Cyn, #sons(r) < Cy, firallete Tz, s€ Ty, reTx
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procedure mul h h(a, ¢, s, 7, X, Y, var Z);
bx < (t,8); by < (s,1); bz <+ (t,7);
if by € £}XJ then
B« o0c K™*k.  adjeval_h(a, by, Y, Bxy,, 1§), {fiir Spaltenvektoren}
add_rk_h(bz, Ax sy, B, Z)
else if by € E}XK then
A«+0c¢c Kka; eval_h(a, bx, X, Ayy,, K), {fiir Spaltenvektoren}
add rk h(bz, A, By, , Z)
else ifAbX S Eij then
if #t < #35 then
A«1I; B« 0eK™: adjevalh(a, by, Y, X[, B)

ix3’
elsg R ) R
A Xl B+o0e€ K7*#, adjeval_h(a, by, Y, I, B)
end if;

add_rk h(by, A, B, Z)
else if by € L7, then
if #5 < #7 then
A + 0 € K>3, eval.h(a, by, X, I;, A); B« Y[i,.
else R
A+ 0e KX evalh(a, by, X, Y]ses, A); B« Ie K>
end if;
add_rk h(by, A, B, Z)
else
for t' € sons™(t), ' € sons™(r) do
if by € AC;X,C oder by Q 73,'><j then
Vo (t',r'); Agy + 0K Bgy« 0ecK™*
end if;
for s’ € sons™(s) do
mul_h h(a, ¢, s, 1", X, Y, Z)
end for;
if by € E;WC oder bz ¢ Tz« 7 then
add,rk,rk(AZVbr, BZ,b’7 AZ,bz? BZ,bZ)
end if
end for
end if

Abbildung 6.7: Multiplikation zweier H-Matrizen: Z < Z 4+ aXY

gilt. Diese Annahme ist in der Regel einfach zu erfiillen, indem wir die Konstruktion der
Clusterbdume geeignet organisieren.

Die Analyse des Aufwands zerlegen wir in drei Teile: Wir schétzen die Anzahl der
Rechenoperationen fiir den Fall ab, dass bx oder by ein Blatt ist, wir schéitzen die
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Anzahl der Operationen mit den Hilfsmatrizen Az und Bz ab, und wir schitzen ab,
wieviele Operationen fiir ein Clustertripel (¢, s, 7) anfallen.

Fiir die Blétter benttigen wir zunéichst eine Aussage iiber die Addition einer Rang-k-
Darstellung zu einer hierarchischen Matrix:

Lemma 6.13 (H-Matrix plus Rang k) Sei by = (to,s0) € Tzxg. Der in Abbil-
dung dargestellte Algorithmus benotigt, aufgerufen mit b = by, nicht mehr als

Coaarknk?(p + 1 — level(bo)) (#f0 + #30)
Operationen, wobei die Konstante durch
Caddrkh = Csp max{4Csyax, 2}
gegeben ist.

Beweis. Solange der Algorithmus sich rekursiv in Richtung der Blétter des Blockbaums
Tz« 7 vorarbeitet, fallen keine Rechenoperationen an.

Sobald er ein zuldssiges Blatt (t,s) € E}“X 7 erreicht, wird eine gekiirzte Addition
durchgefiihrt, die wegen Lemma [6.10| nicht mehr als

AC i (#E + #3)k?

Operationen erfordert. R R

Fiir ein unzuléssiges Blatt (¢,s) € L7, ; dagegen wird das Produkt Alz,,BJ%,, in
(#t)(#5)(2k — 1) Operationen berechnet. Da Tz 7 zulissig ist, muss ¢ oder s ein Blatt
sein, also muss #t < rz < k oder #5<rgs < k gelten, so dass wir eine Schranke von

2(H#E + #35)k>

erhalten.
Der Gesamtaufwand ist damit beschrankt durch

Z max{4Csvax, 2} (# + #5)k>,
b=(t,s)€sons* (bo)
und wir erhalten dank Lemma 2.28
> # < Cop(p+ 1 — level(bo))#o,
b=(t,s)esons* (by)

> #5 < Cop(p + 1 — level(bo))#0,

b=(t,s)esons*(bo)
also die angestrebte Abschétzung. ]

Indem wir diese Abschiatzung des Aufwands des Algorithmus fiir das ,, Verteilen* einer
Rang-k-Matrix auf die Blétter eines Teil-Blockbaums mit einer Abschétzung fiir den
Aufwand der Auswertung einer hierarchischen Matrix kombinieren, erhalten wir eine
Schranke fiir den Rechenaufwand in Situationen, in denen bx oder by ein Blatt ist:
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Lemma 6.14 (Aufwand fiir Blitter) Fualls in dem Algorithmus aus Abbildung
bx € L1x g oder by € Lyxic gelten, bendtigt er nicht mehr als
Conat1th” (P + 1) (# + #3 + #7)
Operationen, wobei die Konstante durch
Crulif := 2Csp + Caddrkn

gegeben ist.

Beweis. Sei bx € L1x7 oder by € L7xx. Dann berechnet unser Algorithmus die Hilfs-
matrizen A und B im Fall eines zuldssigen Blatts mit £ Matrix-Vektor-Multiplikationen,
im Fall eines unzuléssigen Blatts mit r7 oder r 7 solchen Operationen, so dass nach Lem-
ma [6.1] insgesamt nicht mehr als

2Cspk? (D + 1) (# + #5 + #7)
Operationen anfallen. Die Hilfsmatrizen werden dann mit Hilfe des Algorithmus aus
Abbildung auf die Matrix Z|;, . verteilt, wofiir nach Lemma nicht mehr als
Cadarenk® (P + 1) (F + #7)

Operationen noétig sind. Indem wir beide Schranken addieren erhalten wir das gewiinschte
Ergebnis. [

Wenden wir uns nun dem Aufwand zu, der fiir die Hilfsmatrizen Az und Bz

anfillt, die wir einsetzen, falls b, zuléssig ist, es bx und by aber nicht sind.

Lemma 6.15 (Aufwand fiir Hilfsmatrizen) Sei by = (t,r) mitt € Tz und r € Tk.
Das Aufaddieren der Hilfsmatrizen AzyByy fir b’ € sons™(t) x sonst(r) erfordert
insgesamt nicht mehr als

Cmul,auxl%2(3'%'/:7§ + #f)
Operationen, wobei die Konstante durch
Cmul,aux = 4052ncsvdk

gegeben ist.

Beweis. Nach Voraussetzung gelten # sons™ (t) < Csp und # sons™ (s) < Cyy, also miissen
hochstens C2, Additionen ausgefiihrt werden.

Eine einzelne Addition wird wieder auf das Rang-2k-Kiirzen zuriickgefithrt und
bendétigt deshalb nicht mehr als

ACsvaik® (# + #3) < ACsvak® (#L + #3)
Operationen. Damit erhalten wir die angestrebte Abschéitzung. [

Nun stehen uns Abschéitzungen fiir den Aufwand sdmtlicher Rechenoperationen inner-
halb des Algorithmus zur Verfiigung, es fehlt ,nur“ noch die Abschitzung des gesamten
rekursiven Algorithmus. Dieser Aufgabe ndhern wir uns, indem wir die Tripel (¢,s,r),
fiir die der Algorithmus Berechnungen durchfiihrt, in einem Baum zusammenfassen:
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Definition 6.16 (Produktbaum) Wir definieren Tzx 7xic induktiv: Die Wurzel dieses
Baums st

root(Tzx 7xic) = (root(Tz), root(7T7),root(Txk)),

und die Sohne seiner Knoten sind durch

0 falls (t,s) € L1x7
sons(t, s,r) = oder (s,r) € Lgxk,

sons™(t) x sons™(s) x sons*(r)  ansonsten

fir alle (t,s,r) € Trxgxk gegeben. Diesen Baum bezeichnen wir als Produktbaum zu
den Clusterbaumen Tz, Ty und T sowie den Blockbiumen Trx 7 und Trxi.

Der so definierte Produktbaum beschreibt gerade die rekursiven Aufrufe, die der Algo-
rithmus aus Abbildung verwendet, um die Berechnung durchzufiihren: Falls (¢, s, 77)
ein Sohn des Tripels (¢, s,r) ist, bedeutet das gerade, dass der Algorithmus, aufgerufen
mit dem Tripel (¢, s, r), sich selbst erneut mit dem Tripel (¢, s',7") aufruft.

Die fiir uns entscheidende Eigenschaft des Produktbaums besteht darin, dass er, in
einem geeignet verallgemeinerten Sinn, die schwachbesetzte Struktur der Blockbdume
Tzx7 und T7xx erbt:

Lemma 6.17 (Schwachbesetzt) Fir alle (t,s,7) € Tzxgxic gelten (t,s) € Tzxg und
(s,7) € Trxx. Daraus folgt

#{(s,r) € Ty x T : (t,8,7) € Trxgxk} < Csp fiir alle t € Tz,
#{(t,r) €Tz x T : (t,8,7) € Trxgxi} < C’SQp fiir alle s € Ty,
#{(t,s) € Tr x Ty : (t,8,7) € Trxgxi}) < Cs2p fir alle r € Tk.

Beweis. Wir beweisen zunichst, dass fiir alle (¢,s,7) € Tzx7xx auch (t,s) € Tzx7 und
(s,7) € Trxk gelten.

Diesen Beweis fithren wir induktiv iiber den Aufbau des Baums: Offenbar besitzt
root(Tzx 7xix) die Eigenschaft, denn nach Definition sind (root(7z),root(77)) und
(root(ctJ), root(Tx)) die Wurzeln der Blockbdume 77y 7 und T7xi.

Sei nun (¢, s,7) € Trxgxx mit (t,s) € Tzx7 und (s,r) € Trxx gegeben. Falls (¢, s) €
Ly oder (s,7) € Lgxk gelten sollte, falls also einer der Blocke ein Blatt sein sollte,
besitzt (t,s,r) keine Sthne, also ist auch nichts zu beweisen.

Anderenfalls gelten nach Definition gerade

sons(t, s) = sons™ (t) x sons™ (s), sons(s, ) = sons™(s) x sons™ (1),
und damit folgt fiir jedes Tripel (¢',s,7") € sons(t,s,7) aus t’ € sons™(¢), s’ € sons™(s)

und ' € sons™ (r) bereits (', s') € sons(t, s) sowie (s',r’) € sons(s,r) und somit insbe-
sondere (t',s") € Tzx7 und (8',7") € T7xx. Damit ist die Induktion vollstéindig.
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Sei nun t € Tz. Fiir alle (¢,s,7) € Tzxgxk miissen dann (¢,s) € Tzx7 und (s,7) €

T7xx gelten, also s € row(t) und r € row(s), so dass wir

#{(s,m) €Ty x T : (t,s,7) € Trxgxk} = # U {(s,r) : r €row(s)}

s€row(t)

< Z #row(s) < Z CSPSCSQP

serow(t) serow(t)

erhalten. Entsprechend koénnen wir auch die Mengen fiir s und r behandeln.

Nun stehen uns alle Hilfsmittel zur Verfiigung, die wir benétigen, um den Rechenauf-

wand der Multiplikation hierarchischer Matrizen abzuschétzen:

Satz 6.18 (Aufwand Matrix-Multiplikation) Der in Abbildung[6.7 angegebene Al-
gorithmus bendtigt, aufgerufen mit (t,s,r) = (to,s0,70) € Tz X Ty x Tx, nicht mehr

als
Conutk? (b + 1)2 (F#to + #£50 + #£70)

Rechenoperationen. Fir die approximative Berechnung von Z < Z + XY fallen also

insbesondere nicht mehr als
Cunath®(p+ 1)*(HI + #T + #K)
Operationen an, wobei die Konstante durch
Crnul = C2, max{Cruu,if; Craut aux }
gegeben ist.
Beweis. Aus Lemma [6.14] wissen wir, dass nicht mehr als
Conak?( + V) (#E + #5 + #7)

Operationen anfallen, falls (¢, s) oder (s,r) ein Blatt ist.
Aus Lemma [6.15] wissen wir, dass anderenfalls nicht mehr als

Cmul,aux]%2 (#f + #72)

Operationen durchgefiihrt werden.
Insgesamt ist damit der Aufwand pro Tripel (t,s,r) € Tzx 7xx durch

C’tmul]%2 (ﬁ + 1)(#£ + #<§ + #f) mit C1t;mul = maX{Cmul,lf7 Cmul,aux}

beschrankt. Damit erhalten wir nun fiir den Gesamtaufwand die Schranke

> Comuk® (9 + 1) (# + #3 + #7)

(t,s,m)€Esons* (to,80,70)
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= Comuk?(p + 1) > HE+ 5+ #7.

(t,s,r)Esons* (to,80,70)

Dank Lemma und Lemma kénnen wir

> #< > Yoo o#i<c, Y, #

(t,s,r)esons*(to,s0,r0) (t,s)Esons* (to,s0) rErow(s) (t,s)€sons* (to,s0)

< C2,(p+ D)#to (6.6)

erhalten und &hnliche Schranken auch fiir die Summen iiber s und r gewinnen. Durch
Einsetzen in die vorangehende Abschéitzung folgt die gewiinschte Aussage. [

6.6 Inversion hierarchischer Matrizen

Die Matrix-Multiplikation ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der Durchfiihrung anspruchs-
vollerer Matrixoperationen. Als erstes wichtiges Beispiel untersuchen wir die Matrix-
Inversion, also die Berechnung von X! fiir eine regulire Matrix X € KZ*7T,

Wir gehen davon aus, dass X eine hierarchische Matrix ist, und dass der Blockbaum
Tzx7 denselben Clusterbaum 77 fiir Zeilen und Spalten verwendet.

Der zu konstruierende Algorithmus wird rekursiv arbeiten. Zur Motivation untersu-
chen wir zunéchst den Fall einer regulidren Blockmatrix Y € K"*™ der Form

Y1 Y12>
Y —
(Y21 Yoo
mit den Teilmatrizen

Y € Kmxm’ Yo € Kmx(nfm)’ Yoy € K(nfm)xm’ Yo € K(nfm)x(nfm).

Falls Y171 regulér ist, erhalten wir mit Hilfe der Gau-Elimination die Gleichung
I Yu Y\ _ (Yu Y2
~YauY' I)\ Yo Yo Yo — Yo Y'Y )

Da beide Faktoren auf der linken Seite regulér sind, muss auch die Matrix auf der rechten
Seite regulér sein. Das ist nur moglich, falls auch das Schur-Komplement

S: =Yy — Y21Y1_11Y12

regulédr ist. Dank der Gleichung

Yl_ll —Y1_11Y128_1 Y1 Yoo _ I
St S I

kennen wir die Inverse der rechten oberen Dreiecksmatrix und erhalten
Y Y YS! I Y Yi2) _ (1
S-! —Yleil I Yo Yoo 1)’
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also folgt insbesondere

vl Y ! Y YS! I
S—! ~You Y I

(Y YR Y8 Yy Y Y Y S 6.
- < _SleQIYl—ll Sfl ) : ( : )
Damit steht uns eine explizite Formel zur Berechnung der Inversen einer 2 x 2-
Blockmatrix zur Verfiigung.

Dieses Ergebnis wenden wir nun auf den Fall einer H-Matrix an. Sei t € 77 ein Cluster.
Wir untersuchen die Inverse einer Teilmatrix X|;, ;. Falls ¢ ein Blatt ist, diirfen wir davon

ausgehen, dass #t klein genug ist, um die Inverse direkt berechnen zu kénnen, etwa mit
einer pivotisierten Gau-Elimination.
Falls ¢ kein Blatt ist, setzen wir 7 := # sons(t) und wéhlen ¢y, ..., ¢, mit

sons(t) = {t1,...,t-}.

Nun zerlegen wir
X=X

ixt

in Teilmatrizen

)A(Z.j — X|fi fir alle 7,5 € {1,...,7},

ij
mit denen wir die Darstellung
X111 ... X17—
X = . .

~

X ... X,

erhalten. Entsprechend zerlegen wir die Inverse Z := X1 in Teilmatrizen

VATRES Z|£i><£j fir alle 4,5 € {1,...,7},
um die Darstellung
Z11 e ZlT
X=z=|: -
Z:y ... Z.;

verwenden zu kénnen. Damit sich unsere fiir den Fall der 2 x 2-Blockmatrix gewonnenen
Erkenntnisse einsetzen lassen, setzen wir

Xa=| : |, Xl*::<X12 Xh), K= |+ . |,

110



6.6 Inversion hierarchischer Matrizen

72, Zoy ... Zo
2, = s VAPRES (ZIQ cee ZlT) s 2y = .
ZTl ZTQ . ZTT
und finden
S X X 211 7.
X=|= ~ Z = .
(X*l X**) ’ <Z*1 Z**>

Mit diesen Matrizen kénnen wir wie im 2 x 2-Fall verfahren: Zun#chst berechnen wir
Xl_ll, also die Inverse der Teilmatrix zu dem Cluster ¢1, durch eine Rekursion.
Sobald das Ergebnis vorliegt, konnen wir die Hilfsmatrix

Loy

L, = X*1XI11 = R L= Xﬂﬁil fiir alle ¢ € {2, e ,7'}
L‘rl

bestimmen und das Schur-Komplement

Soo ... Sor
S** = X** - L*IXI* = I )
Sr2 ... Sy
Sij = iij — Lz’lﬁlj fur alle 4,5 € {2, R ,T}

aufstellen. Nun benétigen wir die Inverse des Schur-Komplements S,.. Falls 7 = 2 gelten
sollte, konnen wir sie direkt berechnen, anderenfalls nutzen wir aus, dass die Matrix eine
(1 — 1) x (1 — 1)-Blockmatrix ist, so dass wir rekursiv ihre Inverse auf die Inversen
kleinerer Teilmatrizen zuriickfithren kénnen.

Die Inverse des Schur-Komplements ist nach bereits der rechte untere Diagonal-
block der Inversen Z, sobald wir sie berechnet haben gilt also

Zos ... ZQT
Zoo=S. =1
Z ... Z.;

Nach Gleichung konnen wir damit durch Multiplikation mit L, die erste Spalte
der Inversen berechnen, denn es gilt

Zoo ... 2o Loy
Zo=-SIXaX =-STLa=—| ¢ . e
ZT2 v ZTT LTl
-
Zj :—ZZZ-]-Lﬂ fur alle i € {2,...,7’}.
j=2
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Zur Bestimmung der ersten Zeile der Inversen benutzen wir eine zweite Hilfsmatrix
Rl* = ﬁl_llil* = (R12 e RlT) s le = X le fiir alle j S {2, e ,7’},
die es uns ermdoglicht, die erste Zeile dank (6.7)) in der Form

Zos ... Zor
Zy, = X X1*S,.ﬂ*1 =-Ri.S}=-(Ri ... Rip)| = . ],
Zo5 ... 7.,

le = —ZRMZU fir allej € {2,...,7}

zu berechnen. Es fehlt noch der linke obere Eintrag der Inversen, den wir gemif (6.7)
mit einer der Gleichungen

Zn = X5 + X XS XX = Xy — Zy, Ly = Zzh i,
Zi = X! + X XS Xa X! = X! - RiZa = X - ZRU i1

berechnen kénnen. Damit sind Ziy, Zix, Z.1 sowie Z., bestimmt, also liegt die
vollstandige Inverse vor.
Die Rekursion fiir 7 > 2 fithren wir nicht explizit durch, sondern wir implementieren

sie als eine Schleife, die fiir k € {1,...,7} jeweils auf den Teilmatrizen
ka . X]W Zi. ... Zp-
XT’C .. XTT Z.. ... 71

rechnet. Fiir £ = 1 erhalten wir die Ausgangsmatrix, sobald das Schur-Komplement
berechnet wurde, gehen wir zu k = 2 tiber, und so weiter, bis wir fiir & = 7 die Teilmatrix
X, invertieren und die Schleife endet. Damit enthilt Z. bereits den korrekten Teil der
endgiiltigen Inversen. Dann beginnt die gegenlédufige Schleife, in der wir zunéchst fiir
k =71 — 1 die Inverse der rechten unteren 2 x 2-Matrix bestimmen und uns dann bis zu
k = 1 vorarbeiten und dann die vollstdndige Inverse berechnet haben. Der resultierende
Algorithmus findet sich in Abbildung

Unser Ziel ist es nun, seinen Rechenaufwand abzuschétzen. Dazu nutzen wir aus, dass
die Inversion intensiv von der Matrix-Multiplikation Gebraucht macht: Abgesehen von
der Inversion fiir Blatter kommen in unserem Algorithmus sdmtliche Rechenoperationen
nur in Matrix-Multiplikationen vor. Also bietet es sich an, den Rechenaufwand dhnlich
wie zuvor abzuschétzen, indem wir die Struktur der rekursiven Aufrufe der Funktionen
inv_h und mul_h_h analysieren. Fiir den letzteren Fall haben wir das bereits getan, fiir
die Inversion stellen wir fest, dass fiir k € {1,...,7} und i,j € {k+1,...,7} Funktions-
aufrufe je einmal fiir
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procedure inv_h(¢, var X, L, R);

if sons(t) =
Xlixi ¢ X,

else

T < # sons(t);
for k=1,...

0 then

ixt

{t1,...,t;} < sons(t);
,7 do
inv_h(tg, X, H);
forie{k+1,...

Lf; i, < 0;

Rlj, xi, < 0;
end for;
fori,je{k+1,...,7} do

mul,h,h(—l, ti, tk, tj, L7 X, X)
end for

,7} do

end for;
fork=7-1,...,1do
forie{k+1,...,7} do
X|£l_><£k < 0; X|fk><fi < 0;
forje{k+1,...,7} do

mul_h h(—1, ¢;, t;, tg, X, L, X);
mul,h,h(—l, tk, tj, tz', R, X, X)
end for;
mul h_h(—1, t, t;, tg, X, L, X)
end for

end for

end if

mulil,h(l, ti, tk, tk, X, X, L),
mul,h,h(l, tk, tk, tz‘, X, X, R)

(X1« X'}

{Lﬂ — Xﬂﬁl_ll
{RU — XI_IIXM}

{Sij < iij — Lililj}
{Zyy 72y —Zi;Lj1 }
{Zy; — Z1; —Ry;Zj;}

{Z11 < 7211 — Z1,L;1}

Abbildung 6.8: Inversion einer H-Matrizen: X <— X!, L und R dienen als Hilfsspeicher
fiir eine untere und eine obere strikte Block-Dreiecksmatrix

(
(
(
(
(
(

: -1
% (Inversion zur Berechnung von X ),

ti, tx, tr) (Aufstellen von Lyg),

ti, tk, t;) (Aufstellen von Ry;),

t’Lvtk‘vt]

ti,tj, tr) (Aufstellen von Z;;),

tr,ti, t;) (Aufstellen von Zy;),

) (
) (
) (Aufstellen von S;;),
) (
) (
) (

tk, ti, tr) (Aufstellen von Zgy)

erfolgen. Wenn wir den Aufruf fiir ¢ als Aufruf mit dem Tripel (¢, tx, tx) interpretieren,
sehen wir, dass jede Kombination der Scéhne von ¢ genau einmal vorkommt, es werden
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also rekursive Aufrufe fiir alle Tripel (¢;,%;,t;) € sons(t) x sons(t) x sons(t) durchgefiihrt,
falls ¢ kein Blatt ist. Das entspricht gerade den S6hnen des Tripels (¢,¢,t) in dem fiir die
Analyse der Multiplikation verwendeten Tripelbaum 7T7x7x7z-

Also wird bei der Inversion derselbe Baum durchlaufen wie bei der Multiplikation,
allerdings wahrscheinlich in einer anderen Reihenfolge. Wenn wir den Rechenaufwand
pro Tripel abschétzen konnen, erhalten wir mit derselben Vorgehensweise wie bei der
Multiplikation auch eine Aufwandsabschétzung fiir die Inversion.

Fiir die Multiplikation wissen wir dank der Lemmas und bereits, dass eine
Konstante Cypy € N so existiert, dass der Aufwand fiir einen Tripel (¢,s,7) € TzxzxT
durch

Comuk?(p -+ 1) (4 + #£5 + #47)

beschréinkt ist. Bei der Inversion stellen wir fest, dass der Algorithmus inv_h nur in
einem einzigen Fall iiberhaupt rechnet, ndmlich falls ¢ ein Blatt ist und die Inverse des
korrespondierenden Diagonalblocks zu bestimmen ist. Wenn wir diese Berechnung etwa
per GauB-Elimination durchfiithren, existiert einer Konstante Ci.yp, € N derart, dass die
Inversion einer Teilmatrix Y|;, ; nicht mehr als Cinvb(#1)3 Operationen erfordert. Um
eine dhnliche Abschitzung wie im Fall der Multiplikation zu erhalten, nutzen wir aus,
dass t ein Blatt ist und also #¢ < r7 gilt, um

C(invb
3

Chiuvb (#1)? < Cinprz#tt < Cinpk?# < B2 4 1) (#F + #E + #1)

zu erhalten. Daraus folgt, dass der Aufwand pro Tripel (¢, s,7) € Tzrxzx7 bei der Inversion
nicht

~ ~ C’inv
C(tinkaz(;’3 + 1)(#t + #§ + #'f), Ctinv ‘= Imax {310’ Cvtmul}

Operationen iiberschreitet. Nun kénnen wir wie bei der Matrix-Multiplikation verfahren,
um eine Abschitzung des Aufwands zu finden:

Satz 6.19 (Aufwand Matrix-Inversion) Der in Abbz’ldung angegebene Algorith-
mus bendtigt, aufgerufen mit t =ty € Tz, nicht mehr als

Cinn k2 (p + 1)%#

Rechenoperationen. Fiir die approzimative Berechnung von Z <+ X! fallen also insbe-
sondere nicht mehr als

Cink?(p + 1)*#T
Operationen an, wobei die Konstante in beiden Fillen durch
C’inv = 36’s2pcftinv

gegeben ist.
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6.7 Dreieckszerlegungen

Beweis. Wie wir bereits gesehen haben, sind fiir ein Tripel (¢, s,7) € Tzxzxz nicht mehr
als

Cinvk? (D + 1) (F#E + #5 + #7)

Rechenoperationen erforderlich. Da wir auch schon wissen, dass im Zuge der Inversion
siamtliche Tripel aus dem Teilbaum sons* (¢, o, t9) vorkommen, aber auch keine anderen,
erhalten wir die obere Schranke

Crinvk*(p+ 1) 3 BT+ H5 + #7.

(t,s,m)€sons* (to,to,t0)

Dank lésst sich dieser Term durch

Clinv ook (b + 1) (#o + #io + #lo)
abschétzen, und das ist das gewiinschte Ergebnis. ]
Bemerkung 6.20 (Fehlersteuerung) Bei der Inversion ist es wesentlich schwieriger
als bei der Multiplikation, eine gegebene Genauigkeit zu garantieren, da jede Inverse
ewner Teilmatrix in die Berechnung anderer Teilmatrizen eingeht, die in der Regel auch
wieder invertiert werden.

Dieses Problem vermeiden alternative Verfahren, etwa solche, die auf der Newton-
Iteration aufbauen [17], allerdings sind sie hiufig auch wesentlich rechenintensiver.

6.7 Dreieckszerlegungen

In der Praxis sind wir hdufig nur daran interessiert, Gleichungssysteme mit einer Matrix
G zu l6sen, die vollstindige Inverse wird nur selten bendtigt. Fiir Aufgaben dieser Art
sind Dreiecksfaktorisierungen h#ufig niitzlich: Wir suchen nach einer unteren Dreiecks-
matrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R mit

LR =G,
einer sogenannten LR-Zerlegung, denn mit Hilfe dieser Darstellung lésst sich das System
Gx=Db
auch in der Form
Ly = b, Rx=y

schreiben, und aus dieser Form ldsst sich durch Vorwiértseinsetzen in L und Riickwérts-
einsetzen in R die Losung x berechnen.

Unser Ziel ist es also nun, eine LR-Zerlegung einer hierarchischen Matrix zu berechnen,
selbstverstindlich wieder approximativ, um Rechenzeit und Speicherplatz zu sparen. Den
Ansitzen aus [27, [20] folgend gehen wir dhnlich wie im Fall der Inversion rekursiv vor:
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6 Matrix-Arithmetik

Wir untersuchen die Berechnung der LR-Zerlegungen von Teilmatrizen G|, ;. Falls ¢ ein
Blatt des Clusterbaums ist, kénnen wir die Zerlegung in der fiir vollbesetzte Matrizen
iiblichen Weise bestimmen.

Anderenfalls setzen wir wieder 7 := # sons(t) und wéhlen ¢y, ...,t; € Tz mit

sons(t) = {t1,...,t:}.

Die Matrix
G := G‘fxf
zerlegen wir entsprechend in Teilmatrizen

~

G;j = G‘ﬂ;ij fir alle 4,5 € {1,...,7},
um die Darstellung
G ... Gir
G’ — . . .
G ... G,

zu erhalten. Wie im Fall der Inversion fithren wir den allgemeinen Fall auf den Fall einer
2 x 2-Blockmatrix zuriick, indem wir

G21 @22 G27—

~ ~ ~

GTI G7—2 ce GTT

G- G G
G*l G**
erhalten. Mit den zu berechnenden Dreiecksfaktoren L und R verfahren wir entspre-
chend: Wir setzen

einfithren und

i = L|f><f7 f‘ij = L|£z‘><£j fur alle 4,5 € {1, .. ,7’}, (68)

A~

R:=R|,; R == Rl;,, fiir alle 7,5 € {1,...,7}. (6.9)

Zur Reduktion auf 2 x 2-Blockmatrizen verwenden wir auch hier

- Lo R Ly,
La=1] : |, L= + - )
f‘Tl fl‘rQ fJTT
f{22 ﬁ?‘r
Ry, = (ﬁlg ﬁh) ) R.. = IR .
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6.7 Dreieckszerlegungen

so dass wir insgesamt zu der Gleichung

Ell N 1/ill 1:{1* — i\lﬁ — (/i — (}11 (:;1*
L*l L** R** G*l G**

gelangen. Durch Ausmultiplizieren der linken Seite folgt

L11R11 - Gll, inﬁl* = é1*7 (6.10&)
L*lRll - G*l; f‘*lﬁl* + i\l**ﬁ** - é**7 (610b)

und diese Gleichungen kénnen wir fiir die rekursive Berechnung der Matrizen Lund R
verwenden: Die erste Gleichung erlaubt es uns fql und f{n mittels der LR-Zerlegung
der Matrix G1; zu gewinnen.

Sobald diese Matrizen bekannt sind, konnen wir mit Hilfe der zweiten und dritten
Gleichung die Matrizen ﬁl* und i*l durch Vorwiértseinsetzen in die Matrizen fql be-
ziehungsweise f{* berechnen. Die genaue Umsetzung dieser Berechnung im Rahmen der
approximativen H Matrix-Arithmetik werden wir spéter diskutieren.

Wenn L*l und Rl* bekannt sind, folgt aus der vierten Gleichung schlieflich

o~ o~

L**R** = G** - L*].R].*y

so dass wir f;** und f{** als LR-Zerlegung der rechten Seite dieser Gleichung rekursiv
konstruieren konnen.

Es bleibt nur noch zu diskutieren, wie sich die Gleichungen illf{l* = CA-‘q* und
i*lf{n = é*l 16sen lassen. Dank der Gleichung

. ~ A e,
Gl = (LuRu)" =Ry, Ly
konnen wir die zweite auf die erste zuriickfithren, denn hier ist R]; wieder eine untere

Dreiecksmatrix.
Wir stehen also vor der Aufgabe, ein System der Form

LX=Y
zu lésen. Zunéchst untersuchen wir den Spezialfall, dass X und Y Vektoren sind, dass
also y € K* gegeben und X € K! gesucht ist. Falls  ein Blatt ist, kénnen wir die Aufgabe

direkt 16sen. Anderenfalls verfahren wir wieder rekursiv und zerlegen dazu die Vektoren
X,y € K in der iiblichen Form

>

fir alle i € {1,...,7},

<)
I

<)
I

<)

!

Il
=)
»)
Il
<)
Il
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6 Matrix-Arithmetik

zu erhalten. Genau wie jedes andere Gleichungssystem in unterer Dreiecksgestalt lasst
sich auch dieses durch Vorwirtseinsetzen 16sen, also in unserem Fall durch rekursives
Auflésen der Gleichungen

Liixi =¥y = Liix; =y,
Lo1X1 + LagXo = y2 — Looxo = y2 — Lo1Xy,
7—1 T—1
L‘rkxk + LT’TXT =Yr <~ LTTXT =Yr— E LTka
k=1 k=1

nach den Teilvektoren Xi,...,X,;. Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung
zusammengefasst.

procedure forward_subst_h(¢, L, var x);
if sons(t) = () then

x|; L\gxlfx i
else
T < #sons(t); {t1,...,t:} < sons(t)
fori=1,...,7 do
for ke {l,...,i—1} do
b« (t;,tr); eval h(—1, ¥, L, x, x)
end for;
forward_subst_h(¢;, L, x)
end for
end if

Abbildung 6.9: Vorwértseinsetzen fiir eine H-Matrix L in unterer Blockdreiecksform zur
Berechnung von x + L~ !x

Entsprechend kénnen wir selbstverstindlich auch das Riickwértseinsetzen fiir eine H-
Matrix in oberer Blockdreiecksform als Rekursion {iber Teilblocke formulieren und er-
halten den in Abbildung angegebenen Algorithmus.

Schliefllich benttigen wir fiir die Berechnung der LR-Zerlegung auch noch die
Moglichkeit, Gleichungen der Form R*x = y aufzulésen. Da R eine obere Dreiecks-
matrix ist, ist R* eine untere Dreiecksmatrix, so dass wir die Aufgabe wieder durch
rekursives Vorwértseinsetzen 16sen kénnen. Der korrespondierende Algorithmus ist in
(6.11)) zusammengefasst.

Es bietet sich an, das Vorwirtseinsetzen auch auf Matrixblocke zu iibertragen, um
auch das urspriingliche Problem LX = Y behandeln zu kénnen. Um #hnlich wie im
vorigen Fall die rechte Seite mit der Losung iiberschreiben zu kénnen verlangen wir,
dass die 7-Matrizen X und Y dieselbe Struktur aufweisen, so dass ein Block b = (t,s)
genau dann ein zuléssiges oder unzuléssiges Blatt des zu X gedérenden Blockbaums ist,
wenn er es beziiglich des zu Y gehorenden Baums ist.
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6.7 Dreieckszerlegungen

procedure backward_subst_h(¢, R, var x);

if sons(t) = () then

x[; + R|Zx|;

ixi
else
T < #sons(t);  {t1,...,t;} < sons(t)
fori=r7,...,1do

forke{i+1,...,7} do
b+ (t;,tx); eval h(—1,V, R, x, x)
end for;
backward_subst_h(¢;, R, x)
end for
end if

Abbildung 6.10: Riickwértseinsetzen fiir eine H-Matrix R in oberer Blockdreiecksform
zur Berechnung von x + R™!x

procedure adjforward_subst_h(¢, R, var x);
if sons(t) = () then
X|£ — (R| _1X|tA
else
T < #sons(t); {t1,...,t:} < sons(t)
fori=1,...,7 do
for ke {l,...,i—1} do
b+ (tk,t;); adjeval.h(—1, ¥, R, x, x)
end for;
adjforward_subst_h(¢;, R, x)
end for
end if

;xf)

Abbildung 6.11: Vorwiértseinsetzen in die Adjungierte einer H-Matrix R in oberer Block-
dreiecksform zur Berechnung von x + (R*)™!'x

Mit dieser Vereinfachung erhalten wir die folgende Problemformulierung: Gegeben
b= (t,s) € Trxg, bestimme X|; . so, dass

L|f><fX|f><§ = Y‘fxé

gilt. Bei der die Losung dieses Problems miissen wir die iiblichen drei Félle unterscheiden:
b kann ein zuldssiges oder unzuléssiges Blatt oder kein Blatt sein.
Falls b ein zuléssiges Blatt ist, kennen wir eine Rang-k-Darstellung

Y|, = AB* mit A € K¥*, B e K**
und kénnen

A:=L[LA

ixt
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6 Matrix-Arithmetik

berechnen, indem wir den bereits diskutierten Algorithmus fiir das Vorwértseinsetzen
(vgl. Abbildung auf die k Spalten der Matrix A anwenden. Damit folgt

Xljs = LI Y

ixt

=L

ixs = L|; ;AB* = AB",
wir haben also, wie schon im Fall der Matrix-Multiplikation, ausgenutzt, dass das Pro-
dukt einer beliebigen Matrix mit einer Rang-k-Matrix wieder eine Rang-k-Matrix ist,
deren Darstellung wir aus einer Darstellung der urspriinglichen Matrix einfach gewinnen
koénnen.

Falls b ein unzuldssiges Blatt ist, folgt aus der Voraussetzung, dass Tz« 7 ein zuldssiger
Blockbaum ist, dass ¢ oder s ein Blatt des jeweiligen Clusterbaums sein muss. Ist ¢ ein
Blatt, so ist (¢,t) ebenfalls ein Blatt, so dass wir

1
Xliws =Ll ;Y ixs

direkt bestimmen konnen. Ist dagegen s ein Blatt, so enthilt die zugehdrige Indexmenge
#5 < ry nur wenige Elemente, so dass wir X|;, ; berechnen kénnen, indem wir den
Algorithmus fiir das Vorwiéirtseinsetzen (vgl. Abbildung auf jede Spalte anwenden.

Interessant wird es, falls b kein Blatt ist und wir deshalb eine Rekursion verwenden
miissen. Fiir L = L|;, ; haben wir bereits in eine Zerlegung in Teilmatrizen fixiert,
so dass wir nur noch eine passende Zerlegung fiir Y benétigen. Wir setzen o := # sons(s)
und wahlen si,...,s, € T7 mit sons(s) = {s1,...,5,}. Wie iiblich verwenden wir zur
Abkiirzung die Notationen

Y =Yl Yij = Ylj, s,
X = Xlivs )A(ij = X|£i><§j fir allei € {1,...,7}, je{l,...0},
die zu den Blockdarstellungen
R Yu ... Y R Xn ... Xy,
Y=|: - X=| : ‘
Y ... Yo X .o X

fithrt. Fiir eine beliebige Spalte j € {1,...,0} konnen wir die Gleichung
flll le i\fvlj

~ ~ ~

L~ TT XTj Yrj

|

wieder durch Vorwértseinsetzen auf die Gleichungen
L11X1j = Ylj <~ L11X1j = Ylja

L21X1j + L22X2j = ng = L22X2j = Y2j - L21Y1j7
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procedure forward_blocksubst_h(b, L, var X);

(t,5) < b;
if b ¢ L’}XJ then
forward_subst_h(t, L, Axp) {Algorithmus fir jede Spalte von A x;}

else if b € L7, ; then

forward_subst_h(¢, L, X|;, ;) {Algorithmus fir jede Spalte von X|;, .}
else

T < #sons(t); {t1,...,t:} < sons(t);

o < #sons(s);  {s1,...,85} < sons(s);
for j€{l,...,0} do
fori=1,...,7do

for k={1,...,i—1} do
mul_h_h(—1, ¢, t, s;, L, X, X)
end for;
b « (ti,s;); forward_blocksubst_h(¥/, L, X)
end for
end for
end if

Abbildung 6.12: Block-Vorwértseinsetzen fiir eine H-Matrix L in unterer Blockdreiecks-
form zur Berechnung von X + L™1X

T—1 _
Z LTijj + LTTXTj = YTJ — Lo X7y = Y Z Tkaj
k=1 k=1

zuriickfithren, die sich wieder rekursiv auflosen lassen.

Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung dargestellt. Wie schon im Fall
der Inversion ist nicht vorgeschrieben, in welcher Reihenfolge die Sthne eines Clusters
durchlaufen werden, sofern diese Reihenfolge iiber den gesamten Algorithmus hinweg
einheitlich ist: Das Vorwiértseinsetzen funktioniert selbstverstindlich nur dann, wenn
auch tatséchlich eine untere Dreiecksmatrix beziiglich der gewéhlten Reihenfolge vorliegt.

Um eine Gleichung der Form XR = Y mit einer rechten oberen Dreiecksmatrix R
aufzulGsen, konnen wir entsprechend vorgehen: Fiir Blatter des Blockbaums wenden wir
den Algorithmus aus Abbildung im zuléssigen Fall auf alle Spalten der Matrix Bx
oder im unzuléssigen Fall auf alle Zeilen der Matrix X|;, . an. Falls b = (¢, s) kein Blatt

ist, setzen wir o := #sons(s) und wihlen s1,...,5, € T7 mit sons(s) = {s1,...,8¢},
um dann
ﬁ:z R’gxg, ﬁij = R’§¢><§j fiir alle ’i,jE{l,...,U}
und die Blockdarstellung R R
Rii ... Ry,
R= S
ﬁo’o’
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6 Matrix-Arithmetik

zu erhalten. Fiir eine beliebige Zeile i € {1,...,7} kénnen wir die Gleichung
R Ri,
(le . Xia) : = (Yzl . Yza)
Roo

ebenfalls durch Vorwirtseinsetzen in die Gleichungen

~

~

Xi1R11 = Y1,

Xi1Ri1=Yj =
X;i1R12 + X;2R00 = Yo — Xi2Ro2 = Y9 — X;1R2,
o—1 o—1
XiRio + XicRoo = Yig = XioRoo = Yie — Y XixRo
k=1

i

1

auflésen, indem wir sie auf eine Rekursion und Matrix-Multiplikationen zuriickfiihren.

procedure adjforward_blocksubst_h(b, R, var X);
(t,s) < b;
if b e ['}_xj then
adjforward_subst_h(s, R, Bx )
else if b € L7, ; then
adjforward_subst_h(s, R, X|;, ;) {Algorithmus fir jede Spalte von X|;, :}
else
T < F#sons(t);  {t1,..
o+ #sons(s);  {s1,..

{Algorithmus (6.11)) fiir jede Spalte von Bx }

., tr} < sons(t);
., 8o} < sons(s);

foriec{l,...,7} do
for j=1,...,0do
for k={1,...,7—1} do
mul_h_h(—1, ¢;, sg, sj, X, R, X)
end for;
V « (t;,s;); adjforward_blocksubst_h(¥', R, X)
end for
end for
end if

Abbildung 6.13: Block-Vorwirtseinsetzen fiir die Adjungierte einer H-Matrix R in obe-
rer Blockdreiecksform zur Berechnung von X < XR™!

Nun stehen uns alle Algorithmen zur Verfiigung, die wir bendtigen, um aus den Glei-
chungen (6.10)) den Algorithmus zur Berechnung der LR-Zerlegung zu konstruieren: Die
Gleichung

LR =Gn
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bedeutet, dass wir fql und ﬁn aus einer LR-Zerlegung der Teilmatrix éu gewinnen
konnen, also mit Hilfe eines rekursiven Aufrufs.
Sobald uns diese Matrizen zu Verfiigung stehen, kénnen wir

illﬁl* = @1*, iuﬁlj = élj fiir alle j S {2, R ,T}

durch Vorwirtseinsetzen mit Hilfe des in Abbildung [6.12] dargestellten Algorithmus
auflosen, um le fiir alle j € {2,...,7} zu berechnen.
Entsprechend kénnen wir

~

f:*lﬁ,u = G*l, iilﬁll = éﬂ fiir alle ¢ € {2, R ,7‘}

durch Vorwértseinsetzen in die Adjungierte der Matrix Ry, mit Hilfe des Algorithmus
aus Abbildung auflosen, um L;; fiir alle ¢ € {2,...,7} zu bestimmen.
Schliellich miissen wir

~ o~

f‘*lﬁl* + f‘**ﬁ** = a**, f‘**ﬁ** - é** - L*lRl*

auflésen. Das Schur-Komplement

~

§** = é** — i*lf{l*, Sij = éij — flilﬁlj fiir alle 4,5 € {2, . ,T}

konnen wir mit der bereits bekannten Matrix-Multiplikation aufstellen, seine LR-
Zerlegung erfolgt dann wieder rekursiv.

Bei der praktischen Umsetzung kénnen wir ausnutzen, dass in den Algorithmen fiir
das Vorwértsumsetzen die rechte Seite mit der Losung tiberschrieben wird, so dass oh-
ne weiteres Zutun jeweils Glj durch le und Gzl durch Lzl ersetzt wird. Da wir die
Matrix-Multiplikation in weiser Voraussicht so formuliert haben, dass sie das Produkt
zu der Ergebnismatrix addiert, konnen wir elegant G.. mit dem Schur-Komplement
S.. iiberschreiben, so dass dessen LR-Zerlegung genau dort gespeichert wird, wo wir sie
haben wollen.

Die Analyse der Komplexitédt kénnen wir dhnlich wie im Fall der Inversion durchfiih-
ren: Den Aufruf der Prozedur Ir_decomp_h fiir den Cluster ¢ zdhlen wir als Aufruf mit
dem Tripel (t,t¢,t) im Tripelbaum, den Aufruf der Prozedur forward _blocksubst_h fiir
den Block b = (t,s) zéhlen wir als Aufruf mit dem Tripel (¢,¢,s) im Tripelbaum, den
Aufruf der Prozedur adjforward_blocksubst_h fiir den Block b = (s, t) als Aufruf mit dem
Tripel (s,t,t).

Dann erfolgen in der Funktion Ir_decomp_h Aufrufe fir (g, tx, tx), (tk, tr, i), (ti, te, tk)
und (t;,tg,t;), letztere jeweils fiir alle 4,5 € {k + 1,...,7}. In forward_blocksubst_h
erfolgen Aufrufe fiir (t;,tg,s;) mit ¢ € {k + 1,...,7} sowie (t;,t;,s;), in adjfor-
ward_blocksubst_h dagegen fiir (t;, si,s;) mit j € {k+1,...,0} sowie (¢;, s, s;). Damit
entspricht die rekursive Aufrufstruktur einer Teilmenge derer, die der Tripelbaum be-
schreibt, und wir kénnen den Gesamtaufwand durch den Aufwand fiir den vollstédndigen
Tripelbaum beschrénken, um eine &hnliche Aufwandsabschitzung wie in Satz zu
erhalten.
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procedure lr_decomp_h(t, var G);
if sons(t) = () then
Uberschreibe G|;,; mit seiner LR-Zerlegung
else
T < F#sons(t);  {t1,...,t;} < sons(t);
fork=1,...,7 do
Ir_decomp_h(tx, G);
forie{k+1,...,7} do
b+ (tg,t;); forward blocksubst h(¥/, G, G);
b+ (t;,tx); adjforward_blocksubst_h(V, G, G);
end for;
fori,je{k+1,...,7} do
mul-h_h(—1, t;, tg, t;, G, G, G)
end for
end for
end if

Abbildung 6.14: Berechnung der LR-Zerlegung einer H-Matrix G. Die linke untere
Halfte wird mit dem Faktor L {iberschrieben, die rechte obere mit R.

Bemerkung 6.21 (Praxis) In der Praxis wird die approximative LR-Zerlegung in we-
sentlich kiirzerer Zeit als die Inverse berechnet, und sie ist auch in vielen Anwendungen
wesentlich genauer.

Ersteres kann man dadurch erkliren, dass die LR-Zerlequng der ,ersten Hdalfte“ der
Inversion entspricht, in der die Schur-Komplemente berechnet werden, dass aber die
yeweite Hilfte“, in der sie invertiert und zur Aktualisierung des Rests der Matriz verwen-
det werden, fehlt. AufSerdem wird die Struktur der LR-Faktoren ,ndher an der Struktur
der Ausgangsmatriz G liegen, beispielsweise vererben sich Nulleintrdge innerhalb gewis-
ser Grenzen.

Die hohere Genauigkeit ldsst sich ebenfalls dadurch erkliren, dass die Fehler sich nur
Lin einer Richtung® fortpflanzen: Fehler, die wir bei der Berechnung von ,links oben*
stehenden Blocken einfiihren, beeinflussen nur ,rechts unten® stehende Blicke, werden
aber nicht von thnen beeinflusst.
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Neben der Behandlung von Integralgleichungen ist das Losen partieller Differential-
gleichungen eine wichtige Anwendung hierarchischer Matrizen. Anders als bei Integral-
gleichungen ist die Darstellung des zu losenden Gleichungssystems hier kein Problem,
denn die bei den typischen Finite-Elemente-Diskretisierungen auftretenden Matrizen
sind schwachbesetzt, besitzen also nur wenige von null verschiedene Eintrédge pro Zeile,
so dass sie sich elegant in einer entsprechenden Datenstruktur abspeichern lassen.

Wesentlich interessanter ist die Frage nach effizienten Losungsverfahren fiir derartige
Systeme: In der Regel sind die Systeme sehr grof3, so dass direkte Losungsalgorithmen wie
die (exakte) LR-Zerlegung nicht gut einsetzbar sind, und sie sind schlecht konditioniert,
so dass iterative Verfahren zwar wenig Speicher, aber sehr viele Schritte benttigen.

Unter bestimmten Bedingungen lassen sich zwar noch entsprechend angepasste direkte
Verfahren einsetzen, und speziell entworfene iterative Verfahren (insbesondere Mehrgitte-
riterationen) konnen in bestimmten Situationen sehr effizient sein, aber beide Techniken
stoflen an Grenzen.

Eine Alternative bieten hierarchische Matrizen: Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass
die bei der Finite-Elemente-Diskretisierung auftretenden Matrizen auch hierarchische
Matrizen mit lokalem Rang 0 sind, wenn wir eine der iiblichen Zuléssigkeitsbedingungen
verwenden. Demzufolge kénnen wir die Matrizen auch mit den Algorithmen aus Kapitel[§]
behandeln, um ihre Inversen oder ihre LR-Faktorisierungen approximativ zu bestimmen.
Beide Varianten ermoglichen es uns, das lineare Gleichungssystem durch ein dquivalentes
System mit wesentlich besserer Kondition zu ersetzen, das sich sehr effizient 16sen l&sst.

Die zentrale Frage in diesem Kontext lautet, ob sich die Inverse einer partiellen Dif-
ferentialgleichung sinnvoll durch eine hierarchische Matrix approximieren ldsst. Sofern
das der Fall ist, konnen wir die approximative Inverse berechnen und darauf hoffen, sie
auch effizient abspeichern zu konnen.

7.1 Variationelle Formulierung

Wir fixieren ein offenes beschrinktes Normalgebiet Q € R? und eine differenzierbare
Abbildung

C:Q— R™

die jedem Punkt eine d x d-Matrix zuordnet. Unser Interesse gilt dem partiellen Diffe-
rentialoperator

d
Llu) := — Z 9i (Cij0ju) ,

i,j=1
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der zumindest fiir alle u € C?(Q2) definiert ist.
Wir stellen uns die Aufgabe, partielle Differentialgleichungen der Form

Llu](z) = F(x) fiir alle x € Q

zu l6sen. Um die Eindeutigkeit sicher zu stellen, fordern wir auflerdem, dass v auf dem
Rand 02 des Gebiets verschwindet, dass also

u(z) =0 fiir alle x € 092

gilt. Indem wir mit einer Funktion v € C(2) multiplizieren, die ebenfalls auf dem Rand
verschwindet, und partiell integrieren, erhalten wir die Gleichung

d
Z /QCij(:c)ﬁiv(l")(?ju(m) dx = /QU(:L’)F(:L’) dr  fiir alle v € C*(Q) mit v|gq = 0.

3,j=1

Diese Formulierung dient als Grundlage unserer Untersuchung. Wir vereinfachen sie
zunéchst, indem wir den Gradienten

Oyu(x)
Vu(z) := : fiir alle x € Q2
Oqu(x)
einfithren und
d d d
> Cij(@)0w()du(e) de = (Vo(e))i | Y Cijla)(Vu());
2,7=1 =1 7=1

= (Vu(z), C(z)Vu(x))2

ausnutzen, um die kompaktere Darstellung

/(Vv(x), C(z)Vu(z))o dr = / v(x)F(x)de fiir alle v € C1(Q) mit v]pg =0 (7.1)
Q Q
zu erhalten. In dieser Gleichung kommen wir mit schwicheren Voraussetzungen an die
Differenzierbarkeit aus: Erstens treten nur die ersten Ableitungen von u und v auf,
zweitens werden diese Ableitungen nicht punktweise ausgewertet, sondern aufintegriert,
so dass wir auf die Voraussetzung der Stetigkeit verzichten kénnen.

Wir werden deshalb mit schwachen Ableitungen arbeiten, die mit Hilfe des Raums der
Testfunktionen

C5o () :=={p € C>(Q2) : der Tréger von ¢ ist kompakte Teilmenge von 2}

definiert werden. Insbesondere gilt fiir jede Testfunktion ¢ € C§°(Q2) die Gleichung
vlaa = 0, so dass wir fiir ein k£ € Ny mit partieller Integration

/ w(x)0%p(x) de = (1) / O%u(z)p(x)dz  fiir alle u € C*(Q), ¢ € CF(Q)
Q Q
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7.1 Variationelle Formulierung

erhalten, wobei o € N¢ ein Multiindex mit Betrag |a] = a1 + ... + ag < k ist und
9% = 9" ... 05" den korrespondierenden Differentialoperator bezeichnet.
Diese Formel dient als Motivation fiir den Begriff der schwachen Ableitung:

Definition 7.1 (Schwache Ableitung) Sei u € L?(Q), sei a € Nd ein Multiindex.
Falls ein v € L*(Q) ezistiert, dass

/ u(x)8%p(x) de = (—1) / v(x)p(z) dx fir alle p € C5° ()
Q Q

erfiillt, bezeichnen wir v als die schwache a-te Ableitung von u und notieren die Funktion
als 0%u.

Diese Notation fithrt nicht zu Missverstindnissen, da sie, wie wir bereits gese-
hen haben, fir klassisch differenzierbare Funktionen mit der klassischen Ableitungen
tbereinstimmit.

Da Linearkombinationen schwach differenzierbarer Funktionen wieder schwach diffe-
renzierbar sind, konnen wir entsprechend C*(2) auch Riume schwach differenzierbarer
Funktionen definieren:

Definition 7.2 (Sobolew-Raum) Sei k € Nyg. Dann ist
H*(Q) := {u e L*(Q) : fir alle a € N& mit |a| < k existiert 0%u € L*()}
ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(U, ) e () = Z (0%, 0"v) 12(q) fiir alle u,v € H*(Q)
la|<k

und der korrespondierenden Hilbertraum-Norm
1wl ey 2= 1/ (u, w) g fiir alle u € H*(Q).
Diesen Raum nennen wir den k-ten Sobolew-Raum.

Nun kénnen wir die Gleichung ([7.1)) in eine fiir unsere Untersuchung geeignete Form
bringen: Wir setzen vorliufig V := H!(2), definieren

a(v,u) := /Q<VU(:U),C(x)Vu(x))2 dx fir alle u,v € V, (7.2a)
fw) = /QU(:U)F(:L‘) dx fir alle v e V (7.2b)

und suchen nach einem u € V, dass die Variationsgleichung
a(v,u) = f(v) fir allev e V (7.3)

erfiillt. Zu klédren sind Losbarkeit sowie Eindeutigkeit und Stabilitéit der Losung.
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

Da H*(Q) ein Hilbertraum ist, kénnen wir den Satz von Riesz verwenden, um die
Losung von Variationsaufgaben zu berechnen. Allerdings miissen wir dazu nachweisen,
dass die von uns untersuchte Bilinearform a(-,-) ein Skalarprodukt ist, das eine zu der
Sobolew-Norm || - || & (o) dquivalente Hilbertraum-Norm induziert.

Es ldsst sich einfach feststellen, dass das nur moglich ist, falls die Koeffizientenmatrizen
C(z) in jedem Punkt des Gebiets mindestens positiv definit sind. Tatséchlich miissen
sie sogar gleichméfig positiv definit sein, es miissen also «a, 5 € Ry mit

allyl3 < (y. Clx)y)2 < Bliyl3 fiir alle y € RY, 2 € Q (7.4)

existieren. Damit a(-,-) auch symmetrisch ist, muss diese Eigenschaft von den Koeffizi-
entenmatrizen geteilt werden, es muss also

C(z) = C(x)* fiir alle z € Q2 (7.5)

gelten. Unter diesen beiden Voraussetzungen induziert a(-, -) immerhin schon eine Halb-
norm, die zu dem Spezialfall K = 1 der Halbnorm

[l gy = [ (07U, 0%) 120 fiir alle u € H*()
|a|l=k

dquivalent ist:
Lemma 7.3 (Norméiquivalenz) Es gilt
04|U|§11(Q) < a(u,u) < ﬁ\uﬁql(g) fiir alle w € H(Q).

Beweis. Sei u € H'(). Es gilt offenbar
[ulfrg) = D 10%ullEaq :/Q > |3°‘U($)|2d$=/g||vu($)”§ dz,
la)=1 la)=1

also erhalten wir aus
a(u,u) = / (Vu(z),C(z)Vu(z)) dz > / o[ Vu(z) |3 de = a|uﬁ{1(ﬂ),
Q Q
ofu,0) = [ (Vu(e). C@)Vulhads < [ BIVu@)Edo = Blulfso)

und das sind die gewiinschten Abschétzungen. [

Offenbar kénnen wir die Halbnorm | - [x(q) problemlos nach oben durch || - || zx(q)
abschitzen, eine Abschitzung nach unten ist dagegen schwieriger, weil beispielsweise
eine von null verschiedene konstante Funktion im Kern der Halbnorm liegt, aber nicht
im Kern der Norm. Hier helfen uns die Randbedingungen: Die Forderung u|sg = 0 ldsst
sich im Fall der schwach differenzierbaren Funktionen wie folgt fassen:
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7.1 Variationelle Formulierung

Definition 7.4 (Nullrandbedingungen) Sei k € Ny. Wir definieren

Hi(Q) :=C5o(@)”

der Raum HE(Q) ist also der Abschluss des Raums der Testfunktionen unter der Norm
HE(Q).

Diese Definition ist naheliegend: Die Testfunktionen verschwinden auf dem Rand OS2,
und wir dirfen davon ausgehen, dass sich diese Figenschaft unter dem Abschluss in
geeigneter Form erhdlt.

Auf dem Teilraum HE(Q) sind die Halbnorm | - |k und die Norm || - || g
dquivalent, denn aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung folgt

C’QHuH?{k(Q) < ’uﬁf’“(ﬁ) fiir alle v € HY(Q)

mit einer nur von 2 abhidngenden Konstanten Cq € Ry.
Indem wir die Variationsgleichung (7.3) auf dem Raum V := H{(Q) statt auf H'()

untersuchen, kénnen wir diese Ungleichung ausnutzen, um
aCollullf gy < alulf gy < alu,u) < Blulfng) < Bllulfng firalle u € Hy(9)

zu erhalten, also induziert die Bilinearform a(-,-) auf dem Teilraum H}(Q) eine zu || -
| 71() dquivalente Norm.

Nun kénnen wir uns wieder der Frage der Losbarkeit der Differentialgleichung zu-
wenden: Wie wir bereits gesehen haben, erfiillt eine klassische Losung der partiellen
Differentialgleichung auch diese Gleichung, falls keine klassische Losung existieren sollte,
erhalten wir eine schwache Ldsung im Sinne der schwachen Ableitungen, indem wir den
Satz von Riesz anwenden. Wir bezeichnen mit V/ den Dualraum von V', also den Raum
der stetigen Funktionale, und mit

lg[lvs :==sup l9(v)| fiir alle g € V/

veV\{0} vy

die auf ihm definierte Dualnorm. Damit erhalten wir die folgende Aussage:

Satz 7.5 (Losbarkeit) Unter den Voraussetzungen und existiert fir jedes
Funktional F € V' genau ein v € V, das erfillt. Fir dieses u gilt

1
Julv < Il

Beweis. Sei f € V'. Wir definieren die Energienorm
llulla := Va(u,u) fiir alle u € V
und erinnern uns daran, dass wir bereits

aCallullyy < [lull% < Bllullf fiir alle w € V
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

bewiesen haben. Also ist insbesondere V' mit dem Skalarprodukt a(-,-) ein Hilbertraum,
und wir kénnen den Satz von Riesz anwenden, um ein v € V mit

a(v,u) = f(v) fir allev e V

zu finden. Nach Satz ist dieses u eindeutig bestimmt und erfiillt die Gleichung

v
lulla= sup |f ()]
vev\{oy lIvlla

Mit der Norméquivalenz erhalten wir

[f()P _ 1 |f () 1 >
lullf < lull% = sup < sup = 117
V= aCo "M T aCa wervgoy IR T aCa verngoy aCallvl  a2C2T T
also die gesuchte obere Schranke fiir u. ]

Die Aussage dieses Satzes lisst sich kompakter formulieren, indem wir den Operator
L:V =V, u— a(-,u),

einfiihren: Die Variationsgleichung ([7.3]) ist dquivalent zu

Lu=f,
und Satz impliziert gerade, dass
LV v
existiert und wegen
127 v = Tl < - Ml fir alle F ¢ V"

auch stetig ist. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir auch

a(v,u) < \/a(v,v)\/a(u,u) < Bl|vl|vjullv fiir alle u,v € H&(Q),

also insbesondere

L
|Lu|ly» = sup |Lu(v)] = sup la(v, w)] < Blu|lv fiir alle u € V,
vev\ioy IPllv wervgoy llvllv

so dass wir zusammenfassend
1

Lllvi. v < L1 S < 7.6
| L|[vrev < B, L™ vy < oCa (7.6)

feststellen konnen. L ist also ein stetiger linearer Operator mit stetiger Inversen, kurz
ein Isomorphismus zwischen dem Raum V und seinem Dualraum V”.
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7.2 Diskretisierung

Um die Losung w der Variationsgleichung zu approximieren, kommen hé#ufig
Galerkin-Verfahren zum Einsatz. Sie beruhen auf der Wahl eines endlich-dimensionalen
Teilraums Vj, C V, auf den die Variationsgleichung eingeschriankt wird: Wir suchen nun
ein up € V3, das

a(vp, up) = f(vp) fiir alle vy, € V3,

erfiillt. Die Bilinearform a erfiillt auf dem Teilraum V}, von V selbstverstéindlich dieselben
Abschétzungen, die sie auf dem grofleren Raum erfiillt, so dass auch diese eingeschriankte
Variationsgleichung eine eindeutig bestimmte Losung wuj, besitzt.

Um den Raum V}, konkret handhaben zu kénnen, wihlen wir eine Basis (;);ez. Dann
ist die obige Variationsgleichung &dquivalent zu

a(ei,un) = f(pi) fiir alle i € Z.
Die Losung uy, stellen wir in der Basis dar, wir verwenden also einen Koeffizientenvektor
x € R? mit
up = Z a:jcpj.
JET

Mit dieser Gleichung lésst sich die Variationsgleichung als

> wjalpi, ) = alei,un) = f(g) firr alle i € T
JET

schreiben, so dass wir mit der durch
Ajj = alpi, ¢)) fir alle 4,5 € Z
definierten Matrix A € RZ*Z und dem durch
bi := f(p:) firallei e Z
definierten Vektor b € RZ schliellich das lineare Gleichungssystem
Ax=Db (7.7)

erhalten. Aus folgt, dass A positiv definit ist, dass sich also dieses System fiir alle
b eindeutig l6sen lédsst, um x und damit auch wuy zu bestimmen.

Es gibt eine grofle Anzahl von Verfahren, mit denen sich derartige lineare Gleichungs-
system 16sen lassen, die meisten unter ihnen stoflen allerdings an Grenzen, falls die Di-
mension #Z sehr groff wird oder falls die Koeffizientenmatrix C(z) sehr unterschiedliche
Eigenwerte besitzt oder sich in Abhéngigkeit von der Ortsvariablen x schnell d&ndert.

Hierarchische Matrizen bieten eine Mdoglichkeit, diese Probleme zu umgehen: Nach
Definition gilt a(y;, ¢;) = 0, sofern die Tréger der Basisfunktionen ¢; und ¢; disjunkt
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

sind. Falls wir in der iiblichen Weise einen Clusterbaum 77 und einen Blockbaum 77«7
konstruieren, folgt bei zulissigen Blocken b = (¢, s) € E}er aus

diSt(Qt, QS) > d1am(Qt) >0

insbesondere auch A|;, . = 0, jeder zuldssige Block der Matrix A besitzt also Rang 0.
Also kénnen wir A exakt als hierarchische Matrix mit lokalem Rang 0 darstellen.

Es liegt nun nahe, zur Losung der Gleichung auf die H-Matrix-Arithmetik
zuriickzugreifen, indem wir die Inverse A~! oder die LR-Zerlegung A = LR appro-
ximieren. Dazu miissen wir klaren, ob die Inverse sich iiberhaupt durch eine hierarchi-
sche Matrix approximieren léasst, ob also A*1\£X ; durch eine Matrix niedrigen Rangs
angenihert werden kann, wenn b = (t,s) € L, ; ein zulissiger Block ist.

7.3 Blockweise Approximation des Losungsoperators

Unsere Aufgabe besteht darin, zu beweisen, dass sich fiir jedes b = (¢,s) € E;XZ der
Block A1 ;s durch eine Matrix niedrigen Rangs approximieren lasst, dass also fiir jedes

¢ € Ro ein moglichst kleines k € N sowie Matrizen X € K¢, Y € K¥* mit
1A s = XY 2 < ¢
existieren. Nach Definition der Spektralnorm geniigt es dazu, die Abschitzung
A7 sb — XY*b|2 < ¢||b|2 fiir alle b € K®
zu zeigen. Wir konnen b durch null fortsetzen, um die dquivalente Bedingung
[(A™'b)|; — XY*bls]|2 < €]|b]|2 fiir alle b € K¥ mit suppb C §
zu erhalten. Unsere Aufgabe besteht also darin, die Losung A~'b in den zu # gehérenden
Indizes zu approximieren.

Zur weiteren Vereinfachung formulieren wir das Problem als Approximationsaufgabe
in Vektorrdumen:

Lemma 7.6 (Teilrdume) Sei G € K*7, sei b = (t,5) € E'IFXJ. Sei V C K ein
k-dimensionaler Teilraum, der die Figenschaft

mi]r}l 1(Gx)|; —yll2 < €]lx]|2 fiir alle x € K7 mit suppx C 3 (7.8)
ye

besitzt. Dann existieren Matrizen X € K% und Y € K*F mit

Gl — XY ]2 < e
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7.3 Blockweise Approximation des Ldsungsoperators

Beweis. Wir withlen eine orthonormale Basis des Raums V und fassen die k£ Basisvektoren
in den Spalten einer Matrix X € K*** zusammen. Dann gelten Bild X = V und X*X = 1.
Insbesondere ist XX* eine orthogonale Projektion auf V, so dass

|(Gx) ;—ylla  fiir alle x € K7 mit suppx C §

;- XX*(Gx)

= mi G
2 rynelgll( X)

t
gilt. Aus suppx C § in der obigen Gleichung folgt

|Gliy s — XX*Gp, o2 < €]x]|2 fiir alle x € K°,

also insbesondere auch

HG‘5><§ - XX*G|£x§ 2 S €

Indem wir Y := G

7. s X setzen erhalten wir die gewiinschte Aussage. ]

Damit haben wir eine Formulierung des Problems gefunden, die sich fiir eine Analyse
eignet: Wir suchen nach einem Teilraum V C K! mdoglichst niedriger Dimension k¥ € N
derart, dass

i —Yll2 < €lbll2 fiir alle b € K7 mit suppb C § (7.9)

in||[(A"'b
min I( )

gilt. Von Interesse ist also das Verhalten der Losung zu einer rechten Seite b, die nur
auf § von null verschieden ist, auf einer Indexmenge t.

Beispiel 7.7 (Tridiagonalmatrizen) Besonders einfach lisst sich das Verhalten der
Lésung auf niedrig-dimensionalen Teilrdumen fir den Spezialfall analysieren, dass A
eine Tridiagonalmatriz ist:

Sein € N undZ :={1,...,n}. Wir untersuchen eine positiv definite Tridiagonalma-
triz
di w
A=|h
Un—1
ln—l dn

Seien o, € {1,...,n} mit « < B fiziert. Um eine Sonderbehandlung von Randpunkten
zu vermeiden setzen wir 1 < o und 8 < n voraus.

Wir untersuchen die zusammenhingende Teilmenge t := {a,a +1,...,8—1,8} C T
und eine beliebige zweite Teilmenge § C I, die die (sehr schwache) Zulissigkeitsbedingung
tNs =0 erfillen soll.

Sei ein Vektor b € KT mit suppb C § fiziert. Sei x = A™'b € K? die Léosung des
Gleichungssystems Ax = b. Indem wir uns die einzelnen Zeilen dieses Systems ndher
anschauen erhalten wir

b =li1xi—1 + djx; + w1 fiir alle 1 € f?,
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

und aus diesen Gleichungen konnen wir das Gleichungssystem

da U e ba - la—laja—l _loc—lxoa—l
Tatl ba+1 0
la B B
I ug_l Lp—1 bg—1 0

gewinnen, da b; = 0 fiir alle i € t nach Voraussetzung gilt.

Da A als positiv definit vorausgesetzt ist, ist dieses System eindeutig losbar, also ist
x|; bereits durch die beiden Zahlen xo—1 und xgy1 eindeutig bestimmt. Also liegt x|; in
einem hochstens zweidimensionalen Raum, der durch Vektoren v,w & K¢ aufgespannt
wird, die durch

dy  Ug Vo —la—1
Va+1 0
la |
uﬁ_l Uﬁ_l 0
ls—1  dg Vg 0
da Uy We 0
Wa+1 0
la _
uﬁ*1 wﬁ_l 0
lﬁ—l dﬂ wg —ug

eindeutig definiert sind. Damit haben wir bewiesen, dass die Inverse jeder positiv defi-
niten Tridiagonalmatriz sich exakt durch eine H-Matriz mit einem lokalem Rang von
hdchstens k = 2 darstellen ldsst.

Dieses Beispiel liisst sich erweitern: Sei A € KZ*7 eine beliebige positiv definite Matrix.
Wenn wir den Rand Ot einer Menge ¢ durch

Ot :={i €I\t : es existiert j € £ mit A;; # 0 oder Aj; # 0}

definieren, kénnen wir uns in dhnlicher Weise wie oben iiberlegen, dass x|; in einem

Raum der Dimension #0# liegen muss.

Ungliicklicherweise wird #0# gerade bei grofien Clustern zu gro sein, um sich prak-
tisch anwenden zu lassen. Einen Ausweg konnen wir allerdings finden, wenn wir statt
der sehr schwachen Zulissigkeitsbedingung ¢ N § = @) die géingigere Bedingung

diam(7) < 2ndist(r, o)
verwenden, wobei 7,0 C 2 konvexe Teilgebiete sind, die

supp p; C T, supp; C o fir allei €, j € 3
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erfiillen. Eine naheliegende Wahl ist es, die iiberdeckenden Quader (vgl. Definiti-
on [2.11) als 7 und o zu verwenden, die wir ohnehin fiir die effiziente Uberpriifung der
Zulassigkeitsbedingung benotigen.

In diesem Fall kénnen wir uns namlich auf die Analyse des urspriinglichen unendlich-
dimensionalen Problems zuriickziehen: Wir iibersetzen in die Aufgabe, einen Raum
V C L%(7) moglichst niedriger Dimension zu finden, der

melg (L1, — w2y < el fllve fiir alle f € V' mit supp f C o (7.10)

erfiillt. Dabei ist der Triger supp f eines Funktionals f € V' definiert als die grofite
abgeschlossene Teilmenge w des Gebiets €2, die die Eigenschaft

fv)=0 fiir alle v € V mit suppvNw =0

besitzt. Falls f wie in aus einer Funktion F' hervorgeht, stimmt der Tréger des
Funktionals f mit dem der Funktion F' iiberein.

Sei f € V', und sei u := L~!f. Unsere Aufgabe ist es, (L7!f)|; = u|, durch ein
Element eines Raums moglichst niedriger Dimension zu approximieren. Wir wissen, dass
u eV C HY(Q) gilt, dass also insbesondere auch u|, € H'(7) erfiillt ist. Fiir derartige
Funktionen ldsst sich eine einfache Approximationsaussage mit Hilfe des Lemmas von
Poincaré entwickeln.

Lemma 7.8 (Poincaré) FEs ezistiert eine Konstante Cypx € Rsq so, dass fir alle kon-
vexen Gebiete w C R? und alle Funktionen u € H'(w) die Abschitzung

. 1
4 = 1 20y < Coaps diam(w) [Vl 200, wi= [ e ds
w
qilt, sich also u durch seinen Mittelwert ug approzimieren ldsst.

Beweis. siehe etwa [35, Theorem 7.6] ]

Um mit Hilfe dieses Lemmas eine hinreichende Genauigkeit zu erreichen, muss der
Durchmesser des Gebiets w klein im Vergleich zu dem Gradienten der Funktion u sein.
Diese Bedingung stellt man in der Regel sicher, indem man zu Teilgebieten iibergeht: Wir
wéhlen ¢ € N und schlieen w in einen achsenparallelen Quader @ = [a1,b1] X ... X [ag, b4
ein. Mit

{—v v

cw::Taﬁ—sz fir alle ¢ € {1,...,d}, v €{0,...,0}

konnen wir @ in Teilquader

Q= (Cl,ulflacl,yl) XX (Cd,l/d—lacd,ud) fiir alle v € {17 s 7€}d
zerlegen, die

= U @

ve{l,... 04
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

erfiillen, also abgesehen von einer Nullmenge eine disjunkte Partition des Quaders Q)
bilden. Nach Konstruktion gilt

bL_ L .
Cov = Cp—1 = — a fiir alle v € {1,...,d}, v e {1,...,0}¢,

N
dmany)zlai%Q) fir alle v € {1,...,0}9,

so dass wir durch Wahl eines hinreichend groflen Werts fiir ¢ die Durchmesser der Teil-
gebiete beliebig verkleinern kénnen.

Wir sind an einer Approximation einer Funktion u € H'(w) interessiert. Zu ihrer
Konstruktion benutzen wir die Teilmengen

Wy = wNQy fiir alle v € {1,...,0}%,

die als Schnitte zweier konvexen Mengen wieder konvex sind und als Teilmengen von @,
die Eigenschaft

diam(Q)

i <
diam(w,) < 7

fiir alle v € {1,...,£}¢

besitzen. Um Lemma [7.8] auf diese Teilgebiete anwenden zu kénnen, miissen wir sicher-
stellen, dass |w,| > 0 gilt, also setzen wir

N:={ve{l,... 0%: |w|>0}

und stellen fest, dass
w=Jw
veN

gilt, wir also wieder, abgesehen von einer Nullmenge, eine disjunkte Partition konstruiert
haben. Mit Hilfe dieser Partition kénnen wir nun eine erste Approximation der Funktion
u konstruieren:

Lemma 7.9 (Stiickweise konstante Approximation) Flir jede konvere Menge w C
RY, jedes u € H'(w) und jedes ¢ € N erfiillt die durch

1
V|w, = / u(x) dx fir allev e N

B |wy |

bis auf Nullmengen definierte stiickweise konstante Funktion die Abschdtzung

diam
ot = 0l 2 < Cope TEE)

< Cap [Vl 20,

Beweis. Wir zerlegen das Integral {iber w in die Summe der Teilintegrale iiber w,:

Ju= vl = [ o)~ v@)Pdo= 3 [ Jute) - o) da.

veEN ¥ W
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Nach Definition ist v|,, gerade der Mittelwert der Funktion u auf diesem Teilgebiet, also
folgt aus Lemma

fu vl = 3 [ Jule) ~ vie)Pdo < Y Chydinm(ea)? [ [Vu(a) [ ds

veN Wy veN Wy

dlam
< 2, (@) 5~ / V()3 de

veEN

apx

dlarn diam(Q)?
_ gz, JomQ)F / [Vu(@)3de = €2 N T 2,

Indem wir die Wurzel aus dieser Abschéiitzung ziehen erhalten wir das gewiinschte Re-
sultat. ]

Aus diesem Lemma ergibt sich bereits eine erste Approximationsaussage: Da v aus
dem Raum der stiickweise konstanten Funktionen auf der Partition (w,),en stammt und
diese Raum hochstens die Dimension #N < ¢? besitzen kann, konnen wir v mit einer zu
1/¢ proportionalen Genauigkeit in einem hochstens ¢?-dimensionalen Raum annéhern.

Leider ist diese Aussage in der Praxis wenig niitzlich, weil die Dimension des Unter-
raums, und damit auch der lokale Rang der resultierenden hierarchischen Matrix, in der
Regel sehr hoch sein muss, um eine gewisse Genauigkeit zu erreichen, da der Fehler nicht
exponentiell konvergiert.

Allerdings haben wir bisher auch nur ausgenutzt, dass u € H'(w) gilt, wihrend seine
Beziehung zu der Variationsgleichung aufler Acht gelassen wurde. Das holen wir nun
nach:

Definition 7.10 (L-harmonische Funktionen) Seiw C R? ein offenes Gebiet. Eine
Funktion u € L?(w) nennen wir (lokal) L-harmonisch auf w, falls fir alle @ C w mit
dist(w, dw) > 0 die folgenden Bedingungen gelten:

uls € HY (@), (7.11a)
a(v,ulg) =0 fiir alle v € H(Q) mit suppv C @, (7.11b)
ulp\o = 0. (7.11c)

Der Raum aller (lokal) L-harmonischen Funktionen auf w wird mit H(w) bezeichnet.

Die Bedingung ist formal nicht ganz sauber, weil u|q nicht unbedingt auf
dem ganzen Gebiet ) definiert ist. Da aber suppv C @ gilt, ist fiir die Auswertung
der Bilinearform a(-,-) nur das Integral iber @ relevant, und auf diesem Gebiet ist u|q
definiert und nach auch schwach differenzierbar.

Fiir L-harmonische Funktionen ist es moglich, die H'-Norm durch die L?>-Norm auf
einem grofleren Gebiet abzuschitzen:

Lemma 7.11 (Cacciopoli-Ungleichung) Sei u € H(w), und sei @ C w ein Gebiet
mit dist(@, Ow) > 0. Dann gelten u|; € HY(®) und die Abschitzung

Cre
HVUHL2( ~ m“UHLQ(w), Creg = 4\/ 6/0& 2 4.
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

Hier sind o < 8 die Konstanten aus .

Beweis. Sei § := dist(®,dw) > 0 der Abstand von @ zu dem Rand des Gebiets w. Wir
konnen eine Funktion n € C*(Q Nw) finden, die

0<n<l, =1 [Vnl2<2/s
n(z) =0 fir alle z € w mit dist(z, dw) < §/4

erfiillt. Fiir das Gebiet
W:={r cw : dist(z,0w) > 0/8}

gilt nach Definition dist(w,dw) > §/8 > 0, also folgt aus bereits ul, € HY(@).
Da 7 stetig differenzierbar und beschriinkt ist, muss dann auch ¢ = n?u € H}(w)
gelten, und wir kénnen diese Funktion durch null zu einer Funktion v € HE(Q U w)
fortsetzen. Aus (7.11c) folgt V], = 0, also auch v|g € H}(2). Nach Voraussetzung gilt
dist (supp ), 0w) > 6/4 > 6/8, also muss auch suppv C & gelten, so dass wir auf

v anwenden konnen, um

0= aflo, ula) = [

wn§2

(Vu(z), C(x)Vu(x))e dx = / (V(n*u)(z), C(z)Vu(z))s dx

&nQ
N /m@ﬁ(%)uu)vn(@ﬂ) +1n*(z)Vu(z), C(z)Vu(z))s da

mit der Produktregel zu erhalten, also

[ nz(x)(Vu(:U), CVu(x))sdx = —2/ n(x)u(z)(Vn(x), C(z)Vu(x))s dx.
wn§) wnN§

Aus dieser Gleichung folgt

[ P@IC@ T u(w)fdr - / (@) (Vu(z), C(x) Vu(z)) da

wnN§

-2 [ (@)ula)(Vn(e). Cla)Vu(o)s ds

< 251/2/ n(@)[u(@)| [Vn(@)ll2]| C(z)"/*Vu(z)||; dx

< 4/ 1@ (@) IC(2)*Vu(x)| 2 do

B2 2 1/2 2 12
<aZ e ([ F@ICE@ P vu@lpir)

Da auf der rechten Seite dieser Abschitzung die Wurzel der linken Seite auftritt, kénnen
wir

1/2
([ re@lcw vu@lgds) <45 oo
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7.3 Blockweise Approximation des Ldsungsoperators

folgern, abgesehen von den noch nicht ganz passenden Integrationsgebieten und dem
Faktor C(z)/? liegt also bereits eine Abschiitzung des Gradienten vor.
Indem wir (7.11¢) und 7|z = 1 ausnutzen erhalten wir

1/2
IVl 2@ = [Vl 2 = < /. 772(fv)||Vu(fC)II§dx>

< (/[ n2<x>||cl/2<x>w<x>||%dw)m
< 5= ([ r@icr@y <>||2dm)1/2
< 5[ sy < 4/ Zulzzes

und das ist die gewiinschte Abschéitzung. |

Die Cacciopoli-Ungleichung bietet uns die Méglichkeit, die Approximationsaussage des
Lemmas [7.9] wiederholt anzuwenden: Das letztere Lemma bietet uns eine Abschétzung
fiir die L?-Norm des Fehlers, und die Cacciopoli-Ungleichung erméglicht es uns, dar-
aus auf einem Teilgebiet eine Abschitzung der H'-Norm des Fehlers zu gewinnen. Das
ist allerdings nur moglich, sofern der Fehler L-harmonisch ist. Um diese Eigenschaft
sicherstellen zu kénnen, bendtigen wir das folgende vorbereitende Lemmas:

Lemma 7.12 (Abgeschlossener Teilraum) Die Menge H(w) ist ein abgeschlossener
Teilraum des Raums L*(w).

Beweis. Sei (uy,)nen eine Folge in H(w), die beziiglich der L2-Norm gegen ein u € L?(w)
konvergiert. Wir wollen nachweisen, dass u € H(w) gilt.

Sei dazu ein @ C w mit dist(@, dw) > 0 fixiert. Aus Lemma [7.11] folgt, dass (un|o)nen
eine Cauchy-Folge beziiglich der H!-Norm ist, also gegen einen Grenzwert v € H(®)
konvergieren muss. Da die Folge auch in der L2—N0rm gegen u|y konvergiert, miissen /g
und v|g bis auf Nullmengen identisch sein, also folgt u|y; € H 1(~)

Damit ist m fiir u nachgewiesen, die Bedingungen ([7.11b|) und m 7.11¢)) folgen aus
der H'-Konvergenz per Stetigkeit. ]

Da also H(w) ein beziiglich der L2-Norm abgeschlossener Teilraum des Hilbertraums
L?(w) ist, konnen wir eine orthogonale Projektion auf diesen Raum verwenden, um die
folgende verfeinerte Variante des Lemmas ZUu gewinnen:

Lemma 7.13 (Approximierende Teilrdume) Fiir jede konveze Menge w C R, die
in einem achsenparallelen Quader Q) enthalten ist, und fiir jedes £ € N existiert ein Raum
W C H(w) derart, dass

dlam( )

min ||u — wl|r2() < Capx [Vl 12 () fiir alle w € H(w) N H' (w)

weWw

gilt, dass wir also L-harmonische Funktionen bei hinreichend grofiem £ beliebig gut ap-
prozimieren kénnen. Die Dimension dieses Raums ist durch % beschrinkt.
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

Beweis. Sei w C R? eine konvexe Menge, sei @ ein sie enthaltender achsenparalleler
Quader, sei £ € N,
Sei ¥ der Riesz-Isomorphismus auf H(w), und sei

¢: L (w) = Hw), u— (v (v, u)2),

die Einbettung von L?(w) in den Dualraum des Raums #(w). Dann ist IT := ¥~ '€ eine
lineare stetige Abbildung von L?(w) in den Raum H(w), die

(v, IM[u]) r2(0) = €E[u](v) = (v, ) L2y fiir alle u € L*(w), v € H(w) (7.12)

erfiillt. Fiir u € H(w) folgt daraus mit der Testfunktion v := u — I[u] € H(w) die
Gleichung

lu = T[u]l|72 ) = (v,u = Tu) p20) = (v, 0) 2() = (0, Tul) 2() = 0,

also ist II eine Projektion auf H(w). AuBerdem folgt aus (7.12)) fiir v € L?(w) und die
Testfunktion v := ITfu] auch

HH[U]Hiz(w) = (v, O[u]) 120y = (v, u) 12y = {u), u) 20y < [THu]|| 20 1l 22w

also insbesondere ||I[u]([ 12y < [lull z2(0)-
Aus Lemma wissen wir, dass es einen Raum V C L?(w) der Dimension < /¢,
namlich den der stiickweise konstanten Funktionen, gibt, der

) diam(Q)
min v — v L2(0) < Capx

< #HV’UJHLQ(M) fiir alle u € H'(w)

erfiillt. Sei nun u € H(w) N H'(w). Wie bereits gesehen finden wir dann ein v € V mit

diam(Q)

||U - UHLQ(w) < C’apx 7

Vullp2(w)-

Aus u € H(w) folgt u = IT[u], und indem wir w := II[v] setzen, erhalten wir

diam(Q)

lu = wliz2@) = Mu = vlllL2) < llu = vll2w) < Cape—

Vull£2(w)-
Damit ist klar, dass die Wahl
W:={Il[z] : z€V}

zu einem Raum fiihrt, dessen Dimension nicht grofler als die des Raums V ist. Nach
Definition der Projektion II muss W auch ein Teilraum der L-harmonischen Funktionen
H(w) sein. Offenbar gilt auch w = II[v] € W, so dass der Beweis vollstindig ist. ]

Indem wir dieses Lemma mit der Cacciopoli-Ungleichung kombinieren, erhalten wir
die folgende zentrale Aussage:
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7.3 Blockweise Approximation des Ldsungsoperators

Lemma 7.14 (Approximationsschritt) Seiw C R? ein konveres Gebiet und sei & C
w ein konvexes Teilgebiet mit dist(®,0w) > § > 0. Sei @ ein achsenparalleler Quader,
der @ enthdlt, und sei £ € N. Dann existiert ein Teilraum W C H(®), dessen Dimension
0% nicht dberschreitet und fir den

) diam(Q) .
min, lu — w2 < CapxcregTHuHL?(w) fir alle u € H(w)

gilt. Da u € H(w) gilt, folgt u —w € H(D).
Beweis. Indem wir Lemma [7.13] auf das Teilgebiet @ anwenden, erhalten wir einen Teil-

raum W C L%(©).
Sei u € H(w). Aus Lemma erhalten wir die Aussage, dass u|; € H(@) mit

Cre
Vullp2@) < Tg||u||L2(w)

gilt. Also kénnen wir nun Lemma [7.13] anwenden, um

) diam(Q) diam(Q)
min lu — w2 < CaprHVUHL?(w) < CapxcregTHUHL?(w)
zu folgern. Das ist die gesuchte Aussage. [

Unser Plan besteht nun darin, eine Folge

wo 2 w1 2 ... 2w

von p € N konvexen Teilmengen zu konstruieren, die
dist(w;, Owi—1) > >0 fir alle s € {1,...,p}

mit einem § > 0 und L1 f|,, € H(wo) sowie 7 C w, (vel. fiir die Definition von
) erfiillen.

Sei @ ein achsenparalleler Quader, der w; und damit auch we,...,w, enthilt. Sei
ug = L7t f|u, € H(wo). Dank Lemmaﬁnden wir einen Raum W; C L?(w;) und ein
w1 € Wi mit

diam(Q)
wr = ol —wr €H@), [l g2y < CopeCros—gp 2ol (e
Induktiv konstruieren wir nun fiir jedes i € {1,...,p} einen Raum W; und ein w; € W,
mit
diam(Q)
Uy 1= ui—l‘wi - Wi, HU’ZHLZ(wZ) < CapxcregTHui—1HL2(wi71)

und erhalten schliefllich

diam(Q)\”
luplzncsy < (ComCros ™55 2 ) Nl (7.13)
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

Indem wir ¢ und p hinreichend grofl wihlen, kénnen wir
Up = Up—1]w, = Wp = Up—2|w, = Wp-1lw, —Wp = ... = Uolw, — Wilw, — Walw, —-.. —wp
beliebig weit reduzieren, also jede gewiinschte Genauigkeit erreichen. Dabei gilt
wi=wilw, + .. FWplo, €W = Wiy, +... + Wylu,»

wir haben also eine Funktion w aus einem Raum mit Dimension < p¢? gefunden, die
ug|w, beliebig gut approximiert.

Fiir die Konstruktion der Gebiete wy,...,w, greifen wir auf die uns wohlbekannten
iiberdeckenden Quader zuriick: Sei

QT = [(17-71, bT’ﬂ X ... X [CL7—7d, bﬂd] 2 T

ein iiberdeckender Quader des Gebiets 7, und gelte die Zuléssigkeitsbedingung

diam(Q;) < 2ndist(Q-, o).
Den Abstand zwischen @), und o zerlegen wir in gleich grofle Abschnitte, indem wir

dist(Q, o)
Vdp

setzen. Nun definieren wir die Teilgebiete durch

wi = [ar1 — (p—9)0,br1 + (p—1)8] X ... X [arg — (p — 1)8,bra + (p — ©)0]
fiir alle 7 € {0,...,p}.

0=

Damit gelten offenbar w, = @~ und
dist(w;, dw;—1) = 0, fiir alle ¢ € {1,...,p}.

Fiir jedes z € wy haben wir

d
dist(x,QT) = dist(x wp ZdlSt x,, [ary, by Z

_ 4P 2 dist(Q-, )

77 = dist(Q,, 0)?,
p

also gilt insbesondere wy N o = . Fiir den wy, . .., w, liberdeckenden Quader verwenden
wir der Einfachheit halber @) = wp und finden per Dreiecksungleichung

diam(Q) < diam(Q;) + 2dist(Qr,0) < 2(n + 1) dist(Q, o).
Damit nimmt ([7.13)) die Form

. p
dlSt(QT7O-)\/&p ||U || 5
(dist(Q,, 0) OILL2(wo)

||upHL2(wp) < <2Capxcreg(77 +1)
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7.3 Blockweise Approximation des Ldsungsoperators

an, die wir durch Wahl von
¢ 1= 2CapxCreg(n + 1)\/&

auf die einfache Formel
D\P
ltpll 2y < (€5)" ol 22 ey

reduzieren konnen. Wir konnen jede beliebige gewiinschte Konvergenzrate ¢ € (0,1)
erreichen, indem wir

setzen, denn dann gilt

b <=y
l cp
also auch
HUPHLZ(wp) < quuOHL2(w0)7 (714)

wir erreichen also exponentielle Konvergenz in p. Die Dimension des Raums W ist in
diesem Fall durch

d d d
C C C
pl? <p (; + 1> <p (qp +p) = ptt! (q + 1) = Cgimp?*! (7.15)

mit der Konstanten 4
c
Caim = ( + 1>
q

beschrinkt, die Dimension des Teilraums, und damit der Rang der resultierenden hier-
archischen Matrix, wéchst also polynomiell in p, wihrend der Fehler exponentiell fillt.
Damit ist das folgende zentrale Resultat bewiesen:

Satz 7.15 (Approximation) Sei ¢ € (0,1). Dann existiert eine Konstante Cqiy €
R>o so, dass fiir jedes T C Qr, jedes 0 C Q mit

diam(Q;) < 2ndist(Q-, o),

jedes £ € N ein Raum W C L2(T) ezistiert, dessen Dimension Cgipn 041 nicht
tiberschreitet und fiir den

. —1 V4 -1
min [|(L7f)lr = wllz2y < ¢ IL7 fllzzer)

¢
< qTHfHV' fiir alle f € V' mit supp f C o
alq

gilt. Fiir derartige f € V' kénnen wir also (L7'f)|; sehr gut durch niedrigen Rang
approTImieren.

Beweis. Siehe (7.14) und (7.15) in Kombination mit ug|, = (L7!f)|, und der Stetig-
keitsabschétzung (7.6]). ]
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

7.4 Zusammenfassung

Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, zu demonstrieren, dass sich nicht nur Integral-,
sondern auch Differentialgleichungen mit Hilfe hierarchischer Matrizen behandeln lassen.
Genauer gesagt lisst sich fiir Differentialoperatoren der Bauart

d
Llu] := — Z 0; (Cyj0;5u)

ij=1
die stark elliptisch sind, also die Bedingungen
C(z) = C*(x), ol < C(x) < f1, fiir alle x €

erfiillen, nachweisen, dass sogar ihre Inverse gut durch eine hierarchische Matrix appro-
ximiert werden kann.
Dazu iiberfithrt man die Gleichung

Llu] =F

durch Multiplikation mit einer Testfunktion v und Integration iiber €2 in die Variations-
formulierung

a(v,u) = f(v) fir alle v € V,
wobei Bilinearform und Funktional durch
a(v,u) == / (Vu(z), C(x)Vu(x))2 dx fiir alle u,v €V,
Q

f(v) = /Qv(x)F(x) dz fir allev e V

gegeben sind. Als Vektorraum V verwendet man den Sobolew-Raum H}(2) aller einmal
schwach differenzierbaren Funktionen, die auf dem Rand des Gebiets (in einem geeigne-
ten Sinn) gleich null sind.

Der Sobolew-Raum ist niitzlich, weil sich nachweisen lésst, dass er ein Hilbert-Raum
mit dem aus der Differentialgleichung entstandenen Skalarproduktﬂ a(-,-) ist. Fir
Hilbert-Rdume besagt der Satz von Riesz gerade, dass sich jedes Funktional durch das
Skalarprodukt mit einem geeigneten Vektor darstellen ldsst, und indem wir diesen Satz
auf unseren Fall anwenden erhalten wir direkt ein v € V, das a(v,u) = f(v) fiir alle
v € V erfiillt, also unsere Variationsgleichung 16st.

Mit Hilfe des Operators

L:V =V, u—a(-,u)

'Die Bilinearform a(-, ) wird hiufig als Energie-Skalarprodukt bezeichnet und erfiillt nach Definition
a(v,u) = (v, L[u]) 2(q) fiir hinreichend glatte w.
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l&sst sich die Variationsgleichung kurz als Lu = f schreiben, und aus dem Satz von Riesz
folgt, dass L~ existiert und sogar stetig ist.

Unser Ziel besteht darin, nachzuweisen, dass L~! sich mit Hilfe einer hierarchischen
Matrix approximieren lisst. Wire L™! eine Matrix, konnten wir fordern, dass ,,L_1|£X P
fiir alle zuléssigen Blocke b = (¢, s) durch niedrigen Rang approximiert werden kann.

Da L~ keine Matrix ist, miissen wir diese Forderung etwas umformulieren: Die Rollen
der Cluster £ und § iibernehmen zuliissige Teilgebiete 7,0 C Q. Statt L~! auf die Spalten
aus § einzuschrinken, schrinken wir auf die Funktionale f € V' ein, die auflerhalb von o
verschwinden. Statt L' auf die Zeilen aus ¢ einzuschriinken, schriinken das Ergebnis des
Operators auf das Teilgebiet 7 ein. Statt zu fordern, dass der Block der Matrix niedrigen
Rang hat, fordern wir, dass jeder Vektor aus seinem Bild durch einen Vektor aus einem
niedrigdimensionalen Teilraum approximieren lasst. Zu zeigen ist jetzt also

in)f/’v I(L7Lf)]r — w2y < el fllve fiir alle f € V/ mit supp f C o,
we

wobei W ein moglichst niedrigdimensionaler Raum sein soll.
Den Raum W konstruieren wir mit Hilfe einer Folge von Teilgebieten

wo Dwi 2 ... 2 Wy,

die der Einfachheit halber achsenparallele Quader sind und deren kleinstes 7 enthélt,
also wy, D 7 erfiillt. Aus Griinden, die gleich erkliart werden, darf der grofite Quader o
nicht schneiden, muss also wg N o = () erfiillen.

Wir untersuchen nun die Funktion ug := uly,. Da wy den Tréiger o der rechten Seite
nicht schneidet, gilt (in einem geeigneten Sinn) Lug = 0, und fiir derartige Funktionen
besagt die Cacciopoli-Ungleichung, dass sich die H'-Norm auf dem Teilgebiet w; durch
die L?-Norm beschriinken lisst.

Mit Hilfe dieser Schranke kénnen wir die Poincaré-Ungleichung anwenden, um eine
Approximation in einem hdéchstens ¢?-dimensionalen Raum zu konstruieren. Insgesamt
erhalten wir so

dist(wp, o) p
uolwr — villz2(w) < apxmznuﬂﬂ(wo)-
Durch einen kleinen Trick kénnen wir dafiir sorgen, dass der Fehler u; := ugly,, — v1

auch (wieder in einem geeigneten Sinn) Lu; = 0 erfiillt, so dass sich das Argument
wiederholen lisst, um eine Approximation ve auf wy zu erhalten.
Schliefllich erhalten wir so v1,...,v, mit

dist(wp, o) p

[ulw, = V1lw, = v2lw, = = VpllL2(,) < <Capxdiam(wp)€) [[woll £ (wo)

Indem wir die Zuldssigkeitsbedingung ausnutzen und ¢ hinreichend grofi wihlen erhalten
wir ein dhnliches Konvergenzresultat wie im Fall der Integralgleichungen: Ein Fehler der
GroBenordnung ¢P bei einem Rang proportional zu p?t!, wobei ¢ € (0,1) eine beliebig
wéahlbare Konvergenzrate ist.

Wir kénnen [Jugl|2(.,) durch |lully abschétzen, und da L1 stetig ist, lisst sich diese
Norm durch || f||y+ beschrinken und so das gewiinschte Ergebnis erreichen.
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8 7{2-Matrizen

In vielen praktischen Anwendungen ist man daran interessiert, grole Probleme zu l6sen:
Man mochte beispielsweise komplizierte Geometrien auflésen oder hohe Genauigkeiten
erreichen.

Das bedeutet in der Regel, dass man nach der Diskretisierung mit Matrizen arbeiten
muss, die sehr viele Zeilen und Spalten aufweisen, in der Regel mehrere Hunderttausend,
je nach Anwendung auch Millionen oder Milliarden. Bei Matrizen dieser Grofle wird
der Speicherbedarf ein ernstes Problem: In der Regel ist der in einem Computer zur
Verfiigung stehende Speicher beschriankt, und Probleme, die mehr Speicher bendétigen,
lassen sich tiberhaupt nicht behandeln.

Also lohnt es sich, nach Techniken zu suchen, mit denen sich der Speicherbedarf fiir
eine Matrix moglichst weit reduzieren lésst.

Eine Moglichkeit besteht darin, die Matrix nicht oder wenigstens nicht vollstandig
zu speichern, und dann die relevanten Operationen, wie beispielsweise die sehr wichtige
Matrix-Vektor-Multiplikation, durchzufithren, indem nur die gerade benétigten Teile der
Matrix aufgestellt, verwendet, und wieder geloscht werden. In dieser Weise lésst sich der
Speicherbedarf erheblich reduzieren, allerdings werden dadurch die Matrix-Operationen
auch wesentlich langsamer oder lassen sich, wie beispielsweise die Matrix-LR-Zerlegung
oder die Matrix-Inversion, nicht mehr durchfiihren.

Falls wir gleichzeitig hohe Geschwindigkeit und geringen Speicherbedarf anstreben,
bietet es sich an, die Struktur der zu approximierenden Matrix etwas genauer zu unter-
suchen, um festzustellen, ob sie Eigenschaften aufweist, die sich algorithmisch ausnutzen
lassen. H2-Matrizen [26, [10} 6] entstehen aus diesem Ansatz: Aus einer kleinen Modifika-
tion der bisher verwendeten Niedrigrang-Darstellungen ergibt sich eine neue Darstellung,
die nicht nur wesentlich weniger Speicher benétigt, sondern mit der es sich auch noch
wesentlich effizienter rechnen lisst.

8.1 Struktur

Fiir die Herleitung der Struktur untersuchen wir wieder das Beispielproblem einer Matrix
G € K2*7 die durch eine Kernfunktion g : Q x @ — K und Punkte (z;)icz, (yj)jes
mittels

Gij = 9(i, ;) fir alle i € Z, j € J
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8 H2-Matrizen

definiert ist. Die Konstruktion einer hierarchischen Matrix beruht darauf, einen zuléssi-
gen Block b = (t,s) € E}X 7 zu approximieren, indem g durch die Taylor-Entwicklung

g9(z.y) ~ §lx,y) ==Y

v=0

_ v v
Maxg (z2,)

vl

ersetzt wird, so dass wir

~ Al (x; —x)” g )
Gij ~ Gij = g(xi,yj) = Z Tax” (mt,yj) fiir alle 7 € ¢, JES
v=0 )
erhalten. Mit Hilfe der durch
x; — x¢)” o P
(Ap)iv == (Zylt), (Bp)jv = Tai(xt’yj) firve {0,...,k—1}, i€t, j€ S5

definierten Matrizen A, € KExk , By € K¥** fiihrt das zu der Darstellung
é|£><§ = AbBZ?

also zu einer faktorisierten Darstellung einer Rang-k-Matrix.

Unser Interesse gilt der Matrix Ay. Ein Blick auf die Definition legt nahe, dass sie nicht
von s abhiingt, deshalb kénnen wir sie auch als eine Matrix V; € K** interpretieren,
die durch

(zi — x1)”

; fiir alle i € £, v € {0,...,k — 1}
v!

(‘/t)w =
gegeben ist und fiir alle Blocke b = (t,s) € E}X 7 identisch ist. Insbesondere miissen wir
sie auch nur einmal berechnen und sparen so einen erheblichen Teil des Rechenaufwands
fiir die Konstruktion der hierarchischen Matrix.

Es gibt allerdings noch weitere Vorteile: Wenn wir die Matrix-Vektor-Multiplikation
y+—y+ Gx durchfiihren, miissen wir unter anderem die Operation

Yl v+ D, Glaxli=vli+ >, ABix
s€row(t) serow (t)
(t,s)eLt, ; (t,s)eLs, ;

durchfithren. Das erfordert offenbar gerade

Z 2k (#3 + #1) Operationen.
serow(t)

(ts)eLt, -

Wenn wir nun V; = A, ausnutzen und diese Matrix aus der Summe herausziehen,
erhalten wir die dquivalente Operation

t + Vt Z BZX|§ ’
s€row(t)

(t,s)EE}fXJ

i<y
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8.1 Struktur

die lediglich
2(#)k + Z 2k(#3) Operationen

serow(t)
+
(t,s)eLT, 7

benétigt, sich also wesentlich schneller durchfiihren lésst, insbesondere falls viele Blocke
sich die Matrix V; teilen.

Durch Ausnutzung der speziellen Struktur von A, = V; gewinnen wir also sowohl
wihrend des Aufstellens der Matrix als auch wihrend der Durchfithrung der Matrix-
Vektor-Multiplikation an Effizienz.

Wir kénnen sogar noch bessere Ergebnisse erzielen, wenn wir die Matrizen V; nicht
isoliert betrachten, sondern die Familie (Vi):c7, als Einheit untersuchen. Falls ¢ € Tz
und t' € sons(t) gelten, erhalten wir die Gleichung

T — x)” 1 1 & v _
(y'o =@zt —z)’ =~ > <,,> (& = 2p)” (wp — )™
! ! T u=0
1 z V! ’ s
= J Z 7y/'(y — ]//)' (:L’ — xt,>’/ (xt/ — I‘t)V v
St !
v—u'

_ i (z — xt')'/ (zp — wt)

o d Y
frrt V' (v—0")!

Wie man sieht entspricht der erste Faktor jedes Summanden jeweils dem Taylor-Monom

auf der linken Seite, allerdings mit dem Entwicklungszentrum x4 anstelle von x;.
Indem wir die Koeffizienten in einer Matrix Ey € K% mit

(E ) (xt/(;f,t/)/;l_y falls l/, S v,
t' vy = ’

0 ansonsten

fiir alle v,/ € {0,...,k — 1}

sammeln, erhalten wir die Gleichung

k—1
Vv = Y _ (V)i (Ep)ury fiir alle i € ' C#, v € {0,...,k—1},

v'=0

beziehungsweise kiirzer

Vt‘f/Xk‘ = Vt/Et/.

Da wir nach Definition # als Vereinigung der Mengen # zu den Schnen ' € sons(t) dar-
stellen kénnen, ist V; durch diese Gleichung bereits vollstindig definiert. Insbesondere
miissen wir die Matrix nicht explizit berechnen, sondern kénnen sie implizit mit Hilfe
der Transfermatrizen Ey fiir t' € sons(t) darstellen. Diese Matrizen besitzen nur k% Ein-
trage, werden sich also in der Regel wesentlich sparsamer als die urspriingliche Matrix
V; abspeichern lassen.
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8 H2-Matrizen

Bedauerlicherweise nutzen uns die zahlreichen erstrebenswerten Eigenschaften der Ma-
trizen V; nicht viel, solange wir fiir die Approximation der Matrixblocke auch die Ma-
trizen By benotigen. Diese Matrizen teilen die giinstigen Eigenschaften der Matrizen Vi
nicht, so dass wir sie nicht effizienter handhaben konnen.

Allerdings koénnen wir die Approximation der Kernfunktion so modifizieren, dass sie
zu besser handhabbaren Matrizen fiithrt: Die Matrizen V; entstehen aus den polynomi-
ellen Faktoren der Taylor-Entwicklung, also bietet es sich an, eine Taylor-Entwicklung
in beiden Variablen durchzufiihren, um eine fiir unsere Zwecke geeignetere Darstellung
zu erreichen:

e
—

_ v 81/
&= z)” 9 (we)

g(z,y) = ”

T
= O

k—
(z—x 3”*“9 Y — ys)*
Z_: t ”(9 u(xt,?/s)(u!)-

Q
I M

Die weder von z noch von y, sondern nur von den Entwicklungszentren z; und ys
abhiingenden Koeffizienten fassen wir in einer Matrix S, € KF** zusammen, die durch
9"ty )
(Sp)up = W(xt,ys) fir alle v, € {0,...,k — 1}
definiert ist. Die Abhéngigkeit von y ist nun ebenfalls durch Taylor-Monome ausgedriickt,
die wir durch die Matrix W, € K*** beschreiben, die durch

(Y5 —ys)* ) -
(W)m'—jluils fir alle j € 8, p€{0,...,k—1}
gegeben ist. Insgesamt erhalten wir so die Approximation

N ~

G tx§

ixs — VtSbW:7

die nun aus den effizient handhabbaren Matrizen V; und W und der kleinen Matrix Sy
besteht, die die Kopplung zwischen den Clustern ¢ und s beschreibt und sich aufgrund
ihrer geringen Grofle ebenfalls effizient verarbeiten lésst.

Die fiir die Speicherersparnis entscheidende Idee, die Matrizen (Vy)ie7, und (W),
als Einheit zu behandeln, finden ihren Ausdruck in dem Begriff der Clusterbasis:

Definition 8.1 (Clusterbasis) Sei Tz ein Clusterbaum, und sei V.= (Vi)ie7; eine
Familie von Matrizen, die

V, € K*k fiir alle t € T7
erfillt. Falls eine Familie (E¢)ieT, existiert, die die Figenschaft
Vil = VeEy fiir alle t € Tz, t' € sons(t)

besitzt, nennen wir V eine (geschachtelte) Clusterbasis des Rangs k fiir den Clusterbaum
Tz und die Familie (E¢)ic;, die korrespondierenden Transfermatrizen.
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8.1 Struktur

Definition 8.2 (Geschachtelte Darstellung) Sei V. = (Vi)ie;, eine Clusterbasis.
Nach Voraussetzung kénnen wir Vi fir t € Tz mit sons(t) # 0 mit Hilfe der Transfer-
matrizen rekonstruieren. Deshalb geniigt es, die Matrizen V¢ nur fir Blattclustert € L1
zu speichern.

Das Paar (Vi)iers, (Et)ier;) bezeichnen wir als geschachtelte Darstellung der Clu-
sterbasis V.

Auf der Grundlage des Begriffs der Clusterbasis kénnen wir nun auch die passende
Matrixdarstellung definieren:

Definition 8.3 (H?-Matrix) Sei Tz« ein streng zuldssiger Blockbaum, sei k € N,
und seien V und W Clusterbasen des Rangs k fir die Biume Tz und T7. Fine Matrix
X € KE*J bezeichnen wir als H2-Matrix mit Zeilenbasis V und Spaltenbasis W, falls
fir alle b= (t,s) € ﬁ%XJ eine Matriz Sy € KMk mit

X]js = ViSyW? (8.1)

existiert. Die Familie (Sy) bezeichnen wir als Familie der Kopplungsmatrizen.

belt, ;
Die Menge aller H?-Matrizen bezeichnen wir mit

H2(Tzx7, V,W) = {X € KI*7 . X ist H2-Matriz mit Zeilenbasis V
und Spaltenbasis W }.

Bemerkung 8.4 (Teilraum) Seien X, Y € H%(Tzx7,V,W), sei a € K. Dann gilt
auch X + aY € H*(Tzx7,V, W), denn die Linearkombination der Kopplungsmatrizen
1st wieder eine Kopplungsmatriz.

Im Gegensatz zu H-Matrizen bilden also die H?-Matrizen einen Teilraum des Vektor-
raums KT*J der Matrizen.

Definition 8.5 (H2-Matrix-Darstellung) Sei X € K*7 eine H2-Matriz mit Spal-
tenbasis V und Zeilenbasis W . Die zuldssigen Blocke sind durch die Kopplungsmatrizen

(Sb)be£§ , eindeutig beschrieben, die unzuldssigen Blicke durch die Familie (Nb)beﬁg ,

mit
Ny == X|75 fiir alle b= (t,s) € L, ;.

Falls ((Vi)ierr, (E¢)ierz) und (Ws)ser,, (Fs)seT;) geschachtelte Darstellungen der
Basen V und W sind, bezeichnen wir das Tupel

<(Sb)be£§rxj’ (Nb)beﬁngv (Vt>t6£17 (Et)t€7'z7 (WS)SELJ7 (FS)SETJ)
als H?-Matriz-Darstellung der Matriz X.

Unser Ziel ist es, die Effizienz der Darstellung einer Matrix zu verbessern, also sollten
wir untersuchen, wie hoch der Speicherbedarf ausfllt.
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8 H2-Matrizen

Lemma 8.6 (Speicherbedarf der Clusterbasis) Sei V eine Clusterbasis. IThre ge-
schachtelte Darstellung ((Vi)iccy, (Et)ieT;) bendtigt

k(#T)+ k*(#Tz)  Speicherplitze.

Beweis. Aus Folgerung erhalten wir, dass die Matrizen (Vi)ier, zusammen
S k(#) =k #t=k# | t=k#T
telr telr telr
Speicherplitze erfordern. Fiir die Transfermatrizen ergibt sich trivial
DK =E#Tr,
teTr
und der Beweis ist abgeschlossen. ]

Indem wir dieses Lemma auf die Clusterbasen V und W anwenden, kénnen wir ,,zwei
Drittel“ der H2-Matrix-Darstellung bereits abschitzen. Es fehlen noch die Kopplungs-
und die Nahfeldmatrizen:

Lemma 8.7 (Speicherbedarf der Blocke) Sei Tzxy Csp-schwachbesetzt, und seien
rr und r7 die Auflésungen der Clusterbiume Tz und T7.
Die Familie (Sp),.,+  der Kopplungsmatrizen erfordert nicht mehr als
IxXTJ

k2#£;xj < Opk® min{#7z, #77}  Speicherplitze.
Die Familie (Nb)beﬁng der Nahfeldmatrizen erfordert nicht mehr als
Csp min{rz#J,rg#L}  Speicherplitze.
Beweis. Fiir die Kopplungsmatrizen geniigt es, die Abschéitzung
#oE o= S #Hserow(t) ¢ (Ls) € Lh )< Y o= Co#tT
teTr teTz

aus der Definition zu gewinnen.

Fiir die Nahfeldmatrizen kénnen wir ausnutzen, dass Tz« 7 streng zuldssig ist, dass
also fiir jeden Block b = (¢, s) € L7, ; sowohl ¢ als auch s Blitter der Biume 7z und 77
sein miissen. Aus Folgerung ergibt sich so fiir den Speicherbedarf die Schranke

S @#hHH#) < D ra#)=rg Y. Y #i

b=(t,s)€LL, + b=(t,5)€LZ, 7 tels (tsgreozl_(t)
? IxJ
< CSPTJ Z #5 = Csprj# U t= CspT‘j#I.
teLr telr

Wir kénnen die Rollen der Cluster ¢ und s in beiden Abschétzung vertauschen, um das
gewiinschte Minimum zu erreichen. [

Aus der Kombination beider Abschéitzungen erhalten wir eine erfreuliche Aussage iiber
den Speicherbedarf von H2-Matrizen:
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8.2 Konstruktion per Interpolation

Satz 8.8 (Speicherbedarf einer H2-Matrix) Sei Tz« 7 Csp-schwachbesetzt, seien r1
und rg die Auflosungen der Clusterbdume Tz und Ty, und sei V. und W Clusterbasen
des Rangs k.

Dann benétigt die H?-Matriz-Darstellung einer Matriz X € H?(Tzx.7, V, W) nicht
mehr als

<C25p + 1) E2(#T7 + #T7) + (Cpmin{rz,r7} + k) (#Z +#J)  Speicherplitze.

Beweis. Aus der Abschitzung des Lemmas gewinnen wir die handlichere Schranke

CRRHT + #7T7) + Copmin{rz,rg AT + #7)

fiir den Speicherbedarf der Kopplungs- und Nahfeldmatrizen. Mit Hilfe des Lemmas
folgt das gewiinschte Ergebnis. [

Bemerkung 8.9 (Optimale Ordnung) Sehr wichtig an der Abschditzung des Sat-
zes st die Tatsache, dass die Tiefen der Clusterbiume und des Blockbaums nicht
auftreten. Unter den vereinfachenden Annahmen

#T7 ~ #L/k, #T7 ~#JT [k
erhalten wir, dass der Speicherbedarf der H?-Matriz proportional zu

max{k,rz,r7}(#L + #J)

ist, also linear mit der Anzahl der Unbekannten wéichst. Da nach Lemma[8.7 alleine das
Nahfeld schon proportional zu #ZI beziehungsweise #J wdchst, ist der Speicherbedarf
der H?-Matriz von optimaler Ordnung.

8.2 Konstruktion per Interpolation

Wie bereits in Kapitel |3| diskutiert empfiehlt es sich in der Regel nicht, eine Approxi-
mation mit Hilfe der Taylor-Entwicklung zu konstruieren. Wesentlich handlicher und in
der Regel auch wesentlich genauer ist ein Ansatz auf Grundlage der Interpolation.

Dieser Ansatz lisst sich direkt auf H2-Matrizen iibertragen [T} [12]: Wir wiihlen In-
terpolationspunkte (&, )venr fiir den Cluster ¢t und (& ,)uem fiir den Cluster s und
interpolieren die Kernfunktion g in beiden Variablen, um

9@ y) = g, y) = Y Y Liw(@)g(Ew, bap)Lop(y)

veM peM

zu erhalten. Fiir die Matrix ergibt sich so die Approximation

Gij~ Gij = gl@i,y) = > Y Lon(@)g(€wEsp)Loply;) firallei€d, jes,
veM peM
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8 H2-Matrizen

die wir mit Hilfe der Matrizen V; € KEX’“, W, € K und S, € KF*k, gegeben durch

(Vi)iv = Lty () fiir alle i € £, v € M,
(Ws)j,u = ‘Cs,u(yj) fiir alle ] c .§, we M’
(Sb)uu = g(ft,u,fs,u) fiir alle v, € M,

in der kompakten Form B
G’fxé = VtSbW:

schreiben konnen, also in der Form, die wir fiir die Darstellung als H?-Matrix benétigen.

Wir miissen noch tiberpriifen, ob die so definierten Familien V = (Vi)ier; und W =
(Wy)se7, Clusterbasen sind, ob wir also passende Transfermatrizen finden kénnen. Da
wir fiir simtliche Cluster mit Polynomen derselben Ordnung interpolieren, folgt aus der
Projektionseigenschaft der Interpolationsoperatoren

Liy=173q,Lty] = Z Ly (& )Ly fiir alle t € Tz, t' € sons(t), v € M,
v'eM
und indem wir diese Gleichung in die Definition der Matrix V; einsetzen, folgt
(Vt)w = Et,u($i) = Z £t7y(§t/7y/)£t/7yl(aji) fiir alle 7 € f?/, vebM.
vleM
Mit Hilfe der durch
(Et’)y’l/ = £t,u(gt’,y’) fiir alle v, vV eM
definierten Transfermatrix Ey € KF** lisst sich diese Gleichung in der Form
Vilpur, = VeEy

zusammenfassen, also erfiillen die so definierten Transfermatrizen die erforderlichen Be-
dingungen.

Bei der Analyse des Interpolationsfehlers verwenden wir Satz den wir allerdings
auf den Interpolationsoperator Jg, g, anstelle des Operators Jg, anwenden. Wir setzen
wieder voraus, dass die Kernfunktion g asymptotisch glatt (vgl. Definition ist, und
erhalten wie in Kapitel [3] die Abschiitzung

llg — gl < C(m) (CO diamq, (Q¢ ¥ Qs)>m+1
9~ 9ll0,QixQs = dist(Qy, Qs)° 1 dist(Qr, Qy)

mit dem Polynom

(m+o)!

(m+ 1)

Da nun der Durchmesser des 2d-dimensionalen Quaders @Q; x Qs im Zahler des fiir die
Konvergenz entscheidenden Terms auftritt, miissen wir die stédrkere Zuléssigkeitsbedin-
gung

C(m) := 4dCis(m + 1)%371

diamq, (Q¢ x Q) < ndist(Qy, Qs) (8.2)
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8.3 Strukturelle Unterschiede zu H-Matrizen

verwenden, die mit der bereits in fiir die hybride Kreuzapproximation eingesetzten
iibereinstimmt. Hier ist n € R wieder ein Parameter, den wir geeignet wéhlen miissen.

Fiir t € 77 und s € Ty, die diese Zuléssigkeitsbedingung erfiillen, erhalten wir die
Fehlerabschétzung

_ C(m) con\m+1
_ <\ (2]
lg=dlloixa. < F3m, G (5)

diirfen also wieder folgern, dass fiir n < 4/cy exponentielle Konvergenz des Interpolanten
zu erwarten ist.

8.3 Strukturelle Unterschiede zu H-Matrizen

Eine hierarchische Matrix ist dadurch charakterisiert, dass jeder zulissige Block nied-
rigen Rang besitzt. Bei einer H2-Matrix reicht diese Eigenschaft nicht aus, die Blocke
miissen auch noch die spezielle Form aufweisen. Direkt ldsst sich das nur nach-
weisen, indem wir Clusterbasen und Kopplungsmatrizen konstruieren, die die Gleichung
erfiillen. Da dieser Weg héaufig zu aufwendig ist, suchen wir nach einer indirek-
ten Charakterisierung, die sich leichter nachpriifen ldsst. Einen Ansatz bietet die in [§]
entwickelte Theorie, die hier kurz zusammengefasst werden soll.

Lemma 8.10 (Einschrinkungen) Sei (V);c, eine Clusterbasis mit Transfermatri-
zen (Et)ier,. Es gilt

Vilisxk = Vo Epy fir alle t € Tz, r € sons™(t) (8.3)

mit den durch

E,  Ey llsre ), t' e t),
E, ;= { vy falls 7 € sons™(t') sons(?) fiir alle t € Tz, r € sons™(t)

1 ansonsten, also fallst=r
induktiv definierten erweiterten Tranfermatrizen.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber # sons*(t) € N.

Seien zunéchst ¢ € Tz mit #sons*(¢) = 1 und r € sons*(t) gegeben. Nach Definition
folgt dann sons(t) = ) und damit r = ¢, so dass die Gleichung trivial erfiillt ist.

Sei nun n € N so gewéhlt, dass fiir alle ¢ € Tz mit #sons*(t) < n und alle
r € sons*(t) gilt. Sei t € Tz mit #sons*(t) = n + 1 fixiert, und sei r € sons*(¢). Falls
t = r gelten sollte, ist trivial. Anderenfalls existiert genau ein ¢’ € sons(t) mit
r € sons*(t'). Aus sons*(t') C sons*(t) und ¢ ¢ sons*(t') folgt #sons*(t') < n, also
konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden, um

Vilixk = Vo Epp
zu folgern. Da die Clusterbasis geschachtelt ist und # C ¢ C ¢ gilt, erhalten wir daraus

Vilixk = (Vilpi)lixk = (VeEy)|ixk = VelixikEy = Vo E v Ey = V. E 4,
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8 H2-Matrizen

und das ist die zu zeigende Gleichung. [

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun die Struktur von H2-Matrizen genauer un-
tersuchen. Sei dazu X € KZ*7 eine H2-Matrix mit Zeilenbasis (V;)e7;, Spaltenbasis
(Wy)seT, und Kopplungsmatrizen (Sb)beL;XJ'

Sei t € Tz. Fiir jeden Block b = (t*,s) € ﬁ}xj mit ¢ € sons*(t*) folgt aus Lemma
die Gleichung

Xlixs = Xlpens)

ixs — (Vt* SbW:)

ivs = VirliciSoWie = ViE; +Sy W7, (8.4)

die Einschrinkung der Matrix X auf den Block # x § lisst sich also mit Hilfe der Matrix
V, ausdriicken.
Zur Abkiirzung fithren wir die Mengen

row*(t) :={s € Ty : es existiert t* € Tz mit (t*,s) € L, 7, t € sons*(t*)},
col*(s) :={t € Tz : es existiert s* € Ty mit (t,s") € L7, ;, s € sons*(s*)}
fiir alle ¢ € 77 und s € T7 ein und formulieren unsere Beobachtung allgemeiner und

préaziser wie folgt:

Lemma 8.11 (Teilmatrizen) Fiir jedes t € Tz und jedes s € row*(t) existiert eine
Matriz By s € K¥** mit
Xliws = ViBi.

Entsprechend exisitiert fiir jedes s € Ty und jedes t € col*(s) eine Matriz A, € Kk
mit
Xljvs = At sWE.

Beweis. Seien t € Tz und s € row*(t) gegeben. Nach Definition existiert ein t* € Tz mit
(t*,s) € E;_CXJ und ¢ € sons*(¢t*), und geméif 1' folgt
Xljxs = ViE +SyWg = VB;
mit der Matrix A
B, = W,S;E;j,. € K",

Seien nun s € 77 und ¢ € col”(s) gegeben. Wir bezeichnen mit (F,)se7, die Transferma-
trizen der Spaltenbasis und entsprechend mit F, , die erweiterten Transfermatrizen fiir
s € Ty und r € sons*(r). Nach Definition finden wir ein s* € 77 mit b := (¢, s*) € E'IFXJ
und s € sons*(s*), und aus Lemma folgt

X ixs — (X|ix§*) ixs — (VtSbW:*)|ix§ = VtSb( :*)|kx§ = VtSb(Ws*
= ViSp(WsFs )" = ViSpF; o Wi = Ay ;W

ixk)

mit der Matrix R
A=V, SF; . e K™F.

Das ist das gewiinschte Ergebnis. |

Wir kénnen dieses Resultat noch weiter vereinfachen, indem wir die Eigenschaften der
Mengen row™*(t) und col*(s) ausnutzen:
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8.3 Strukturelle Unterschiede zu H-Matrizen

Lemma 8.12 (Erweiterte Blockzeilen und -spalten) Sei ¢t € Tz. Fir jedes s €
row*(t) ewistiert genau ein t* € Tz mit (t*,s) € E;XJ und t € sons*(t*). Alle Clu-
ster s1, 82 € row™(t) mit sq # so sind disjunkt.

Sei s € Ty. Fiir jedes t € col*(t) existiert genau ein s* € Ty mit (t,s*) € LT, ; und
s € sons*(s*). Alle Cluster ty,ty € col*(s) mit t; # sy sind disjunkt.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Kontraposition: Sei t € Tz. Seien s1, s2 € row*(t) mit
$1 N 8 # () gegeben. Dann existieren t},t5 € Tz mit by := (¢}, 51) € E}“Xj, t € sons*(t7),
by := (5, s2) € £%Xj sowie t € sons*(t5). Es folgt

b Nby D (85 x 81) N (85 x 89) = (BN E5) x (81N 82) D x (81N 8y) # 0.

Da nach Folgerung die Blatter des Blockbaums disjunkt sind, folgt b1 = by und
damit auch ¢} = 3 sowie 51 = so.
Entsprechend kénnen wir auch mit s € 77 und col*(s) verfahren. [

Aus dieser Eindeutigkeitsaussage ergibt sich, dass wir die in Lemma definierten
Teilmatrizen zu groferen Blocken zusammensetzen konnen: Wir definieren dazu

Ri:= |J 7 Co= |J # fiir alle t € Tz, s € T7

rerow* (t) recol*(s)
und erhalten die folgende kompakte Notation:

Folgerung 8.13 (Vollstiindige Clusterbasis) Sei X € KX*7 eine H2-Matrix.
Fiir jedes t € Tr existiert ein B, € KE*k mit

X\fot = V,Bj.
Fiir jedes s € Ty existiert ein Ay € KO*F mit
Xlo,xs = AW

Beweis. Sei t € Tz. Wir definieren B; blockweise mit Hilfe des Lemmas Fiir jedes
s € row*(t) finden wir ein By € K*** mit

X|is = ViB]

t,s?
und da diese s nach Lemma disjunkt sind, ist B; durch
Bit|sxk = Bis fir alle s € row™ ()

eindeutig und wohldefiniert.
Entsprechend kénnen wir auch mit der Spaltenbasis verfahren. ]

Fiir uns von entscheidender Bedeutung ist die Aussage, die wir dieser Folgerung fiir
den Rang der Teilmatrizen einer H2-Matrix entnehmen koénnen: Wihrend bei einer H-
Matrix lediglich die zu jedem zuléssigen Block b = (¢,s) € E;X 7 gehorende Teilmatrix
X7y s von niedrigem Rang sein muss, miissen bei einer H?-Matrix die wesentlich gréBeren
Teilmatrizen X[z, p und X|c,xs fiir alle Cluster ¢ € 77 und s € 77 von niedrigem Rang
sein. Der Unterschied ist in Abbildung illustriert.
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8 H2-Matrizen

Abbildung 8.1: Vergleich zwischen H- und H2-Matrix: Bei ersterer miissen nur einzelne
Teilmatrizen niedrigen Rang besitzen, bei letzterer ganze Zeilen- und
Spaltenblocke.

8.4 Kompression

Wir haben bereits gesehen, dass bei einer #2-Matrix X die Teilmatrizen X|;,, g, und
X|e,xz fiir alle ¢t € Tz und s € T7 hochstens von Rang k sind. Nun soll es darum gehen,
zu beweisen, dass diese Eigenschaft schon ausreicht, um eine H2-Matrix-Darstellung fiir
X zu finden.

Damit haben wir dann eine vollstéindige Charakterisierung der Menge der H2-Matrizen
erreicht: Eine Matrix X kann genau dann als H2-Matrix dargestellt werden, falls Xliy R,
und X|c, x;s fiir alle ¢t € 7z und s € 77 von niedrigem Rang sind.

Wir fithren den Nachweis, indem wir eine praktisch durchfithrbare Konstruktion ge-
eigneter Clusterbasen V und W entwickeln. Die Konstruktion [I0] ist so allgemein, dass
wir sie auch verwenden kénnen, um eine Approximation statt einer exakten der Matrix
X zu konstruieren. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns dabei darauf, nur die
Frobenius-Norm des Approximationsfehlers zu diskutieren.

Fiir die Konstruktion ist es ausreichend, lediglich die Zeilenbasis V zu untersuchen,
denn die Spaltenbasis ldsst sich konstruieren, indem wir eine Zeilenbasis fiir die adjun-
gierte Matrix X* mit dem entsprechend adjungierten Blockbaum suchen.

Unser Ziel ist es also nun, eine geschachtelte Clusterbasis V so zu finden, dass fiir
jedes t € T7 eine Matrix B, € KF** mit

1 Xlixr, = ViBillr < e (8.5)
fiir geeignete ¢; € R>( existiert. Wir fithren die Abkiirzung
Xt = Xy, fiir alle t € 77

ein und verlangen zur Vereinfachung der Rechnungen, dass die Matrizen V; orthogonal
sein sollen, dass also

ViV, =1 fir alle t € 77
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8.4 Kompression

gelten soll, denn dann ist V;V} eine orthogonale Projektion, die die bestmdogliche
Néherung von X; in der Form (8.5 zur Verfiigung stellt: Es gilt

1X: — ViViXy|r < ||X: — ViB||F fiir alle B; € K<k,

Zunichst untersuchen wir die Konstruktion der Matrizen V; fiir Blattcluster. Sei dazu
t € Tz ein Blatt des Clusterbaums. Da eine Rang-k-Approximation der Matrix
X; beschreibt, bietet es sich an, dhnlich wie schon bei den H-Matrizen auf die Sin-
gularwertzerlegung zuriickzugreifen. Sei also (E,[AJ,{/') eine Singuldrwertzerlegung der
Matrix X; € KfXRt, und seien o1 > 09 > ... > g, > 0 ihre Singulérwerte. Wir setzen
nun V; € Kixk gleich den ersten k& Spalten der Matrix ﬁ, denn dann gilt

1

~ 1

Vi=Ul, 0

0 0

und wir erhalten
1 01
* - 1 CTRT TN 7k Ok 7k
V.ViX,=U 0 U'uxXv =10 0 V*,
0 0

also stimmt V;V;X; gerade mit der Rang-k-Bestapproximation aus Lemma [6.3] iiberein.
Mit Hilfe von Lemma [6.4] gewinnen wir so die Abschitzung

» 1/2
Xt = ViViXe|lp < ( Z 03) .

v=k+1

Durch geeignete Wahl von k konnen wir also wie schon im Fall der H-Matrizen sicher-
stellen, dass
[X: = ViViXe|lr < & (8.6)

gilt, dass der Fehler in der Frobenius-Norm somit durch ein gegebenes ¢; € R>q be-
schrinkt ist.

Damit haben wir unser Ziel fiir Blatter des Clusterbaums erreicht. Sei nun t € 77 ein
Cluster, der kein Blatt ist. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass # sons(t) = 2 gilt
und bezeichnen die beiden S6hne mit {¢;,t2} = sons(t).
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8 H2-Matrizen

Wir suchen wieder eine Matrix V, die (8.5)) erfiillt, allerdings miissen wir beriicksich-
tigen, dass die Clusterbasis geschachtelt ist, dass also

Vi, E; )
V — 1 1
! (VtQEtQ
fiir geeignete Transfermatrizen E; und E;, gelten muss. Da V; und V., orthogonal

sind, ist auch
o th >
Q="

eine orthogonale Matrix, und die Schachtelungseigenschaft 1dsst sich in der Form

_ th Et1 _ X7 \r . Et1 _ * (2k)><k
Vt - ( Vt2> <Et2 - Qtvtv Vt L Et2 - Qt Vt € K

schreiben. Die entscheidende Idee des Algorithmus besteht darin, den Fehler geeignet zu
zerlegen: Aus der Orthogonalitdt der Matrix Qy folgt

Xy — ViViXy|2 = Xy — QQi Xy + QiQi Xy — Qi V, ViQiX, |2
= |IX¢ — QuQ;Xe||F + | QeI — ViV Xy ||
+2(X; — QQi Xy, QI -V, V)X

mit der Matrix
Xt = Qi X, = (¥11X€1><Rt> c K2k xR
to thRt
Aus der Gleichung

(X — QQiXy, QI -V, VHX)p = (QF(X; — QQiXy), I — V,ViX))p
—(QIX; — QI X, 1=V, ViX,)p =0

und der Orthogonalitéit der Matrix Q, folgt die Zerlegung
IXe = ViViXe|[F = [ X — QuQiXel|F + |1 Xs = ViViX |3 (8.7)

In dieser Darstellung zerfillt der Fehler in zwei Anteile: Der erste Term der rechten Seite
beschreibt den Fehler, den wir bereits bei der Wahl der Matrizen V;, und Vy, in den
Sohnen des Clusters ¢t in Kauf genommen haben. Diesen Fehler kénnen wir an diesem
Punkt des Algorithmus nicht mehr beeinflussen.

Der zweite Term der Gleichung dagegen beschreibt den Fehler, den wir durch die
Wahl der Transfermatrizen im Cluster ¢ hinzufiigen, ndmlich durch die Wahl der Matrix
\Aft. Fiir unseren Algorithmus ist also nur dieser Teil der Fehlerdarstellung relevant, da
wir nur ihn beeinflussen kénnen. Offenbar geht es wieder darum, eine Matrix, in diesem
Fall Xt, durch eine Matrix niedrigen Rangs zu approximieren, denn da Vt lediglich &
Spalten besitzt, kann die Matrix VtV*Xt hochstens von Rang k sein.
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8.4 Kompression

Bei der Wahl der Matrix Vt sind wir nicht vollig frei: Da V; wieder orthogonal sein

soll, folgt R R R ~ R

ViVi=ViQiQ:V: = (Q: V)" QiVe = ViV, =1,
also muss \A/'t orthogonal sein, und die Matrix \A/'t\A/Z‘)A(t ist die bestmogliche Ndherung
der Matrix )A(t.

Da unsere Aufgabe damit dieselbe Struktur wie im Fall des Blattclusters besitazt,
konnen wir sie in derselben Weise 1osen: Wir berechnen die Singulérwertzerlegung der
Matrix X; und konstruieren V; aus den ersten k linken Singulérvektoren. Durch geeig-
nete Wahl des Rangs k£ konnen wir wieder

I1X: — ViViXe||r < & (8.8)

fiir jedes gegebene €; € R>( sicherstellen.

Eigentlich sind wir allerdings an Abschitzungen des Typs fiir X; interessiert.
Gliicklicherweise lassen sie sich relativ einfach mit Hilfe der Gleichung gewinnen,
indem Fehleranteile der Nachfahren des Clusters t aufsummiert werden. Zur Vermeidung
von Fallunterscheidungen fiithren wir \A/'t und )A(t auch fiir Blattcluster ein:

R Vv fall t) =
{ : alls sons(t) = 0, fiir alle t € 77,

Q;V; ansonsten

. (x fall t) =
:{ . alls sons(t) =0, fiir alle t € T7.

Q;X; ansonsten

Wir beschrinken uns zunéchst auf eine einfache Abschétzung des Fehlers: Fiir den ersten
Term der Gleichung (8.7) erhalten wir wegen Ry, , R, 2 R; die Schranke

1X: = QQiXellF = 1Xely m, = Vi Vi Xl wr |7+ 1Kty m, = Vi Vi Xty |7
< ||Xt1 - thvztlxtl ”%“ + HXtQ - Vt2V:2Xt2||%7
so dass sich insgesamt
1Xe = ViViXyl[7 < & + | Xe, — Vo, Vi Xy 17+ X, — Vi, Vi, X, |17

ergibt und wir mit einer einfachen Induktion

X = ViViXe|z < ) &

resons*(t)

erhalten. Indem wir also die ,,lokalen* Fehlerschranken €, fiir die Nachfahren r € sons*(t)
des Clusters t geeignet wihlen, konnen wir jede gewiinschte Genauigkeit erreichen.

Fehlerabschitzungen fiir die Gesamtmatrix lassen sich elegant herleiten, indem wir sie
einzelne Blocke untersuchen: Wir setzen

Xt”; = X|f><§7 Xt75 = Xt|(2k)><§ fiir alle t € 7}:, S € I'OW*<t)

und erhalten analog zu (8.7) die folgende Fehlerdarstellung;:
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8 H2-Matrizen

Lemma 8.14 (Blockfehler) Seit € 77 und s € row*(t). Dann gilt

Xes = ViViXesli = Y X = ViV

resons* (t)

Beweis. Per Induktion iiber # sons*(t) € N. Fiir ¢ € Tz mit # sons*(t) = 1 gilt sons(t) =
0, also }A(tvs = Xy und \A/'t = V4, also ist die Gleichung trivial.

Sei n € N nun so gewihlt, dass die Gleichung fiir alle ¢ € 77 mit # sons(t) < n gilt.
Sei ein ¢t € Tz mit # sons(t) = n + 1 fixiert. Entsprechend erhalten wir

1Xps = ViViXy a2 = [[Xis — QuQiXes|3 + 1 Xes — ViViXe |3

Da Ry O Ry fiir alle t' € sons(t) gilt, konnen wir im ersten Term X; s aus den Teilma-
trizen Xy ¢ zusammensetzen und erhalten infolge der Blockdiagonalgestalt der Matrix
Q:Q; die Darstellung

Xt = ViViXy |} = 1Xes = ViViXeal b+ D0 X — Ve ViXe 3.
t’esons(t)

Da fiir jeden Sohn ¢’ € sons(t) insbesondere # sons*(t') < # sons*(t) = n+1 gilt, kénnen
wir die Induktionsvoraussetzung anwenden, um

Xts = ViViXesllt = [ Xes = ViViXesll + Y 1K = Ve ViXell7
t’ €sons(t)
= HXHS - VtV:XLSH% + Z Z ||X7“78 - VTV:XT,SH%

t’e€sons(t) resons* (t)

= Z HXr,s - VT‘V:XT,S %‘
resons* (t)
zu erhalten. Damit ist die Induktion vollsténdig. [

Mit Hilfe dieser Aussage konnen wir immerhin eine ,halbe H2-Matrix*“ definieren,
indem wir die zuléssigen Blocke mit Hilfe der Zeilenbasis V approximieren, aber auf eine
Spaltenbasis verzichten: Wir definieren X € KZ*7 durch

- V,ViX[|., . fallsb=(ts)e Lt
X!m:{ 1ViXlps  falls b=(t,5) € L1, 7, fiir alle b = (,s) € Lzx7.

Xlivs ansonsten
Fiir diesen Zwischenschritt erhalten wir eine exakte Fehlerdarstellung:
Satz 8.15 (Gesamtfehler) Fs gilt

IX - X7 =Y 11X = ViViXy |7
tETz
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Beweis. Wir zerlegen den Fehler mit Hilfe der Folgerung wie iiblich in Beitrage der
einzelnen Blocke und wenden Lemma [8.14] an:

IX-X[F= Y [ Xes— ViViXel}
b=(t,s)eLE, ;
= > Y IR VIR

b=(t,s) eﬁ%x 7 resons* (t)

- Z Z Z HXKS - ‘Afr\A":anH%

t€Tz resons*(t) s€row(t)
(t,s)EEJIrXJ

- Z Z Z ”Xﬁs _VT{/_:XT,SH%

r€Tz t€pred(r) s€row(t)

(t,s) EE%X 7

= Z Z Hir,s - vrviir,é‘”%
r)

€Tz sErow*(

]
Um die Matrix X durch eine H2-Matrix zu approximieren wenden wir die Konstruktion
auf Zeilen und Spalten an: Fiir jedes zuléissige Blatt b = (¢, s) € ﬁ;x 7 gilt
* * (|12
HX’tfxg - VtVtX‘ExgwsWsHF
= ||X|i><§ - VtV?X|£X§ + VtV;X|tA><§ - ‘/75‘[:}(|£><§VVSVV:H%J
= | Xlixs = VeViXlpeslly + IVeVE(Xliws = Xl s WoWI I F
+ 2<X|f><§ - VtVZKX|i><§’ VtV:(X|£><§ - X‘fxéwswz»F
= | Xlixs = VeViXlpeslly + IVeVE (X5 — Xl s WsWI I F
< ||X’£><§ - VtV:X‘Exén% + HX‘Exé - X’f><§WSWZH%
* 2 * * * 2
< ”X’fx§ - VtVtX‘fx§”F + HX‘fxg - WSWSX‘£X§HF7
also konnen wir Zeilen- und Spaltenbasen unabhéngig voneinander konstruieren. Fiir
die Spaltenbasen wenden wir die bereits vorgestellte Konstruktion auf die adjungierte
Matrix X* an und koénnen so auch die bereits gewonnenen Aussagen iiber den Fehler
iibertragen.

Um aus dem theoretischen Algorithmus eine praktisch durchfithrbare Rechenvorschrift
zu machen, ist es hilfreich, die Hilfsgréfien

Zis = ViX|i s fir alle t € Tz, s € row™(t)

einzufiihren, denn aus ihnen lassen sich die fiir den Algorithmus entscheidenden Matrizen
S Vi Vi X|; . Z,
X, = t1 *>XA = ( il t1><5> — < 1,5>
' < Vtz ‘tXS Vt2X|f2><§ Zths
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8 H2-Matrizen

fiir sons(t) = {t1,t2} einfach zusammensetzen. Wichtiger ist, dass sich diese Matrizen
auch rekursiv berechnen lassen: Es gilt ndmlich

_\J* _ thEt1 X‘flx§
Zs = VtX|t><§ - <Vt2Et2 X‘£2X§
* * V* X|A s
= (Et1 Etz) (V?Xflxs
2

Unter Ausnutzung dieser Gleichung erhalten wir den in Abbildung dargestellten
Algorithmus zur Bestimmung der Zeilenbasis V.

);W&J

£2X§

procedure approx_h2(¢, X, €, var V, E, Z);
if sons(t) = () then
for s € row*(t) do
Xt,s A X‘fxé’ Xt|f><§ A Xt,s
end for;
Berechne V,; aus der Singuldrwertzerlegung von Xj;
for s € row*(t) do
Zt,s < V:Xt,s
end for
else
T < #sons(t);  {t1,...,t;} < sons(t);
for ¢’ € sons(t) do
approx_h2(t', X, ¢, V, E, Z);
end for;
for s € row*(t) do
Ztl,s
5\(15,8 - S K<Tk)><§; Xt‘(rk)xé «— 5it,s
ZtT,s
end for;
Berechne V (und damit Eq, ..., E. ) aus der Singuldrwertzerlegung von )A(t;
for s € row™(t) do
Zt,s — V:Xt,s
end for
end if

Abbildung 8.2: Konstruktion eine Zeilenbasis V fiir eine Matrix X

Da der Algorithmus ohnehin jeden Eintrag der Matrix X mindestens einmal untersu-
chen muss, kann er nicht mit weniger als (#Z)(#J) Operationen auskommen, besitzt
also mindestens quadratische Komplexitét.

Lemma 8.16 (Aufwand 7{2-Basisbestimmung) Sei X € K*7. Gelte #t < rr fiir
jeden Blattcluster t € L7 und gelte #sons(t) < Cy, fiir jeden Nicht-Blattcluster t €
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Tz \ Lz. Sei Cyyq die Konstante aus Bemerkung . Dann bendgtigt der Algorithmus aus
Abbildung nicht mehr als

(Cova + 2) max{k, rr H(#TL + Cfnk#TI)(#j) Operationen.

Beweis. Sei t € Tz. Falls t ein Blatt ist, erfordert die Berechnung der Singulérwertzer-
legung der Matrix X; € KixRe wegen R; C J und #t < rz laut Bemerkung nicht
mehr als

Csvarz(#t)(#J)  Operationen.

Die Berechnung der Matrizen Z; ; erfordert laut Lemma [8.12] nicht mehr als

D 2k(#)(#5) < 2k(#1)(#J)  Operationen,

serow* (t)

so dass insgesamt nicht mehr als
(Coya + 2) max{k,r7}(#)(#J) Operationen

anfallen. Nach Folgerung [2.21] geniigen somit fiir alle Blattcluster

Z (Csvd + 2) Inax{k, TI}(#g)(#j) = (Csvd + 2) max{k:, TI}(#Z)(#j) Operationen.

teLr

Falls dagegen ¢ kein Blatt ist, erfordert die Berechnung der Singulérwertzerlegung der
Matrix X; € K *B: wegen 7 < Cy, und Ry € J nicht mehr als

CsvaC2 E*(#J)  Operationen.

Die Berechnung der Matrizen Z; , erfordert nicht mehr als

> 2k(Cank)(#5) < 2Csnk®(#J)  Operationen,

s€row* (t)

so dass insgesamt nicht mehr als
(CoyaC2 + 20K (#T) < (Csyq + 2) max{k,rz}C2 k(#J) Operationen

anfallen. Mit Hilfe der groben Abschétzung # (77 \ L7) < #77 folgt die Behauptung. m

Mit n = #Z und m = #J und mit den iiblichen Annahmen rz < k und #77 ~ n/k
erhalten wir aus dieser Aufwandsabschétzung, dass die Anzahl der Rechenoperationen
hochstens wie ~ knm wachsen kann. Wie wir bereits gesehen haben sind mindestens nm
Operationen fiir jeden sinnvollen Algorithmus erforderlich, insofern ist die Komplexitét
des Algorithmus praktisch optimal.

Wir diirfen also festhalten, dass wir mit einem zu k(#Z)(#.J ) proportionalen Aufwand
jede beliebige Matrix X € KZ*7 durch eine H2-Matrix approximieren kénnen und dass
sich die Genauigkeit der Approximation mit Hilfe des Satzes [8.15] steuern lésst.
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Bemerkung 8.17 (Datenschwache Ausgangsmatrix) FEine quadratische Komple-
xitdt ist nur dann zufriedenstellend, wenn auch die Anzahl der Eingabedaten qua-
dratisch wdchst. Falls X dagegen in einer effizienteren Darstellung vorliegt, wdire es
wiinschenswert, auch den Approxrimationsalgorihmus effizienter durchfiihren zu kénnen.

Das ist tatsichlich méglich [10, (3, [7]: Falls X eine hierarchische Matriz ist, konnen
wir die Matrizen Xy s und )A(tys unter Ausnutzung ihrer Niedrigrangstruktur kompakter
darstellen und so den Rechenaufwand fiir die Kompression auf ~ nk?logy n reduzieren.

Als ,Nebenprodukt“ unseres Approximationsalgorithmus erhalten wir eine vollsténdig
implizite Charakterisierung der Menge aller durch H2-Matrizen exakt darstellbaren Ma-
trizen:

Bemerkung 8.18 (Exakte Darstellung) Fualls die Teilmatrizen X[z, p und X[c, s
aus Folgerung jeweils héchstens Rang k besitzen, gilt dasselbe auch fir die
im Approximationsalgorithmus auftretenden Matrizen X;. Damit berechnet die Sin-
guldrwertzerlegung nicht nur eine Approximation, sondern eine exakte Darstellung, so
dass auch die Matriz X sich in den mit Hilfe unseres Algorithmus gewonnenen Zeilen-
und Spaltenbasen exakt darstellen ldsst.

Also ist bewiesen, dass die Matriz X genau dann eine H?-Matriz ist, wenn die Ma-
trizen aus Folgerung hdchstens von Rang k sind.
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