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1 Modellproblem

Zur Einführung in die Thematik befassen wir uns mit einem typischen Modellproblem, an
dem sich die Grundideen, die bei der Behandlung nicht-lokaler Phänomene zum Einsatz
kommen, gut erklären lassen.

1.1 Gravitation in Vielkörpersystemen

Ein relativ bekanntes Beispiel für eine nicht-lokale Wechselwirkung ist die Gravitation:
Die Sonne hält die Erde auf ihrer Bahn, obwohl beide ungefähr 150 Millionen Kilome-
ter voneinander entfernt sind. Wenn wir zur Vereinfachung auf relativistische Effekte
verzichten und uns auf die auf Newton zurückgehende Gravitationstheorie beschränken,
übt eine Masse m1 an einem Punkt x1 auf eine zweite Masse m2 an einem Punkt x2 eine
Kraft von

F21 = γ
m1m2

‖x1 − x2‖32
(x1 − x2)

aus, die Kraft ist also umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands und zieht die
zweite Masse in Richtung der ersten.

Wenn wir nun zu dem Fall vieler Massen m1, . . . ,mn an Punkten x1, . . . , xn übergehen,
summieren sich die auf eine Masse mi wirkenden Kräfte zu

Fi =

n∑
j=1
j 6=i

γ
mimj

‖xj − xi‖32
(xj − xi)

und wir stellen fest, dass wir für große Werte von n, also bei Systemen mit vielen Massen,
ein Effizienzproblem haben: Für jede Masse müssen n−1 Einzelkräfte berechnet werden,
so dass insgesamt ein zu n(n− 1) proportionaler Gesamtaufwand entsteht.

Wenn man bedenkt, dass unsere Galaxie einige hundert Millionen Sonnen enthält, ist
klar, dass ein Algorithmus, dessen Aufwand letztendlich quadratisch in der Anzahl der
Sonnen wächst, für größere Simulationen ungeeignet ist. Wir sind also daran interessiert,
den Rechenaufwand deutlich zu reduzieren.

Dazu machen wir uns zunutze, dass die Interaktion der Massen mi und mj im We-
sentlichen durch ihren Abstand xj − xi beschrieben ist, und dass dieser Abstand

”
glatt“

in die Berechnung der Kraft eingeht. Genauer gesagt führen wir die Hilfsfunktion

g : R3 × R3 → R3, (x, y) 7→ γ
y − x
‖y − x‖32

,
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1 Modellproblem

ein und schreiben die Kraft in der Form

Fi =

n∑
j=1
j 6=i

mimjg(xi, xj). (1.1)

Falls x und y hinreichend weit voneinander entfernt sind, ist g auf einer Umgebung des
Punktpaars (x, y) unendlich oft differenzierbar und sogar analytisch, so dass wir darauf
hoffen dürfen, dass sich die Funktion durch etwas Handlicheres approximieren lässt.

1.2 Approximation per Interpolation

Eine naheliegende Wahl für eine Approximation der Funktion g ist dabei die Interpolati-
on: Wir wählen Interpolationspunkte ξ1, . . . , ξk innerhalb eines Gebiets σ sowie passende
Lagrange-Polynome L1, . . . ,Lk (Details der mehrdimensionalen Interpolation finden sich
in Kapitel 3) und interpolieren g in der y-Komponente:

g̃σ(x, y) =

k∑
ν=1

g(x, ξν)Lν(y).

Dieses Polynom (zumindest in y ist es eines) approximiert die Funktion g allerdings
nur, wenn der Abstand zwischen σ und x groß im Vergleich zu dem Durchmesser von σ
ist, denn ansonsten verhindert die Nähe zu der Singularität der Funktion g die schnelle
Konvergenz.

Deshalb wählen wir ein weiteres Teilgebiet τ ⊆ R3 derart, dass alle Punkte x ∈ τ
hinreichend weit von allen Punkten y ∈ σ entfernt sind. Nur für derartige Paare von
Punkten dürfen wir die Approximation g̃ guten Gewissens verwenden.

Für die Approximation der Gravitationskraft bietet es sich an, diejenigen Massen zu
untersuchen, die in τ beziehungsweise σ liegen, deren Indizes also in den Mengen

τ̂ = {i ∈ {1, . . . , n} : xi ∈ τ}, σ̂ = {j ∈ {1, . . . , n} : xj ∈ σ} (1.2)

liegen. So erhalten wir

g(xi, xj) ≈ g̃σ(xi, xj) für alle i ∈ τ̂ , j ∈ σ̂.

Damit können wir nun wenigstens einen Teil der Summe (1.1) umformulieren:

∑
j∈σ̂

mimjg(xi, xj) ≈
∑
j∈σ̂

mimj g̃σ(xi, xj) =
∑
j∈σ̂

mimj

k∑
ν=1

g(xi, ξν)Lν(xj)

=

k∑
ν=1

mig(xi, ξν)
∑
j∈σ̂

mjLν(xj) für alle i ∈ τ̂ .
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1.3 Partitionierung

Diese Darstellung hat den Vorteil, dass sie sich besonders effizient auswerten lässt: Mit
den Hilfsgrößen

hν :=
∑
j∈σ̂

mjLν(xj) für alle ν ∈ {1, . . . , k} (1.3)

erhalten wir∑
j∈σ̂

mimjg(xi, xj) ≈
k∑
ν=1

mig(xi, ξν)hν für alle i ∈ τ̂ , (1.4)

und diese Näherung lässt sich sehr effizient auswerten: Wenn h1, . . . , hk vorliegen, erfor-
dert die Auswertung der Gleichung (1.4) für alle i ∈ τ̂ lediglich die Berechnung von j#τ̂
Summanden.

Die Berechnung der Hilfsgrößen h1, . . . , hν aus (1.3) erfordert die Bestimmung von
lediglich k#σ̂ Summanden, wobei das Auswerten des Lagrange-Polynoms höchstens ei-
ne zu k proportionale Anzahl von Operationen erfordert, so dass der Aufwand für die
Berechnung der Hilfsgrößen im schlimmsten Fall proportional zu k2#σ̂ ist.

Im Vergleich zu der direkten Berechnung der Summe, bei der (#τ̂)(#σ̂) Summanden
auszuwerten wären, kann die Näherung also sehr viel effizienter sein, falls k nicht allzu
groß gewählt werden muss, falls also bereits wenige Interpolationspunkte ausreichen, um
g zu approximieren.

Bemerkung 1.1 (Ersatzmassen) Der Vergleich zwischen (1.4) und (1.1) legt es na-
he, die Werte h1, . . . , hk als

”
Ersatzmassen“ an den Interpolationspunkten ξ1, . . . , ξk zu

interpretieren, die näherungsweise dasselbe Gravitationsfeld wie die Gesamtheit der zu
der Indexmenge σ̂ gehörenden Massen erzeugen.

1.3 Partitionierung

Wir haben gesehen, dass sich auf hinreichend weit voneinander getrennten Teilmengen
τ und σ die Funktion g durch eine Approximation g̃σ ersetzen lässt, mit deren Hilfe sich
Teilsummen ∑

j∈σ̂
mimj g̃σ(xi, xj) für alle i ∈ τ̂

besonders effizient aufwerten lassen. Falls wir nun sämtliche wirkenden Kräfte in dieser
Weise approximieren wollen, müssen wir versuchen, alle auftretenden Kombinationen
von Punkten xi und xj abzudecken.

Wir beschränken uns hier auf eine besonders einfache rekursive Konstruktion: Für die
Gebiete τ und σ lassen wir lediglich achsenparallele Quader zu, verlangen also

τ = [a1, b1)× [a2, b2)× [a3, b3), σ = [c1, d1)× [c2, d2)× [c3, d3)

für geeignete Koeffizienten. Damit die Interpolationspolynome schnell konvergieren, muss
der Durchmesser

diam(σ) :=
√

(d1 − c1)2 + (d2 − c2)2 + (d3 − c3)2

7



1 Modellproblem

des Gebiets τ kleiner als der Abstand

dist(τ, σ) :=
√
δ2

1 + δ2
2 + δ2

3 , δι := max{cι − bι, aι − dι, 0}

der beiden Gebiete sein, wir dürfen also unsere Approximation nur dann verwenden,
wenn die Zulässigkeitsbedingung

diam(σ) ≤ dist(τ, σ) (1.5)

erfüllt ist.
Falls die Bedingung nicht erfüllt ist, müssen wir versuchen, τ × σ in Teilgebiete zu

zerlegen, auf denen sie erfüllt sein könnte. Eine einfache Möglichkeit besteht darin, eine
Koordinatenrichtung ι ∈ {1, 2, 3} zu wählen, den Mittelpunkt

mι := (bι + aι)/2

zu berechnen und τ in

τ1 :=


[a1,m1)× [a2, b2)× [a3, b3) falls ι = 1,

[a1, b1)× [a2,m2)× [a3, b3) falls ι = 2,

[a1, b1)× [a2, b2)× [a3,m3) falls ι = 3

und

τ2 :=


[m1, b1)× [a2, b2)× [a3, b3) falls ι = 1,

[a1, b1)× [m2, b2)× [a3, b3) falls ι = 2,

[a1, b1)× [a2, b2)× [m3, b3) falls ι = 3

mit τ = τ1 ∪ τ2 zu zerlegen. Entsprechend können wir aus σ die Teilgebiete σ1 und σ2

mit σ = σ1 ∪ σ2 konstruieren.
Insbesondere erhalten wir so

τ × σ = τ1 × σ1 ∪ τ1 × σ2 ∪ τ2 × σ1 ∪ τ2 × σ2,

können also anstelle des Gesamtgebiets τ×σ auch die vier Teilgebiete rekursiv behandeln,
ohne dadurch etwas zu verlieren.

Theoretisch können wir so fortfahren, bis die Teilgebiete nur noch ein Punktpaar ent-
halten, und in diesem Fall lässt sich die zwischen diesen beiden Punkten wirkende Kraft
direkt berechnen. Effizienter ist es allerdings, das Unterteilen der Teilgebiete abzubre-
chen, sobald sie so klein geworden sind, dass der Einsatz der Näherung aufwendiger ist
als die direkte Berechnung. Ein sinnvoller Ansatz wäre beispielsweise, nicht weiter zu
unterteilen, wenn

#τ̂ ≤ k oder #σ̂ ≤ k

gelten, denn dann ist eine Summe über k Termie potentiell aufwendiger zu berechnen
als eine über τ̂ oder σ̂.

Der vollständige Algorithmus ist in Abbildung 1.1 zusammengefasst. Er berechnet
jeweils die Kräfte, die sich aus den Interaktionen der Massen zu den Indexmengen τ̂ und
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1.3 Partitionierung

procedure approx gravitation(τ , τ̂ , σ, σ̂, m, x, var F);
if #τ̂ ≤ k oder #σ̂ ≤ k then {Direkte Berechnung}

for i ∈ τ̂ , j ∈ σ̂ \ {i} do
Fi ← Fi + γmimj

xj−xi
‖xj−xi‖32

end for
else if diam(σ) ≤ dist(τ, σ) then {Approximation}

Wähle Interpolationspunkte ξ1, . . . , ξk und Lagrange-Polynome L1, . . . ,Lk für σ
for ν ∈ {1, . . . , k} do
hν ← 0;
for j ∈ σ̂ do
hν ← hν +mjLν(xj)

end for;
for i ∈ τ̂ do
Fi ← Fi +mig(xi, ξν)hν

end for
end for

else {Unterteilung und Rekursion}
Wähle ein ι ∈ {1, 2, 3};
[a1, b1)× [a2, b2)× [a3, b3) = τ ; mι ← (bι + aι)/2;
τ1 ← {x ∈ τ : xι < mι}; τ̂1 ← {i ∈ τ̂ : xi,ι < mι};
τ2 ← {x ∈ τ : xι ≥ mι}; τ̂2 ← {i ∈ τ̂ : xi,ι ≥ mι};
[c1, d1)× [c2, d2)× [c3, d3) = σ; mι ← (dι + cι)/2;
σ1 ← {x ∈ σ : xι < mι}; σ̂1 ← {i ∈ σ̂ : xi,ι < mι};
σ2 ← {x ∈ σ : xι ≥ mι}; σ̂2 ← {i ∈ σ̂ : xi,ι ≥ mι};
approx gravitation(τ1, τ̂1, σ1, σ̂1, m, x, F);
approx gravitation(τ1, τ̂1, σ2, σ̂2, m, x, F);
approx gravitation(τ2, τ̂2, σ1, σ̂1, m, x, F);
approx gravitation(τ2, τ̂2, σ2, σ̂2, m, x, F)

end if

Abbildung 1.1: Schnelle approximative Auswertung aller wirkenden Gravitationskräfte.

σ̂ ergeben, und addiert sie zu F hinzu. Wir müssen den Algorithmus also mit F = 0
und τ̂ = σ̂ = {1, . . . , n} aufrufen, um alle wirkenden Kräfte zu approximieren. Einen zu
diesen Indexmengen passenden Quader können wir durch

aι := min{xi,ι : i ∈ {1, . . . , n}}, bι := max{xi,ι : i ∈ {1, . . . , n}}+ ε,

τ = σ = [a1, b1)× [a2, b2)× [a3, b3)

mit einem kleinen ε ∈ R>0 einfach bestimmen, denn diese Wahl stellt sicher, dass die
Bedingungen (1.2) erfüllt sind. Da der Algorithmus so geschrieben ist, dass es keine Rolle
spielt, ob die Quader abgeschlossen oder halb-offen sind, können wir in einer praktischen
Implementierung auch einfach ε = 0 setzen.
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1 Modellproblem

1.4 Eigenschaften und Ausblick

Wir haben bereits gesehen, dass für ein zulässiges Teilgebiet τ × σ die wirkenden Kräfte
mit einem Aufwand von k(#τ̂ + #σ̂) berechnet werden können. Diese Beobachtung
alleine hilft uns allerdings nicht viel weiter, falls sehr viele solcher Teilgebiete auftreten.

Glücklicherweise lässt sich das einfach ausschließen: Unser Algorithmus untersucht ein
Teilgebiet τ × σ nur dann, wenn es entweder das Gesamtgebiet ist oder aber aus einem
größeren Teilgebiet τ0×σ0 durch Unterteilung entstanden ist. Der Algorithmus unterteilt
Gebiete aber nur dann, wenn sie nicht zulässig sind, also muss

diam(σ0) > dist(τ0, σ0)

gelten, so dass σ0 relativ nahe an τ0 liegen muss. Damit muss auch σ ⊆ σ0 relativ
nahe an τ ⊆ τ0 liegen, so dass unser Algorithmus immer nur mit Teilgebieten arbeitet,
die nahe, aber nicht zu nahe, aneinander liegen. Mit Hilfe dieser Beobachtung lässt
sich nachweisen (siehe Kapitel 2, für unseren Fall insbesondere Abschnitt 2.6), dass der
Rechenaufwand unseres Verfahrens proportional zu nk(log2 n+1) ist, also ist die Anzahl
der Rechenoperationen

”
fast proportional“ zu n.

In Kapitel 3 wird untersucht, wie der Approximationsfehler von dem Parameter k
abhängt. Mit Hilfe einer Fehlerabschätzung für den Interpolationsfehler lässt sich zeigen,
dass wir erwarten dürfen, dass sich der Fehler wie e−αk

1/3
mit einem α > 0 verhält, also

exponentiell konvergiert.
Unter bestimmten Bedingungen kann der Aufwand für die Interpolation zu hoch sein,

etwa falls Funktionen mit besonderen Eigenschaften approximiert werden müssen. In
diesem Fall ist es auch möglich, eine Approximation mit Hilfe einer geeignet modifi-
zierten LR-Zerlegung zu gewinnen. Unter bestimmten Umständen kann eine derartige
Approximation sehr effizient sein, unter anderen Umständen kann sie auch fehlschlagen
(siehe Kapitel 4).

Für einzelne Teilgebiete τ ×σ lässt sich der durch die Approximation eingeführte Feh-
ler in der Regel relativ einfach abschätzen. Mit Hilfe geeigneter algebraischer Argumente
(siehe Kapitel 5) ist es möglich, aus diesen Abschätzungen Aussagen über die Größe des
Gesamtfehlers zu gewinnen. Umgekehrt lässt sich in dieser Weise präzise festlegen, wie
genau die Approximationen auf den Teilgebieten sein müssen, um eine gewisse Genau-
igkeit des gesamten Algorithmus sicher zu stellen.

Die diskutierten Techniken lassen sich auch verwenden, um vollbesetzte Matrizen zu
behandeln, die beispielsweise bei arithmetischen Operationen (siehe Kapitel 6) wie der
Inversion (siehe Kapitel 7) entstehen. Durch geschickt konstruierte Algorithmen erhält
man Verfahren, die Berechnungen mit vollbesetzten Matrizen mit fast linearem Aufwand
in der Anzahl der Unbekannten durchführen können.

Eine weitere Verbesserung der Effizienz erreichen Techniken, bei denen durch eine
kleine Modifikation der Entwicklung der Funktion g und die Ausnutzung bestimmter
Eigenschaften der Taylor- oder Interpolationspolynome ein zu nk proportionaler Re-
chenaufwand erreicht wird (siehe Kapitel 8). Ein in n linear wachsender Aufwand ist
sehr nahe am theoretisch bestmöglich Machbaren.

10



2 Struktur hierarchischer Matrizen

Bisher haben wir die Approximation mit Hilfe geometrischer Argumente konstruiert:
Verwendet wurden Teilgebiete eines Definitionsgebiets, die geeignet unterteilt wurden
und deren Unterteilung Teilmengen der Menge der zu behandelnden Punkte definierten.

Wir sind an einer Verallgemeinerung interessiert: Statt wechselwirkender Punktmassen
wollen wir eine vollbesetzte Matrix approximieren. An die Stelle der Näherungen auf
Teilgebieten treten dann Teilmatrizen niedrigen Rangs, die Gesamtmatrix wird ersetzt
durch eine hierarchische Matrix (siehe [23, 24]).

Um allgemeine Matrizen behandeln zu können, müssen wir auch allgemeine Indexmen-
gen statt der bisher untersuchten Punktmengen behandeln können. Einfache Ansätze für
regelmäßige Strukturen ermöglichen es zwar, die Komplexität bestimmter Algorithmen
präzise zu bestimmen (vgl. die grundlegende Arbeit [23]), doch schon die Verallgemei-
nerung auf zweidimensionale äquidistante Gitter (vgl. [25]) ist sehr aufwendig und nicht
allzu handlich.

Wesentlich flexibler und eleganter ist der in [17, 19] entwickelte Zugang: Die Zeilen-
und Spaltenindizes einer Matrix werden zu Clustern zusammengefasst, die in einem
Clusterbaum hierarchisch geordnet sind. Aus diesen Clustern wird dann mit Hilfe einer
Zulässigkeitsbedingung eine Zerlegung der Matrix in Teilmatrizen konstruiert, die mit
niedrigem Rang approximiert werden können.

In diesem Kapitel führen wir die grundlegenden Begriffe ein und demonstrieren, wie
sich auf ihrer Grundlage einige zentrale Aussagen über allgemeine hierarchische Matrizen
beweisen lassen. Dabei interessieren wir uns für allgemeine Matrizen X ∈ KI×J mit einer
endlichen Zeilenindexmenge I und einer endlichen Spaltenindexmenge J .

2.1 Cluster und Clusterbäume

Wie wir bereits gesehen haben, besteht eine zentrale Idee unserer Approximation dar-
in, geeignete Teilgebiete oder Teilmatrizen in effizienter Form zu approximieren. Diese
Teilmatrizen haben die Form M|t̂×ŝ ∈ Kt̂×ŝ für Teilmengen von Zeilenindizes t̂ ⊆ I und
Spaltenindizes ŝ ⊆ J . Im Interesse der Effizienz wählen wir diese Teilmengen nicht belie-
big, sondern verwenden eine Baumstruktur, die es uns ermöglicht, wichtige Algorithmen
sehr elegant zu formulieren.

Definition 2.1 (Baum) Sei T = (V, S, r) ein Tripel aus einer endlichen Menge V , ei-
ner Abbildung S : V → P(V ), die jedem Element aus V eine Teilmenge von V zuordnet,
und einem Element r ∈ V .

Ein Tupel t0, t1, t2, . . . , t` ∈ V mit

ti ∈ S(ti−1) für alle i ∈ {1, . . . , `}

11



2 Struktur hierarchischer Matrizen

bezeichnen wir als Pfad von t0 nach t`.
Das Tripel T bezeichnen wir als Baum, falls für jedes t ∈ V genau ein Pfad von r

nach t existiert. In diesem Fall nennen wir r die Wurzel von T , jedes t ∈ V nennen wir
Knoten des Baums, und S(t) nennen wir Menge der Söhne eines t ∈ V . Falls w ∈ S(t)
gilt, bezeichnen wir w entsprechend als Sohn von t.

Die Arbeit mit mehreren Bäumen erleichtern wir uns, indem wir t ∈ V durch t ∈ T
abkürzen, die Wurzel mit r = root(T ) bezeichnen und die Söhne mit sons(t, T ) = S(t)
für alle t ∈ V . Falls Verwechslungen ausgeschlossen sind, kürzen wir letzteres auch mit
sons(t) ab.

Eine wichtige Folgerung aus der Definition des Baums ist, dass kein Knoten, der auf
dem Pfad von der Wurzel zu einem Knoten t ∈ T auftritt, ein Sohn von t sein kann, denn
ansonsten ließe sich der Pfad verlängern und so die geforderte Eindeutigkeit verletzen.

Die Menge der Nachfahren eines Knotens t ∈ T ist durch

sons∗(t) =

{
{t} ∪

⋃
t′∈sons(t) sons∗(t′) falls sons(t) 6= ∅,

{t} ansonsten
(2.1)

induktiv definiert. Die Menge der Vorfahren eines Knotens t ∈ T ist korrespondierend
durch

pred(t) = {t∗ ∈ T : t ∈ sons∗(t∗)} (2.2)

definiert. Es ist zu beachten, dass diese Definitionen t ∈ sons∗(t) und t ∈ pred(t) bein-
halten.

Falls sons(t) = ∅ gilt, nennen wir t ein Blatt des Baums. Die Menge aller Blätter eines
Baums T bezeichnen wir mit

L = {t ∈ T : sons(t) = ∅}.

Für jeden Knoten t ∈ T kann höchstens ein t+ ∈ T mit t ∈ sons(t+) existieren. Dieses
t+ nennen wir den Vater von t. Es gibt genau einen Knoten t ∈ T , der keinen Vater
besitzt, und zwar gerade seine Wurzel root(T ).

Für uns von besonderem Interesse sind beschriftete Bäume, bei denen jedem Knoten
t ∈ T ein Element t̂ einer geeigneten Menge zugeordnet ist. t̂ nennen wir dann die
Beschriftung des Knotens t.

Mit Hilfe beschrifteter Bäume lässt sich nun unser Ansatz zur Unterteilung der Index-
mengen formal präzise beschreiben:

Definition 2.2 (Clusterbaum) Ein beschrifteter Baum T ist ein Clusterbaum für die
Indexmenge I, falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

• Falls r ∈ T die Wurzel des Baums ist, gilt r̂ = I.

• Falls t ∈ T kein Blatt ist, gilt ⋃
t′∈sons(t)

t̂′ = t̂. (2.3)
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2.1 Cluster und Clusterbäume

• Falls t′, s′ ∈ sons(t) mit t′ 6= s′ existieren, gilt

t̂′ ∩ ŝ′ = ∅. (2.4)

In diesem Fall verwenden wir in der Regel die Notation TI für T , um auf die verwendete
Indexmenge hinzuweisen, und bezeichnen die Knoten t ∈ TI als Cluster.

Die Menge aller Blätter eines Clusterbaums TI bezeichnen wir mit LI .

Ein Clusterbaum ist also ein beschrifteter Baum, bei dem die Beschriftungen Teilmen-
gen der Indexmenge I sind und bei dem die Beschriftungen der Söhne eines Knotens
eine disjunkte Partition der Beschriftungen des Vaters beschreiben. In der Praxis ver-
nachlässigt man die Unterscheidung zwischen einem Cluster und seiner Beschriftung,
solange dabei Missverständnisse ausgeschlossen sind, man sagt also

”
i ist in t enthal-

ten“, wenn i ∈ t̂ gemeint ist, oder man sagt, dass die Söhne eines Clusters eine disjunkte
Zerlegung ihres Vaters sind, wenn gemeint ist, dass ihre Beschriftungen eine disjunkte
Zerlegung der Beschriftung des Vaters sind.

Für die praktische Konstruktion eines Clusterbaums bietet es sich an, von der Defi-
nition 2.2 auszugehen: Die erste Bedingung an einen Clusterbaum legt fest, wie seine
Wurzel auszusehen hat, die zweite und dritte Bedingung bestimmen die Beziehung zwi-
schen einem Vater und seinen Söhnen.

Ein erfolgversprechender Ansatz besteht deshalb darin, eine Regel für die Zerlegung
eines gegebenen Clusters in mehrere Söhne zu definieren und diese Zerlegung ausgehend
von der bekannten Wurzel rekursiv so lange anzuwenden, bis die resultierenden Cluster
klein genug sind.

Zur Vereinfachung gehen wir davon aus, dass jedem Index ein Punkt in einem d-
dimensionalen Raum zugeordnet ist, denn dann können wir geometrische Konstruktionen
aufgrund dieser Punkte verwenden.

Definition 2.3 (Charakteristische Punkte) Sei I eine Indexmenge und sei d ∈ N.
Eine Familie (xi)i∈I in Rd nennen wir eine Familie charakteristischer Punkte für die
Indexmenge I.

In unserem Modellproblem bieten sich die Schwerpunkte der Sonnen als charakteri-
stische Punkte an, bei allgemeineren Anwendungen lassen sich oft in ähnlicher Weise

”
typische“ geometrische Orte zu jedem Index finden.

Wenn eine Familie charakteristischer Punkte für I gegeben ist, können wir jedem
Cluster t ∈ TI eine Menge

{xi : i ∈ t̂} ⊆ Rd

von Punkten zuordnen, und eine Zerlegung dieser Menge in Teilmengen induziert eine
Zerlegung des Clusters in Söhne.

Im eindimensionalen Fall bietet es sich an, ein Intervall [a, b] zu finden, das die Punkte
xi für alle i ∈ t̂ enthält, und dieses Intervall in der Mitte zu unterteilen, um zwei möglichst
kleine Teilintervalle zu erhalten. Die Indizes, die zu Punkten aus dem linken Teilintervall
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a2

b2

a1 b1(b1 + a1)/2

Abbildung 2.1: Geometrische Zerlegung eines Clusters durch Bisektion in der ersten Ko-
ordinatenrichtung eines einschließenden achsenparallelen Quaders

gehören, werden dann dem ersten Sohn des Clusters zugeordnet, die restlichen Indizes
muss der zweite Sohn aufnehmen, damit Definition 2.2 erfüllt werden kann.

Dieser Ansatz lässt sich auf den mehrdimensionalen Fall übertragen, indem wir einfach
eine Koordinatenrichtung ι ∈ {1, . . . , d} auswählen, ein Intervall [aι, bι] mit

xi,ι ∈ [aι, bι] für alle i ∈ t̂

konstruieren und die Punkte entsprechend ihrer Zugehörigkeit zur linken oder rechten
Hälfte des Intervalls sortieren:

t̂1 := {i ∈ t̂ : xi,ι < (bι + aι)/2},
t̂2 := {i ∈ t̂ : xi,ι ≥ (bι + aι)/2} = t̂ \ t̂1

(vgl. Abbildung 2.1). Offenbar gilt nun t̂ = t̂1∪̇t̂2, also eignen sich die so konstruierten
t1, t2 als Söhne des Clusters t in einem Clusterbaum.

Bemerkung 2.4 (Wahl der Richtung) Für die Auswahl einer geeigneten Richtung
ι ∈ {1, . . . , d}, senkrecht zu der der Cluster unterteilt werden soll, sind zwei Ansätze
üblich: Wenn wir an regelmäßigen Strukturen interessiert sind, beispielsweise für theore-
tische Untersuchungen, ist es eine gute Idee, ι zyklisch zu wählen, also Cluster auf Stufe
` in der Richtung ι = (` mod d) + 1 zu unterteilen. Dadurch ist sichergestellt, dass
alle Cluster auf einer Stufe des Baums in derselben Richtung unterteilt werden. Diese
Strategie bezeichnen wir als regelmäßige Wahl der Richtung.

14



2.1 Cluster und Clusterbäume

procedure cluster adaptive(rmax, `max, var t);
if #t̂ ≤ rmax oder `max = 0 then

sons(t) = ∅
else

for ι ∈ {1, . . . , d} do
aι ← min{xi,ι : i ∈ t̂}; bι ← max{xi,ι : i ∈ t̂}

end for;
ι← argmax{bk − ak : k ∈ {1, . . . , d}};
c← (bι + aι)/2;
t̂1 ← {i ∈ t̂ : xi,ι < c}; t̂2 ← {i ∈ t̂ : xi,ι ≥ c}
if t̂1 6= ∅ then

sons(t) = {t1, t2};
cluster adaptive(rmax, `max − 1, t1);
cluster adaptive(rmax, `max − 1, t2)

else
sons(t) = ∅, Cluster enthält nur einen Punkt

end if
end if

Abbildung 2.2: Konstruktion eines adaptiven Clusterbaums.

In der Praxis ist es häufig besser, die Richtung ι so zu wählen, dass der Durchmesser
der Cluster möglichst schnell schrumpft, also so, dass der Durchmesser

max{xi,ι − xk,ι : i, k ∈ t̂}

maximal ist und deshalb seine Halbierung den größten Gewinn bringt. In diesem Fall
sprechen wir von einer adaptiven Wahl der Richtung.

Bemerkung 2.5 (Wahl der Intervalle) Die Intervalle [aι, bι] können ebenfalls re-
gelmäßig oder adaptiv konstruiert werden. Bei der regelmäßigen Strategie gehen wir so
vor, dass wir davon ausgehen, dass zu jedem Cluster t ein achsenparalleler Quader

Qt = [a1, b1]× . . .× [ad, bd]

gegeben ist, der alle zu t gehörenden Punkte enthält, also

xi ∈ Qt für alle i ∈ t̂

erfüllt. Für die Söhne t1 und t2 des Clusters t können wir dann die Quader

Qt1 = [a1, b1]× . . .× [aι, (bι + aι)/2]× . . . [ad, bd],
Qt2 = [a1, b1]× . . .× [(bι + aι)/2, bι]× . . . [ad, bd]

für die gewählte Richtung ι verwenden. Bei diesem Zugang ist sichergestellt, dass alle
Quader auf einer Stufe des Clusterbaums bis auf Verschiebungen identisch sind, und
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procedure cluster regular(rmax, `max, ι, var a, b, t);
if #t̂ ≤ rmax oder `max = 0 then

sons(t) = ∅
else
c← (bι + aι)/2;
t̂1 ← {i ∈ t̂ : xi,ι < c}; t̂2 ← {i ∈ t̂ : xi,ι ≥ c};
a(1) ← a; b(1) ← b; b

(1)
ι ← c;

a(2) ← a; b(2) ← b; a
(2)
ι ← c;

if t̂1 6= ∅ then
if t̂2 6= ∅ then

sons(t) = {t1, t2};
cluster regular(rmax, `max − 1, (ι mod d) + 1, a(1), b(1), t1);
cluster regular(rmax, `max − 1, (ι mod d) + 1, a(2), b(2), t2)

else
sons(t) = {t1};
cluster regular(rmax, `max − 1, (ι mod d) + 1, a(1), b(1), t1)

end if
else

if t̂2 6= ∅ then
sons(t) = {t2};
cluster regular(rmax, `max − 1, (ι mod d) + 1, a(2), b(2), t2)

else
Problem, leerer Cluster t

end if
end if

end if

Abbildung 2.3: Konstruktion eines regelmäßigen Clusterbaums.

diese Eigenschaft lässt sich sowohl für theoretische Betrachtungen als auch in der Praxis
ausnutzen.

Bei einer adaptiven Strategie dagegen besteht das Ziel wieder darin, möglichst schnell
den Durchmesser zu reduzieren, deshalb bestimmt man in diesem Fall das Intervall [aι, bι]
so, dass es die minimal mögliche Größe besitzt:

aι := min{xi,ι : i ∈ t̂}, bι := max{xi,ι : i ∈ t̂}.

Für kompliziertere Geometrien führt dieser Ansatz in Kombination mit der adaptiven
Wahl der Richtung ι dazu, dass die Durchmesser der Cluster so schnell wie möglich
schrumpfen.

Bemerkung 2.6 (Abbruchkriterium) Die Unterteilung der Cluster in Teilcluster
verwenden wir nur so lange, wie die Teilcluster

”
zu groß“ sind. Vom algebraischen

Standpunkt aus gesehen sind sie zu groß, solange sie zuviele Indizes enthalten, wobei
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”
zuviele“ unter anderem vom zu erwartenden Rang der Matrixapproximationen abhängt:

Es lohnt sich nicht, einer 2× 3-Matrix eine Approximation mit 17 Termen zuzuordnen.
Also sollte man das Unterteilen beenden, sobald die Mächtigkeiten der Söhne dabei den
erwarteten Rang unterschreiten würden.

Da praktisch alle modernen Prozessoren mit Cache-Speichern ausgestattet sind, mit
deren Inhalten sie besonders schnell rechnen können, kann es sich lohnen, noch etwas
größere Cluster zuzulassen, um die Rechenzeit zu reduzieren.

Im allgemeinen Fall werden nicht einzelne Punkte xi zu den Indizes i ∈ I gehören,
sondern Mengen Ωi ⊆ Rd. Beispielsweise sind die bei der Simulation des Gravitations-
feldes eines Galaxis auftretenden Sonnen keine Punkte, sondern eher Kugeln, und bei
der Behandlung von Differentialgleichungen mit dem Galerkin-Verfahren müssen wir mit
Polyedern rechnen. Unter diesen Bedingungen verwenden wir einen einfachen Trick: Wir
wählen für jedes Ωi ein xi ∈ Ωi und konstruieren den Clusterbaum wie zuvor. Da in
der Regel die Durchmesser der Mengen Ωi sehr klein im Vergleich zum Durchmesser des
Gesamtgebiets sind, entstehen durch diese Vereinfachung keine allzu großen Probleme.

2.2 Blöcke und Blockbäume

In Gestalt der Clusterbäume steht uns eine Auswahl von Teilmengen der Indexmenge
zur Verfügung, mit deren Hilfe wir nach Teilmatrizen einer gegebenen Matrix suchen
können, die sich durch Matrizen niedrigen Rangs approximieren lassen: Falls wir eine
Matrix X ∈ KI×J behandeln wollen, konstruieren wir Clusterbäume TI und TJ für ihre
Zeilen- und Spaltenindizes und suchen dann Teilmatrizen der Form X|t̂×ŝ mit t ∈ TI
und s ∈ TJ .

Alle möglichen Zerlegungen der Matrix X in derartige Teilmatrizen zu untersuchen
hätte einen zu hohen Aufwand: Bei n = #I Zeilen und m = #J Spalten müssen wir
mit ∼ n Zeilenclustern und ∼ m Spaltenclustern rechnen, so dass ∼ nm Kombinationen
zu prüfen wären.

Glücklicherweise lässt sich dieser Aufwand vermeiden, indem wir wieder rekursiv vor-
gehen: Für ein gegebenes Paar (t, s) ∈ TI×TJ prüfen wir, ob wir auf eine Approximation
niedrigen Rangs hoffen dürfen. Falls ja, approximieren wir Xt̂×ŝ. Anderenfalls wiederho-
len wir den Test für die Paare (t′, s′) ∈ sons(t)× sons(s) der Söhne von t und s.

Dieser Vorgehensweise entspricht ein Baum, dessen Knoten aus Paaren von Clustern
besteht:

Definition 2.7 (Blockbaum) Ein beschrifteter Baum T ist ein Blockbaum für die
Clusterbäume TI und TJ , falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

• Für jeden Knoten b ∈ T existieren Cluster t ∈ TI und s ∈ TJ mit b = (t, s).

• Für die Wurzel r des Baums T gilt r = (root(TI), root(TJ )).

• Für jedes b = (t, s) ∈ T gilt b̂ = t̂× ŝ.
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• Falls b = (t, s) ∈ T kein Blatt ist, gilt

sons(b) =


{t} × sons(s) falls sons(t) = ∅, sons(s) 6= ∅,
sons(t)× {s} falls sons(t) 6= ∅, sons(s) = ∅,
sons(t)× sons(s) ansonsten.

(2.5)

In diesem Fall verwenden wir in der Regel die Notation TI×J für T , die durch Lem-
ma 2.16 gerechtfertigt ist. Die Knoten b = (t, s) ∈ TI×J bezeichnen wir als Blöcke und
die Komponten t ∈ TI und s ∈ TJ als Zeilen- beziehungsweise Spaltencluster von b.

Die Menge aller Blätter eines Blockbaums TI×J bezeichnen wir mit LI×J .

Ein Blick auf Definition 2.7 führt zu der Erkenntnis, dass sich zwei Blockbäume zu
denselben Clusterbäumen nur durch die Wahl ihrer Blätter unterscheiden können.

Wir benötigen also ein Kriterium, das es uns ermöglicht, zu entscheiden, ob ein Block
b = (t, s) effizient approximiert werden kann oder ob er weiter unterteilt werden sollte.
Das Kriterium sollte so beschaffen sein, dass

• nur solche Blöcke zu Blättern werden, die zuverlässig approximiert werden können,

• approximierbare Blöcke nicht weiter unterteilt werden und

• das Kriterium effizient angewendet werden kann.

Da derartige Kriterien sehr häufig vorkommen werden, geben wir ihnen einen Namen:

Definition 2.8 (Zulässigkeitsbedingung) Eine Abbildung, die jedem Paar (t, s) mit
t ∈ TI , s ∈ TJ entweder

”
zulässig“ oder

”
unzulässig“ zuordnet, bezeichnen wir als

Zulässigkeitsbedingung.

Die Blätter eines Clusterbaums beschreiben eine brauchbare Zerlegung einer Matrix,
wenn sie entweder zulässig sind, denn dann lassen sich die zugehörigen Teilmatrizen
approximieren, oder wenn sie klein sind, denn dann können wir sie direkt abspeichern,
ohne Effizienz einzubüßen.

Definition 2.9 (Zulässiger Blockbaum) Ein Blockbaum TI×J heißt zulässig bezüg-
lich einer Zulässigkeitsbedingung, wenn

(t, s) zulässig oder sons(t) = ∅ oder sons(s) = ∅ für alle (t, s) ∈ LI×J

gilt, wenn also bei nicht zulässigen Blättern entweder der Zeilen- oder der Spaltencluster
ein Blatt ist. Der Baum heißt streng zulässig, wenn

(t, s) zulässig oder sons(t) = ∅ = sons(s) für alle (t, s) ∈ LI×J

gilt, wenn nicht zulässige Blätter also aus Blattclustern zusammengesetzt sein müssen.
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2.2 Blöcke und Blockbäume

procedure blockcluster(var b);
(t, s)← b;
if (t, s) zulässig then

sons(b) = ∅
else

if strenge Konstruktion then
if sons(t) = ∅ then

sons(b) = {t} × sons(s)
else if sons(s) = ∅ then

sons(b) = sons(t)× {s}
else

sons(b) = sons(t)× sons(s)
end if

else
sons(b) = sons(t)× sons(s)

end if
for b′ ∈ sons(b) do

blockcluster(b′)
end for

end if

Abbildung 2.4: Konstruktion eines zulässigen Blockbaums.

Basierend auf einer Zulässigkeitsbedingung und zwei Clusterbäumen können wir re-
lativ einfach einen Blockbaum konstruieren, der sogar die kleinste mögliche Anzahl von
Blättern besitzt: Wir prüfen die Zulässigkeit eines Blocks. Falls er nicht zulässig ist, zer-
legen wir ihn entsprechend Definition 2.7 und fahren rekursiv fort. Der entsprechende
Algorithmus ist in Abbildung 2.4 angegeben, bei seiner Anwendung auf ein eindimensio-
nales Modellproblem erhalten wir den in Abbildung 2.5 stufenweise dargestellten Baum.

Falls den Indizes i ∈ I und j ∈ J geometrische Objekte Ωi,Ωj ⊆ Rd zuge-
ordnet sind (beispielsweise Träger von Basisfunktionen, vgl. Abschnitt 5.3), sind
Zulässigkeitsbedingungen der Form

(t, s) zulässig ⇐⇒ diam2(Ωt) ≤ dist2(Ωt,Ωs)

üblich, bei denen die Mengen

Ωt :=
⋃
i∈t̂

Ωi, Ωs :=
⋃
j∈ŝ

Ωj (2.6)

verwendet werden. In der Praxis kann es sehr schwierig werden, mit derartigen Mengen
zu arbeiten: Den geometrischen Abstand zweier Punktmengen zu berechnen ist eine
relativ aufwendige Operation, und für kompliziertere Mengen wird es in der Regel nicht
einfacher.
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Abbildung 2.5: Blockbaum nach fünf Zerlegungsschritten für ein eindimensionales Mo-
dellproblem. Die einzelnen Stufen sind von links nach rechts und von
oben nach unten angegeben. Grüne Quadrate stehen für zulässige Blöcke.
Unzulässige Blöcke werden als leere Quadrate dargestellt, falls sie noch
weiter zerlegt werden, und anderenfalls rot.

Deshalb verwendet man eine vereinfachte Zulässigkeitsbedingung: Zwar ist es für all-
gemeine Mengen Ωt,Ωs schwierig, Abstände und Durchmesser zu berechnen, für Kugeln
oder achsenparallele Quader dagegen ist es sehr einfach:

Lemma 2.10 Seien Qt = [at,1, bt,1]× . . .× [at,d, bt,d] und Qs = [as,1, bs,1]× . . .× [as,d, bs,d]
achsenparallele Quader in Rd. Dann gelten

diam2(Qt) =

(
d∑

ν=1

diam2([at,ν , bt,ν ])2

)1/2

,

dist2(Qt, Qs) =

(
d∑

ν=1

dist2([at,ν , bt,ν ], [as,ν , bs,ν ])2

)1/2

.

Beweis. Der Abstand ist durch

dist2(Qt, Qs) = min{‖x− y‖2 : x ∈ Qt,y ∈ Qs}

definiert. Wir wählen zunächst x ∈ Qt und y ∈ Qs und folgern aus der Definition
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|xν − yν | ≥ dist2([at,ν , bt,ν ], [as,ν , bs,ν ]) für alle ν ∈ {1, . . . , d} und damit

‖x− y‖2 =

(
d∑

ν=1

|xν − yν |2
)1/2

≥

(
d∑

ν=1

dist2([at,ν , bt,ν ], [as,ν , bs,ν ])2

)1/2

.

Da x und y beliebig gewählt sind, muss der rechte Term eine untere Schranke für den
Abstand sein. Nun wählen wir die Komponenten xν ∈ [at,ν , bt,ν ] und yν ∈ [as,ν , bs,ν ] der
Vektoren x,y so, dass |xν − yν | = dist2([at,ν , bt,ν ], [as,ν , bs,ν ]) gilt. Dann gelten x ∈ Qt
und y ∈ Qs und wir erhalten(

d∑
ν=1

dist2([at,ν , bt,ν ], [as,ν , bs,ν ])2

)1/2

=

(
d∑

ν=1

|xν − yν |2
)1/2

= ‖x−y‖2 ≥ dist2(Qt, Qs).

Aus der Kombination beider Ungleichungen folgt die gesuchte Identität für den Abstand.
Für den durch

diam2(Qt) = max{‖x− y‖2 : x,y ∈ Qt},

gegebenen Durchmesser können wir entsprechend verfahren.

Wenn Ωt ⊆ Qt und Ωs ⊆ Qs gelten, können wir die verschärfte Zulässigkeitsbedingung

(t, s) zulässig ⇐⇒ diam2(Qt) ≤ dist2(Qt, Qs)

definieren, die wegen

diam2(Ωt) ≤ diam2(Qt) ≤ dist2(Qt, Qs) ≤ dist2(Ωt,Ωs)

die ursprüngliche Bedingung impliziert und in der Regel wesentlich effizienter berechnet
werden kann.

Definition 2.11 (Überdeckende Quader) Eine Familie (Qt)t∈TI achsenparalleler
Quader

Qt = [at,1, bt,1]× . . .× [at,d, bt,d]

bezeichnen wir als überdeckende Quader, falls

Ωt ⊆ Qt für alle t ∈ TI

gilt. Ebenfalls gebräuchlich ist die Bezeichnung bounding box.

Der optimale, also kleinste, überdeckende Quader ist durch die Gleichungen

at,ν := min{xν : x ∈ Ωt}, (2.7a)

bt,ν := max{xν : x ∈ Ωt} für alle t ∈ TI , ν ∈ {1, . . . , d} (2.7b)

gegeben. Für ein t ∈ TI mit sons(t) 6= ∅ implizieren Definition 2.2 und (2.6) die Gleichung

Ωt =
⋃
i∈t̂

Ωi =
⋃

t′∈sons(t)

⋃
i∈t̂′

Ωi =
⋃

t′∈sons(t)

Ωt′ ,
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und aus (2.7) folgt dann

at,ν = min{min{xν : x ∈ Ωt′} : t′ ∈ sons(t)} = min{at′,ν : t′ ∈ sons(t)},
bt,ν = max{max{xν : x ∈ Ωt′} : t′ ∈ sons(t)} = max{bt′,ν : t′ ∈ sons(t)},

so dass wir den optimalen überdeckenden Quader für t aus den optimalen Quadern für
dessen Söhne konstruieren können.

Die potentiell immer noch komplizierten Mengen Ωi benötigen wir also nur, um die
Quader für Blätter des Clusterbaums zu konstruieren. In der Praxis bietet es sich an,
zunächst überdeckende Quader für Ωi zu bestimmen und diese dann in der bereits be-
schriebenen Weise zu Quadern für Ωt zusammenzufassen.

Mit Hilfe der überdeckenden Quader können wir nun die Zulässigkeitsbedingung

diam2(Qt) ≤ dist2(Qt, Qs)

einfach nachprüfen und mit Hilfe des Algorithmus aus Abbildung 2.4 einen zulässigen
Blockbaum konstruieren, der sich zur Approximation einer Matrix eignet.

2.3 Hierarchische Matrizen

Auf Grundlage eines zulässigen Blockbaums TI×J können wir die Struktur einer hierar-
chischen Matrix definieren: Jedes zulässige Blatt des Baums entspricht einer Teilmatrix,
die mit niedrigem Rang approximiert werden soll, während jedes unzulässige Blatt als
konventionelle vollbesetzte Matrix gespeichert werden kann.

Definition 2.12 (Rang-k-Matrix) Seien t ∈ TI und s ∈ TJ gegeben, und sei k ∈ N0.

Eine Matrix X ∈ Kt̂×ŝ bezeichnen wir als Rang-k-Matrix, falls Matrizen

A ∈ Kt̂×k, B ∈ Kŝ×k

mit der Eigenschaft

X = AB∗

existieren. Die Darstellung von X durch dieses Matrixpaar (A,B) bezeichnen wir als fak-
torisierte Rang-k-Darstellung. Die Menge aller derartigen Rang-k-Matrizen bezeichnen
wir mit

R(t, s, k) := {X ∈ Kt̂×ŝ : X = AB∗ für A ∈ Kt̂×k,B ∈ Kŝ×k}.

Für unsere Zwecke ist vor allem wichtig, dass sich eine Rang-k-Matrix in faktorisierter
Darstellung durch nur k(#t̂ + #ŝ) Koeffizienten beschreiben lässt. Falls k � #t̂,#ŝ
gilt, ist deshalb die faktorisierte Darstellung wesentlich effizienter als die konventionelle
Darstellung durch ein zweidimensionales Array, die (#t̂)(#ŝ) Koeffizienten benötigt.
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2.3 Hierarchische Matrizen

Bemerkung 2.13 (Rang) In der linearen Algebra definiert man den Rang einer Ma-
trix beispielsweise als die Dimension ihres Bildes. Eine Rang-k-Matrix gemäß Definiti-
on 2.12 ist in diesem Sinne eine Matrix, die höchstens Rang k besitzt.

Beispielsweise könnte A = B = 0 gelten, dann wäre der Rang zwar null, aber die
Matrix AB∗ würde trotzdem Definition 2.12 entsprechend eine Rang-k-Matrix sein.

Mit Hilfe von Rang-k-Matrizen lässt sich nun definieren, was eine allgemeine hierar-
chische Matrix ist: Wir fassen zulässige und unzulässige Blätter in Mengen

L+
I×J := {b ∈ LI×J : b ist zulässig}, L−I×J := {b ∈ LI×J : b ist unzulässig}

zusammen und verlangen, dass jedes zulässige Blatt durch eine Rang-k-Matrix darge-
stellt werden kann.

Definition 2.14 (Hierarchische Matrix) Sei TI×J ein zulässiger Blockbaum, und
sei k ∈ N0. Eine Matrix X ∈ KI×J bezeichnen wir als hierarchische Matrix (oder
kurz H-Matrix), falls

X|t̂×ŝ ∈ R(t, s, k) für alle b = (t, s) ∈ L+
I×J

gilt. Die Zahl k nennen wir dann den lokalen Rang von X. Die Menge aller hierarchi-
schen Matrizen mit lokalem Rang k bezeichnen wir mit

H(TI×J , k) := {X ∈ KI×J : X ist H-Matrix mit lokalem Rang k}.

Für uns von Interesse ist die Tatsache, dass sich eine hierarchische Matrix in besonders
kompakter Form in einem Computer darstellen lässt:

Definition 2.15 (H-Matrix-Darstellung) Sei X ∈ KI×J eine hierarchische Matrix
mit lokalem Rang k ∈ N0. Nach Definition können wir die zulässigen Blätter effizient
darstellen, denn es existieren Familien (Ab)b∈L+

I×J
und (Bb)b∈L+

I×J
mit

Ab ∈ Kt̂×k, Bb ∈ Kŝ×k, X|t̂×ŝ = AbB
∗
b für alle b = (t, s) ∈ L+

I×J .

Für die Behandlung der unzulässigen Blätter führen wir die Familie (Nb)b∈L−I×J
mit

Nb := X|t̂×ŝ für alle b = (t, s) ∈ L−I×J

ein. Das Tripel ((Ab)b∈L+
I×J

, (Bb)b∈L+
I×J

, (Nb)b∈L−I×J
) bezeichnen wir dann als H-

Matrix-Darstellung der Matrix X.
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

2.4 Blockpartitionen

Definition 2.15 beschreibt eine Matrix X ∈ RI×J durch ihre Einschränkungen X|t̂×ŝ auf
Blätter b = (t, s) ∈ L+

I×J des Blockbaums. Offenbar ist dieser Ansatz nur sinnvoll, falls
er die gesamte Matrix beschreibt, wenn also jedes Indexpaar (i, j) ∈ I × J in genau
einem Block vertreten ist. Diese Eigenschaft werden wir nun nachweisen und dabei auch
einige wichtige weitere Eigenschaften von Cluster- und Blockbäumen kennenlernen.

Zunächst stellen wir fest, dass ein Blockbaum sich auch als Clusterbaum interpretieren
lässt. Diese Eigenschaft ermöglicht es uns, eine Reihe wichtiger Beweise für allgemeine
Clusterbäume zu führen.

Lemma 2.16 (Blockbaum) Sei TI×J ein Blockbaum für TI und TJ . Dann ist TI×J
auch ein Clusterbaum für die Indexmenge I × J .

Beweis. Sei r ∈ TI×J die Wurzel des Blockbaums, und seien rI ∈ TI und rJ ∈ TJ die
Wurzeln der Clusterbäume TI und TJ . Nach Definition gilt r = (rI , rJ ), und damit auch
r̂ = r̂I × r̂J = I × J .

Sei nun b = (t, s) ∈ TI×J mit sons(b) 6= ∅ fixiert.

Sei (i, j) ∈ b̂ = t̂ × ŝ gewählt. Falls t kein Blatt ist, existiert nach Definition 2.2 ein
t′ ∈ sons(t) mit i ∈ t̂′, anderenfalls setzen wir t′ = t. Falls s kein Blatt ist, existiert
entsprechend ein s′ ∈ sons(s) mit j ∈ ŝ′, anderenfalls setzen wir s′ = s. Es folgen
b′ := (t′, s′) ∈ sons(b) und (i, j) ∈ t̂′ × ŝ′ = b̂′. Damit ist⋃

b′∈sons(b)

b̂′ = b̂

bewiesen.

Seien nun b1 = (t1, s1), b2 = (t2, s2) ∈ sons(b) mit b1 6= b2 gewählt. Dann folgt t1 6= t2
oder s1 6= s2, also nach Definition 2.2 auch t̂1 ∩ t̂2 = ∅ oder ŝ1 ∩ ŝ2 = ∅ und damit
insbesondere

b̂1 ∩ b̂2 = (t̂1 × ŝ1) ∩ (t̂2 × ŝ2) = (t̂1 ∩ t̂2)× (ŝ1 ∩ ŝ2) = ∅,

und wir haben alle Bedingungen aus Definition 2.2 nachgewiesen.

Für die theoretische Untersuchung von Bäumen ist es sehr oft nützlich, den Baum in
Stufen (engl. levels) einzuteilen, die jedem Knoten des Baums seine

”
Entfernung“ zu der

Wurzel zuordnen:

Definition 2.17 (Stufen) Sei TI ein Clusterbaum. Die Abbildung

level : TI → N0, t 7→

{
level(t+) + 1 falls ein t+ ∈ TI mit t ∈ sons(t+) existiert,

0 ansonsten, also falls t = root(TI) gilt,

ordnet jedem Cluster t ∈ TI eine Stufe level(t) im Baum TI zu.
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2.4 Blockpartitionen

Die Möglichkeit, sich bei der Untersuchung von Clusterbäumen auf Stufen zurückzu-
ziehen, ist bei Beweisen sehr nützlich. Als erstes Beispiel zeigen wir, dass die Vereinigung
der Beschriftungen der Blätter eines Clusterbaums die Indexmenge I enthält:

Lemma 2.18 (Überdeckung) Sei TI ein Clusterbaum, und seien LI seine Blätter.
Für jedes i ∈ I existiert ein Blatt t ∈ LI mit i ∈ t̂.

Beweis. Sei i ∈ I, und sei

C := {t ∈ TI : i ∈ t̂}

die Menge aller Cluster, die i enthalten. Nach Definition 2.2 gilt root(TI) ∈ C, also kann
die Menge C nicht leer sein. Da sie eine Teilmenge von TI ist, muss sie endlich sein, also
existiert ein Maximum

m := max{level(t) : t ∈ C}.

Per Kontraposition werden wir nun beweisen, dass jedes t ∈ C mit level(t) = m ein Blatt
sein muss. Sei dazu ein t ∈ C fixiert, das kein Blatt ist, für das also sons(t) 6= ∅ gilt.
Nach (2.3) muss dann ein t′ ∈ sons(t) mit i ∈ t̂′ existieren, und es folgt t′ ∈ C. Somit
haben wir level(t) = level(t′)− 1 ≤ m− 1 < m bewiesen.

Also wählen wir ein t ∈ C mit level(t) = m und folgern, dass t ∈ LI gelten muss.

Indem wir Lemma 2.16 und Lemma 2.18 kombinieren, folgt bereits, dass jedes Paar
(i, j) ∈ I × J in mindestens einem Blatt b = (t, s) ∈ TI×J auftreten muss. Als nächstes
ist zu zeigen, dass es genau ein Blatt mit dieser Eigenschaft gibt.

Da die Stufenzahl in N0 liegt, können wir mit ihrer Hilfe Induktionsbeweise führen,
beispielsweise um zu zeigen, dass auf jeder Stufe des Clusterbaums ein Index höchstens
einmal auftreten kann:

Lemma 2.19 (Disjunkt) Sei TI ein Clusterbaum. Für alle t, s ∈ TI gilt

t 6= s und level(t) = level(s) =⇒ t̂ ∩ ŝ = ∅, (2.8)

die Cluster auf einer Ebene eines Clusterbaums sind also disjunkt.

Beweis. Wir führen den Beweis per Induktion über die Stufe. Für t, s ∈ TI mit level(t) =
level(s) = 0 muss sowohl t als auch s die Wurzel sein, es gilt also t = root(TI) = s und
(2.8) ist trivial erfüllt.

Sei nun ` ∈ N0 so gewählt, dass (2.8) für alle t, s ∈ TI mit level(t) = level(s) = `
gilt. Seien t, s ∈ TI mit level(t) = level(s) = ` + 1 fixiert. Damit gelten insbesondere
level(t) > 0 und level(s) > 0, also t 6= root(TI) und s 6= root(TI), und es müssen Väter
t+ ∈ TI und s+ ∈ TI mit t ∈ sons(t+) sowie s ∈ sons(s+) existieren.

Falls t+ = s+ gilt, sind t und s Söhne desselben Vaters, und aus (2.4) folgt t̂ ∩ ŝ = ∅.
Falls t+ 6= s+ gilt, folgt aus Definition 2.17 die Gleichung

level(t+) = level(t)− 1 = ` = level(s)− 1 = level(s+),
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

also können wir die Induktionsvoraussetzung auf t+ und s+ anwenden und folgern, dass
t̂+ ∩ ŝ+ = ∅ gelten muss. Die Bedingung (2.3) impliziert t̂ ⊆ t̂+ und ŝ ⊆ ŝ+, also auch
t̂ ∩ ŝ ⊆ t̂+ ∩ ŝ+ = ∅.

Infolge dieser Eigenschaft kann ein Index nur in höchstens einem Cluster pro Stufe des
Clusterbaums auftreten, und (2.3) impliziert, dass diese Cluster miteinander verwandt
sein müssen:

Lemma 2.20 (Nachfahren) Sei TI ein Clusterbaum. Für alle t, s ∈ TI gilt

t̂ ∩ ŝ 6= ∅ und level(t) ≤ level(s) =⇒ s ∈ sons∗(t), (2.9)

falls also zwei Cluster nicht disjunkt sind, muss einer der beiden ein Nachfahre des
anderen sein.

Beweis. Wir führen den Beweis per Induktion über die Differenz der Stufen.
Für t, s ∈ TI mit level(s)− level(t) = 0 folgt die Aussage (2.9) direkt aus Lemma 2.19.
Sei nun n ∈ N0 so gewählt, dass (2.9) für alle t, s ∈ TI mit level(s)− level(t) = n gilt.

Seien t, s ∈ TI mit t̂ ∩ ŝ 6= ∅ und level(s) − level(t) = n + 1 gegeben. Aus level(s) =
n+1+level(t) > 0 folgt s 6= root(TI), also existiert ein s+ ∈ TI mit s ∈ sons(s+). Wegen
ŝ+ ∩ t̂ ⊇ ŝ ∩ t̂ 6= ∅ können wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und s+ ∈ sons∗(t)
folgern. Nach (2.1) gilt dann auch s ∈ sons∗(t).

Dieses Lemma impliziert bereits, dass ein Index nur in höchstens einem Blatt eines
Clusterbaums auftreten kann, und zusammen mit Lemma 2.18 erhalten wir die folgende
Aussage:

Folgerung 2.21 (Blattpartition) Sei TI ein Clusterbaum. Die Beschriftungen seiner
Blätter bilden eine disjunkte Partition der Indexmenge I:⋃̇

t∈LI
t̂ = I.

Beweis. Dank Lemma 2.18 wissen wir, dass jedes i ∈ I in mindestens einem Blattcluster
vorkommt. Falls ein Index i ∈ I in mehreren Clustern vorkommt, kann nach Lemma 2.20
nur einer davon ein Blatt sein, da Blätter keine Nachfahren außer sich selbst besitzen.

Da nach Lemma 2.16 jeder Blockbaum auch ein Clusterbaum ist, können wir Folge-
rung 2.21 anwenden, um das Hauptresultat dieses Abschnitts zu erhalten:

Folgerung 2.22 (Blattpartition) Die Beschriftungen der Blätter eines Blockbaums
TI×J beschreiben eine disjunkte Partition der Indexmenge I × J :⋃̇

b∈LI×J
b̂ = I × J .

Beweis. Dank Lemma 2.16 können wir Folgerung 2.21 auch auf TI×J anwenden.

Für jedes Indexpaar (i, j) ∈ I ×J existiert also genau ein Blatt b = (t, s) ∈ LI×J des
Blockbaums mit (i, j) ∈ t̂ × ŝ. Da die H-Matrix-Darstellung für jedes solche Blatt die
Einschränkung X|t̂×ŝ definiert, beschreibt sie die H-Matrix X vollständig und eindeutig.
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2.5 Komplexität

Abbildung 2.6: Zu einem Cluster gehörende Blockzeile.

2.5 Komplexität

Es stellt sich natürlich die Frage, ob die H-Matrix-Darstellung einen Vorteil gegenüber
der konventionellen Darstellung einer Matrix durch ein zweidimensionales Feld bietet.
Zur Klärung dieser Frage bietet es sich an, das Konzept der schwachbesetzten Blockbäume
[17, 19] zu verwenden, das sich durch besondere Eleganz auszeichnet.

Die entscheidende Idee dieses Ansatzes besteht darin, die Untersuchung des Block-
baums TI×J auf die Untersuchung der Clusterbäume TI und TJ zurückzuführen, über
die wir dank der Lemmas 2.19 und 2.20 bereits viel wissen. Dazu untersuchen wir, bei
wievielen Blöcken bestimmte Cluster als Zeilen- und Spaltencluster auftreten:

Definition 2.23 (Blockzeilen und -spalten) Sei TI×J ein Blockbaum. Für jedes t ∈
TI definieren wir die zugehörige Blockzeile durch

row(t, TI×J ) = {s ∈ TJ : (t, s) ∈ TI×J },

und für jedes s ∈ TJ definieren wir entsprechend die zugehörige Blockspalte durch

col(s, TI×J ) = {t ∈ TI : (t, s) ∈ TI×J }.

Wir verwenden die Abkürzungen row(t) und col(s), sofern der Blockbaum durch den
Kontext gegeben ist.
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

Definition 2.24 (Schwachbesetzter Blockbaum) Sei Csp ∈ N, und sei TI×J ein
Blockbaum für die Clusterbäume TI und TJ . Der Baum TI×J heißt Csp-schwachbesetzt,
falls

# row(t) ≤ Csp, # col(s) ≤ Csp für alle t ∈ TI , s ∈ TJ

gelten, wenn also alle Blockzeilen und -spalten höchstens Csp Cluster enthalten.

In dem in Abbildung 2.6 dargestellten Beispiel erkennen wir relativ leicht, dass der
Blockbaum Csp-schwachbesetzt mit Csp = 6 ist, denn jede Blockzeile und -spalte enthält
höchstens sechs Blöcke.

Dank Lemma 2.19 wissen wir, dass die Beschriftungen der Cluster auf einer Stufe ei-
nes Clusterbaums TI disjunkte Teilmengen der korrespondierenden Indexmenge I sind.
Damit kann insbesondere jeder Index i ∈ I auf jeder Stufe des Baums nur einmal auftre-
ten, und mit einer Schranke für die Anzahl der Stufen können wir zu einer Abschätzung
gelangen:

Definition 2.25 (Tiefe eines Baums) Sei TI ein Clusterbaum. Die Größe

depth(TI) := max{level(t) : t ∈ TI}

nennen wir die Tiefe des Baums TI .

Aus der Definition 2.7 erhalten wir die folgende Beziehung zwischen der Tiefe eines
Blockbaums und den Tiefen der Clusterbäume, aus denen er konstruiert wurde:

Lemma 2.26 (Tiefe des Blockbaums) Sei TI×J ein Blockbaum zu den Clu-
sterbäumen TI und TJ . Für jeden Block b = (t, s) ∈ TI×J gelten

level(b) = max{level(t), level(s)}, (2.10a)

level(b) > level(t) =⇒ sons(t) = ∅, (2.10b)

level(b) > level(s) =⇒ sons(s) = ∅. (2.10c)

Wenn wir mit pI×J , pI , pJ ∈ N0 die Tiefen der drei Bäume bezeichnen, folgt daraus die
Abschätzung pI×J ≤ max{pI , pJ }.

Beweis. Die erste Behauptung beweisen wir per Induktion über level(b) ∈ N0. Falls
level(b) = 0 gilt, ist b die Wurzel des Blockbaums und deshalb müssen nach Definition 2.7
t und s die Wurzeln der Clusterbäume TI und TJ sein, so dass wir level(t) = 0 = level(s)
erhalten.

Sei nun m ∈ N0 so gewählt, dass die Behauptung für alle b ∈ TI×J mit level(b) = m
gilt. Sei b ∈ TI×J ein Block mit level(b) = m + 1. Wegen level(b) > 0 muss ein Vater
b+ = (t+, s+) ∈ TI×J mit b ∈ sons(b+) und level(b+) = m existieren.

1. Fall: sons(t+) = ∅. Nach (2.5) gilt b = (t, s) ∈ sons(b+) = {t+} × sons(s+), also
folgen t = t+ und s ∈ sons(s+). Indem wir die Induktionsvoraussetzung auf b+ anwenden,
folgern wir zunächst per Kontraposition aus (2.10c), dass level(b+) ≤ level(s+) gelten
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muss. Mit (2.10a) erhalten wir damit level(b+) = level(s+) sowie level(t) = level(t+) ≤
level(s+) < level(s), also

level(b) = level(b+) + 1 = level(s+) + 1 = level(s) = max{level(t), level(s)},

so dass (2.10a) bewiesen ist. Wegen sons(t) = sons(t+) = ∅ ist (2.10b) trivial erfüllt,
und wegen level(b) = level(s) ist die linke Seite von (2.10c) nie erfüllt, so dass auch diese
Implikation gilt.

2. Fall: sons(s+) = ∅. Dieser Fall kann entsprechend dem ersten behandelt werden.

3. Fall: sons(t+) 6= ∅ und sons(s+) 6= ∅. Nach (2.5) gilt b = (t, s) ∈ sons(b+) =
sons(t+) × sons(s+), also t ∈ sons(t+) und s ∈ sons(s+). Indem wir die Induktionsvor-
aussetzung auf b+ anwenden, folgern wir per Kontraposition aus (2.10b) und (2.10c),
dass level(b+) ≤ level(t+) und level(b+) ≤ level(s+) gelten müssen. Mit (2.10a) erhalten
wir level(t+) = level(b+) = level(s+) und

level(b) = level(b+) + 1 = max{level(t+), level(s+)}+ 1

= max{level(t+) + 1, level(s+) + 1} = max{level(t), level(s)}.

Die linken Seiten von (2.10b) und (2.10c) sind nicht erfüllt, so dass beide Implikationen
gelten. Damit ist der Induktionsbeweis vollständig.

Für die zweite Aussage sei ein b = (t, s) ∈ TI×J mit level(b) = pI×J gewählt. Aus
(2.10a) folgt direkt die gewünschte Abschätzung.

Allein durch eine Kombination des Lemmas 2.19 mit den Definitionen 2.24 und 2.25
ließe sich bereits eine befriedigende Schranke für den Speicherbedarf aller zulässigen
Blätter angeben. Für die Abschätzung der unzulässigen Blätter benötigen wir eine
zusätzliche Voraussetzung, die sicher stellt, dass solche Blätter klein genug sind. Da
in einem zulässigen Blockbaum bei einem unzulässigen Blatt b = (t, s) ∈ L−I×J entweder
t oder s ein Blatt des jeweiligen Clusterbaums sein muss, genügt es, die Größe dieser
Blätter zu beschränken:

Definition 2.27 (Auflösung) Sei TI ein Clusterbaum. Die Größe

res(TI) := max{#t̂ : t ∈ LI}

nennen wir die Auflösung des Baums TI .

Wichtig bei dieser Definition ist, dass das Maximum sich nur auf die Menge der Blätter
des Clusterbaums erstreckt, denn ansonsten wäre es nach Definition 2.2 immer gerade
#I und damit in der Regel zu groß für unsere Zwecke.

Jetzt können wir uns um die Abschätzung des Speicherbedarfs einer H-Matrix-
Darstellung kümmern. Als Vorbereitung beweisen wir die folgende zentrale Abschätzung
für Summen über die Knoten des Blockbaums:
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Lemma 2.28 (Blocksumme) Sei der Blockbaum TI×J Csp-schwachbesetzt, und be-
zeichne pI×J := depth(TI×J ) seine Tiefe. Dann gelten die Abschätzungen∑

b=(t,s)∈TI×J

#t̂ ≤ Csp(pI×J + 1)#I,

∑
b=(t,s)∈TI×J

#ŝ ≤ Csp(pI×J + 1)#J .

Beweis. Sei b = (t, s) ∈ TI×J . Nach Lemma 2.26 gilt dann level(t) ≤ level(b), also folgt
mit Definition 2.24

∑
b=(t,s)∈TI×J

#t̂ =
∑
t∈TI

level(t)≤pI×J

∑
s∈row(t)

#t̂ ≤ Csp

∑
t∈TI

level(t)≤pI×J

#t̂ = Csp

pI×J∑
`=0

∑
t∈TI

level(t)=`

#t̂.

Aufgrund des Lemmas 2.19 sind alle t ∈ TI auf derselben Stufe des Baums TI disjunkt,
also folgt ∑

t∈TI
level(t)=`

#t̂ = #
⋃
t∈TI

level(t)=`

t̂ ≤ #I,

und wir erhalten

∑
b=(t,s)∈TI×J

#t̂ ≤ Csp

pI×J∑
`=0

#I = Csp(pI×J + 1)#I.

Für die zweite Summe können wir entsprechend verfahren.

Die wesentliche Arbeit für die Abschätzung des Speicherbedarfs ist mit diesem Lemma
bereits geleistet, so dass sich das gesuchte Ergebnis nun einfach aus Abschätzungen für
die Blöcke gewinnen lässt:

Satz 2.29 (Speicherbedarf) Die H-Matrix-Darstellung einer Matrix X ∈ KI×J für
einen Csp-schwachbesetzten zulässigen Blockbaum der Tiefe pI×J , Clusterbäume mit den
Auflösungen rI und rJ sowie lokalem Rang k benötigt nicht mehr als

Csp max{k, rI , rJ }(pI×J + 1)(#I + #J ) Speicherplätze.

Beweis. Wir stellen zunächst fest, dass bei der H-Matrix-Darstellung nur Daten für
Blätter b = (t, s) ∈ LI×J des Blockbaums TI×J anfallen. Falls ein solches Blatt zulässig
ist, speichern wir die Matrix Ab, die (#t̂)k Speicherplätze benötigt, und die Matrix Bb,
die (#ŝ)k Speicherplätze erfordert. Für zulässige Blätter erhalten wir also insgesamt

k(#t̂+ #ŝ) Speicherplätze.

Falls das Blatt nicht zulässig ist, muss nach Definition 2.9 t oder s ein Blatt sein, es
muss also #t̂ ≤ rI oder #ŝ ≤ rJ gelten. Im ersten Fall brauchen wir (#t̂)(#ŝ) ≤ rI(#ŝ)
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Speicherplätze, im zweiten sind es (#t̂)(#ŝ) ≤ (#t̂)rJ Speicherplätze. In beiden Fällen
können wir die Auflösung durch das Maximum abschätzen und erhalten insgesamt

max{rI , rJ }(#t̂+ #ŝ) Speicherplätze.

Wir setzen
c := max{k, rI , rJ }

und stellen fest, dass wir den Speicherbedarf jedes Blatts b = (t, s) ∈ LI×J durch

c(#t̂+ #ŝ)

abschätzen können. Nun summieren wir über alle Blätter und wenden Lemma 2.28 an,
um ∑

b=(t,s)∈LI×J

c(#t̂+ #ŝ) = c
∑

b=(t,s)∈LI×J

#t̂+ c
∑

b=(t,s)∈LI×J

#ŝ

≤ Cspc(pI×J + 1)#I + Cspc(pI×J + 1)#J

zu erhalten.

Nun besteht unsere Aufgabe darin, die in der Abschätzung auftretenden Größen näher
zu untersuchen. Die Auflösungen rI und rJ sind dabei besonders einfach zu kontrollieren:
Wir können das Abbruchkriterium für die Konstruktion des Clusterbaums so wählen,
dass nur Cluster unterhalb einer gewissen Größe Blätter werden dürfen, und in Hinblick
auf Satz 2.29 bietet sich k als Schranke an, denn dann reduziert sich das Maximum über
k, rI und rJ gerade auf k.

Schwieriger ist es, die Konstante Csp und die Baumtiefen pI und pJ unter Kontrolle zu
bringen. Für den allgemeinen Fall sei auf [19] verwiesen, wir werden hier nur einen beson-
ders einfachen Modellfall diskutieren, an dem sich trotzdem das wesentliche Verhalten
illustrieren lässt.

2.6 Diskussion im Modellfall

Sei (xi)i∈I eine Menge von Punkten xi ∈ Rd im d-dimensionalen Raum. Sei I endlich,
und seien alle Punkte paarweise verschieden.

Um die Tiefe des Clusterbaums TI diskutieren zu können, müssen wir seine Konstruk-
tion untersuchen. Wir verwenden einen besonders einfachen Ansatz: Wir wählen a, b ∈ R
mit

xi ∈ [a, b)d für alle i ∈ I,

wir fixieren also einen achsenparallelen Würfel, der die gesamte Punktmenge enthält.
Definition 2.2 lässt es zu, dass wir diesen Würfel als Wurzel r des Clusterbaums TI
verwenden. Um dieser Definition gerecht zu werden, muss r die Beschriftung r̂ = I
besitzen.
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

Die Menge der Söhne definieren wir, indem wir einen Cluster regelmäßig unterteilen:
Falls t = [a1, b1) × . . . [ad, bd) ein Cluster in TI ist, definieren wir die Mittelpunkte der
Intervalle durch

mι :=
bι + aι

2
für alle ι ∈ {1, . . . , d}

und teilen die Intervalle in zwei Hälften

wι,0 := [aι,mι), wι,1 := [mι, bι) für alle ι ∈ {1, . . . , d}.

Kandidaten für die Söhne von t sind dann

tν := w1,ν1 × . . .× wd,νd für alle ν ∈ {0, 1}d.

Wir definieren die Beschriftungen der Söhne durch

t̂ν := {i ∈ I : xi ∈ tν} für alle ν ∈ {0, 1}d

und definieren die Menge der Söhne des Clusters t durch

sons(t) =

{
{tν : t̂ν 6= ∅, ν ∈ {0, 1}d} falls #t̂ > k,

∅ ansonsten.

Damit ist der Clusterbaum TI vollständig beschrieben. Da die Mengen tν eine disjunkte
Partition der Menge t definieren, erfüllt dieser Baum alle Bedingungen der Definition 2.2.
Die ersten drei Stufen eines derartigen Baums für eine zweidimensionale Punktmenge
sind in Abbildung 2.7 dargestellt.

Bemerkung 2.30 (Eigenschaften) Wir können leicht überprüfen, dass der soeben de-
finierte Clusterbaum TI die folgenden Eigenschaften besitzt:

• Für jeden Cluster t ∈ TI gilt

t̂ = {i ∈ I : xi ∈ t}.

• Für jeden Cluster t ∈ TI ist die Menge der Söhne beschränkt durch

sons(t) ≤ 2d.

• Die Auflösung des Clusterbaums ist beschränkt durch

res(TI) ≤ k.

Für uns ausschlaggebend ist die Tatsache, dass die Durchmesser der Cluster, gemessen
in der richtigen Norm,

”
schnell genug“ sinken. Im Interesse einer besonders einfachen

32



2.6 Diskussion im Modellfall

Abbildung 2.7: Erste drei Stufen des regelmäßigen Clusterbaums für eine zweidimensio-
nale Punktmenge

Darstellung beschränken wir uns auf die Messung von Durchmesser und Abstand in der
Maximumnorm, also auf

diam∞(t) = max{‖x− y‖∞ : x,y ∈ t}
= max{bj − aj : j ∈ {1, . . . , d}},

dist∞(t, s) = min{‖x− y‖∞ : x ∈ t,y ∈ s}
= max{0, âj − bj , aj − b̂j : j ∈ {1, . . . , d}}

für Cluster t, s ∈ TI mit

t = [a1, b1)× . . .× [ad, bd),

s = [â1, b̂1)× . . .× [âd, b̂d).

Wir bezeichnen den Durchmesser der Wurzel mit

H := diam∞(r) = b− a

und stellen fest, dass unsere Konstruktion bewirkt, dass der Sohn t′ eines Clusters t
exakt den halben Durchmesser seines Vaters besitzt, es gilt also

diam∞(t′) =
1

2
diam∞(t) für alle t ∈ TI , t′ ∈ sons(t).

Per Induktion folgt

diam∞(t) =

(
1

2

)level(t)

H für alle t ∈ TI . (2.11)

Da wir vorausgesetzt haben, dass die Punkte xi paarweise verschieden sind und die
Indexmenge I endlich ist, ist

h := min{‖xi − xj‖∞ : i, j ∈ I, i 6= j}
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

wohldefiniert und liegt im Intervall (0, H]. Die Idee der Abschätzung der Baumtiefe
besteht nun darin, eine Stufe p im Baum zu finden, auf der alle Cluster so klein sind,
dass sie nur noch einen Index enthalten können. Das ist der Fall, sobald der Durchmesser
kleiner als der minimale Abstand h ist. Da die Cluster halboffen sind, genügt es auch
schon, wenn der Durchmesser gleich h ist. Nach Konstruktion besitzen sie dann keine
Söhne mehr, also muss p eine Schranke für die maximale Stufe sein. Die Gleichung (2.11)
legt es nahe, (

1

2

)p
H ≤ h

zu wählen, also

p = dlog2H/he,

wobei d·e durch

dxe := min{z ∈ Z : z ≥ x} für alle x ∈ R

definiert ist, denn dann gelten

2p ≥ 2log2H/h = H/h,

(
1

2

)p
= 2−p ≤ h/H.

Für jedes t ∈ TI mit level(t) ≥ p erhalten wir

diam∞(t) ≤ h

und damit #t̂ = 1, also muss t ein Blatt sein. Demnach kann kein Cluster eine Stufe
größer als p besitzen, denn dann müsste ein Vorfahre auf Stufe p existieren, der aber,
wie soeben gezeigt, keine Söhne haben kann. Wir fassen dieses Ergebnis in der folgenden
Bemerkung zusammen:

Bemerkung 2.31 (Baumtiefe) Seien

H := max{‖xi − xj‖∞ : i, j ∈ I},
h := min{‖xi − xj‖∞ : i, j ∈ I, i 6= j}

fixiert. Dann gilt

depth(TI) ≤ p := dlog2H/he.

In typischen Anwendungen sind die Punkte (xi)i∈I ungefähr gleichmäßig verteilt, so dass
h ≈ Hn−1/d und damit

p = dlog2H/he ≈ dlog2 n
1/de ≈ 1

d
log2 n

gilt, so dass wir in Zukunft von p ∈ O(log n) ausgehen dürfen, ohne uns zu weit von der
Praxis zu entfernen.
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2.6 Diskussion im Modellfall

Abbildung 2.8: Bezüglich eines Clusters unzulässige 9 Cluster im zweidimensionalen Fall

Nun wenden wir uns der Konstante Csp zu, die beschreibt, wie schwachbesetzt der
Blockbaum TI×J ist. Diesen Baum konstruieren wir mit dem Algorithmus aus Abbil-
dung 2.4 mit der Zulässigkeitsbedingung

diam∞(t) ≤ dist∞(t, s)

und ohne strenge Konstruktion. Der Verzicht auf die strenge Konstruktion bietet den
Vorteil, dass alle im Algorithmus auftretenden Clusterpaare (t, s) immer auf derselben
Stufe des Clusterbaums liegen und sich die Beweisführung so wesentlich vereinfacht.

Die Beweisführung basiert auf der folgenden Idee: Falls (t, s) ∈ TI×J gilt, muss nach
der Konstruktion des Algorithmus aus Abbildung 2.4 entweder t = s = root(TI) gelten,
oder die Väter t+ und s+ von t und s können nicht zulässig gewesen sein, denn bei einem
zulässigen Paar (t+, s+) hätte der Algorithmus dessen Söhne gar nicht weiter untersucht.

Wenn wir also wissen, wieviele nicht zulässige Cluster s+ es zu einem Cluster t+ gibt,
können wir abschätzen, wieviele Cluster die Blockzeile des Clusters t enthält. Infolge
unserer höchst regelmäßigen Konstruktion besitzen alle Cluster auf einer Stufe ` ∈ N0

die Form

t = [a+ (i1 − 1)H2−`, a+ i1H2−`)× . . .× [a+ (id − 1)H2−`, a+ idH2−`)

für i1, . . . , id ∈ {1, . . . , 2`}. Daraus folgt, dass zwei nicht unmittelbar benachbarte Clu-
ster einen Abstand von mindestens H2−` besitzen müssen. Das entspricht gerade ihrem
Durchmesser, also ist die Zulässigkeitsbedingung erfüllt. Somit können nur Cluster un-
zulässig sein, die sich berühren.

Davon existieren höchstens #{−1, 0, 1}d = 3d (siehe Abbildung 2.8), also folgt

#{s+ ∈ TI : (t+, s+) unzulässig} ≤ 3d.
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2 Struktur hierarchischer Matrizen

Nun können wir die Mächtigkeit einer Blockzeile abschätzen: Für t = root(TI) gilt
# row(t) = 1, für t ∈ TI \ {root(TI)} dagegen erhalten wir

# row(t) = #{s ∈ TI : (t, s) ∈ TI×J }
= #{s ∈ TI : (t+, s+) unzulässig, t ∈ sons(t+), s ∈ sons(s+)}

= #
⋃

s+∈TI
(t+,s+) unzulässig

sons(s+) =
∑
s+∈TI

(t+,s+) unzulässig

# sons(s+)

≤
∑
s+∈TI

(t+,s+) unzulässig

2d ≤ 6d.

Entsprechend können wir mit den Blockspalten verfahren und erhalten die folgende
Feststellung:

Bemerkung 2.32 (Schwachbesetztheit) In diesem Modellfall gilt

# row(t) ≤ 6d, # col(s) ≤ 6d für alle t, s ∈ TI ,

also erfüllt Csp := 6d die Bedingungen von Definition 2.24.
Die schwachbesetzte Struktur des Blockbaums hängt also in diesem Fall ausschließ-

lich von der Dimension des zugrundeliegenden geometrischen Raums ab, nicht von der
Verteilung der Punkte oder auch nur deren Anzahl.

In unserem Modellfall nimmt die Abschätzung aus Satz 2.29 die Form

≈ 2

d
6dkndlog2 n+ 1e

an, liegt also in O(nk log n) und ist damit mit den Abschätzungen für den eindimen-
sionalen Fall (siehe [23]) durchaus vergleichbar, obwohl die Herleitung mit Hilfe eines
allgemeinen Clusterbaums und eines allgemeinen schwachbesetzten Blockbaums wesent-
lich flexibler als die im eindimensionalen Fall benutzte einfache Rekursion ist.
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3 Kompression durch Interpolation

In praktischen Anwendungen muss häufig eine Matrix behandelt werden, die mit Hilfe
einer Kernfunktion definiert ist. Eine Kernfunktion auf Mengen Ω ⊆ Rd ist eine Abbil-
dung

g : Ω× Ω→ Km, K ∈ {R,C},

die einem Paar von Punkten x, y ∈ Ω einen Wert g(x, y) zuordnet. Wir beschränken uns
in der Regel auf den Fall m = 1, auf den sich der allgemeinere Fall zurückführen lässt,
indem man die Komponenten von g einzeln behandelt.

Um g eine Matrix G ∈ KI×J zuzuordnen, können beispielsweise Punktemengen
(xi)i∈I und (yj)j∈J verwendet und dann die Koeffizienten durch

Gij := g(xi, yj) für alle i ∈ I, j ∈ J (3.1)

definiert werden. In der Praxis wird die Auswertung von g in einem Punkt häufig durch
die Berechnung geeigneter Integralmittel ersetzt, für die Diskussion der grundlegenden
Ansätze genügen uns zunächst Ansätze der Form (3.1).

3.1 Entartete Kernfunktionen

Um die Matrix G durch eine hierarchische Matrix approximieren zu können, müssen wir
für zulässige Blöcke b = (t, s) ∈ LI×J Matrizen Ab ∈ Kt̂×k und Bb ∈ Kŝ×k konstruieren,
deren Produkt G|t̂×ŝ approximiert, es sollte also

G|t̂×ŝ ≈ AbB
∗
b

gelten. Da G eng mit der Kernfunktion g zusammenhängt, bietet es sich an, nach einem
Gegenstück dieser Rang-k-Approximation im Kontext der Funktionen auf Ω × Ω zu
suchen.

Definition 3.1 (Entartete Kernfunktion) Sei g : Ωt × Ωs → K eine Kernfunktion.
Falls aν : Ωt → K und bν : Ωs → K für alle ν ∈ {1, . . . , k} so existieren, dass

g(x, y) =

k∑
ν=1

aν(x)b̄ν(y) für alle x ∈ Ωt, y ∈ Ωs

gilt, nennen wir g entartete Kernfunktion mit Rang k.

37



3 Kompression durch Interpolation

Die entscheidende Eigenschaft der entarteten Kernfunktion besteht darin, dass die
Variablen x und y entkoppelt sind. Falls g entartet ist, gilt nämlich

Gij = g(xi, yj) =

k∑
ν=1

aν(xi)b̄ν(yj) für alle i ∈ I, j ∈ J ,

und mit den durch

Aiν := aν(xi), Bjν := bν(yj) für alle i ∈ I, j ∈ J , ν ∈ {1, . . . , k} (3.2)

definierten Matrizen A ∈ KI×k und B ∈ KJ×k erhalten wir

Gij =
k∑
ν=1

AiνB̄jν = (AB∗)ij für alle i ∈ I, j ∈ J .

In der Regel dürfen wir nicht darauf hoffen, dass g entartet ist, aber in der Praxis
lässt sich g häufig zumindest auf geeigneten Teilgebieten durch eine entartete Funktion
approximieren.

Diese Funktion kann beispielsweise mit Hilfe der Taylor-Entwicklung konstruiert wer-
den: Sei b = (t, s) ∈ L+

I×J ein zulässiger Block, und seien Ωt,Ωs ⊆ Ω mit

xi ∈ Ωt, yj ∈ Ωs für alle i ∈ t̂, j ∈ ŝ (3.3)

gegeben. Falls g auf Ωt × Ωs analytisch ist, können wir einen Entwicklungspunkt ξt
wählen und die Kernfunktion durch

g(x, y) =
∑
ν

(x− ξt)ν

ν!
∂νg(ξt, y) für alle x ∈ Ωt, y ∈ Ωs

darstellen. Indem wir die unendliche Taylor-Reihe durch ein Anfangsstück ersetzen, er-
halten wir

g(x, y) ≈
∑
ν≤m

(x− ξt)ν

ν!
∂νg(ξt, y) für alle x ∈ Ωt, y ∈ Ωs.

Da ξt nicht von x oder y abhängt, können wir

aν(x) :=
(x− ξt)ν

ν!
, bν(y) := ∂νg(ξt, y) für alle x ∈ Ωt, y ∈ Ωs

setzen und haben die gesuchte entartete Approximation gefunden.

3.2 Interpolation

Die Konstruktion einer entarteten Approximation mit Hilfe der Taylor-Entwicklung er-
setzt in gy,ν die erste Variable x durch den festen Entwicklungspunkt ξt, der zu einer
Entkopplung von x und y führt.
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3.2 Interpolation

Da wir ohne die für die Taylor-Entwicklung erforderlichen Ableitungen auskommen
wollen, modifizieren wir diesen Ansatz: Statt eines einzelnen Punkts ξt erlauben wir uns
k Punkte ξt,ν und suchen nach einer Näherung der Form

g(x, y) ≈
∑
ν

Lt,ν(x)g(ξt,ν , y) für alle x ∈ Ωt, y ∈ Ωs.

Diese Gestalt sollte uns bekannt vorkommen: In dieser Form werden Lagrange-Inter-
polanten in Stützstellen ξt,ν dargestellt, die Funktionen Lt,ν sind dann die passenden
Lagrange-Basisfunktionen.

Um diese Idee praktisch umsetzen zu können benötigen wir eine Technik, um
Stützstellen und Lagrange-Basisfunktionen auf mehrdimensionalen Gebieten zu kon-
struieren. Wir beschränken uns hier auf den besonders einfachen Fall eines Tensorgebiets:
Sei Qt = [a1, b1]× . . .× [ad, bd] mit

aι < bι für alle ι ∈ {1, . . . , d}.

Wir werden zunächst systematisch Interpolationsverfahren auf den Intervallen [aι, bι]
konstruieren, die wir dann zu einem Verfahren auf Qt kombinieren können.

Den Ausgangspunkt unserer Untersuchung bildet ein Interpolationsverfahren auf dem
Referenzintervall [−1, 1]: Seien m ∈ N und paarweise verschiedene ξ0, . . . , ξm ∈ [−1, 1]
gegeben, seien

Lν(x) :=
m∏
µ=0
µ 6=ν

x− ξµ
ξν − ξµ

für alle x ∈ [−1, 1]

die passenden Lagrange-Basispolynome mit der Eigenschaft

Lν(ξµ) = δνµ =

{
1 falls ν = µ,

0 ansonsten
für alle ν, µ ∈ {0, . . . ,m}.

Dann ist

I : C[−1, 1]→ Πm, f 7→
m∑
ν=0

f(ξν)Lν ,

ein Lagrange-Interpolationsoperator, der auf [−1, 1] stetige Funktionen auf Polynome
aus Πm, also aus dem Raum der Polynom eines Grades von höchstens m, abbildet.

Um diesen Operator auf Funktionen auf dem Intervall [a, b] mit a < b zu übertragen
führen wir die Transformation

Φ[a,b] : [−1, 1]→ [a, b], x 7→ b+ a

2
+
b− a

2
x,

ein, die die Eigenschaften

Φ[a,b](−1) = a, Φ[a,b](1) = b, Φ′[a,b](x) =
b− a

2
> 0 für alle x ∈ [−1, 1]
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3 Kompression durch Interpolation

besitzt, also insbesondere affin und bijektiv ist. Wenn nun f ∈ C[a, b] eine stetige Funk-
tion auf [a, b] ist, muss f̂ := f ◦ Φ[a,b] eine stetige Funktion auf [−1, 1] sein, auf die wir
den dort definierten Interpolationsoperator I anwenden können, um einen Interpolanten
p̂ ∈ Πm zu gewinnen. Da dieser Interpolant f̂ approximiert, muss p := p̂ ◦ Φ−1

[a,b] auch

f = f̂ ◦ Φ−1
[a,b] approximieren.

Ein Interpolationsoperator auf dem Intervall [a, b] kann also durch

I[a,b] : C[a, b]→ Πm, f 7→ (I[f ◦ Φ[a,b]]) ◦ Φ−1
[a,b],

definiert werden. Diese Darstellung ist zwar für die Theorie nützlich, für die Praxis aber
eher ungeeignet, so dass wir an einer Alternative interessiert sind. Dazu setzen wir in
die Definition von I[a,b] die Darstellung des Operators I mit Lagrange-Polynomen ein:

I[a,b][f ] =

m∑
ν=0

f ◦ Φ[a,b](ξν)Lν ◦ Φ−1
[a,b] =

m∑
ν=0

f(Φ[a,b](ξν))Lν ◦ Φ−1
[a,b].

Da f nur in den durch

ξ[a,b],ν := Φ[a,b](ξν) =
b+ a

2
+
b− a

2
ξν für alle ν ∈ {0, . . . ,m}

gegebenen transformierten Stützstellen ausgewertet wird, bietet es sich an, nach passen-
den Lagrange-Polynomen zu suchen. Naheliegend ist die Wahl

L[a,b],ν(x) :=
m∏
µ=0
µ6=ν

x− ξ[a,b],µ

ξ[a,b],ν − ξ[a,b],µ
für alle x ∈ [a, b],

die wir allerdings noch mit den in der Definition von I[a,b] verwendeten Polynomen

Lν ◦ Φ−1
[a,b] in Verbindung bringen müssen. Nach Definition gilt

Lν ◦ Φ−1
[a,b](ξ[a,b],µ) = Lν(Φ−1

[a,b](Φ[a,b](ξµ))) = Lν(ξµ) = δνµ

= L[a,b],ν(ξ[a,b],µ) für alle ν, µ ∈ {0, . . . ,m},

also stimmen Lν ◦Φ−1
[a,b] und L[a,b],ν in m+ 1 paarweise verschiedenen Punkten überein.

Da beides Polynome in Πm sind, müssen sie identisch sein, und es folgt

I[a,b][f ] =
m∑
ν=0

f(ξ[a,b],ν)L[a,b],ν für alle f ∈ C[a, b].

Diese Darstellung eignet sich besser für den praktischen Einsatz: Wir können in einem
Vorbereitungsschritt die Punkte ξ[a,b],ν berechnen und dann die üblichen Verfahren wie
das Neville-Aitken-Schema oder Newtons dividierte Differenzen verwenden.

Unsere nächste Aufgabe besteht darin, Interpolationsoperatoren auf der Menge Q =
[a1, b1] × . . . × [ad, bd] zu konstruieren. Sei f ∈ C(Q) eine zu interpolierende Funktion.
Für gegebene ι ∈ {1, . . . , d} und x ∈ Q können wir aus f die Funktion

fx,ι : [aι, bι]→ K, y 7→ f(x1, . . . , xι−1, y, xι+1, . . . , xd),
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3.2 Interpolation

gewinnen, bei der wir alle Parameter bis auf den ι-ten festhalten und so eine Abbildung
auf dem Intervall [aι, bι] erhalten. Auf diese Funktion können wir den Interpolationsope-
rator I[aι,bι] anwenden und erhalten

IQ,ι : C(Q)→ C(Q)

mit

IQ,ι[f ](x) =
m∑
ν=0

f(x1, . . . , xι−1, ξ[aι,bι],ν , xι+1, . . . , xd)L[aι,bι],ν(xι)

für alle f ∈ C(Q), x ∈ Q.

Dieser Operator bildet eine stetige Funktion auf eine neue stetige Funktion ab, die sich in
der ι-ten Komponente wie ein Polynom verhält. Indem wir mehrere derartige Operatoren
miteinander kombinieren, erhalten wir ein Polynom in allen Komponenten: Der Operator

IQ := IQ,1 ◦ . . . ◦ IQ,d

erfüllt die Gleichung

IQ[f ](x) =
m∑

ν1=0

. . .
m∑

νd=0

f(ξ[a1,b1],ν1
, . . . ξ[ad,bd],νd)L[a1,b1],ν1

(x1) . . .L[ad,bd],νd(xd)

für alle f ∈ C(Q), x ∈ Q.

Wir kürzen diese Formel ab, indem wir die d-dimensionalen Stützstellen

ξQ,ν := (ξ[a1,b1],ν1
, . . . ξ[ad,bd],νd), für alle ν ∈M := {0, . . . ,m}d

und die entsprechenden Lagrange-Polynome LQ,ν mit

LQ,ν(x) := L[a1,b1],ν1
(x1) . . .L[ad,bd],νd(xd) für alle ν ∈M,x ∈ Q

einführen und die gewohnte Darstellung

IQ[f ] =
∑
ν∈M

f(ξQ,ν)LQ,ν für alle f ∈ C(Q)

erhalten. Derartige Interpolationsoperatoren, die sich aus einer Kombination eindimen-
sionaler Operatoren ergeben, bezeichnet man als Tensor-Interpolationsoperatoren.

Wir können Interpolationsoperatoren verwenden, um eine entartete Approximation
einer Kernfunktion zu konstruieren: Wir fixieren überdeckende Quader Qt und Qs für
zwei Cluster t ∈ TI und s ∈ TJ und approximieren eine Kernfunktion

g : Qt ×Qs → K

durch den Interpolanten in der ersten Komponente

g̃(x, y) :=
∑
ν∈M
LQt,ν(x)g(ξQt,ν , y)
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3 Kompression durch Interpolation

oder den Interpolanten in der zweiten Komponente

g̃(x, y) :=
∑
µ∈M

g(x, ξQs,µ)LQs,µ(y).

In beiden Fällen erhalten wir offenbar eine entartete Approximation mit einem Rang
von höchstens k := #M = (m+ 1)d.

Eine Approximation eines Blocks b = (t, s) der durch (3.1) definierten Matrix G
erhalten wir, wenn wir im ersten Fall

(Ab)iν := LQt,ν(xi), (Bb)jν := ḡ(ξQt,ν , yj) für alle i ∈ t̂, j ∈ ŝ, ν ∈M

und im zweiten Fall

(Ab)iµ := g(xi, ξQs,µ), (Bb)jµ := L̄Qs,µ(yj) für alle i ∈ t̂, j ∈ ŝ, µ ∈M

setzen und G|t̂×ŝ ≈ AbB
∗
b verwenden. In beiden Fällen genügen uns Auswertungen der

Kernfunktion g und der Lagrange-Polynome, um die Matrizen zu konstruieren. Beide
Berechnungen lassen sich einfach und effizient durchführen.

3.3 Fehlerabschätzung

Mit der bloßen Konstruktion eines Interpolanten ist es natürlich nicht getan, wir müssen
auch untersuchen, wie gut die durch diesen Interpolanten gegebene Approximation der
ursprünglichen Funktion ist.

Die Fehleranalyse bauen wir auf dem folgenden wohlbekannten Resultat auf:

Lemma 3.2 (Interpolationsfehler) Sei f ∈ Cm+1[−1, 1], und sei x ∈ [−1, 1]. Dann
existiert ein η ∈ [−1, 1] mit

f(x)− I[f ](x) = (x− ξ0) . . . (x− ξm)
f (m+1)(η)

(m+ 1)!
.

Beweis. (siehe [33]) Für x ∈ {ξ0, . . . , ξm} folgt die Aussage aus der Interpolationseigen-
schaft. Für x ∈ [−1, 1] \ {ξ0, . . . , ξm} untersuchen wir die Funktion

g : [−1, 1]→ K, y 7→ f(y)− I[f ](y)−R(y − ξ0) . . . (y − ξm),

bei der wir R ∈ K so wählen, dass g(x) = 0 gilt. Damit besitzt g Nullstellen in ξ0, . . . , ξm
und x, also existieren nach Voraussetzung m + 2 Nullstellen. Nach dem Satz von Rolle
muss dann g(m+1) mindestens eine Nullstelle η besitzen, und für diese Nullstelle gilt

0 = g(m+1)(η) = f (m+1)(η)−R(m+ 1)! .

Wir lösen nach R auf und erhalten die gewünschte Gleichung.
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Indem wir das Stützstellenpolynom ω ∈ Πm+1 durch

ω(x) = (x− ξ0) . . . (x− ξm) für alle x ∈ [−1, 1]

definieren und das Maximum der rechten Seite der Gleichung aus Lemma 3.2 verwenden,
erhalten wir die Abschätzung

‖f − I[f ]‖∞,[−1,1] ≤ ‖ω‖∞,[−1,1]

‖f (m+1)‖∞,[−1,1]

(m+ 1)!
für alle f ∈ Cm+1[−1, 1].

Aus der Definition des Stützstellenpolynoms ω folgt bereits die einfache Abschätzung
‖ω‖∞,[−1,1] ≤ 2m+1, die für jede beliebige Wahl von Interpolationspunkten gilt.

Wesentlich besser ist die Wahl von Tschebyscheff-Punkten:

Definition 3.3 (Tschebyscheff-Polynome) Durch

Tn(x) =


1 falls n = 0,

x falls n = 1,

2xTn−1(x)− Tn−2(x) ansonsten

für alle n ∈ N0, x ∈ K

wird eine Familie (Tn)n∈N0 von Polynomen definiert. Für jedes n ∈ N0 bezeichnen wir
Tn als das n-te Tschebyscheff-Polynom.

Die folgenden Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome lassen sich mit Hilfe der
Additionstheoreme für trigonometrische Funktionen leicht nachprüfen:

Lemma 3.4 Sei n ∈ N0. Dann gilt

Tn(x) = cos(n arccos(x)) für alle x ∈ [−1, 1].

Daraus folgen insbesondere ‖Tn‖∞,[−1,1] = 1 und

Tn(tν) = 0, ξ̂ν := cos

(
π

2ν + 1

2n

)
für alle ν ∈ {0, . . . , n− 1},

also besitzt Tn gerade n reelle einfache Nullstellen, die im Intervall [−1, 1] liegen.

Beweis. Die alternative Darstellung des Tschebyscheff-Polynoms folgt, indem man das
Additionstheorem

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

auf Tn+1 und Tn−1 anwendet und die resultierenden Terme vergleicht.
Die restlichen Aussagen folgen direkt aus den Eigenschaften des Cosinus.

Das (m+1)-te Tschebyscheff-Polynom gehört zu Πm+1, und sein (m+1)-ter Koeffizient
beträgt 2m. Deshalb können wir ω̂ ∈ Πm+1 durch

ω̂(x) := 2−mTm+1(x) für alle x ∈ [−1, 1]
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3 Kompression durch Interpolation

definieren und wissen, dass sein (m + 1)-ter Koeffizient eins betragen muss. Also ist ω̂
ein normiertes Polynom der Ordnung m+ 1, wie auch das Stützstellenpolynom ω.

Da uns die Nullstellen von Tm+1, und damit auch die von ω̂, aus Lemma 3.4 bekannt
sind, erhalten wir mit

ξ̂ν := cos

(
π

2ν + 1

2m+ 2

)
für alle ν ∈ {0, . . . ,m}

die Darstellung

ω̂(x) = (x− ξ̂0) . . . (x− ξ̂m) für alle x ∈ [−1, 1],

also ist ω̂ das Stützstellenpolynom zu den Interpolationspunkten ξ̂0, . . . , ξ̂m. Aus Lem-
ma 3.4 folgt

‖ω̂‖∞,[−1,1] = 2−m,

und man kann beweisen, dass kein normiertes Polynom aus Πm+1 ein geringeres Maxi-
mum besitzen kann.

In dieser Hinsicht sind die Tschebyscheff-Interpolationspunkte ξ̂0, . . . , ξ̂m die bestmög-
liche Wahl. Wir werden deshalb im Folgenden davon ausgehen, dass der Interpolations-
operator I auf dem Intervall [−1, 1] diese Punkte verwendet und deshalb die Abschätzung

‖f − I[f ]‖∞,[−1,1] ≤ 2−m
‖f (m+1)‖∞,[−1,1]

(m+ 1)!
für alle f ∈ Cm+1[−1, 1] (3.4)

gilt. In diesem Fall heißt I der Tschebyscheff-Interpolationsoperator.

Da wir bei der Konstruktion der mehrdimensionalen Interpolationsoperators IQ meh-
rere eindimensionale Interpolationsoperatoren miteinander verketten, benötigen wir auch
eine Aussage darüber, wie sich bei einer solchen Verkettung die Norm verhält.

Definition 3.5 (Stabilitätskonstante) Sei Λ ∈ R. Falls

‖I[f ]‖∞,[−1,1] ≤ Λ‖f‖∞,[−1,1] für alle f ∈ C[−1, 1] (3.5)

gilt, heißt Λ Stabilitätskonstante des Interpolationsoperators I.

Die bestmögliche Stabilitätskonstante lässt sich explizit angeben:

Lemma 3.6 (Lebesgue-Zahl) Die Zahl

Λ := max

{
m∑
ν=0

|Lν(x)| : x ∈ [−1, 1]

}

heißt Lebesgue-Zahl des Interpolationsoperators I. Sie ist die kleinste mögliche Stabi-
litätskonstante des Operators.
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3.3 Fehlerabschätzung

Beweis. Sei f ∈ C[−1, 1]. Dann gilt für alle x ∈ [−1, 1] die Abschätzung

|I[f ](x)| =

∣∣∣∣∣
m∑
ν=0

f(ξν)Lν(x)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
ν=0

|f(ξν)| |Lν(x)|

≤ ‖f‖∞,[−1,1]

m∑
ν=0

|Lν(x)| ≤ Λ‖f‖∞,[−1,1],

also muss Λ eine Stabilitätskonstante sein.
Zum Nachweis der Optimalität wählen wir einen Punkt x ∈ [−1, 1], für den

m∑
ν=0

|Lν(x)| = Λ

gilt. Wir können, beispielsweise durch stückweise lineare Interpolation, eine stetige Funk-
tion f ∈ C[−1, 1] konstruieren, die

f(ξν) =

{
1 falls Lν(x) ≥ 0,

−1 ansonsten
für alle ν ∈ {0, . . . ,m}

und ‖f‖∞,[−1,1] = 1 erfüllt, und für diese Funktion gilt ‖I[f ]‖∞,[−1,1] ≥ Λ‖f‖∞,[−1,1].

Auch in Hinblick auf die Stabilität ist die Tschebyscheff-Interpolation vorteilhaft: In
[28] wird bewiesen, dass

Λ̂ :=
2

π
log(m+ 1) + 1 (3.6)

eine Stabilitätskonstante für diesen Interpolationsoperator ist und dass andere Interpo-
lationspunkte zu nur unwesentlich kleineren Stabilitätskonstanten führen können.

Sowohl die Fehlerabschätzung (3.4) als auch die Stabilitätsabschätzung (3.5) über-
tragen sich auf den Fall des transformierten Interpolationsoperators I[a,b]:

Lemma 3.7 (Transformierter Interpolationsoperator) Sei I der Tschebyscheff-
Interpolationsoperator, und sei I[a,b] der zugehörige transformierte Interpolationsopera-
tor auf dem Intervall [a, b]. Dann gelten

‖f − I[a,b][f ]‖∞,[a,b] ≤ 2

(
b− a

4

)m+1 ‖f (m+1)‖∞,[a,b]
(m+ 1)!

für alle f ∈ Cm+1[a, b],

‖I[a,b][f ]‖∞,[a,b] ≤ Λ‖f‖∞,[a,b] für alle f ∈ C[a, b].

Beweis. Da die Transformation Φ[a,b] bijektiv ist, gilt

‖f − I[a,b][f ]‖∞,[a,b] = ‖f ◦ Φ[a,b] − I[a,b][f ] ◦ Φ[a,b]‖∞,[−1,1] = ‖f̂ − I[f̂ ]‖∞,[−1,1]

mit f̂ := f ◦ Φ[a,b] nach Definition von I[a,b]. Aus (3.4) folgt mit

‖(f ◦ Φ[a,b])
′‖∞,[−1,1] = ‖f ′ ◦ Φ[a,b]Φ

′
[a,b]‖∞,[−1,1] =

b− a
2
‖f ′ ◦ Φ[a,b]‖∞,[−1,1],
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3 Kompression durch Interpolation

‖(f ◦ Φ[a,b])
(m+1)‖∞,[−1,1] =

(
b− a

2

)m+1

‖f (m+1) ◦ Φ[a,b]‖∞,[−1,1],

‖f̂ (m+1)‖∞,[−1,1] =

(
b− a

2

)m+1

‖f (m+1)‖∞,[a,b]

die gesuchte Abschätzung des Fehlers.
Für die Stabilitätsabschätzung erhalten wir

‖I[a,b][f ]‖∞,[a,b] = ‖I[f̂ ]‖∞,[−1,1] ≤ Λ‖f̂‖∞,[−1,1] = Λ‖f‖∞,[a,b],

also das gewünschte Resultat.

Entsprechend können wir nun auch die
”
partiellen“ Interpolationsoperatoren IQ,ι be-

handeln:

Lemma 3.8 (Partielle Interpolation) Sei ι ∈ {1, . . . , d} gegeben. Dann gelten

‖f − IQ,ι[f ]‖∞,Q ≤ 2

(
bι − aι

4

)m+1 ‖∂m+1
ι f‖∞,Q
(m+ 1)!

für alle f ∈ Cm+1(Q), (3.7)

‖IQ,ι[f ]‖∞,Q ≤ Λ‖f‖∞,Q für alle f ∈ C(Q). (3.8)

Beweis. Sei f ∈ C(Q) gegeben, und sei x ∈ Q. Wir definieren

fx,ι : [aι, bι]→ K, y 7→ f(x1, . . . , xι−1, y, xι+1, . . . , xd),

und stellen fest, dass nach unserer Definition

f(x) = fx,ι(xι), IQ,ι[f ](x) = I[aι,bι][fx,ι](xι)

gelten. Aus Lemma 3.7 folgt

|IQ,ι[f ](x)| = |I[aι,bι][fx,ι](xι)| ≤ Λ‖fx,ι‖∞,[aι,bι],

und dank

‖fx,ι‖∞,[aι,bι] = max{|fx,ι(y)| : y ∈ [aι, bι]}
= max{|f(x1, . . . , xι−1, y, xι+1, . . . , xd)| : y ∈ [aι, bι]} ≤ ‖f‖∞,Q

erhalten wir die Stabilitätsabschätzung (3.8).
Sei nun f ∈ Cm+1(Q). Dann gilt auch fx,ι ∈ Cm+1[aι, bι], und die Ableitung ist durch

fx,ι(y) = ∂m+1
ι f(x1, . . . , xι−1, y, xι+1, . . . , xd) für alle y ∈ [aι, bι]

gegeben. Aus Lemma 3.7 folgt

|f(x)− IQ,ι[f ](x)| = |fx,ι(xι)− I[aι,bι][fx,ι](xι)| ≤ 2

(
bι − aι

4

)m+1 ‖f (m+1)
x,ι ‖∞,[aι,bι]

(m+ 1)!
,
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und aus

‖f (m+1)
x,ι ‖∞,[aι,bι] = max{|f (m+1)

x,ι (y)| : y ∈ [aι, bι]}
= max{|∂m+1

ι f(x1, . . . , xι−1, y, xι+1, . . . , xd)| : y ∈ [aι, bι]}
≤ ‖∂m+1

ι f‖∞,Q.

ergibt sich die Fehlerabschätzung (3.7).

Aus den partiellen Interpolationsoperatoren setzt sich der gesuchte mehrdimensiona-
le Interpolationsoperator durch Verkettung zusammen, so dass wir die Ergebnisse des
Lemmas 3.8 übertragen können:

Satz 3.9 (Tensorinterpolation) Es gelten

‖f − IQ[f ]‖∞,Q ≤ 2
d∑
ι=1

Λι−1

(
bι − aι

4

)m+1 ‖∂m+1
ι f‖∞,Q
(m+ 1)!

für alle f ∈ Cm+1(Q),

‖IQ[f ]‖∞,Q ≤ Λd‖f‖∞,Q für alle f ∈ C(Q).

Beweis. Um den Interpolationsoperator IQ per Induktion behandeln zu können, benö-
tigen wir Hilfsoperatoren: Wir definieren für alle ι ∈ {0, . . . , d} die Interpolationsopera-
toren Pι : C(Q)→ C(Q) durch

Pι[f ] :=

{
f falls ι = 0,

IQ,ιPι−1[f ] ansonsten
für alle f ∈ C(Q).

Dank (3.8) folgt mit einer einfachen Induktion

‖Pι[f ]‖∞,Q ≤ Λι‖f‖∞,Q für alle f ∈ C(Q), ι ∈ {0, . . . , d},

und dank Pd = IQ folgt die gesuchte Stabilitätsaussage.
Da die partiellen Interpolationsoperatoren kommutieren gilt auch

Pι[f ] =

{
f falls ι = 0,

Pι−1IQ,ι[f ] ansonsten
für alle f ∈ C(Q),

und wir finden

‖f − IQ[f ]‖∞,Q =

∥∥∥∥∥
d∑
ι=1

Pι−1[f ]− Pι[f ]

∥∥∥∥∥
∞,Q

≤
d∑
ι=1

‖Pι−1[f ]− Pι[f ]‖∞,Q

=
d∑
ι=1

‖Pι−1 [f − IQ,ι[f ]] ‖∞,Q ≤
d∑
ι=1

Λι−1‖f − IQ,ι[f ]‖∞,Q

≤ 2

d∑
ι=1

Λι−1

(
bι − aι

4

)m+1 ‖∂m+1
ι f‖∞,Q
(m+ 1)!

,
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3 Kompression durch Interpolation

also die erforderliche Fehlerabschätzung.

Um dieses Approximationsresultat auf die Kernfunktion g anwenden zu können
benötigen wir Schranken für das Wachstum derer Ableitungen. Derartige Schranken
hängen von der Art des zu behandelnden Problems ab, beispielsweise besitzen Kern-
funktionen, die im Kontext elliptischer Differentialgleichungen auftreten, häufig die
Eigenschaft, asymptotisch glatt zu sein:

Definition 3.10 (Asymptotisch glatt) Seien Cas ∈ R>0, c0 ∈ R≥1 und σ ∈ N0 Kon-
stanten. Falls g auf der Menge {(x, y) : x, y ∈ Rd, x 6= y} unendlich oft differenzierbar
ist und die Ableitungen sich durch

|∂νι g(x, y)| ≤ Cas
(ν + σ − 1)!cν0
‖x− y‖ν+σ

2

für alle ν ∈ N, ι ∈ {1, . . . , 2d}, x, y ∈ Rd mit x 6= y

abschätzen lassen, nennen wir g eine (Cas, c0, σ)-asymptotisch glatte Kernfunktion.

Zur Vereinfachung der Notation wird g hier als eine Funktion auf dem Raum R2d statt
Rd × Rd behandelt, die partielle Ableitung ∂νι für ι > d bedeutet also, dass nach der
(ι− d)-ten Komponenten des Parameters y abgeleitet werden soll.

Das motivierende Beispiel für die Definition einer asymptotisch glatten Funktion ist

g : R× R→ R, (x, y) 7→

{
0 falls x = y,

− log |x− y| ansonsten,

denn ihre Ableitungen sind gerade

∂ν1g(x, y) = (−1)ν
(ν − 1)!

(x− y)ν
für alle ν ∈ N, x, y ∈ R mit x 6= y,

∂ν2g(x, y) =
(ν − 1)!

(x− y)ν
für alle ν ∈ N, x, y ∈ R mit x 6= y.

Diese Funktion ist also (1, 1, 0)-asymptotisch glatt. Die Eigenschaft überträgt sich auf

ihre Ableitungen: Für beliebige α, β ∈ N0 ist die Funktion ∂α1 ∂
β
2 g gerade (1, 1, α + β)-

asymptotisch glatt.
Bei komplizierteren Kernfunktionen können die Konstanten Cas und c0 verwendet

werden, um eventuelle zusätzlich auftretende Terme zu beherrschen, sofern sie lediglich
exponentiell mit der Ableitungsordnung wachsen, während σ die Ordnung der Singula-
rität in x = y beschreibt.

Infolge der Lage dieser Singularität dürfen wir nur darauf hoffen, die Funktion g in
Gebieten approximieren zu können, die hinreichend weit von ihr entfernt sind. Diese
Vermutung findet auch in der Fehlerabschätzung ihren Ausdruck: Wenn wir die Appro-
ximation

g̃(x, y) =
∑
ν∈M
LQt,ν(x)g(ξQt,ν , y)
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verwenden, lässt sie sich als Anwendung des Tensor-Interpolationsoperators IQt auf die
Funktionen

gy : Qt → K, x 7→ g(x, y),

mit jeweils fixiertem y ∈ Qs interpretieren, so dass sich aus Satz 3.9 die Abschätzung

‖g − g̃‖∞,Qt×Qs ≤ 2Cas

d∑
ι=1

Λι−1

(
bt,ι − at,ι

4

)m+1 (m+ σ)!cm+1
0

(m+ 1)! dist(Qt, Qs)m+1+σ

ergibt, wobei Qt = [at,1, bt,1]× . . .× [at,d, bt,d] gilt. Zur Vereinfachung schätzen wir Λ aus
(3.6) durch Λ ≤ m+ 1 ab und sammeln alle höchstens polynomiell von m abhängenden
Terme in einem Polynom

C(m) := 2dCas(m+ 1)d−1 (m+ σ)!

(m+ 1)!
≥ 2Cas

d∑
ι=1

Λι−1 (m+ σ)!

(m+ 1)!
.

Außerdem verwenden wir wieder die Bezeichnung

diam∞(Qt) = max{‖x− y‖∞ : x, y ∈ Qt} = max{bt,ι − at,ι : ι ∈ {1, . . . , d}}

für den Durchmesser des überdeckenden Quaders Qt bezüglich der Maximum-Norm und
erhalten die vereinfachte Darstellung

‖g − g̃‖∞,Qt×Qs ≤
C(m)

dist(Qt, Qs)σ

(
c0 diam∞(Qt)

4 dist(Qt, Qs)

)m+1

.

Um exponentielle Konvergenz zu erhalten, um also sicher zu stellen, dass der Fehler
um einen gewissen Faktor reduziert wird, wenn wir m erhöhen, müssen wir den rechten
Faktor dieser Abschätzung unter Kontrolle bringen. Das gelingt uns durch Wahl der
geeigneten Zulässigkeitsbedingung: Wir fordern, dass jedes zulässige Paar von Clustern
t ∈ TI , s ∈ TJ die Bedingung

diam∞(Qt) ≤ η dist(Qt, Qs) (3.9)

mit einem Parameter η ∈ R>0 erfüllt. Für Blöcke, die dieser Bedingung genügen, folgt

‖g − g̃‖∞,Qt×Qs ≤
C(m)

dist(Qt, Qs)σ

(c0η

4

)m+1
, (3.10)

durch Wahl eines hinreichend kleinen η < 4/c0 erreichen wir also die gewünschte ex-
ponentielle Konvergenz. Das Wachstum des Polynoms C(m) spielt für hinreichend hohe
Ordnungen m im Vergleich zu der exponentiellen Konvergenz keine große Rolle und kann
deshalb bei asymptotischen Betrachtungen vernachlässigt werden.

Falls wir die Interpolation in der Variablen y durchführen, falls wir also

g̃(x, y) =
∑
µ∈M

g(x, ξQs,µ)LQs,µ(y)
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verwenden, erhalten wir dieselbe entsprechende Abschätzung für die Zulässigkeits-
bedingung

diam∞(Qs) ≤ η dist(Qt, Qs). (3.11)

Wir können beide Zulässigkeitsbedingungen kombinieren, indem wir die Wahl der Ker-
napproximation von dem Durchmesser der Quader Qt und Qs abhängig machen: Falls
diam∞(Qt) ≤ diam∞(Qs) gilt, interpolieren wir in x, anderenfalls in y. Bei dieser Vor-
gehensweise genügt die symmetrische Zulässigkeitsbedingung

min{diam∞(Qt), diam∞(Qs)} ≤ η dist(Qt, Qs), (3.12)

die schwächer als die beiden diskutierten ist und trotzdem ausreicht, um eine Approxi-
mation mit der Fehlerabschätzung (3.10) praktisch konstruieren zu können.

3.4 Verfeinerte Fehlerabschätzungen ∗

Die Abschätzung (3.10) ist für unsere Zwecke völlig ausreichend, sofern uns die Kon-
stante c0 oder zumindest eine obere Schranke dieser Konstante bekannt ist, denn dann
können wir den Parameter η der Zulässigkeitsbedingung so wählen, dass die entschei-
dende Abschätzung η < 4/c0 erfüllt ist.

Da die Interpolation ein sehr allgemeines Verfahren ist, wäre es wünschenswert, eine
Zulässigkeitsbedingung zu finden, die die exponentielle Konvergenz auch ohne Kenntnis
der Konstanten c0 sicher stellt. Diese Möglichkeit besteht: Man kann nachweisen, dass
bei einer asymptotisch glatten Kernfunktion für jedes η > 0 der Interpolant exponentiell
konvergiert, wenn die schwache Zulässigkeitsbedingung (3.12) erfüllt ist.

Der erste Schritt dieses Beweises ist einfach: Wir können den Interpolanten einer
Funktion mit ihrer bestmöglichen Approximation im Raum der Polynome in Beziehung
setzen.

Lemma 3.11 (Bestapproximation) Sei Λ eine Stabilitätskonstante für I. Dann gilt

‖f − I[f ]‖∞,[−1,1] ≤ (Λ + 1)‖f − p‖∞,[−1,1] für alle f ∈ C[−1, 1], p ∈ Πm.

Beweis. Seien f ∈ C[−1, 1] und p ∈ Πm gegeben. Da die Polynome p und I[p] in den
m+ 1 Interpolationspunkten übereinstimmen, muss

p = I[p]

gelten. Aus dieser Projektionseigenschaft und aus der Linearität des Interpolationsope-
rators I folgt

‖f − I[f ]‖∞,[−1,1] = ‖f − p+ I[p]− I[f ]‖∞,[−1,1]

≤ ‖f − p‖∞,[−1,1] + ‖I[p]− I[f ]‖∞,[−1,1]

= ‖f − p‖∞,[−1,1] + ‖I[p− f ]‖∞,[−1,1]

≤ ‖f − p‖∞,[−1,1] + Λ‖f − p‖∞,[−1,1] = (Λ + 1)‖f − p‖∞,[−1,1],
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also die gesuchte Aussage.

Wir müssen also nicht unbedingt mit Ableitungen arbeiten, um den Interpolationsfeh-
ler abzuschätzen, wir können auch versuchen, die Existenz eines Polynoms nachzuweisen,
das die zu interpolierende Funktion hinreichend gut approximiert.

Es lässt sich zeigen, dass die asymptotische Glattheit der Kernfunktion impliziert, dass
letztere sich zu einer holomorphen Funktion auf einer Teilmenge des Cd ×Cd fortsetzen
lässt. Es lässt sich sogar das Wachstum dieser Fortsetzung abschätzen.

Mit Hilfe von etwas Funktionentheorie können wir auf dieser Grundlage nun zeigen,
dass neben der Abschätzung (3.10) auch eine Abschätzung der Form

‖g − g̃‖∞,Qt×Qs ≤
C(m)

dist(Qt, Qs)σ

(
c0η

c0η + 2

)m+1

gilt, also muss der Fehler für jedes c0 > 0 und jedes η > 0 exponentiell konvergieren.
Der Ansatz, Lemma 3.11 zum Nachweis der Existenz einer Approximation zu verwen-

den, lässt sich auch verwenden, um ein weiteres Problem zu lösen: Häufig sind wir nicht
nur an der Approximation der Kernfunktion g, sondern auch an der Approximation ih-
rer Ableitungen interessiert. Beispielsweise übt das Gravitationsfeld einer Masse my im
Punkt y ∈ R3 auf eine Masse mx im Punkt x ∈ R3 eine Kraft aus, die proportional zu

F (x, y) = mxmy
y − x
‖y − x‖32

ist. Es lässt sich relativ leicht nachweisen, dass jede Komponente der Funktion f asym-
ptotisch glatt mit Singularitätsordnung σ = 2 ist, also können wir jede Komponente
einzeln interpolieren, um eine entartete Approximation zu konstruieren.

Eleganter ist es allerdings, die Funktion

g : R3 × R3 → R, (x, y) 7→

{
1

‖y−x‖2 falls x 6= y,

0 ansonsten,

zu verwenden. Sie lässt sich auch durch

g(x, y) =

(
3∑
ι=1

(xι − yι)2

)−1/2

für alle x, y ∈ Rd mit x 6= y

darstellen, und wir können leicht nachprüfen, dass

∂ιg(x, y) = −(xι − yι)

(
3∑
ι=1

(xι − yι)2

)−3/2

=
yι − xι
‖y − x‖32

für alle x, y ∈ R3 mit x 6= y

gilt. Wir können also F aus g rekonstruieren, indem wir die partiellen Ableitungen be-
rechnen, also liegt es nahe, zu hoffen, dass wir eine entartete Approximation der Funktion
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3 Kompression durch Interpolation

F aus einer der Funktion g erhalten können, indem wir letztere differenzieren. Die Mul-
tiplikation mit den Massen mx und my ist dabei unkritisch, da sich diese Produkte ohne
weiteres in den Termen der entarteten Approximation unterbringen lassen.

Insbesondere stellt sich die Frage, ob die Ableitungen des Interpolanten die Ablei-
tungen der interpolierten Funktion approximieren. Um ähnlich wie zuvor vorgehen zu
können benötigen wir eine Stabilitätsaussage für die Ableitungen von Polynomen. Sie
lässt sich aus der bereits bekannten Stabilitätsaussage mit Hilfe zweier Teilschritte ge-
winnen:

Um eine Aussage über die Ableitung von I[f ] zu erhalten, wäre es hilfreich, die Ab-
leitung des Interpolanten durch den Interpolanten selbst abschätzen zu können. Für
allgemeine Funktionen ist es sicherlich nicht möglich, die Maximumnorm der Ableitung
durch die Maximumnorm der Funktion zu beschränken, für Polynome dagegen gilt eine
sogenannte inverse Abschätzung der Form

‖p′‖∞,[−1,1] ≤ Civ‖p‖∞,[−1,1] für alle p ∈ Πm. (3.13)

Letzten Endes ist diese Abschätzung eine Folge des Satzes von Heine-Borel: Da Πm ein
endlich-dimensionaler Banachraum ist, muss jeder lineare Operator auf diesem Raum
stetig sein, und Civ ist gerade die Stetigkeitskonstante der Ableitungsoperators. Eine
genauere Aussage erhalten wir aus dem Satz von Markow [14, Theorem 4.1.4], der besagt,
dass Civ = m2 die bestmögliche Konstante ist.

Wir benötigen auch eine Möglichkeit, um umgekehrt die Maximumnorm der Funk-
tion durch die ihrer Ableitung abschätzen zu können. Wie man am Beispiel der kon-
stanten Funktion (Ableitung null, Funktionswert nicht null) erkennt, kann auch diese
Abschätzung nur für bestimmte Funktionen gelingen. In unserem Fall genügt der Satz
von Taylor: Für jede Funktion f ∈ C1[−1, 1] und jedes x ∈ [−1, 1] gilt

f(x) = f(0) + f ′(η)x

mit einem η ∈ [−1, 1], also insbesondere

‖f − f(0)‖∞,[−1,1] ≤ ‖f ′‖∞,[−1,1].

Nun können wir die gesuchte Stabilitätsaussage formulieren und beweisen:

Lemma 3.12 (Stabilität der Ableitung) Seien Konstanten Λ, Civ ∈ R>0 mit

‖I[f ]‖∞,[−1,1] ≤ Λ‖f‖∞,[−1,1] für alle f ∈ C[−1, 1],

‖p′‖∞,[−1,1] ≤ Civ‖p‖∞,[−1,1] für alle p ∈ Πm

gegeben. Dann gilt auch

‖(I[f ])′‖∞,[−1,1] ≤ Λ′‖f ′‖∞,[−1,1] für alle f ∈ C1[−1, 1] (3.14)

mit der Stabilitätskonstanten Λ′ := CivΛ.

52



3.4 Verfeinerte Fehlerabschätzungen

Beweis. Sei f ∈ C1[−1, 1]. Wir definieren

q : [−1, 1]→ K, x 7→ f(0),

und stellen fest, dass q′ = 0 und q ∈ Πm sowie

‖f − q‖∞,[−1,1] ≤ ‖f ′‖∞,[−1,1]

nach dem Satz von Taylor gelten. Nun setzen wir f̂ := f − q und finden

‖(I[f ])′‖∞,[−1,1] = ‖(I[f ]− q)′‖∞,[−1,1] = ‖(I[f − q])′‖∞,[−1,1] = ‖(I[f̂ ])′‖∞,[−1,1]

≤ Civ‖I[f̂ ]‖∞,[−1,1] ≤ CivΛ‖f̂‖∞,[−1,1] = CivΛ‖f − q‖∞,[−1,1]

≤ CivΛ‖(f − q)′‖∞,[−1,1]. = CivΛ‖f ′‖∞,[−1,1].

Das ist die gesuchte Stabilitätsaussage.

Der Beweis lässt sich verallgemeinern: Für höhere Ableitungen müssen wir lediglich
q durch ein Polynom entsprechend höherer Ordnung ersetzen, beispielsweise durch den
Interpolanten aus (3.4), der es uns ermöglicht, von der Maximumnorm von f − q zu der
Maximumnorm der Ableitung zurückzukehren.

Mit Hilfe der Stabilitätsaussage können wir die folgende Fehlerabschätzung für die
Ableitung des Interpolanten gewinnen:

Lemma 3.13 (Ableitung des Interpolanten) Sei I wie zuvor der Tschebyscheff-
Interpolationsoperator, und sei I[a,b] wieder der zugehörige transformierte Interpolati-
onsoperator auf dem Intervall [a, b]. Sei Λ′ eine Konstante, die (3.14) erfüllt. Dann gilt

‖(f − I[a,b][f ])′‖∞,[a,b] ≤ 2(Λ′ + 1)

(
b− a

4

)m ‖f (m+1)‖∞,[a,b]
(m+ 1)!

für alle f ∈ Cm+1[a, b].

Beweis. Zunächst verallgemeinern wir die Stabilitätsaussage aus Lemma 3.12: Für f ∈
C1[a, b] setzen wir f̂ := f ◦ Φ[a,b] ∈ C1[−1, 1] und erhalten mit der Kettenregel

‖(I[a,b][f ])′‖∞,[a,b] = ‖(I[f̂ ] ◦ Φ−1
[a,b])

′‖∞,[a,b] =
2

b− a
‖(I[f̂ ])′ ◦ Φ−1

[a,b]‖∞,[−1,1]

=
2

b− a
‖(I[f̂ ])′‖∞,[−1,1] ≤ CivΛ

2

b− a
‖f̂ ′‖∞,[−1,1]

= CivΛ
2

b− a
b− a

2
‖f ′ ◦ Φ[a,b]‖∞,[−1,1] = CivΛ‖f ′‖∞,[a,b].

Wie in Lemma 3.11 folgt daraus bereits

‖(f − I[a,b][f ])′‖∞,[a,b] ≤ (CivΛ + 1)‖(f − p)′‖∞,[a,b]

für alle p ∈ Πm, wir müssen also
”
nur“ noch ein geeignetes Polynom finden.
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3 Kompression durch Interpolation

Dazu greifen wir auf Lemma 3.7 zurück, das wir diesmal auf f ′ und die Ordnung m−1
anwenden, um ein q ∈ Πm−1 mit

‖f ′ − q‖∞,[a,b] ≤ 2

(
b− a

4

)m ‖f (m+1)‖∞,[a,b]
(m+ 1)!

zu konstruieren. Das Polynom p definieren wir dann als dessen Stammfunktion

p(x) =

∫ x

a
q(y) dy für alle x ∈ [a, b],

so dass wir p′ = q erhalten. Es folgt

‖(f − I[a,b][f ])′‖∞,[a,b] ≤ (CivΛ + 1)‖(f − p)′‖∞,[a,b]

≤ (CivΛ + 1)2

(
b− a

4

)m ‖f (m+1)‖∞,[a,b]
(m+ 1)!

.

Abgesehen von der etwas vergrößerten Stabilitätskonstanten Λ′ verlieren wir also le-
diglich einen Exponenten des Faktors (b− a)/4, weil wir f ′ nur mit einem Polynom der
Ordnung m− 1 statt mit der vollen Ordnung m approximieren.

Gegenüber der direkten Interpolation der Ableitung mit der vollen Ordnung bietet der
neue Ansatz in der Praxis, insbesondere bei der Implementierung, in der Regel viele Vor-
teile, die den Nachteil der etwas geringeren Genauigkeit häufig aufwiegen. Insbesondere
können wir bei beiden Verfahren ohnehin die Ordnung m erhöhen, um jede beliebige
Genauigkeit zu erreichen.
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4 Kreuzapproximation

Die Konstruktion einer Rang-k-Approximation eines Matrixblocks mit Hilfe einer ent-
arteten Näherung der der Matrix zugrunde liegenden Kernfunktion ist führt zu zu-
verlässigen und einfach umzusetzenden Verfahren, allerdings berücksichtigt sie nicht Be-
sonderheiten des Matrixblocks oder seiner Entstehung. Falls der Block beispielsweise nur
10×10 Koeffizienten enthält, ließe es sich selbstverständlich mit einem Rang von k = 10
exakt darstellen, obwohl ein auf Interpolation aufsetzendes Verfahren auch bei k = 20
lediglich eine Approximation bietet. Falls der Block mit einem eindimensionalen Seg-
ment einer zweidimensionalen Geometrie zusammenhängt, werden wir mit Interpolation
trotzdem eine zweidimensionale Approximation konstruieren, obwohl eine eindimensio-
nale völlig ausreichen würde.

Es stellt sich die Frage, ob es möglich ist, eine Approximation eines Matrixblocks
zu konstruieren, die dessen Eigenschaften besser ausnutzt und trotzdem effizient zu be-
rechnen ist. Einen Ansatz bietet die Kreuzapproximation [34], bei der aus nur k Zeilen
und Spalten des Matrixblocks eine Rang-k-Darstellung gewonnen wird. Entscheidend bei
diesem Ansatz ist die Frage, wie diese k Zeilen und Spalten ausgewählt werden sollen.
Einen relativ einfachen, von der partiellen Pivotsuche bei der Gauß-Elimination moti-
vierten Ansatz verfolgt die adaptive Kreuzapproximation [2, 1, 4], allerdings bestehen
Zweifel an ihrer Zuverlässigkeit. In [18] und [3] werden alternative Strategien entwickelt,
die diese Probleme zu lösen versuchen, allerdings lassen sich einfache Beispiele finden,
bei denen alle bisher bekannten effizienten Strategien versagen.

Diese Schwierigkeiten des rein algebraischen Ansatzes lassen sich beheben, indem
man auf die Kernfunktion zurückgreift: Die hybride Kreuzapproximation [9] kombiniert
Interpolation und Kreuzapproximation, um ein Verfahren zu entwerfen, das die Zu-
verlässigkeit der auf Interpolation basierenden Techniken erhält und die hohe Effizienz
der Kreuzapproximation teilweise sogar noch übertrifft.

4.1 Unvollständige Dreieckszerlegungen

Als motivierendes Beispiel untersuchen wir eine Matrix G ∈ Kn×m, bei der bekannt ist,
dass sie einen Rang von k besitzt, dass also die Dimension des Bildes gerade gleich k ist.
Für derartige Matrizen lässt sich eine spezielle Form der LR-Zerlegung konstruieren:

Satz 4.1 (Dünne LR-Zerlegung) Sei G ∈ Kn×m eine Matrix von Rang k. Dann
existieren Permutationen P ∈ Kn×n und Q ∈ Km×m, eine untere Dreiecksmatrix L ∈
Kn×k und eine obere Dreiecksmatrix R ∈ Kk×m mit

PGQ∗ = LR.
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4 Kreuzapproximation

Alle Diagonalelemente beider Dreiecksmatrizen sind von null verschieden, also besitzen
beide insbesondere vollen Rang.

Beweis. Per Induktion über k ∈ N0. Für k = 0 ist die Aussage trivial.

Sei nun k ∈ N0 so fixiert, dass die Aussage gilt. Sei G ∈ Kn×m eine Matrix von
Rang k + 1. Dann ist insbesondere G 6= 0, also müssen Permutationen P1 ∈ Kn×n und
Q1 ∈ Km×m mit

(P1GQ∗1)11 6= 0

existieren. Damit können wir nun immerhin die erste Zeile und die erste Spalte einer
LR-Zerlegung der Matrix H := P1GQ∗1 konstruieren. Wir setzen

H1∗ :=
(
H12 . . . H1m

)
, H∗1 :=

H21
...

Hn1

 , H∗∗ :=

H22 . . . H2m
...

. . .
...

Hn2 . . . Hnm


und erhalten

H =

(
1

H∗1H
−1
11 I

)(
H11 H1∗

H∗∗ −H∗1H
−1
11 H1∗

)
=

(
1

H∗1H
−1
11 I

)(
H11 H1∗

Ĥ

)
(4.1)

mit der Matrix

Ĥ := H∗∗ −H∗1H
−1
11 H1∗.

Diese Gleichung lässt sich auch in der Form

H =

(
1

H∗1H
−1
11

)(
H11 H1∗

)
+

(
0 0

0 Ĥ

)
(4.2)

schreiben, wir haben also H in einen Term von Rang 1 und einen von der Matrix Ĥ
bestimmten Rest zerlegt.

Um die Induktionsvoraussetzung auf Ĥ anwenden zu können, müssen wir nachweisen,
dass der Rang dieser Matrix gerade k beträgt. Da der erste Summand in (4.2) eine Matrix
von Rang 1 ist, muss der Rang von Ĥ mindestens k betragen, damit H von Rang k + 1
sein kann.

Nun ist zu zeigen, dass der Rang von Ĥ nicht größer als k ist. Sei dazu e1 ∈ Km der
erste kanonische Einheitsvektor. Wegen H11 6= 0 gilt

He1 =

(
H11

H∗1

)
6∈ Bild

(
0 0

0 Ĥ

)
,

also kann wegen (4.2) das Bild der Matrix Ĥ höchstens k-dimensional sein, wenn die
Matrix H die Dimension k + 1 besitzen soll.

Damit ist Ĥ eine Matrix von Rang k, so dass wir die Induktionsvoraussetzung an-
wenden können, um Permutationen P̂ ∈ K(n−1)×(n−1) und Q̂ ∈ K(m−1)×(m−1) sowie eine
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4.1 Unvollständige Dreieckszerlegungen

untere Dreiecksmatrix L̂ ∈ K(n−1)×k und eine obere Dreiecksmatrix R̂ ∈ Kk×(m−1) zu
erhalten, die

P̂ĤQ̂∗ = L̂R̂

erfüllen. Da Permutationsmatrizen insbesondere unitär sind, folgt

Ĥ = P̂∗L̂R̂Q̂,

und durch Einsetzen dieser Gleichung in (4.1) ergibt sich

H =

(
1

H∗1H
−1
11 I

)(
H11 H1∗

P̂∗L̂R̂Q̂

)
=

(
1

H∗1H
−1
11 P̂∗L̂

)(
H11 H1∗

R̂Q̂

)
=

(
1

P̂∗

)(
1

P̂H∗1H
−1
11 L̂

)(
H11 H1∗Q̂

∗

R̂

)(
1

Q̂

)
.

An dieser Gleichung können wir die gesuchte Zerlegung ablesen: Sowohl der erste als
auch der letzte Faktor ist eine Permutationsmatrix, der zweite Faktor ist eine linke
untere Dreiecksmatrix, und der dritte Faktor ist eine rechte obere Dreiecksmatrix. Also
setzen wir

P :=

(
1

P̂

)
P1, Q :=

(
1

Q̂

)
Q1,

L :=

(
1

P̂H∗1H
−1
11 L̂

)
, R :=

(
H11 H1∗Q̂

∗

R̂

)
und erhalten

PGQ∗ =

(
1

P̂

)
P1GQ∗1

(
1

Q̂∗

)
=

(
1

P̂

)
H

(
1

Q̂∗

)
=

(
1

P̂

)(
1

P̂∗

)(
1

P̂H∗1H
−1
11 L̂

)(
H11 H1∗Q̂

∗

R̂

)(
1

Q̂

)(
1

Q̂∗

)

=

(
1

P̂H∗1H
−1
11 L̂

)(
H11 H1∗Q̂

∗

R̂

)
= LR.

Da P und Q als Verkettung von Permutationsmatrizen ebenfalls Permutationsmatrizen
sind, ist das die gewünschte Zerlegung.

Dieser Beweis ist konstruktiv, denn er folgt der klassischen Gauß-Elimination, die
durch eine vollständige Pivot-Suche, also eine Pivot-Suche in Zeilen und Spalten, ergänzt
wird. Da die Matrix L in diesem Fall nur k Spalten besitzt und die Matrix R nur k
Zeilen aufweist, berechnet dieser Algorithmus auch bereits eine faktorisierte Rang-k-
Darstellung.

Die dünne LR-Zerlegung besitzt den Vorteil, dass zu ihrer Berechnung nur jeweils k
Zeilen und k Spalten der Ausgangsmatrix G benötigt werden, deshalb lässt sie sich auch
bei Matrizen mit sehr vielen Zeilen und sehr vielen Spalten noch effizient berechnen.
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4 Kreuzapproximation

Folgerung 4.2 (Darstellung durch Zeilen und Spalten) Sei G ∈ KI×J eine Ma-
trix von Rang k. Dann existieren k-elementige Teilmengen Ik ⊆ I und Jk ⊆ J so, dass
G|Ik×Jk regulär ist und

G = G|I×JkG|
−1
Ik×JkG|Ik×J

gilt. Für das Bild von G können wir also eine Basis aus Spalten der Matrix G finden,
und für das orthogonale Komplement des Kerns eine Basis aus Zeilen.

Beweis. Um Satz 4.1 anwenden zu können, müssen wir zunächst von den allgemeinen
Indexmengen I und J zu durchnumierten Zeilen und Spalten wechseln. Seien n := #I
und m := #J , und seien

ιn : {1, . . . , n} → I, ιm : {1, . . . ,m} → J

bijektive Abbildungen. Wir definieren H ∈ Kn×m durch

Hij = Gιn(i),ιm(j) für alle i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}.

Auch H ist eine Matrix von Rang k, also existieren nach Satz 4.1 Permutationen P ∈
Kn×n und Q ∈ Km×m sowie eine untere Dreiecksmatrix L ∈ Kn×k und eine obere
Dreiecksmatrix R ∈ Km×k mit

PHQ∗ = LR.

Wie setzen Ĝ := PHQ∗. Da P und Q Permutationsmatrizen sind, können wir bijektive
Abbildungen

ι̂n : {1, . . . , n} → I, ι̂m : {1, . . . ,m} → J

so finden, das

Ĝij = Gι̂n(i),ι̂m(j) für alle i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}

gilt. Wir zerlegen die Matrizen in der Form

G11 :=

Ĝ11 . . . Ĝ1k
...

. . .
...

Ĝk1 . . . Ĝkk

 , G12 :=

Ĝ1,k+1 . . . Ĝ1m
...

. . .
...

Ĝk,k+1 . . . Ĝkm

 ,

G21 :=

Ĝk+1,1 . . . Ĝk+1,k
...

. . .
...

Ĝn1 . . . Ĝnk

 , G22 :=

Ĝk+1,k+1 . . . Ĝk+1,m
...

. . .
...

Ĝn,k+1 . . . Ĝnm

 ,

L1 :=

L11 . . . L1k
...

. . .
...

Lk1 . . . Lkk

 , L2 :=

Lk+1,1 . . . Lk+1,k
...

. . .
...

Ln1 . . . Lnk

 ,

R1 :=

R11 . . . R1k
...

. . .
...

Rk1 . . . Rkk

 , R2 :=

R1,k+1 . . . R1m
...

. . .
...

Rk,k+1 . . . Rkm

 ,
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4.2 Adaptive Kreuzapproximation

und erhalten(
G11 G12

G21 G22

)
= Ĝ = LR =

(
L1

L2

)(
R1 R2

)
=

(
L1R1 L1R2

L2R1 L2R2

)
.

Da die Diagonalelemente der Matrizen L1 und R1 nach Satz 4.1 nicht null sind, sind
beide Matrizen regulär, also folgen

L2 = G21R
−1
1 , R2 = L−1

1 G12

und damit auch

Ĝ =

(
L1

L2

)(
R1 R2

)
=

(
L1R1

G21

)
R−1

1 L−1
1

(
L1R1 G12

)
=

(
G11

G21

)
G−1

11

(
G11 G12

)
= Ĝ|n×kĜ|−1

k×kĜ|k×m.

Indem wir

Ik := ι̂n({1, . . . , k}), Jk := ι̂m({1, . . . , k})

setzen folgt daraus die gewünschte Gleichung.

Die dünne LR-Zerlegung bietet uns also einen sehr einfachen und eleganten Weg, um
zu einer Rang-k-Matrix eine kompakte faktorisierte Rang-k-Darstellung zu konstruieren.

4.2 Adaptive Kreuzapproximation

In der Praxis kommen Rang-k-Matrizen eher selten vor, wesentlich häufiger sind Ma-
trizen, die sich durch derartige Matrizen lediglich approximieren lassen. In diesem Fall
greift bedauerlicherweise unsere Theorie nicht mehr: Wir können zwar weiterhin Pivot-
Elemente wählen, aber es ist nicht garantiert, dass nach k Schritten bereits eine gute
Approximation vorliegt. Immerhin gibt es eine Existenzaussage [16], die besagt, dass
bei geschickter Wahl der Pivot-Elemente eine passable dünne LR-Zerlegung konstruiert
werden kann, allerdings würde der korrespondierende Algorithmus viel zu aufwendig für
den praktischen Einsatz sein.

Trotzdem besteht die Möglichkeit, eine Approximation zu konstruieren, indem man
adaptiv vorgeht: Ausgehen von einem Rang von 1 konstruieren wir eine Folge von Appro-
ximationen mit zunehmendem Rang, die wir abbrechen, sobald der verbliebene Fehler
klein genug geworden ist. Den Schlüssel zu dieser Vorgehensweise bietet die Gleichung
(4.2): Die Zerlegung

H =

(
1

H∗1H
−1
11

)
︸ ︷︷ ︸

=:A1

(
H11 H1∗

)︸ ︷︷ ︸
=:B∗1

+

(
0 0

0 Ĥ

)
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4 Kreuzapproximation

procedure full aca(var G, A, B, k);
k ← 0;
repeat
k ← k + 1;
Wähle ik ∈ I und jk ∈ J mit Gik,jk 6= 0;
for i ∈ I do
Aik ← Gi,jk/Gik,jk

end for;
for j ∈ J do
Bjk ← Gik,j

end for;
for i ∈ I, j ∈ J do
Gij ← Gij −AikBjk

end for
until Restfehler G klein genug

Abbildung 4.1: Adaptive Kreuzapproximation für vollständig im Speicher vorliegende
Matrizen G ∈ KI×J .

impliziert, dass A1B
∗
1 genau dann eine hinreichend gute Rang-1-Approximation der Ma-

trix H ist, wenn der verbliebene Fehler Ĥ hinreichend klein ist.
Falls er es ist, können wir die Konstruktion abbrechen und A1B

∗
1 als Approximation

verwenden. Anderenfalls können wir rekursiv eine Approximation ÂB̂∗ des Fehlers Ĥ
berechnen, und falls sie hinreichend genau ist, wird

A1B
∗
1 +

(
0 0

0 ÂB̂∗

)
=

(
A1

0

Â

)(
B1

0

B̂

)∗
eine hinreichend genaue Approximation von H sein.

In der Praxis verwenden wir die Darstellung aus Satz 4.1 häufig in der Form

G = P∗L︸︷︷︸
=:L̂

RQ︸︷︷︸
=:R̂

.

Dabei werden dann zwar L̂ und R̂ keine unteren beziehungsweise oberen Dreiecksma-
trizen mehr sein, aber dafür erhalten wir direkt eine faktorisierte Rang-k-Darstellung
in der üblichen Form. Der Verzicht auf die explizite Permutation bedeutet, dass nun
nicht mehr die erste Spalte und die erste Zeile eliminiert werden, sondern die Spalte und
Zeile, die sich in dem ausgewählten Pivot-Element kreuzen. Dadurch ist die Bezeichnung
Kreuzapproximation dieser Klasse von Verfahren motiviert.

Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung 4.1 dargestellt: Es wird ein Pivot-
Element ausgewählt, beispielsweise indem man den betragsgrößten Koeffizienten verwen-
det, dann werden Spalte und Zeile zu der faktorisierten Rang-k-Darstellung hinzugefügt
und der verbliebene Fehler berechnet, indem ihr Produkt von der bisherigen Matrix
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4.2 Adaptive Kreuzapproximation

procedure partial aca(G, var A, B, k);
k ← 0;
repeat
k ← k + 1;
Wähle ik ∈ I und jk ∈ J geeignet;
for j ∈ J do
Bjk ← Gik,j ;
for ` ∈ {1, . . . , k − 1} do
Bjk ← Bjk −Bj`Aik,`

end for
end for;
for i ∈ I do
Aik ← Gi,jk ;
for ` ∈ {1, . . . , k − 1} do
Aik ← Aik −Ai`Bjk,`

end for;
Aik ← Aik/Bjk,k

end for;
until Restfehler klein genug

Abbildung 4.2: Adaptive Kreuzapproximation für Matrizen G ∈ KI×J , von denen nur
einzelne Zeilen und Spalten vorliegen.

subtrahiert wird. Falls der so berechnete Fehler noch zu groß ist, wird die Prozedur
wiederholt.

Dieser Algorithmus hat den Vorteil, dass er garantiert, dass der verbliebene Fehler
klein genug sein wird. Es wird allerdings nicht garantiert, dass der Rang der resultie-
renden Approximation in der Nähe des theoretisch optimalen Rangs liegen wird. Die
Erfahrung zeigt allerdings, dass der Algorithmus gut funktioniert und keine unangemes-
sen hohen Ränge verwendet.

Ein Nachteil des in Abbildung 4.1 dargestellten Verfahrens liegt darin, dass die gesamte
Matrix X vorliegen muss, bevor der Algorithmus seine Arbeit aufnehmen kann. In der
Regel möchte man genau das vermeiden, denn die Berechnung des Fehlers erfordert
unter diesen Umständen jeweils (#I)(#J ) Operationen, so dass der Algorithmus eine
quadratische Komplexität aufweist.

Einen Ausweg legt uns Folgerung 4.2 nahe: Für die Berechnung der Approximation
sind nur k Zeilen und Spalten erforderlich, warum sollten wir also alle Zeilen und Spalten
berechnen? Für den ersten Schritt der Approximation benötigen wir nur eine Zeile und
eine Spalte der Ausgangsmatrix, also berechnen wir auch nur diese eine Zeile und eine
Spalte. Für den zweiten Schritt benötigen wir je eine weitere Zeile und Spalte, allerdings
des Restfehlers, der entsteht, wenn wir die bereits bekannte erste Approximation subtra-
hieren. Im (k+ 1)-ten Schritt müssen wir eine Zeile und Spalte wählen und die bekannte
k-te Approximation abziehen.
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4 Kreuzapproximation

Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung 4.2 angegeben. Zunächst werden wie-
der Pivot-Indizes ik und jk ausgewählt, dann wird die ik-te Zeile des Fehlers berechnet,
daraufhin die jk-te Spalte. Da nach der Berechnung der Zeile auch das Diagonalelement
bereits in Bjk,k zur Verfügung steht, können wir die Skalierung der neuen Spalte in
derselben Schleife bewerkstelligen.

Die partielle adaptive Kreuzapproximation hat den Vorteil, dass im `-ten Schritt nur
eine Zeile und eine Spalte der zu approximierenden Matrix benötigt werden, die sich in
der Regel mit einem Aufwand proportional zu #J beziehungsweise #I berechnen lassen.
Die Subtraktion der bereits vorhandenen Approximation erfordert (#I + #J )(` − 1)
Operationen, so dass der gesamte Algorithmus wegen

k∑
`=1

(#I + #J )` = (#I + #J )
k∑
`=1

` = (#I + #J )
k(k + 1)

2

nur eine zu (#I + #J )k2 proportionale Anzahl von Rechenoperationen benötigt und
deshalb schon für moderate Matrixgrößen wesentlich schneller als die Variante mit
vollständig berechneter Matrix arbeitet.

Allerdings weist die Vorgehensweise mit partieller Matrix auch zwei große Nachteile
auf: Erstens liegt der Fehler nicht mehr explizit vor, wir müssen also versuchen, ihn
abzuschätzen, und falls unsere Schätzung zu ungenau ist, kann die berechnete Rang-
k-Approximation wesentlich ungenauer als verlangt ausfallen. Zweitens müssen wir die
Pivot-Indizes ik und jk wählen, ohne die gesamte Matrix zu kennen, wir können also
beispielsweise nicht mehr den betragsgrößten Koeffizienten verwenden, weil wir ihn nicht
finden können, ohne die gesamte Matrix zu durchsuchen.

Beispiel 4.3 (Pivotstrategie) Als Beispiel für die Schwierigkeiten, die bei der Su-
che nach einer effizienten Pivotstrategie auftreten können, kann die besonders einfache
Kernfunktion

g : R2 × R2 → R, (x,y) 7→ (x1 − y1 − 10)(x1 − y1 − 9),

dienen. Offenbar ist g ein quadratisches Polynom, lässt sich also per Interpolation zweiter
Ordnung exakt darstellen.

Wir fixieren n,m ∈ N und setzen I := {1, . . . , n} sowie J := {1, . . . ,m}. Nun wählen
wir einen beliebigen Zeilenindex ν ∈ {1, . . . , n} und einen beliebigen Spaltenindex µ ∈
{1, . . . ,m} und definieren Punkte

xi :=



(
10

i

)
falls i 6= ν,(

9

i

)
ansonsten

, yj :=



(
0

j

)
falls j 6= µ,(

1

j

)
ansonsten

für alle i ∈ I, j ∈ J .

Für die durch

Gij := g(xi,yj) für alle i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}
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4.3 Hybride Kreuzapproximation

definierte Matrix G ∈ Kn×m kann man leicht nachrechnen, dass

Gij =

{
1 falls i = ν, j = µ,

0 ansonsten
für alle i ∈ I, j ∈ J

gilt, die Matrix ist also sicherlich von Rang 1. Da wir die Position des einzigen von null
verschiedenen Eintrags mit Hilfe der Parameter ν und µ beliebig festlegen können, ist
davon auszugehen, dass jede Pivotstrategie, die ausschließlich einzelne Koeffizienten der
Matrix abfragen darf, sehr lange brauchen wird, um diesen Eintrag zu finden.

4.3 Hybride Kreuzapproximation

Wie wir gesehen haben hat die vollständige Pivotsuche den Nachteil, dass sie einen
zu hohen Rechenaufwand erfordert, während die partielle Pivotsuche entweder ähnlich
aufwendig oder unzuverlässig ist. Befriedigend sind beide Ansätze nicht.

Wir sind daran interessiert, eine zuverlässige und trotzdem effiziente Variante der
Kreuzapproximation zu konstruieren. Wie wir gesehen haben, ist das alleine aufgrund
der Matrix G nicht möglich, wir sollten also zusätzliche Informationen über die Herkunft
der Matrix hinzunehmen.

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist die Kreuzapproximation mit vollständiger
Pivotsuche. Wir haben bereits gesehen, dass sie es uns ermöglicht, zu jeder gewünschten
Genauigkeit εaca ∈ R>0 Teilmengen Ik und Jk der Mächtigkeit k zu konstruieren, die

‖G−G|I×JkG|
−1
Ik×JkG|Ik×J ‖2 ≤ εaca

erfüllen (siehe Folgerung 4.2 und die Fehlerdarstellung aus (4.2)). Leider erfordert das
Aufstellen der Matrix G so viele Rechenoperationen, dass dieser Ansatz für größere
Matrizen zu aufwendig ist.

Die Idee besteht darin, statt der Matrix G eine kleinere Matrix zu verwenden, die
aus der Interpolation der Kernfunktion entsteht: Wir wählen einen zulässigen Block

xν

yµ

Abbildung 4.3: In Beispiel 4.3 verwendete Geometrie
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4 Kreuzapproximation

b = (t, s), der die starke Zulässigkeitsbedingung

max{diam(Qt),diam(Qs)} ≤ η dist(Qt, Qs) (4.3)

erfüllt. Dann können wir eine Approximation der Kernfunktion durch Interpolation in
beiden Variablen definieren:

ĝ(x,y) :=
∑
ν∈M

∑
µ∈M

g(ξQt,ν , ξQs,µ)LQt,ν(x)LQs,µ(y) für alle x ∈ Qt, y ∈ Qs. (4.4)

Aus Satz 3.9 folgt für eine asymptotisch glatte Kernfunktion (vgl. Definition 3.10) die
Fehlerabschätzung

|g(x,y)− ĝ(x,y)| ≤ C(m)

dist(Qt, Qs)σ

(c0η

4

)m+1
für alle x ∈ Qt, y ∈ Qs,

wobei wieder zur Abkürzung das Polynom

C(m) := 4dCas(m+ 1)2d−1 (m+ σ)!

(m+ 1)!

verwendet wird. Bei geeigneter Wahl von η und m können wir dafür sorgen, dass der
Interpolationsfehler eine Gleichung der Form

‖g − ĝ‖∞,Qt×Qs ≤ εint

erfüllt. Wir haben bereits gesehen, dass Interpolation zu einer Approximation des Rangs
(m + 1)d führt, und man kann sich überlegen, dass dieser Rang in vielen praktischen
Fällen deutlich höher als unbedingt nötig ist. Eine eingehende Analyse legt nahe, dass die
Kernfunktion g Eigenschaften besitzt, die es möglich machen sollten, sie durch niedrige-
ren Rang zu approximieren. Da die Kernfunktion bei der Interpolation nur in Gestalt der
Interpolationskoeffizienten auftritt, bietet es sich deshalb an, deren Matrix S ∈ KM×M ,
gegeben durch

Sνµ := g(ξQt,ν , ξQs,µ) für alle ν ∈M, µ ∈M,

genauer zu untersuchen. Diese Matrix besitzt zwar (m+1)d Zeilen und Spalten, wird aber
in der Regel wesentlich kleiner als der zu approximierende Matrixblock sein. Deshalb ist
es möglich, sie durch eine Kreuzapproximation mit vollständiger Pivotsuche anzunähern,
die dann nur eine zu k(m+ 1)2d proportionale Anzahl von Rechenoperationen benötigt.

Wir gehen also davon aus, dass wir Indexmengen Mr,Mc ⊆ M der Mächtigkeit k so
gefunden haben, dass S|Mr×Mc regulär ist und

‖S− S|M×McS|−1
Mr×Mc

S|Mr×M‖2 ≤ εaca

gilt. Wir bezeichnen den mittleren Faktor mit

Ĝ := S|−1
Mr×Mc
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4.3 Hybride Kreuzapproximation

und ersetzen in der Gleichung (4.4) nun die exakten Koeffizienten durch die mittels der
Kreuzapproximation genäherten:

ĝ(x,y) :=
∑
ν∈M

∑
µ∈M

SνµLQt,ν(x)LQs,µ(y)

≈
∑
ν∈M

∑
µ∈M

(S|M×McĜS|Mr×M )νµLQt,ν(x)LQs,µ(y)

=
∑
ν∈M

∑
µ∈M

∑
α∈Mr

∑
β∈Mc

SνβĜβαSαµLQt,ν(x)LQs,µ(y)

=
∑
α∈Mr

∑
β∈Mc

Ĝβα

(∑
ν∈M

SνβLQt,ν(x)

)∑
µ∈M

SαµLQs,µ(y)

 =: ǧ(x,y).

Eine genauere Untersuchung der letzten beiden Summen ergibt∑
ν∈M

SνβLQt,ν(x) =
∑
ν∈M

g(ξQt,ν , ξQs,β)LQt,ν(x) ≈ g(x, ξQs,β),∑
µ∈M

SαµLQs,µ(y) =
∑
µ∈M

g(ξQt,α, ξQs,µ)LQs,µ(y) ≈ g(ξQt,α,y),

sie beschreiben also gerade Interpolanten der Kernfunktion. Wenn diese Interpolanten
die Kernfunktion gut approximieren, dann wird die Kernfunktion auch die Interpolanten
gut approximieren, also dürfen wir hoffen, dass

g̃(x,y) :=
∑
α∈Mr

∑
β∈Mc

Ĝβαg(x, ξQs,β)g(ξQt,α,y) für alle x ∈ Qt, y ∈ Qs

eine brauchbare Näherung der Kernfunktion g ist. Da #Mr = #Mc = k ≤ (m + 1)d

gilt, ist der Rang der resultierenden Rang-k-Darstellung jedenfalls nicht größer als für
die zugrundeliegende Interpolation. In der Praxis zeigt sich allerdings, dass der Rang
häufig wesentlich geringer ist und dass bei gleicher Ordnung m eine wesentlich bessere
Genauigkeit als bei der Interpolation erreicht wird.

Es lässt sich leicht nachprüfen, dass

g̃(ξQt,ν , ξQs,µ) = ǧ(ξQt,ν , ξQs,µ) für alle ν, µ ∈M
gilt, also ist ǧ ein Interpolant der approximativen Kernfunktion g̃.

Damit können wir die Fehleranalyse der hybriden Kreuzapproximation auf die Ergeb-
nisse aus Satz 3.9 zurückführen: ĝ ist ein Interpolant der Kernfunktion g, und Interpo-
lationsfehler asymptotisch glatter Kernfunktionen können wir auf zulässigen Gebieten
beherrschen. ĝ und ǧ sind Interpolanten zu um εaca gestörten Interpolationspunkten, und
mit Hilfe der Stabilitätsabschätzung aus dem erwähnten Satz folgt daraus, dass sich die
Interpolanten nur um einen Faktor Λdεaca unterscheiden können. ǧ ist ein Interpolant der
Kernfunktion g̃, und es lässt sich nachweisen, dass g̃ von g die asymptotische Glattheit
erbt, so dass sich auch hier der Interpolationsfehler steuern lässt.

Kurz gesagt: Wenn wir die Ordnung m und die Genauigkeit εaca der adaptiven
Kreuzapproximation geeignet wählen, können wir auch bei der hybriden Kreuzapproxi-
mation jede gewünschte Genauigkeit erreichen.
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5 Norm- und Fehlerabschätzungen

Wir haben verschiedene Techniken kennen gelernt, mit denen sich in einem zulässigen
Block eine Rang-k-Approximation einer Matrix konstruieren lässt, beispielsweise per
Interpolation oder Kreuzapproximation. Für die meisten dieser Verfahren (mit Aus-
nahme der adaptiven Kreuzapproximation mit partieller Pivotsuche) besteht auch die
Möglichkeit, den Approximationsfehler innerhalb des betreffenden Blocks abzuschätzen.

In der Praxis sind solche Abschätzungen des blockweisen Fehlers weniger von Interesse,
viel wichtiger sind Abschätzungen des Gesamtfehlers für die vollständige approximierte
Matrix.

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit der Frage, wie sich globale Normen aus loka-
len zusammensetzen lassen und wie sich Normen hierarchischer Matrizen näherungsweise
berechnen lassen.

5.1 Frobenius-Norm

Eine besonders einfach handzuhabende Matrixnorm ist die Frobenius-Norm, die der eu-
klidischen Norm entspricht, wenn wir die Matrizen als Vektoren über I ×J interpretie-
ren. Zu beachten ist, dass sie sich von der von den euklidischen Normen auf KI und KJ
induzierten Matrixnorm unterscheidet.

Definition 5.1 (Frobenius-Norm) Die Abbildung

‖ · ‖F : KI×J → R≥0, X 7→

∑
i∈I

∑
j∈J
|Xij |2

1/2

,

ist eine Norm auf dem Raum KI×J , die wir als die Frobenius-Norm bezeichnen. Wir
notieren die Frobenius-Norm einer Matrix X ∈ KI×J als ‖X‖F .

Der entscheidende Vorteil der Frobenius-Norm besteht darin, dass sich die Frobenius-
Norm der Gesamtmatrix direkt aus den Frobenius-Normen der Teilmatrizen zusammen-
setzen lässt:

Lemma 5.2 (Globale Frobenius-Norm) Sei TI×J ein Blockbaum mit Blattmenge
LI×J . Dann gilt

‖X‖F =

 ∑
b=(t,s)∈LI×J

‖X|t̂×ŝ‖
2
F

1/2

für alle X ∈ KI×J .
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5 Norm- und Fehlerabschätzungen

Beweis. Aus Folgerung 2.22 wissen wir, dass die Bewertungen der Blätter des Block-
baums TI×J eine disjunkte Partition der Menge I × J bilden. Also gilt

‖X‖2F =
∑
i∈I

∑
j∈J
|Xij |2 =

∑
b=(t,s)∈LI×J

∑
i∈t̂

∑
j∈ŝ
|Xij |2 =

∑
b=(t,s)∈LI×J

‖X|t̂×ŝ‖
2
F ,

und das ist auch schon die gesuchte Gleichung.

Mit Hilfe dieses einfachen Lemmas lassen sich globale Fehlerabschätzungen einfach
gewinnen. Als Beispiel untersuchen wir den Fall einer Matrix, die aus der Auswertung
einer Kernfunktion

g : Ω× Ω→ K, K ∈ {R,C}

in Punkten (xi)i∈I und (yj)j∈J in Ω entsteht: G ∈ KI×J ist definiert durch

Gij := g(xi, yj) für alle i ∈ I, j ∈ J .

Um diese Matrix durch eine H-Matrix zu approximieren, wählen wir Clusterbäume TI
und TJ sowie einen passenden zulässigen Blockbaum TI×J . Für jedes zulässige Blatt
b = (t, s) ∈ L+

I×J gehen wir davon aus, dass eine entartete Kernfunktion

g̃b(x, y) =
k∑
ν=1

ab,ν(x)b̄b,ν(y) für alle x ∈ Ωt, y ∈ Ωs

existiert, die die ursprüngliche Kernfunktion hinreichend gut approximiert, also

‖g − g̃b‖∞,Ωt×Ωs ≤ ε für alle b ∈ L+
I×J

mit einem geeigneten ε ∈ R≥0 erfüllt (vgl. (3.10) für die Abschätzung im Fall der Inter-

polation). Wie zuvor definieren wir die Approximation eines Matrixblocks G̃|t̂×ŝ durch

G̃ij := g̃b(xi, yj) =
k∑
ν=1

ab,ν(xi)︸ ︷︷ ︸
=:Ab,iν

b̄b,ν(yj)︸ ︷︷ ︸
=:B̄b,jν

= (AB∗)ij für alle i ∈ t̂, j ∈ ŝ

und haben unsere H-Matrix-Approximation konstruiert.

Lemma 5.3 (Frobenius-Norm des Fehlers) Es gilt

‖G|t̂×ŝ − G̃|t̂×ŝ‖F ≤ (#t̂)1/2(#ŝ)1/2ε für alle b = (t, s) ∈ L+
I×J

und damit

‖G− G̃‖F ≤ (#I)1/2(#J )1/2ε.
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5.2 Spektralnorm

Beweis. Mit der Definition der Frobenius-Norm erhalten wir direkt

‖G|t̂×ŝ − G̃|t̂×ŝ‖
2
F =

∑
i∈t̂

∑
j∈ŝ
|Gij − G̃ij |2 =

∑
i∈t̂

∑
j∈ŝ
|g(xi, yj)− g̃b(xi, yj)|2

≤
∑
i∈t̂

∑
j∈ŝ

ε2 = (#t̂)(#ŝ)ε2.

Mit Lemma 5.2 folgt daraus

‖G− G̃‖2F =
∑

b=(t,s)∈L+
I×J

‖G|t̂×ŝ − G̃|t̂×ŝ‖
2
F ≤

∑
b=(t,s)∈L+

I×J

(#t̂)(#ŝ)ε2. (5.1)

Da nach Folgerung 2.22 die Mengen t̂× ŝ für (t, s) ∈ LI×J eine disjunkte Partition der
Menge I × J bilden, erhalten wir

‖G− G̃‖2F ≤
∑

b=(t,s)∈L+
I×J

(#t̂)(#ŝ)ε2 = ε2
∑

b=(t,s)∈L+
I×J

#(t̂× ŝ)

= ε2#
⋃

b=(t,s)∈L+
I×J

t̂× ŝ ≤ ε2#(I × J ) = ε2(#I)(#J ).

Die gewünschte Abschätzung folgt, indem wir die Wurzel aus beiden Seiten dieser Un-
gleichung ziehen.

5.2 Spektralnorm

In vielen Anwendungen sind wir eher an induzierten Matrixnormen interessiert, weil sie
es uns ermöglichen, Aussagen über die

”
Wirkung“ einer Matrix auf Vektoren zu treffen.

Eine der wichtigsten solchen Normen ist die Spektralnorm, die von der euklidischen Norm
induziert wird.

Definition 5.4 (Spektralnorm) Die Abbildung

‖ · ‖2 : KI×J → R≥0, X 7→ sup

{
‖Xy‖2
‖y‖2

: y ∈ KJ \ {0}
}
,

ist eine Norm auf dem Raum KI×J , die wir als die Spektralnorm bezeichnen. Wir
notieren die Spektralnorm einer Matrix X ∈ KI×J als ‖X‖2.

Die Spektralnorm ist mit der euklidischen Norm verträglich, es gilt nämlich

‖Xy‖2 ≤ ‖X‖2‖y‖2 für alle X ∈ KI×J , y ∈ KJ , (5.2)

falls also X der Fehler einer H-Matrix-Approximation ist, beschreibt ‖X‖2, wie sehr
Matrix-Vektor-Produkte mit der Approximation von solchen mit der ursprünglichen Ma-
trix abweichen.
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5 Norm- und Fehlerabschätzungen

Die Abschätzung lässt sich auf Produkte von Matrizen übertragen: Indem wir (5.2) in
die Definition der Spektralnorm einsetzen, erhalten wir

‖XY‖2 ≤ ‖X‖2‖Y‖2 für alle X ∈ KI×J , Y ∈ KJ×K. (5.3)

In vielen Anwendungsfällen sind wir daran interessiert, ein lineares Gleichungssystem

Gx = b

zu lösen, müssen aber aus Gründen der Effizienz die Matrix durch eine Approximation
G̃ ersetzen, so dass wir das gestörte System

G̃x̃ = b

lösen, das in der Regel eine andere Lösung besitzen wird. Damit stellen sich uns zwei
Fragen: Falls G regulär ist, ist es dann auf G̃? Und falls ja, wie sehr unterscheiden sich
die exakte Lösung x und die Näherung x̃?

Offenbar hängen die Antworten auf beide Fragen davon ab, wie
”
nahe“ sich G und G̃

in einem geeigneten Sinn sind. Der naheliegende Ansatz, einfach ‖G−G̃‖2 als Ausgangs-
punkt zu verwenden, ist wenig elegant, denn er berücksichtigt nicht, dass die Matrix G
unterschiedliche Vektoren sehr unterschiedlich beeinflussen kann. Geschickter ist es, die
Größe

‖G−1(G− G̃)‖2 = ‖I−G−1G̃‖2
zu untersuchen. Wir verwenden dazu die Neumannsche Reihe:

Lemma 5.5 (Neumannsche Reihe) Sei X ∈ KI×I mit ‖X‖2 < 1 gegeben. Dann ist
I−X regulär und es gilt

‖(I−X)−1‖2 ≤
1

1− ‖X‖2
. (5.4)

Beweis. Wir untersuchen die Matrizen

Y(m) :=
m∑
k=0

Xk für alle m ∈ N0.

Durch Kombination der Abschätzung (5.3) mit der geometrischen Summenformel erhal-
ten wir

m∑
k=0

‖Xk‖2 ≤
m∑
k=0

‖X‖k2 =
1− ‖X‖m+1

2

1− ‖X‖2
≤ 1

1− ‖X‖2
,

also ist die Neumannsche Reihe

Y = lim
m→∞

Y(m) =
∞∑
k=0

Xk (5.5)

absolut summierbar, damit insbesondere auch summierbar, und erfüllt

‖Y‖2 ≤
1

1− ‖X‖2
.
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5.2 Spektralnorm

Nun ist zu zeigen, dass Y die Inverse der Matrix I−X ist. Dazu untersuchen wir

(I−X)Y(m) =
m∑
k=0

Xk −
m∑
k=0

Xk+1 =
m∑
k=0

Xk −
m+1∑
k=1

Xk = I−Xm+1. (5.6)

Wieder mit (5.3) erhalten wir

lim
m→∞

‖Xm+1‖2 ≤ lim
m→∞

‖X‖m+1
2 = 0,

also folgt (I−X)Y = I, indem wir in (5.6) zu dem Grenzwert für m→∞ übergehen.

Die Neumannsche Reihe (5.5) wird nicht nur für theoretische Untersuchungen ein-
gesetzt, sondern kann auch verwendet werden, um Lösungsverfahren für lineare Glei-
chungssysteme zu entwickeln.

Wir sind allerdings zunächst daran interessiert, mit ihrer Hilfe eine Aussage über die
Lösbarkeit gestörter Gleichungssysteme herzuleiten:

Folgerung 5.6 (Gestörtes Gleichungssystem) Seien G, G̃ ∈ KI×I gegeben. Sei G
regulär und gelte

‖G−1(G− G̃)‖2 < 1.

Dann ist auch G̃ regulär und für jedes b ∈ KI \ {0} erfüllen die Lösungen x, x̃ ∈ KI
der Gleichungssysteme

Gx = b, G̃x̃ = b

die Abschätzung

‖x− x̃‖2
‖x‖2

≤ ‖G−1(G− G̃)‖2
1− ‖G−1(G− G̃‖2)

.

Beweis. Wir wenden Lemma 5.5 auf

X := G−1(G− G̃) = I−G−1G̃

an und erhalten die Aussage, dass

I−X = G−1G̃

regulär ist, also muss auch G̃ regulär sein. Es folgt

x− x̃ = G−1G̃x̃− x̃ = −(I−G−1G̃)x̃ = −Xx̃ = −XG̃−1Gx = −X(I−X)−1x,

so dass wir mit (5.3) und (5.4) die Abschätzung

‖x− x̃‖2 ≤ ‖X‖2‖(I−X)−1‖2‖x‖2 ≤
‖X‖2

1− ‖X‖2
‖x‖2

erhalten, aus der unser Ergebnis folgt.
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Die für diese Aussage relevante Größe können wir mit (5.3) nach oben abschätzen, um

‖G−1(G− G̃)‖2 ≤ ‖G−1‖2‖G− G̃‖2 ≤ ‖G−1‖2‖G‖2
‖G− G̃‖2
‖G‖2

= κ2(G)
‖G− G̃‖2
‖G‖2

,

zu erhalten. Sie kann also beschränkt werden durch das Produkt aus der Konditionszahl
des ungestörten Gleichungssystems und dem relativen Fehler der Matrix.

Um Aussagen darüber treffen zu können, wie gut die Lösung des approximierten Glei-
chungssystems die exakte Lösung annähert, benötigen wir also eine Abschätzung der
Spektralnorm.

Lemma 5.7 (Darstellung per Skalarprodukt) Sei X ∈ KI×J . Dann gilt

‖X‖2 = sup

{
|〈y,Xz〉2|
‖y‖2‖z‖2

: y ∈ KI \ {0}, z ∈ KJ \ {0}
}
.

Beweis. Für alle y ∈ KI \ {0} und z ∈ KJ \ {0} folgt aus der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

|〈y,Xz〉2|
‖y‖2‖z‖2

≤ ‖y‖2‖Xz‖2
‖y‖2‖z‖2

≤ ‖y‖2‖X‖2‖z‖2
‖y‖2‖z‖2

= ‖X‖2.

Umgekehrt können wir für jeden Vektor z ∈ KJ mit Xz 6= 0 auch y := Xz setzen und
erhalten

|〈y,Xz〉2|
‖y‖2‖z‖2

=
|〈Xz,Xz〉2|
‖y‖2‖Xz‖2

=
‖Xz‖22
‖z‖2‖Xz‖2

=
‖Xz‖2
‖z‖2

,

also folgt auch

sup

{
|〈y,Xz〉2|
‖y‖2‖z‖2

: y ∈ KI \ {0}, z ∈ KJ \ {0}
}
≥ sup

{
‖Xz‖2
‖z‖2

: z ∈ KJ \ {0}
}
,

und damit die gesuchte Gleichung.

Die etwa in Folgerung 5.6 benötigte Abschätzung der Spektralnorm lässt sich beson-
ders einfach auf dem Umweg über die bereits diskutierte Frobeniusnorm gewinnen:

Lemma 5.8 (Spektral- und Frobeniusnorm) Es gilt

‖X‖2 ≤ ‖X‖F ≤
√

#J ‖X‖2 für alle X ∈ KI×J .

Beweis. Sei X ∈ KI×J . Wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an, um für Vek-
toren y ∈ KI und z ∈ KJ die Abschätzung

|〈y,Xz〉2| =

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈I

∑
j∈J

ȳiXijzj

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
i∈I

∑
j∈J
|Xij |2

1/2∑
i∈I

∑
j∈J
|yi|2 |zj |2

1/2

= ‖X‖F ‖y‖2‖z‖2
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zu erhalten. Aus Lemma 5.7 folgt die erste Abschätzung ‖X‖2 ≤ ‖X‖F .
Zum Nachweis der zweiten Abschätzung definieren wir die kanonischen Einheitsvek-

toren ej ∈ KJ durch

ejk :=

{
1 falls j = k,

0 ansonsten
für alle j, k ∈ J

und stellen fest, dass

‖Xej‖22 =
∑
i∈I
|(Xej)i|2 =

∑
i∈I

∣∣∣∣∣∑
k∈J

Xike
j
k

∣∣∣∣∣
2

=
∑
i∈I
|Xij |2

und damit auch

‖X‖2F =
∑
j∈J

∑
i∈I
|Xij |2 =

∑
j∈J
‖Xej‖22 ≤

∑
j∈J
‖X‖22‖ej‖22 = (#J )‖X‖22

gilt. Damit ist die gewünschte Normäquivalenz bewiesen.

Indem wir Lemma 5.8 mit Lemma 5.2 kombinieren, können wir eine Fehlerabschätzung
in der Spektralnorm konstruieren, falls uns blockweise Abschätzungen in der Frobenius-
norm zur Verfügung stehen. Handlicher wäre es natürlich, wenn wir ausschließlich mit
Abschätzungen der Spektralnorm arbeiten könnten. Als ersten Versuch beweisen wir die
folgende Variante des Lemmas 5.8:

Lemma 5.9 (Globale Spektralnorm) Sei TI×J ein Blockbaum, und seien LI×J sei-
ne Blätter. Dann gilt

‖X‖2 ≤

 ∑
b=(t,s)∈LI×J

‖X|t̂×ŝ‖
2
2

1/2

für alle X ∈ KI×J .

Beweis. Wir verwenden wieder Lemma 5.7: Seien y ∈ KI und z ∈ KJ gegeben. Dank
Folgerung 2.22 gilt

|〈y,Xz〉2| =

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈I

∑
j∈J

ȳiXijzj

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

b=(t,s)∈LI×J

∑
i∈t̂

∑
j∈J

ȳiXijzi

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

b=(t,s)∈LI×J

〈y|t̂,X|t̂×ŝz|ŝ〉2

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

b=(t,s)∈LI×J

‖y|t̂‖2‖X|t̂×ŝ‖2‖z|ŝ‖2.

Auf diese Summe wenden wir wieder die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an, um

|〈y,Xz〉2| ≤

 ∑
b=(t,s)∈LI×J

‖X|t̂×ŝ‖
2
2

1/2 ∑
b=(t,s)∈LI×J

‖y|t̂‖
2
2‖z|ŝ‖22

1/2
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zu erhalten. Der erste Faktor ist bereits der gewünschte, zur Abschätzung des zweiten
verwenden wir erneut Folgerung 2.22, die∑
b=(t,s)∈LI×J

‖y|t̂‖
2
2‖z|ŝ‖22 =

∑
b=(t,s)∈LI×J

∑
i∈t̂

∑
j∈ŝ
|yi|2|zj |2 =

∑
i∈I

∑
j∈J
|yi|2|zj |2 = ‖y‖22‖z‖22

impliziert. Insgesamt erhalten wir

|〈y,Xz〉2| ≤

 ∑
b=(t,s)∈LI×J

‖X|t̂×ŝ‖
2
2

1/2

‖y‖2‖z‖2,

und aus Lemma 5.7 folgt die gesuchte Abschätzung.

Diese Abschätzung der Spektralnorm ist zwar relativ handlich, aber auch häufig sehr
pessimistisch: Würden wir beispielsweise die Einheitsmatrix aus Kn×n als Blockmatrix
mit n × n einelementigen Teilmatrizen behandeln und Lemma 5.9 anwenden, erhielten
wir eine Abschätzung der Form 1 = ‖I‖2 ≤

√
n, die offenbar den korrekten Wert deutlich

überschätzt.

Ein modifizierter Ansatz zur Abschätzung der Spektralnorm findet sich in der grundle-
genden Arbeit [17]: Falls der Blockbaum schwachbesetzt ist (vgl. Definition 2.24), können
wir die Summe über alle Blätter durch ein geeignetes Maximum ersetzen und damit
häufig wesentlich bessere obere Schranken finden.

Satz 5.10 (Globale Spektralnorm) Sei X ∈ KI×J . Sei TI×J ein Csp-schwachbe-
setzter Blockbaum mit Blattmenge LI×J . Sei p seine Tiefe, und sei (ε`)

p
`=0 eine Familie

in R≥0, für die

‖X|t̂×ŝ‖2 ≤ ε
1/2
level(t)ε

1/2
level(s) für alle b = (t, s) ∈ LI×J

gilt. Dann folgt

‖X‖2 ≤ Csp

p∑
`=0

ε`.

Beweis. Aus Lemma 2.26 folgt, dass für jeden Block b = (t, s) ∈ TI×J die Beziehungen

level(t) ≤ level(b), level(s) ≤ level(b)

gelten, also sind Voraussetzung und Abschätzung zumindest wohldefiniert.

Für den Beweis verwenden wir erneut Lemma 5.7: Wir fixieren y ∈ KI und z ∈ KJ
und erhalten mit Hilfe von Folgerung 2.22, der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der
Submultiplikativität der Spektralnorm ähnlich wie im vorigen Lemma die Abschätzung

|〈y,Xz〉2| ≤
∑

b=(t,s)∈LI×J

‖X|t̂×ŝ‖2‖y|t̂‖2‖z|ŝ‖2.
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An dieser Stelle können wir nun unsere Voraussetzung anwenden, um

|〈y,Xz〉2| ≤
∑

b=(t,s)∈LI×J

ε
1/2
level(t)‖y|t̂‖2ε

1/2
level(s)‖z|ŝ‖2

zu erhalten. Eine Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf diese Summe ergibt

|〈y,Xz〉2| ≤

 ∑
b=(t,s)∈LI×J

εlevel(t)‖y|t̂‖
2
2

1/2 ∑
b=(t,s)∈LI×J

εlevel(s)‖z|ŝ‖22

1/2

, (5.7)

und da beide Faktoren ähnlich sind, beschränken wir uns darauf, den ersten zu analy-
sieren. Da TI×J Csp-schwachbesetzt ist, finden wir∑

b=(t,s)∈LI×J

εlevel(t)‖y|t̂‖
2
2 =

∑
t∈TI

∑
s∈row(t)

εlevel(t)‖y|t̂‖
2
2 ≤ Csp

∑
t∈TI

εlevel(t)‖y|t̂‖
2
2.

Wir zerlegen den Clusterbaum TI in seine einzelnen Stufen und erhalten dank Lem-
ma 2.19 die Abschätzung

∑
b=(t,s)∈LI×J

εlevel(t)‖y|t̂‖
2
2 ≤ Csp

∑
t∈TI

εlevel(t)‖y|t̂‖
2
2 = Csp

pI∑
`=0

ε`
∑
t∈TI

level(t)=`

‖y|t̂‖
2
2

= Csp

pI∑
`=0

ε`
∑
t∈TI

level(t)=`

∑
i∈t̂

|yi|2 ≤ Csp

pI∑
`=0

ε`
∑
i∈I
|yi|2

= Csp‖y‖22
pI∑
`=0

ε` ≤ Csp‖y‖22
p∑
`=0

ε`,

wobei wir mit pI ≤ p wieder die Tiefe des Clusterbaums TI bezeichnen. Mit der zweiten
Summe in (5.7) können wir ähnlich verfahren und erhalten

|〈y,Xz〉2| ≤ Csp‖y‖2‖z‖2
p∑
`=0

ε`,

so dass mit Lemma 5.7 die gewünschte Aussage folgt.

Falls wir beispielsweise den Fehler in jedem Block durch ε ∈ R>0 beschränken können,
folgt aus dieser Abschätzung bereits die Schranke Csp(p+ 1)ε für den Gesamtfehler.

Um diese Normabschätzung mit der aus Lemma 5.9 vergleichen zu können, bietet es
sich an, eine etwas eingeschränkte Variante zu untersuchen:

Folgerung 5.11 (Globale Spektralnorm) Sei der Blockbaum Csp-schwachbesetzt so-
wie stufentreu, es gelte also

level(b) = level(t) = level(s) für alle b = (t, s) ∈ TI×J .
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Sei p die Tiefe dieses Baums. Dann folgt

‖X‖2 ≤ Csp

p∑
`=0

max{‖X|t̂×ŝ‖2 : b = (t, s) ∈ LI×J , level(b) = `} für alle X ∈ KI×J .

Beweis. Wir definieren

ε` := max{‖X|t̂×ŝ : b = (t, s) ∈ LI×J , level(b) = `} für alle ` ∈ {0, . . . , p}

und wenden Satz 5.10 an.

5.3 Anwendung auf Integraloperatoren

Die bisher diskutierten Abschätzungen verhalten sich ungünstig, wenn die Anzahl der
Unbekannten wächst: Etwa in Lemma 5.3 gehen #I und #J in die Abschätzung ein und
führen dazu, dass die Norm um so größer wird, je mehr Unbekannte vorliegen, obwohl
die zugrundeliegende Approximation der Kernfunktion dieselbe bleibt.

Für eine wichtige Klasse von Problemen lässt sich dieser Effekt ausgleichen: Bei Ma-
trizen, die aus der Diskretisierung eines Integraloperators entstehen, treten zusätzliche
Faktoren auf, die bei einer Erhöhung der Anzahl der Unbekannten die Gewichtung des
Fehlers günstig beeinflussen und so zu besseren Abschätzungen als den bisher diskutier-
ten führen.

Als Modellbeispiel untersuchen wir die Galerkin-Diskretisierung eines Integralopera-
tors (vgl. etwa [22, 31, 32]) der Form

G[u](x) :=

∫
Ω
g(x, y)u(y) dy,

wobei Ω ein Teilgebiet oder eine Teilmannigfaltigkeit des d-dimensionalen Raums Rd, g
eine Kernfunktion und u eine Funktion aus einem geeigneten Raum V ⊆ L2(Ω), für die
das Integral in einem geeigneten Sinne existiert (Details finden sich in den erwähnten
Büchern).

Für die Galerkin-Diskretisierung wählen wir eine Familie (ϕi)i∈I von linear un-
abhängigen Funktionen aus V, also eine Basis eines Unterraums von V. Das diskrete
Gegenstück dieses Operators ist die Matrix G ∈ KI×I , die durch

Gij :=

∫
Ω
ϕ̄i(x)

∫
Ω
g(x, y)ϕj(y) dy dx für alle i, j ∈ I (5.8)

definiert ist. In der Praxis wählt man die Basis (ϕi)i∈I häufig so, dass die Träger der
Basisfunktionen, also die durch

suppϕi := {x ∈ Ω : ϕi(x) 6= 0} für alle i ∈ I

definierten Teilmengen von Ω, relativ klein sind. Wir kürzen sie mit

Ωi := suppϕi für alle i ∈ I
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ab. Da der Integrand außerhalb dieser Gebiete verschwindet, erhalten wir die alternative
Darstellung

Gij =

∫
Ωi

ϕ̄i(x)

∫
Ωj

g(x, y)ϕj(y) dy dx,

die uns an die bisher untersuchten Punktauswertungen erinnert: Statt die Kernfunktion
in Punkten auszuwerten bilden wir bei der Galerkin-Diskretisierung Mittelwerte über
kleine Teilgebiete.

Die bisher verwendeten Approximationstechniken übertragen sich direkt auf diesen
Fall: Wir wählen für jedes i ∈ I einen

”
charakteristischen Punkt“ xi ∈ Ωi und konstru-

ieren den Clusterbaum TI so wie bisher (vgl. Abbildungen 2.2 und 2.3). Wir führen die
Mengen

Ωt :=
⋃
i∈t̂

Ωi für alle t ∈ TI

ein und konstruieren die überdeckenden Quader (Qt)t∈TI so, dass sie

Ωt ⊆ Qt für alle t ∈ TI

erfüllen. Mit Hilfe der üblichen Zulässigkeitsbedingungen, etwa (3.12) oder (4.3), können
wir basierend auf diesen Quadern einen zulässigen Blockbaum TI×I konstruieren.

Falls nun b = (t, s) ∈ LI×I ein zulässiges Blatt dieses Baums ist, können wir wie
bisher eine Approximation

g̃b(x, y) =
k∑
ν=1

ab,ν(x)b̄b,ν(y) für alle x ∈ Ωt, y ∈ Ωs (5.9)

der Kernfunktion konstruieren und erhalten für i ∈ t̂ und j ∈ ŝ die Näherung

Gij =

∫
Ωi

ϕ̄i(x)

∫
Ωj

g(x, y)ϕj(y) dy dx

≈
∫

Ωi

ϕ̄i(x)

∫
Ωj

g̃b(x, y)ϕj(y) dy dx

=

k∑
ν=1

∫
Ωi

ab,ν(x)ϕ̄i(x) dx

∫
Ωj

b̄b,ν(y)ϕj(y) dy.

Indem wir Ab ∈ Kt̂×k und Bb ∈ Kŝ×k durch

Ab,iν :=

∫
Ωi

ab,ν(x)ϕ̄i(x) dx für alle i ∈ t̂, ν ∈ {1, . . . , k},

Bb,jν :=

∫
Ωj

bb,ν(y)ϕ̄j(y) dy für alle j ∈ ŝ, ν ∈ {1, . . . , k}

definieren erhalten wir daraus die Rang-k-Approximation

G|t̂×ŝ = AbB
∗
b .
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Die Konstruktion ist also der sehr ähnlich, die wir bisher für Punktauswertungen ken-
nengelernt haben. Aus diesen Teilmatrizen können wir in der üblichen Weise eine H-
Matrix-Approximation G̃ ∈ KI×I konstruieren, indem wir

G̃|t̂×ŝ =

{
AbB

∗
b falls b zulässig,

G|t̂×ŝ ansonsten
für alle b = (t, s) ∈ LI×I

setzen und Folgerung 2.22 verwenden.
Bei der Fehleranalyse ergeben sich allerdings subtile Unterschiede: Wir führen für jedes

t ∈ TI den Koeffizientenisomorphismus

Ψt : Kt̂ → V, u 7→
∑
i∈t̂

uiϕi,

ein und bezeichnen mit Ψ den zu der Wurzel r ∈ TI gehörenden Isomorphismus Ψr. Für
beliebige t, s ∈ TI und v ∈ Kt̂ sowie u ∈ Kŝ gilt die Gleichung

〈v,Gu〉2 =
∑
i∈t̂

∑
j∈ŝ

v̄iGijuj

=
∑
i∈t̂

∑
j∈ŝ

∫
Ω
v̄iϕ̄i(x)

∫
Ω
g(x, y)ujϕj(y) dy dx

=

∫
Ω

∑
i∈t̂

viϕi(x)

∫
Ω
g(x, y)

∑
j∈ŝ

ujϕj(y)

 dy dx

=

∫
Ω

Ψt[v](x)

∫
Ω
g(x, y)Ψs[u](y) dy dx, (5.10)

also können wir Skalarprodukte mit der Matrix G auf Doppelintegrale zurückführen.
Um aus dieser Eigenschaft Fehlerabschätzungen gewinnen zu können, benötigen wir

eine Stabilitätskonstante für die Operatoren Ψt.

Lemma 5.12 (Massematrix) Wir definieren durch

Mij :=

∫
Ω
ϕ̄i(x)ϕj(x) dx für alle i, j ∈ I

die Massematrix M ∈ KI×I , und bezeichnen mit Cfe := ‖M‖2 ihre Spektralnorm. Dann
gilt

‖Ψt[u]‖L2 ≤ C1/2
fe ‖u‖2 für alle t ∈ TI , u ∈ Kt̂.

Beweis. Sei t ∈ TI , und sei u ∈ Kt̂. Dann gilt

‖Ψt[u]‖2L2 =

∫
Ω

Ψt[u](x)Ψt[u](x) dx =
∑
i∈t̂

∑
j∈t̂

∫
Ω
ūiϕ̄i(x)ujϕj(x) dx
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=
∑
i∈t̂

∑
j∈t̂

ūiMijuj = 〈u,M|t̂×t̂u〉2 ≤ ‖u‖2‖M|t̂×t̂u‖2.

Wir definieren û ∈ KI durch û|t̂ = u und û|I\t̂ = 0 und erhalten

‖M|t̂×t̂u‖2 = ‖M|t̂×Iû‖2 ≤ ‖Mû‖2 ≤ Cfe‖û‖2 = Cfe‖u‖2,

und daraus folgt ‖Ψt[u]‖2L2 ≤ Cfe‖u‖22, also die gewünschte Abschätzung.

Indem wir dieses Resultat mit (5.10) kombinieren können wir eine obere obere Schran-
ke für den blockweisen Fehler in der Spektralnorm erhalten, die statt #t̂ und #ŝ die
Maße

|Ωt| :=
∫

Ωt

1 dx, |Ωs| :=
∫

Ωs

1 dy

enthält, und diese Größen sind unabhängig von der Anzahl der Unbekannten.

Lemma 5.13 (Blockweiser Fehler) Sei b = (t, s) ∈ L+
I×J ein zulässiges Blatt des

Blockbaums TI×J . Sei εb ∈ R≥0 mit

|g(x,y)− g̃b(x,y)| ≤ εb für alle x ∈ Qt, y ∈ Qs

gegeben. Dann gilt

‖G|t̂×ŝ −AbB
∗
b‖2 ≤ Cfe|Ωt|1/2|Ωs|1/2εb.

Beweis. Wir verwenden wieder Lemma 5.7. Seien v ∈ Kt̂ und u ∈ Kŝ fixiert. Indem wir
(5.10) auf G|t̂×ŝ und G̃|t̂×ŝ = AbB

∗
b anwenden, erhalten wir

|〈v, (G− G̃)|t̂×ŝu〉2| = |〈v,G|t̂×ŝu〉2 − 〈v,AbB
∗
bu〉2|

=

∣∣∣∣∫
Ωt

Ψt[v](x)

∫
Ωs

g(x, y)Ψs[u](y) dy dx

−
∫

Ωt

Ψt[v](x)

∫
Ωs

g̃b(x, y)Ψs[u](y) dy dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ωt

Ψt[v](x)

∫
Ωs

(g(x, y)− g̃b(x, y))Ψs[u](y) dy dx

∣∣∣∣
≤ εb

∫
Ωt

|Ψt[v](x)| dx
∫

Ωs

|Ψs[u](y)| dy.

Hier treten nun die L1-Normen der Funktionen Ψt[v] und Ψs[u] auf, die wir mit Hilfe der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung (diesmal für Integrale) auf die L2-Normen zurückführen
können, die sich mit Lemma 5.12 abschätzen lassen:∫

Ωt

|Ψt[v](x)| dx =

∫
Ωt

1|Ψt[v](x)| dx ≤
(∫

Ωt

1 dx

)1/2(∫
Ωt

|Ψt[v](x)|2 dx
)1/2
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5 Norm- und Fehlerabschätzungen

= |Ωt|1/2‖Ψt[v]‖L2 ≤ C1/2
fe |Ωt|1/2‖v‖2.

Insgesamt erhalten wir so

|〈v, (G− G̃)|t̂×ŝu〉2| ≤ Cfe|Ωt|1/2|Ωs|1/2εb‖v‖2‖u‖2,

und mit Lemma 5.7 folgt die gewünschte Ungleichung.

Wenn wir diese blockweisen Fehlerabschätzungen mit Hilfe des Lemmas 5.9 zu
Abschätzungen der gesamten Matrix zusammensetzen wollen, müssen wir untersuchen,
wie sich die Maße |Ωt| und |Ωs| aufaddieren. Entscheidend dafür ist, wie oft einzelne
Punkte in den Trägern von Basisfunktionen auftreten.

Definition 5.14 (Überlappende Träger) Sei Cov ∈ N. Die Familie (ϕi)i∈I der Ba-
sisfunktionen nennen wir Cov-überlappend, falls

#{i ∈ I : x ∈ suppϕi} ≤ Cov für alle x ∈ Ω

gilt, falls also jeder Punkt x ∈ Ω in den Trägern von höchstens Cov Basisfunktionen
vorkommt.

Mit Hilfe der Konstanten Cov können wir die gesuchte Abschätzung beweisen:

Lemma 5.15 (Überlappende Träger) Sei (ϕi)i∈I Cov-überlappend. Dann gelten∑
i∈I
|Ωi| ≤ Cov|Ω|,

∑
b=(t,s)∈LI×J

|Ωt||Ωs| ≤ C2
ov|Ω|2.

Beweis. Wir definieren die Abbildungen

χi : Ω→ R, x 7→

{
1 falls x ∈ Ωi,

0 ansonsten

und stellen fest, dass∑
i∈I

χi(x) = {i ∈ I : x ∈ Ωi} ≤ Cov für alle x ∈ Ω

gilt, so dass wir∑
i∈I
|Ωi| =

∑
i∈I

∫
Ωi

1 dx =
∑
i∈I

∫
Ω
χi(x) dx =

∫
Ω

∑
i∈I

χi(x) dx ≤
∫

Ω
Cov dx = Cov|Ω|

erhalten. Aus

|Ωt| =

∣∣∣∣∣∣
⋃
i∈t̂

Ωi

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
i∈t̂

|Ωi|

und Folgerung 2.22 ergibt sich die zweite Abschätzung.

Aus der Kombination der Lemmas 5.13, 5.9 und 5.15 ergibt sich eine Fehler-
abschätzung, die nicht mehr von der Anzahl der Unbekannten abhängt:
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5.3 Anwendung auf Integraloperatoren

Lemma 5.16 (Globale Spektralnorm) Sei (ϕi)i∈I Cov-überlappend und gelte

|g(x,y)− g̃b(x,y)| ≤ ε für alle b = (t, s) ∈ L+
I×J , x ∈ Qt, y ∈ Qs.

Dann folgt
‖G− G̃‖2 ≤ CfeCov|Ω|ε.

Beweis. Für jedes zulässige Blatt b = (t, s) ∈ L+
I×J erhalten wir mit Lemma 5.13 die

Abschätzung
‖G|t̂×ŝ − G̃|t̂×ŝ‖2 ≤ Cfe|Ωt|1/2|Ωs|1/2ε.

Für unzulässige Blätter gilt diese Abschätzung ohnehin, da bei ihnen keine Approxima-
tion stattfindet. Also können wir Lemma 5.9 anwenden, um

‖G− G̃‖2 ≤

 ∑
b=(t,s)∈LI×J

C2
fe|Ωt| |Ωs| ε2

1/2

= Cfeε

 ∑
b=(t,s)∈LI×J

|Ωt| |Ωs|

1/2

zu erhalten. Dank Lemma 5.15 lässt sich die Summe durch C2
ov|Ω|2 abschätzen, um das

gewünschte Resultat zu erreichen.

Auf den ersten Blick ist diese Fehlerabschätzung sehr befriedigend: Außer ε treten nur
Konstanten auf, und ε lässt sich durch Wahl einer hinreichend guten Approximation der
Kernfunktion beliebig reduzieren.

Auf den zweiten Blick entdeckt man eine versteckte Abhängigkeit: Wenn wir g mit Hil-
fe einer Tensor-Interpolation approximieren, erhalten wir die Fehlerabschätzung (3.10)
der Form

‖g − g̃b‖∞,Qt×Qs ≤
C(m)

dist(Qt, Qs)σ

(c0η

4

)m+1
.

Aus der Zulässigkeitsbedingung (4.3) folgt

diam(Qt) diam(Qs) ≤ η2 dist2(Qt, Qs),

√
diam(Qt) diam(Qs)

η
≤ dist(Qt, Qs)

und somit

‖g − g̃b‖∞,Qt×Qs ≤ εb :=
C(m)ησ

diam(Qt)σ/2 diam(Qs)σ/2

(c0η

4

)m+1
.

Die Interpolation wird auf kleinen Blöcken also einen größeren Fehler als auf großen
aufweisen.

Glücklicherweise haben wir in Lemma 5.13 Faktoren erhalten, die diesem un-
erwünschten Effekt entgegenwirken: Es gilt

‖G|t̂×ŝ −AbB
∗
b‖2 ≤ Cfe|Ωt|1/2|Ωs|1/2εb

≤ CfeC(m)ησ
(

|Ωt|
diam(Qt)σ

)1/2( |Ωs|
diam(Qs)σ

)1/2 (c0η

4

)m+1
,
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5 Norm- und Fehlerabschätzungen

wir dürfen also darauf hoffen, dass bei kleinen Clustern t das Maß |Ωt| so klein wird,
dass es den von der Singularität der Kernfunktion verursachten Faktor diam(Qt)

−σ

ausgleichen kann. Für geeignete Geometrien und nicht zu starke Singularitäten ist das
tatsächlich der Fall, und dank Satz 5.10 können wir schließlich für typische Anwendungen
eine Abschätzung der Form

‖G− G̃‖2 ≤ C̃(m)
(c0η

4

)m+1

oder wenigstens der Form

‖G− G̃‖2 ≤ C̃(m)(p+ 1)
(c0η

4

)m+1

mit einem nur von m abhängenden Polynom C̃ und der Tiefe p des Blockbaums erhalten.
Damit ist das Ziel erreicht: Keine oder nur eine schwache Abhängigkeit von der Größe

der Matrix, und exponentielle Konvergenz des Fehlers in Abhängigkeit von m, so dass
sich theoretisch jede gewünschte Genauigkeit erreichen lässt. Praktisch sind wir natürlich
durch die Menge des zur Verfügung stehenden Speichers beschränkt.

Für schwache Singularitätsordnungen lässt sich eine noch bessere Abschätzung kon-
struieren, wenn wir die Interpolationsordnung abhängig von der Größe des Clusters
wählen. Bei diesen Verfahren variabler Ordnung [30, 12, 13] verwendet man eine hohe
Ordnung auf großen Blöcken und eine niedrige auf kleinen. Dadurch lässt sich erreichen,
dass der Fehler kleiner wird, wenn die Anzahl der Unbekannten wächst. Da es in der
Regel nur wenige große Blöcke gibt, lässt sich der Rechenaufwand bei diesem Ansatz
wesentlich besser als bei einer konstanten Ordnung beherrschen.
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6 Matrix-Arithmetik

In vielen Anwendungen treten Matrizen auf, die nicht explizit beschrieben sind. Bei-
spielsweise ist die Inverse X einer Matrix G durch die Gleichung GX = I definiert, und
uns stehen die einzelnen Koeffizienten Xij nicht unmittelbar zur Verfügung.

Um derartige implizit beschriebenen Matrizen behandeln zu können, müssen wir des-
halb auf andere als die bisher beschriebenen Techniken zurückgreifen. Glücklicherweise
lassen sich wichtige Berechnungen wie

• die der Inversen X = G−1 einer Matrix,

• die ihrer LR-Zerlegung LR = G,

• die der Exponentialfunktion X = exp(G) oder

• das Lösen von Matrixgleichungen AX + XB = C

auf zwei grundlegende Operationen zurückführen, nämlich auf die Addition und Multi-
plikation von Matrizen.

Unser Ziel ist es also, Summen und Produkte hierarchischer Matrizen effizient zu
approximieren. Indem wir die spezielle Struktur dieser Matrizen ausnutzen, können wir
in vielen Fällen sogar erreichen, dass die Anzahl der erforderlichen Rechenoperationen
sich proportional zu n logα n verhält, wobei n die Matrixdimension und α ein (in der
Regel kleiner) Exponent ist.

6.1 Auswertung

Eine der grundlegenden Operationen, die wir mit einer Matrix X durchführen können,
ist die Multiplikation mit einem Vektor y, also die Berechnung von Xy. In der Praxis
tritt diese Berechnung häufig in Form der Operation

z← z + αXy (6.1)

auf, es wird also das Produkt mit einem zusätzlichen Faktor α ∈ K zu einem gege-
benen Vektor z hinzuaddiert, und der Wert dieses Vektors wird mit dem Ergebnis
überschrieben. Derartige Operationen bilden die Grundlage vieler Anwendungen, bei-
spielsweise lässt sich mit Hilfe der sogenannten Krylow-Verfahren das Lösen eines linea-
ren Gleichungssystems auf eine Folge von Matrix-Vektor-Multiplikationen zurückführen
(vgl. [21, 29])

Im Falle einer hierarchischen Matrix können wir wieder einmal auf Folgerung 2.22
zurückgreifen, um zu folgern, dass wir die Operation (6.1) auf verwandte Operationen
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6 Matrix-Arithmetik

für die Blätter des Blockbaums zurückführen können: Wenn wir in einer beliebigen Rei-
henfolge die Operationen

z|t̂ ← z|t̂ + αX|t̂×ŝy|ŝ für alle b = (t, s) ∈ LI×J

durchführen, erhalten wir dasselbe Endergebnis.

Für zulässige Blätter b = (t, s) ∈ L+
I×J verwenden wir die Rang-k-Darstellung

X|t̂×ŝ = AbB
∗
b ,

indem wir lediglich

ŷ← αB∗by|ŝ, z|t̂ ← z|t̂ + Abŷ

berechnen und so nicht mehr als 2k(#t̂+ #ŝ) Rechenoperationen benötigen: k(2(#ŝ)−
1) Operationen für die Berechnung von B∗by|ŝ, k Operationen für dessen Skalierung,
#t̂(2k − 1) Operationen für die Berechnung von Abŷ und #t̂ für die Addition zu dem
Ergebnisvektor.

procedure eval h(α, b, X, y, var z);
(t, s)← b;
if b ∈ L+

I×J then
ŷ← αB∗X,by|ŝ; z|t̂ ← z|t̂ + AX,bŷ

else if b ∈ L−I×J then
z|t̂ ← z|t̂ + αX|t̂×ŝy|ŝ

else
for b′ ∈ sons(b) do

eval h(α, b′, X, y, z)
end for

end if

Abbildung 6.1: Auswertung einer H-Matrix: z← z + αXy

Da die Auswertung der Matrix auch als Bestandteil vieler weiterer Algorithmen auf-
tritt, in denen sie häufig auf Teilmatrizen angewandt wird, organisieren wir sie als den
in Abbildung 6.1 dargestellten rekursiven Algorithmus.

Unter bestimmten Bedingungen kann es auch nützlich sein, die Adjungierte einer
hierarchischen Matrix auswerten zu können, ohne diese Adjungierte zuvor explizit als
hierarchische Matrix konstruieren zu müssen. Wir interessieren uns also für die Operation

z← z + αX∗y,

die sich in der bereits zuvor diskutierten Weise in die blockweisen Teiloperationen

z|ŝ ← z|ŝ + αX|∗
t̂×ŝy|t̂ für alle b = (t, s) ∈ LI×J
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6.1 Auswertung

procedure adjeval h(α, b, X, y, var z);
(t, s)← b;
if b ∈ L+

I×J then
ŷ← αA∗X,by|t̂; z|ŝ ← z|ŝ + BX,bŷ

else if b ∈ L−I×J then
z|ŝ ← z|ŝ + αX|∗

t̂×ŝy|t̂
else

for b′ ∈ sons(b) do
adjeval h(α, b′, X, y, z)

end for
end if

Abbildung 6.2: Auswertung der Adjungierten einer H-Matrix: z← z + αX∗y

zerlegen lässt. In zulässigen Blättern b = (t, s) ∈ LI×J können wir die Rang-k-
Darstellung

X|∗
t̂×ŝ = (AbB

∗
b)
∗ = BbA

∗
b

verwenden, um die Auswertung durch Verwendung der effizienten Form

ŷ← αA∗by|t̂, z|ŝ ← z|ŝ + Bbŷ

zu beschleunigen. Dadurch fallen auch hier nicht mehr als 2k(#t̂+ #ŝ) Rechenoperatio-
nen an.

Auch in diesem Fall ist es eine gute Idee, die einzelnen Blöcke des Blockbaums TI×J
rekursiv zu durchlaufen, um elegant auch mit Teilmatrizen der Matrix X arbeiten zu
können. Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung 6.2 zusammengefasst.

Natürlich sind wir daran interessiert, zu wissen, wie schnell die Auswertung einer
hierarchischen Matrix oder ihrer Adjungierten durchgeführt werden kann:

Lemma 6.1 (Aufwand Auswertung) Sei X in H-Matrix-Darstellung mit lokalem
Rang k, einem Csp-schwachbesetzten zulässigen Blockbaum TI×J der Tiefe p zu Clu-
sterbäumen TI und TJ mit Auflösungen rI und rJ gegeben. Dann benötigen die in
Abbildungen 6.1 und 6.2 dargestellten Algorithmen, aufgerufen mit b0 = (t0, s0) ∈ TI×J ,
nicht mehr als

2Csp(p+ 1− level(b0)) max{k, rI , rJ }(#t̂0 + #ŝ0)

Rechenoperationen. Die Auswertung der gesamten Matrix X oder ihrer Adjungierten
durch Anwendung dieser Algorithmen auf die Wurzel des Baums TI×J benötigt nicht
mehr als

2Csp(p+ 1) max{k, rI , rJ }(#I + #J )

Rechenoperationen.
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6 Matrix-Arithmetik

Beweis. Sei b ∈ LI×J . Falls b zulässig ist, fallen — wie bereits gesehen — nicht mehr als

2k(#t̂+ #ŝ)

Rechenoperationen an.
Falls b unzulässig ist, sind es (#t̂)(2#ŝ − 1) Rechenoperationen für die Berechnung

von X|t̂×ŝy|ŝ und #t̂ Operationen für die Addition. Die Multiplikation mit α können

wir entweder in y oder in z durchführen, so dass sie mit min{#t̂,#ŝ} Operationen zu
Buche schlägt, insgesamt kommen wir also auf

2(#t̂)(#ŝ) + min{#t̂,#ŝ}

Operationen. Da TI×J ein zulässiger Blockbaum ist, muss t oder s ein Blatt sein. Im
ersten Fall schätzen wir den ersten Summanden durch 2rI#ŝ ab und den zweiten durch
#t̂, so dass sich

2rI#ŝ+ #t̂ ≤ 2rI(#t̂+ #ŝ)

ergibt, im zweiten Fall schätzen wir den ersten Summanden durch 2rJ#t̂ und den zweiten
durch #ŝ ab, so dass wir

2rJ#t̂+ #ŝ ≤ 2rJ (#t̂+ #ŝ)

erhalten. Als Schranke für den Gesamtaufwand erhalten wir so

2 max{k, rI , rJ }
∑

b=(t,s)∈sons∗(b0)

#t̂+ #ŝ.

Nun können wir Lemma 2.28 anwenden, um die Anzahl der Rechenoperationen durch

Csp(p+ 1− level(b0)) max{k, rI , rJ }(#t̂+ #ŝ)

abzuschätzen, und das ist das angestrebte Ziel.

6.2 Kürzen auf niedrigen Rang

In der Regel werden bei der Durchführung arithmetischer Operationen Matrizen hohen
Rangs entstehen: Wenn wir zwei Rang-k-Approximationen addieren erhalten wir im
Allgemeinen eine Rang-2k-Matrix, selbst wenn die Summe sich eigentlich auch durch
Rang k approximieren ließe. Unser erstes Ziel sollte also darin bestehen, Verfahren zur
systematischen Berechnung von Approximationen niedrigen Ranges zu entwickeln.

Im Prinzip könnte man dafür die Kreuzapproximation (vgl. Kapitel 4) verwenden.
Allerdings beruht sie auf einer Dreieckszerlegung der betreffenden Matrix, und es ist be-
kannt, dass derartige Zerlegungen bei schlecht konditionierten Problemen zu schlechten
numerischen Eigenschaften führen können.

Numerisch stabiler sind orthogonale Transformationen: Es ist möglich eine beliebige
Matrix mit derartigen Transformationen numerisch stabil auf Diagonalgestalt zu trans-
formieren, und die so definierte Singulärwertzerlegung bietet alle Informationen, die wir
für die Konstruktion von Approximationen benötigen.
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6.2 Kürzen auf niedrigen Rang

Definition 6.2 (Singulärwertzerlegung) Sei X ∈ Kn×m eine beliebige Matrix, und
sei p ≤ min{n,m} ihr Rang, also die Dimension ihres Bilds.

Falls U ∈ Kn×n und V ∈ Km×m orthogonale Matrizen sind und falls Σ =
diag(σ1, . . . , σp, 0, . . . , 0) ∈ Kn×m eine Diagonalmatrix mit reellen monoton fallen-
den Diagonalelementen σ1 ≥ . . . ≥ σp > 0 ist, die

X = UΣV∗ (6.2)

erfüllen, nennen wir (Σ,U,V) eine Singulärwertzerlegung der Matrix X. Die Koeffizi-
enten σ1, . . . , σp bezeichnen wir als Singulärwerte der Matrix X.

Die Singulärwertzerlegung bietet gegenüber der Kreuzapproximation den Vorteil, dass
sie auf orthogonalen Matrizen U und V statt auf Dreiecksmatrizen basiert und deshalb
wesentlich bessere numerische Eigenschaften besitzt.

Bemerkung 6.3 (Berechnung) Für jede Matrix X ∈ Kn×m existiert eine Sin-
gulärwertzerlegung, die sich mit geeigneten Algorithmen [15] in nicht mehr als

Csvdnmmin{n,m}

Operationen bis auf einen Restfehler in Größenordnung der Maschinengenauigkeit be-
rechnen lässt. Die Singulärwerte sind dabei durch (6.2) eindeutig bestimmt.

Die durch

uν,i := Uiν für i, ν ∈ {1, . . . , n},
vν,j := Vjν für j, ν ∈ {1, . . . ,m}

definierten Spaltenvektoren (uν)nν=1 und (vν)mν=1 der orthogonalen Matrizen U und V
bilden orthogonale Basen der Räume Kn und Km.

Mit ihrer Hilfe können wir die Gleichung (6.2) auch in der Form

X =

p∑
ν=1

uνσνv
∗
ν

schreiben, also als Summe von p Rang-1-Matrizen. Diese Darstellung erinnert an die
einer entarteten Kernfunktion (vgl. Definition 3.1), denn auch sie entkoppelt Zeilen und
Spalten der Matrix voneinander.

Da sowohl die Vektoren uν als auch die Vektoren vν orthogonale Basen bilden, liegt
es nahe, zu vermuten, dass alleine die Singulärwerte σν darüber entscheiden, wie wichtig
einzelne Terme dieser Summe für die Gesamtmatrix X sind. Die Singulärwerte sind
absteigend sortiert, so dass es sich anbietet,

X̃ =

k∑
ν=1

uνσνv
∗
ν (6.3)

als Rang-k-Approximation der Matrix X zu verwenden.
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6 Matrix-Arithmetik

Lemma 6.4 (Rang-k-Approximation) Die durch (6.3) definierte Rang-k-Approxi-
mation der Matrix X erfüllt die Fehlergleichungen

‖X− X̃‖2 = σk+1, ‖X− X̃‖F =

(
p∑

ν=k+1

σ2
ν

)1/2

.

Beweis. Wir definieren die Matrix

Σ̃ :=



σ1

. . .

σk
0

. . .

0


= diag(σ1, . . . , σk, 0, . . . , 0) ∈ Rn×m

und erhalten
X̃ = UΣ̃V∗.

Da die euklidische Norm unter orthogonalen Transformationen invariant ist, gilt

‖X− X̃‖2 = ‖U(Σ− Σ̃)V∗‖2 = ‖Σ− Σ̃‖2 = ‖E‖2

mit der Diagonalmatrix

E := Σ− Σ̃ = diag(0, . . . , 0, σk+1, . . . , σp, 0, . . . , 0) ∈ Rn×m.

Da die Singulärwerte absteigend sortiert sind, erhalten wir

‖Ex‖2 =

(
p∑

i=k+1

σ2
i |xi|2

)1/2

≤

(
p∑

i=k+1

σ2
k+1|xi|2

)1/2

= σk+1‖x‖2,

also folgt ‖E‖2 ≤ σk+1. Durch Einsetzen des (k + 1)-ten kanonischen Einheitsvektors
erhalten wir

‖Ee(k+1)‖2 = ‖σk+1e
(k+1)‖2 = σk+1‖e(k+1)‖2,

und somit auch ‖E‖2 ≥ σk+1.
Auch die Frobenius-Norm ist invariant unter orthogonalen Transformationen, so dass

wir direkt

‖X− X̃‖F = ‖Σ− Σ̃‖F = ‖E‖F =

(
p∑

ν=k+1

σ2
ν

)1/2

nachrechnen können.

Mit der Singulärwertzerlegung können wir also nicht nur Rang-k-Approximationen
einer beliebigen Matrix konstruieren, uns steht auch der dabei auftretende Fehler explizit
zur Verfügung.
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6.2 Kürzen auf niedrigen Rang

Das eröffnet uns die Möglichkeit, den Fehler zu steuern: Wir müssen nicht zwingend
mit einem festen Rang k arbeiten, wir können den Rang k auch so wählen, dass die von
uns berechnete Approximation eine gewisse Genauigkeit ε ∈ R>0 erreicht. Verwenden
wir beispielsweise

k := min{ν ∈ {1, . . . , p} : σν ≤ ε} − 1,

so folgt
‖X− X̃‖2 ≤ ε.

Entsprechend erhalten wir für die Frobenius-Norm mit

k := min{ν ∈ {1, . . . , p} : σ2
ν + . . .+ σ2

p ≤ ε2} − 1

die Abschätzung
‖X− X̃‖F ≤ ε.

In der Praxis sind häufig relative Fehlerabschätzungen von Interesse. Aus Lemma 6.4
folgt insbesondere ‖X‖2 = σ1, also ergibt sich aus der Wahl

k := min{ν ∈ {1, . . . , p} : σν ≤ εσ1} − 1,

direkt die relative Fehlerschranke

‖X− X̃‖2 ≤ εσ1 = ε‖X‖2.

Entsprechend gilt ‖X‖F =
√
σ2

1 + . . .+ σ2
p und die Wahl

k := min{ν ∈ {1, . . . , p} : σ2
ν + . . .+ σ2

p ≤ ε2(σ2
1 + . . .+ σ2

p)} − 1

führt zu der relativen Fehlerschranke

‖X− X̃‖F ≤ ε
(
σ2

1 + . . .+ σ2
p

)1/2
= ε‖X‖F

in der Frobenius-Norm.
Die Verwendung der Singulärwertzerlegung erlaubt es uns also, in sehr einfacher Weise

für jede gewünschte Genauigkeit zu sorgen. Unser Approximationsansatz besitzt aller-
dings noch einen zweiten Vorteil: Er berechnet die optimale Approximation bezüglich
der Spektral- und der Frobenius-Norm:

Lemma 6.5 (Bestapproximation Spektralnorm) Sei X ∈ Kn×m eine Matrix von
Rang p ∈ N, sei R ∈ Kn×m eine Matrix von Rang k ∈ {0, . . . , p− 1}. Dann existiert ein
Vektor z ∈ Kern R ⊆ Km mit

‖(X−R)z‖2 ≥ σk+1, ‖z‖2 = 1,

und damit gilt insbesondere auch

‖X−R‖2 ≥ σk+1.
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Beweis. Da R eine Matrix von Rang k ist, ist ihr Bild höchstens k-dimensional. Aus dem
Dimensionssatz folgt, dass ihr Kern mindestens (m − k)-dimensional sein muss. Dank
k < p ≤ min{n,m} gilt m− k > m− p ≥ 0. Wir definieren den Raum

Vk+1 := span{vν : ν ∈ {1, . . . , k + 1}},

der gerade die Dimension k + 1 besitzt. Da sowohl Vk+1 als auch der Kern der Matrix
R Teilräume des m-dimensionalen Raums Km sind, kann ihr Schnitt nicht nur den
Nullvektor enthalten. Wir können also einen Vektor

z ∈ (Vk+1 ∩Kern R) \ {0}

finden, und wir können diesen Vektor auch so skalieren, dass ‖z‖2 = 1 gilt. Aus z ∈ Vk+1

folgt, dass es Koeffizienten (αν)k+1
ν=1 mit

z =

k+1∑
ν=1

ανvν

geben muss, und aus der Orthogonalität der Vektoren vν erhalten wir

(V∗z)µ = 〈vµ, z〉2 =
k+1∑
ν=1

αν〈vµ,vν〉2

=

{
αµ falls µ ≤ k + 1,

0 ansonsten
für alle µ ∈ {1, . . . ,m},

und damit wegen z ∈ Kern R auch

‖(X−R)z‖2 = ‖Xz‖2 = ‖UΣV∗z‖2 = ‖ΣV∗z‖2 =

k+1∑
µ=1

σ2
µ|αµ|2

1/2

≥

k+1∑
µ=1

σ2
k+1|αµ|2

1/2

= σk+1

k+1∑
µ=1

|αµ|2
1/2

= σk+1‖z‖2.

Dank ‖z‖2 = 1 folgt daraus ‖X−R‖2 ≥ σk+1, also die gewünschte Bestapproximations-
aussage in der Spektralnorm.

Um ein entsprechendes Resultat für die Frobenius-Norm zu beweisen, benötigen wir
als Hilfsmittel das dieser Norm zugeordnete Skalarprodukt auf dem Raum der Matrizen:

Definition 6.6 (Frobenius-Skalarprodukt) Die Sesquilinearform

sF : KI×J ×KI×J → K, (X,Y) 7→
∑
i∈I

∑
j∈J

X̄ijYij ,

ist ein Skalarprodukt auf dem Raum KI×J , das wir als das Frobenius-Skalarprodukt
bezeichnen und als 〈X,Y〉F = sF (X,Y) notieren.
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6.2 Kürzen auf niedrigen Rang

Ebenso wie im Falle des Euklidischen Skalarprodukts ermöglicht es uns auch das
Frobenius-Skalarprodukt, Matrizen von einem Argument in das andere mit Hilfe der
adjungierten Matrix zu verschieben:

Lemma 6.7 (Frobenius-Skalarprodukt) Es gilt

〈Y,X∗Z〉F = 〈XY,Z〉F = 〈X,ZY∗〉F für alle X ∈ KI×J , Y ∈ KJ×K, Z ∈ KI×K.

Beweis. Aus der Definition folgt

〈XY,Z〉F =
∑
i∈I

∑
k∈K

(XY)ikZik =
∑
i∈I

∑
k∈K

∑
j∈J

X̄ij ȲjkZik,

〈Y,X∗Z〉F =
∑
j∈J

∑
k∈K

Ȳjk(X
∗Z)jk =

∑
j∈J

∑
k∈K

∑
i∈I

ȲjkX̄ijZik,

〈X,ZY∗〉F =
∑
i∈I

∑
j∈J

X̄ij(ZY∗)ij =
∑
i∈I

∑
j∈J

∑
k∈K

X̄ijZikȲjk,

und alle Summen sind offenbar identisch.

Im folgenden Beweis werden wir Vektoren mit Matrizen mit einer Spalte identifizieren,
also keinen Unterschied zwischen dem Vektor x ∈ KI und der Matrix x̂ ∈ KI×1 mit

x̂i1 = xi für alle i ∈ I

machen. So lässt sich beispielsweise eine Rang-1-Matrix bequem in der Form R = ab∗

schreiben, statt umständlicher Rij = aibj für alle i ∈ I und j ∈ J definieren zu müssen.
Diese Konvention ist verträglich mit dem Frobenius-Skalarprodukt:

Lemma 6.8 (Spaltenvektoren) Es gelten

〈a,b〉F = 〈a,b〉2 für alle a,b ∈ KI ,
‖ab∗‖F = ‖a‖2‖b‖2 für alle a ∈ KI , b ∈ KJ .

Beweis. Die erste Gleichung folgt direkt aus der Definition.
Zum Nachweis der zweiten Gleichung wählen wir a ∈ KI und b ∈ KJ und finden

‖ab∗‖2F =
∑
i∈I

∑
j∈J
|ai|2|bj |2 =

∑
i∈I
|ai|2

∑
j∈J
|bj |2 = ‖a‖22‖b‖22.

Das ist die gesuchte Gleichung.

Jetzt stehen uns alle Hilfsmittel zur Verfügung, die wir brauchen, um zu zeigen, dass
auch in der Frobenius-Norm keine bessere Rang-k-Approximation als X̃ möglich ist.

Lemma 6.9 (Bestapproximation Frobenius-Norm) Sei X ∈ Kn×m eine Matrix
von Rang p ∈ N, sei R ∈ Kn×m eine Matrix von Rang k ∈ {0, . . . , p− 1}. Dann gilt

‖X−R‖F ≥

(
p∑

ν=k+1

σ2
ν

)1/2

.
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Beweis. Wir beweisen nun induktiv für alle ` ∈ N0, dass für eine Matrix R ∈ Kn×m,
deren Kern höchstens `-dimensional ist, gerade

‖X−R‖2F ≥
p∑

ν=m−`+1

σ2
ν

gilt. Der Induktionsanfang ist einfach: Falls der Kern die Dimension ` = 0 besitzt, ist die
Summe leer, also gleich null, und damit sicherlich nicht größer als die Norm des Fehlers.

Gelte nun die Aussage für ` ∈ N0. Sei R ∈ Kn×m eine Matrix, deren Kern höchstens
die Dimension ` + 1 besitzt. Nach Induktionsvoraussetzung genügt es, denn Fall zu
untersuchen, dass die Dimension des Kerns genau `+1 beträgt. Dann muss insbesondere
` + 1 ≤ m gelten, und nach dem Dimensionssatz muss das Bild die Dimension k :=
m− (`+ 1) besitzen. Unser Ziel ist es nun, die Abschätzung

‖X−R‖2F ≥
p∑

ν=m−`
σ2
ν =

p∑
ν=k+1

σ2
ν (6.4)

zu beweisen. Falls k ≥ p gelten sollte, ist die Summe auf der rechten Seite der Ungleichung
(6.4) leer, also gilt die Aussage infolge der Positivität der Norm.

Sei also nun k < p. Nach Lemma 6.5 existiert dann ein Vektor z ∈ Kern R mit ‖z‖2 = 1
und

‖(X−R)z‖2 = ‖Xz‖2 ≥ σk+1 = σm−` > 0.

Um die Induktionsvoraussetzung anwenden zu können, setzen wir

R̃ := R + Xzz∗,

wir erweitern also R um eine Rang-1-Matrix, die dafür sorgt, dass

R̃z = Rz + Xz = Xz

gilt, dass die Matrix also den Vektor z auf denselben Vektor wie die Matrix X abbildet.
Da R von Rang k ist, können wir linear unabhängige Vektoren b1, . . . ,bk ∈ Kn im

Bild der Matrix R finden. Wir wählen Urbilder c1, . . . , ck ∈ Km mit Rci = bi, die eben-
falls linear unabhängig sein müssen. Da wir Vielfache von z zu den ci hinzuaddieren
können, ohne diese Eigenschaft zu verlieren, dürfen wir ohne Beschränkung der Allge-
meinheit 〈ci, z〉2 = 0 für alle i ∈ {1, . . . , k} voraussetzen. Damit haben wir k + 1 linear
unabhängigen Vektoren {c1, . . . , ck, z} gefunden, die wegen

R̃ci = Rci + Xzz∗ci = bi für alle i ∈ {1, . . . , k}

nicht im Kern der Matrix R̃ liegen, also kann der Kern höchstens die Dimension m −
(k + 1) = ` besitzen, und wir können die Induktionsvoraussetzung anwenden, um

‖X− R̃‖2F ≥
p∑

ν=m−`+1

σ2
ν

92
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zu erhalten. Nach Definition des Frobenius-Skalarprodukts und mit Hilfe der Lemmas 6.7
und 6.8 folgt

‖X− R̃‖2F = ‖X−R−Xzz∗‖2F
= ‖X−R‖2F − 2 Re〈Xzz∗,X−R〉F + ‖Xzz∗‖2F
= ‖X−R‖2F − 2 Re〈Xz, (X−R)z〉F + ‖Xz‖22‖z‖22
= ‖X−R‖2F − 2 Re〈Xz,Xz〉2 + ‖Xz‖22
= ‖X−R‖2F − ‖Xz‖22.

Aus dieser Gleichung folgt insbesondere

‖X−R‖2F = ‖X− R̃‖2F + ‖Xz‖22 ≥
m∑

ν=m−`+1

σ2
ν + σ2

m−` =
m∑

ν=m−`
σ2
ν .

Damit ist die Induktion vollständig.

Mit Hilfe der Singulärwertzerlegung können wir also die bestmögliche Niedrigrang-
Approximation einer beliebigen Matrix berechnen, allerdings erfordert die Berechnung
der Zerlegung im allgemeinen Fall einen in der Dimension der Matrizen kubischen Auf-
wand, ist also für größere Matrizen sehr unattraktiv.

6.3 Effizientes Kürzen faktorisierter Darstellungen

Der Aufwand des Kürzens einer Matrix auf geringeren Rang lässt sich glücklicherweise
deutlich reduzieren, falls wir etwas über die Struktur der vorliegenden Matrix wissen.
Von besonderer Bedeutung ist hier der Fall, dass bereits eine, eventuell suboptimale,
Niedrigrang-Darstellung der Ausgangsmatrix zur Verfügung steht. Seien also A ∈ Kn×k

und B ∈ Km×k mit
X = AB∗

gegeben. Wir suchen nach einer Darstellung

X̃ = ÃB̃∗

mit Ã ∈ Kn×k̃ und B̃ ∈ Km×k̃ für ein k̃ ≤ k.
Um diese Matrix wie im allgemeinen Fall konstruieren zu können, benötigen wir die

Singulärwertzerlegung der Matrix X. Für ihre Berechnung können wir auf die Rang-k-
Darstellung zurückgreifen: Wir berechnen QR-Zerlegungen der Matrix A und B, also
orthogonale Matrizen QA ∈ Kn×n und QB ∈ Km×m sowie rechte obere Dreiecksmatrizen
RA ∈ Kn×k und RB ∈ Km×k mit

A = QARA, B = QBRB.

Da RA und RB obere Dreiecksmatrizen sind, existieren obere Dreiecksmatrizen Â ∈
Kk×k und B̂ ∈ Kk×k mit

RA =

(
Â
0

)
, RB =

(
B̂
0

)
,
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und wir erhalten

X = AB∗ = QA

(
Â
0

)(
B̂∗ 0

)
Q∗B = QA

(
ÂB̂∗ 0

0 0

)
Q∗B.

Mit Hilfe der QR-Zerlegungen ist es uns also gelungen, die ursprüngliche n×m-Matrix
X auf eine k × k-Matrix

X̂ := ÂB̂∗

zu reduzieren. Da wir davon ausgehen, dass k relativ klein ist, können wir es uns erlauben,
die Singulärwertzerlegung

X̂ = ÛΣ̂V̂∗

der k × k-Matrix X̂ zu berechnen, denn dafür sind nach Bemerkung 6.3 nur Csvdk
3

Operationen erforderlich.
Damit erhalten wir

X = QA

(
X̂ 0
0 0

)
Q∗B = QA

(
ÛΣ̂V̂∗ 0

0 0

)
Q∗B

= QA

(
Û

I

)(
Σ̂

0

)(
V̂∗

I

)
Q∗B = UΣV∗

mit den Matrizen

U = QA

(
Û

I

)
, V = QB

(
V̂

I

)
, Σ =

(
Σ̂

0

)
.

Als Produkt orthogonaler Matrizen sind auch U und V orthogonal, und da Σ of-
fenbar diagonal mit absteigend sortierten Diagonalelementen ist, haben wir eine Sin-
gulärwertzerlegung der Matrix X gefunden.

Für die Konstruktion der Approximation X̃ sind offenbar nur die von null verschiede-
nen Singulärwerte von Bedeutung, und damit auch nur die ersten k Spalten der Matrizen
U und V, also

U|n×k = QA|n×kÛ, V|m×k = QB|m×kV̂.

Wir können den Rechenaufwand für die Bestimmung der QR-Zerlegungen reduzieren,
indem wir nur die benötigten Teile der Matrizen QA und QB bestimmen: Falls bei-
spielsweise die QR-Zerlegung mit Hilfe von Householder-Spiegelungen bestimmt wird,
genügen k solcher Spiegelungen, um A auf obere Dreiecksgestalt zu bringen, und die An-
wendung einer Spiegelung auf einen Vektor benötigt nicht mehr als Chsn Operationen.
Grob geschätzt brauchen wir Chsnk

2 Operationen, um die QR-Zerlegung zu berechnen.
Um nun die Matrix QA zu konstruieren müssen wir die Spiegelungen in umgekehrter
Reihenfolgt auf die ersten k Spalten der Identitätsmatrix I|n×k anwenden, das erfor-
dert wieder nicht mehr als Chsnk

2 Operationen. Insgesamt haben wir so mit höchstens
2Chsnk

2 Operationen die Faktoren QA und RA berechnet. Entsprechend brauchen wir
nicht mehr als 2Chsmk

2 Operationen für die Faktoren QB und RB.
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procedure trunc rk(k̃, var A, B);
if #t̂ ≤ k oder #ŝ ≤ k then

X← AB∗;
Berechne die Singulärwertzerlegung UΣV∗ = X;
A← U|t̂×k̃; B← V|ŝ×k̃Σ|

∗
k̃×k̃

else
Berechne QARA = A mit QA ∈ Kt̂×k orthogonal, RA ∈ Kk×k;
Berechne QBRB = B mit QB ∈ Kŝ×k orthogonal, RB ∈ Kk×k;
X̂← RAR∗B;

Berechne die Singulärwertzerlegung ÛΣ̂V̂∗ = X̂;
A← QAU|k×k̃; B← QBV|k×k̃Σ|

∗
k̃×k̃

end if

Abbildung 6.3: Effizientes Kürzen einer Matrix AB∗ in Rang-k-Darstellung auf eine ap-
proximative Rang-k̃-Darstellung.

In praktischen Implementierungen kann es passieren, dass eine faktorisierte Rang-k-
Darstellung für eine Matrix berechnet wird, deren Rang wegen #t̂ < k oder #ŝ < k
niemals den Rang k erreichen kann. In diesem Fall ist es klüger, auf die QR-Zerlegungen
zu verzichten und mit der Originalmatrix zu rechnen. Der in dieser Weise entstehende
vollständige Algorithmus zum Kürzen einer Rang-k-Darstellung ist in Abbildung 6.3
angegeben.

Lemma 6.10 (Aufwand des Kürzens) Falls X ∈ Kt̂×ŝ in Rang-k-Darstellung

X = AB∗, A ∈ Kt̂×k, B ∈ Kŝ×k

vorliegt, können wir die optimale Rang-k̃-Approximation

X̃ = ÃB̃∗, Ã ∈ Kt̂×k̃, B̃ ∈ Kŝ×k̃

für jedes 0 ≤ k̃ ≤ k in nicht mehr als

Csvdk(#t̂+ #ŝ)k2

Operationen berechnen, die Konstante ist durch

Csvdk := max

{
Csvd + 2, 2Chs +

Csvd

2
+ 3

}
gegeben.

Beweis. Wir setzen zur Abkürzen n = #t̂ und m = #ŝ.
Wir untersuchen zunächst den Fall, dass min{n,m} ≤ k gilt. In diesem Fall wird X

durch nm(2k − 1) Operationen berechnet. Die Singulärwertzerlegung benötigt gemäß
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Bemerkung 6.3 dann nicht mehr als Csvdnmmin{n,m} ≤ Csvdnmk Operationen. Die
Bestimmung von B erfordert es schließlich noch, die ersten k̃ Spalten der Matrix V mit
jeweils einem Faktor zu multiplizieren. Da V nicht mehr als n Spalten haben kann, fallen
dafür nicht mehr als nm Operationen an, so dass insgesamt

(Csvd + 2)nmk ≤ (Csvd + 2) max{n,m}min{n,m}k ≤ (Csvd + 2)(n+m)k2

Operationen ausreichen.

Wenden wir uns nun dem Fall k < min{n,m} zu. Wir haben bereits gesehen, dass wir
QA, RA, QB und RB in nicht mehr als 2Chs(n+m)k2 Operationen berechnen können.

Aus RA und RB können wir in k2(2k−1) Operationen die Matrix X̂ gewinnen, deren
Singulärwertzerlegung höchstens

Csvdk
3 <

Csvd

2
(n+m)k2

Operationen erfordert.

Die Multiplikation der n × k-Matrix QA|n×k mit der k × k̃-Matrix Û|k×k̃ erfordert

nicht mehr als nk̃(2k− 1) ≤ nk(2k− 1) Operationen, entsprechend kommen wir bei der
Berechnung der Produkts der Matrizen QB und V̂|k×k̃ mit mk(2k−1) Operationen aus.

Um die Rang-k̃-Darstellung zu konstruieren setzen wir

Ã := U|n×k̃, B̃ := V|n×k̃Σ̂|
∗
k̃×k̃,

zur Berechnung der zweiten Matrix multiplizieren wir die Spalten der Matrix QBV̂|ŝ×k̃
jeweils mit einem Faktor, dafür fallen mk̃ ≤ mk Operationen an. Die erste Matrix liegt
bereits vor und erfordert keine weiteren Rechenoperationen.

Indem wir alles aufsummieren erhalten wir einen Gesamtaufwand von

2Chs(n+m)k2 + k2(2k − 1) +
Csvd

2
(n+m)k2 + 2(n+m)k2 − nk −mk +mk

≤ 2Chs(n+m)k2 + (n+m)k2 +
Csvd

2
(n+m)k2 + 2(n+m)k2

=

(
2Chs +

Csvd

2
+ 3

)
(n+m)k2

Operationen, und das ist das gewünschte Ergebnis.

6.4 Addition hierarchischer Matrizen

Als erste arithmetische Operation auf der Menge der hierarchischen Matrizen untersu-
chen wir die Addition. Seien dazu zwei hierarchische Matrizen X ∈ KI×J und Y ∈ KI×J
gegeben, die mit Hilfe desselben Blockbaums TI×J definiert sind und deren lokaler Rang
jeweils k beträgt.
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procedure add rk rk(C, D, var A, B);
A←

(
A C

)
;

B←
(
B D

)
;

trunc rk(k, A, B)

Abbildung 6.4: Effiziente gekürzte Addition zweier Matrizen AB∗ und CD∗ in Rang-k-
Darstellung.

Unser Ziel ist es, die Summe X+Y durch eine hierarchische Matrix zu approximieren.
Nach Definition ist die exakte Summe durch

(X + Y)|t̂×ŝ = X|t̂×ŝ + Y|t̂×ŝ für alle b = (t, s) ∈ LI×J

gegeben. Für unzulässige Blöcke können wir die Summe direkt berechnen. Für zulässige
Blöcke b = (t, s) ∈ L+

I×J stehen uns die faktorisierten Rang-k-Darstellungen

X|t̂×ŝ = AX,bB
∗
X,b, Y|t̂×ŝ = AY,bB

∗
Y,b,

mit AX,b,AY,b ∈ Kt̂×k und BX,b,BY,b ∈ Kŝ×k zur Verfügung, so dass wir

(X + Y)|t̂×ŝ = AX,bB
∗
X,b + AY,bB

∗
Y,b =

(
AX,b AY,b

)(B∗X,b
B∗Y,b

)
=
(
AX,b AY,b

) (
BX,b BY,b

)∗
erhalten. Mit den Matrizen

AX+Y,b :=
(
AX,b AY,b

)
∈ Kt̂×2k, BX+Y,b :=

(
BX,b BY,b

)
∈ Kŝ×2k

erhalten wir so die Darstellung

(X + Y)|t̂×ŝ = AX+Y,bB
∗
X+Y,b,

also eine faktorisierte Rang-2k-Darstellung der Teilmatrix, die zu dem zulässigen Blatt
b = (t, s) gehört.

Offenbar kann der Rang dieser Summe bis zu 2k betragen, und das ist mehr, als wir
für unsere Approximation der Summe vorgesehen haben. Deshalb bietet es sich an, die
Rang-2k-Darstellung zu kürzen, um den gewünschten lokalen Rang k zu erreichen. Wie
wir bereits gesehen haben erfordert diese Aufgabe höchstens Csvdk(#t̂ + #ŝ)(2k)2 =
4Csvdk(#t̂+ #ŝ)k2 Operationen, lässt sich also relativ effizient durchführen.

Es stellt sich natürlich die Frage, ob wir durch das Kürzen wesentliche Informationen
verlieren. Am Beispiel der Integraloperatoren sieht man, dass das nicht der Fall sein
muss: Falls X und Y aus der Diskretisierung asymptotisch glatter Kernfunktionen ent-
standen sind, wird auch die Summe X + Y diese Eigenschaft teilen. Insofern wissen wir
bereits, dass die Summe sich blockweise gut durch denselben Rang approximieren lassen
wird, den wir auch für die Summanden verwendet haben. Aus den Lemmas 6.5 und
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procedure add h h(b, Y, var X);
if b ∈ L+

I×J then
add rk rk(AY,b, BY,b, AX,b, BX,b)

else if b ∈ L−I×J then
X|t̂×ŝ ← X|t̂×ŝ + Y|t̂×ŝ

else
for b′ ∈ sons(b) do

add h h(b′, Y, X)
end for

end if

Abbildung 6.5: Effiziente gekürzte Addition zweier hierarchischer Matrizen.

6.9 wissen wir auch, dass unser Algorithmus die bestmögliche Approximation berechnet,
also folgt aus der bereits festgestellten guten Approximierbarkeit der Summe, dass auch
unser Algorithmus eine gute Approximation finden wird. Diejenigen Singulärwerte, die
wir durch das Kürzen eliminieren, werden deshalb solche sein, die lediglich den Fehler
beschreiben, den wir bei der Approximation der Matrizen X und Y in Kauf genommen
haben, so dass wir nicht viel verlieren, wenn wir auf sie verzichten.

In der beschriebenen Weise können wir jede Teilmatrix der Summe einzeln approxi-
mieren und erhalten so eine hierarchische Matrix, die X + Y approximiert. Natürlich
stellt sich die Frage nach dem für diese Berechnung erforderlichen Aufwand, die sich
mit dem uns bereits vertrauten Konzept des schwachbesetzten Blockbaums beantworten
lässt:

Lemma 6.11 (Aufwand der Matrixaddition) Seien X,Y ∈ KI×J hierarchische
Matrizen mit lokalem Rang k für den Blockbaum TI×J . Sei TI×J zulässig und Csp-
schwachbesetzt, und sei p die Tiefe dieses Blockbaums. Seien rI und rJ die Auflösungen
der Clusterbäume TI und TJ . Dann können wir die blockweise Bestapproximation der
Summe der Matrizen mit nicht mehr als

Csp max{4Csvdkk
2, rI , rJ }(p+ 1)(#I + #J )

Operationen berechnen.

Beweis. Übungsaufgabe

6.5 Multiplikation hierarchischer Matrizen

Wie wir gesehen haben, lässt sich die Addition zweier hierarchischer Matrizen relativ
einfach auf blockweise Additionen zurückführen, denn es gilt

(X + Y)|t̂×ŝ = X|t̂×ŝ + Y|t̂×ŝ.
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Für die Multiplikation zweier Matrizen X ∈ KI×J und Y ∈ KJ×K ist die Situation
komplizierter: Ein einzelner Eintrag des Produkts ergibt sich aus

(XY)ik =
∑
j∈J

XijYjk, (6.5)

und entsprechend besitzt eine Teilmatrix des Produkts die Gestalt

(XY)|t̂×r̂ = X|t̂×JY|J×r̂.

In typischen Anwendungsfällen werden die Streifen t̂×J und J × r̂ nicht mit Blättern
des Blockbaums übereinstimmen, wir müssen stattdessen davon ausgehen, dass Blätter
auf verschiedenen Stufen des Blockbaums miteinander interagieren. Dadurch wird es we-
sentlich schwieriger, eine Approximation des Produkts zu berechnen, und eine Bestap-
proximation, wie im Falle der Addition, ist nur mit erheblichem Aufwand zu konstruieren
und deshalb für praktische Anwendungen eher uninteressant.

Wir konzentrieren uns deshalb darauf, einen Algorithmus zu finden, der möglichst
schnell arbeitet, auch wenn wir dabei auf die Bestapproximationseigenschaft verzichten
müssen. Dabei gehen wir davon aus, dass X ∈ KI×J eine hierarchische Matrix für den
Blockbaum TI×J , Y ∈ KJ×K eine für den Baum TJ×K, und Z ∈ KI×K eine für den
Baum TI×K ist. Wir stellen uns die Aufgabe, die Operation

Z|t̂×r̂ ← Z|t̂×r̂ + X|t̂×ŝY|ŝ×r̂

für Cluster t ∈ TI , s ∈ TJ und r ∈ TK möglichst effizient durchzuführen, für zulässige
Blätter (t, r) selbstverständlich wieder approximativ.

Fall 1: (t, s) ist ein zulässiges Blatt

Wir untersuchen zunächst den Spezialfall, dass (t, s) ∈ L+
I×J gilt, dass wir also mit

einem zulässigen Blatt des Blockbaums TI×J arbeiten. Da X eine hiearchische Matrix
ist, stehen uns dann Matrizen A ∈ Kt̂×k und B ∈ Kŝ×k zur Verfügung, die

X|t̂×ŝ = AB∗

erfüllen. Daraus folgt

X|t̂×ŝY|ŝ×r̂ = AB∗Y|ŝ×r̂ = A(Y|∗ŝ×r̂B)∗ = AB̂∗

mit der Matrix

B̂ := Y|∗ŝ×r̂B,

die sich einfach berechnen lässt, indem man die Teilmatrix Y|∗ŝ×r̂ mit den k Spalten

der Matrix B multipliziert und so die Spalten der gesuchten Matrix B̂ erhält. Wie
wir bereits gesehen haben, kann der in Abbildung 6.2 dargestellte Algorithmus diese
Multiplikationen effizient durchführen.
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procedure add rk h(b, Â, B̂, var Z);
(t, r)← b;
if (t, r) ∈ L+

I×K then

add rk rk(Â, B̂, AZ,b, BZ,b)
else if (t, r) ∈ L−I×K then

Z|t̂×r̂ ← Z|t̂×r̂ + ÂB̂∗

else
for b′ ∈ sons(b) do

(t′, r′)← b′;
add rk h(b′, Â|t̂′×k, B̂|r̂′×k, Z)

end for
end if

Abbildung 6.6: Addition einer Rang-k-Matrix zu einer H-Matrix: Z← Z + ÂB̂∗

Damit reduziert sich unsere Aufgabe darauf, die Berechnung

Z|t̂×r̂ ← Z|t̂×r̂ + AB̂∗

durchzuführen. Falls (t, r) ein Blatt des betreffenden Baums TI×K ist, lässt sich diese
Aufgabe einfach durchführen: Bei zulässigen Blättern durch die gekürzte Addition, bei
unzulässigen Blättern direkt.

Anderenfalls gehen wir zu den Söhnen (t′, r′) des Knoten (t, r) über und nutzen aus,
dass auch Teilmatrizen der Rang-k-Matrix AB̂∗ wieder Rang-k-Matrizen mit der Dar-
stellung

(AB̂∗)|t̂′×r̂′ = A|t̂′×kB̂|
∗
r̂′×k

sind. In dieser Weise können wir rekursiv fortfahren, bis die Blätter des Baums TI×K
erreicht sind. Der entsprechende Algorithmus ist in Abbildung 6.6 zusammengefasst.

Fall 2: (s, r) ist ein zulässiges Blatt

Nun untersuchen wir den Fall, dass (s, r) ∈ L+
J×K gilt, dass also ein zulässiges Blatt des

Blockbaums TJ×K vorliegt. Diesmal können wir ausnutzen, dass Y eine hierarchische
Matrix ist und uns deshalb Matrizen A ∈ Kŝ×k und B ∈ Kr̂×k zur Verfügung stehen,
für die

Y|ŝ×r̂ = AB∗

gilt. Wie im vorangehenden Fall können wir auch hier das Produkt zweier Teilmatrizen
effizient darstellen: Wir erhalten

X|t̂×ŝY|ŝ×r̂ = X|t̂×ŝAB∗ = (X|t̂×ŝA)B∗ = ÂB∗

mit der Matrix

Â = X|t̂×ŝA,
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die sich effizient bestimmen lässt, indem wir die Teilmatrix X|t̂×ŝ mit den k Spalten der

Matrix A multiplizieren und damit die Spalten der Matrix Â berechnen. Dazu kann der
Algorithmus aus Abbildung 6.1 verwendet werden.

Mit Hilfe dieses Zwischenergebnisses können wir nun die Berechnung

Z|t̂×r̂ ← Z|t̂×r̂ + ÂB∗

wie bereits diskutiert rekursiv durchführen.

Fall 3: (t, s) oder (s, r) ist ein unzulässiges Blatt

Unzulässige Blätter können wir bei Bedarf wie Rang-k-Matrizen behandeln: Falls etwa
(t, s) ein unzulässiges Blatt ist, muss nach Definition 2.9 t oder s ein Blatt sein, also
können wir davon ausgehen, dass #t̂ ≤ rI oder #ŝ ≤ rJ gilt.

Im ersten Fall können wir X|t̂×ŝ als Rang-rI-Matrix schreiben:

X|t̂×ŝ = I(X|∗
t̂×ŝ)

∗

gilt mit der Einheitsmatrix aus Kt̂×t̂, und wir erhalten

X|t̂×ŝY|ŝ×r̂ = I(X|∗
t̂×ŝ)

∗Y|ŝ×r̂ = I(Y|∗ŝ×r̂X|∗t̂×ŝ)
∗ = ÂB̂∗

mit den Hilfsmatrizen

Â = I, B̂ = Y|∗ŝ×r̂X|∗t̂×ŝ,

so dass wir wie im ersten und zweiten Fall verfahren können.

Falls dagegen s ein Blatt ist und deshalb #ŝ ≤ rJ gilt, ist

X|t̂×ŝY|ŝ×r̂ = ÂB̂∗

mit den Matrizen

Â = X|t̂×ŝ, B̂ = Y|∗ŝ×r̂

bereits eine Rang-rJ -Darstellung des Produkts, die wir direkt verwenden können.

Fall 4: (t, s) und (s, r) sind keine Blätter

In diesem Fall bleibt uns keine andere Wahl, als rekursiv vorzugehen: Falls beispielsweise

sons(t) = {t1, t2}, sons(s) = {s1, s2}, sons(r) = {r1, r2}

gelten, können wir die Matrizen

Xij := X|t̂i×ŝj , Yij := Y|ŝi×r̂j , Zij := Z|t̂i×r̂j für alle i, j ∈ {1, 2}
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einführen und erhalten

Z|t̂×r̂ + X|t̂×ŝY|ŝ×r̂ =

(
Z11 Z12

Z21 Z22

)
+

(
X11 X12

X21 X22

)(
Y11 Y12

Y21 Y22

)
=

(
Z11 + X11Y11 + X12Y21 Z12 + X11Y12 + X12Y22

Z21 + X21Y11 + X22Y21 Z22 + X21Y12 + X22Y22

)
.

Diese Blockmatrix lässt sich mit acht Teilschritten berechnen:

Z11 ← Z11 + X11Y11, Z11 ← Z11 + X12Y21,

Z12 ← Z12 + X11Y12, Z12 ← Z12 + X12Y22,

Z21 ← Z21 + X21Y11, Z21 ← Z21 + X22Y21,

Z22 ← Z22 + X21Y12, Z22 ← Z22 + X22Y22,

und jeder dieser Teilschritte besitzt die Form der ursprünglich auszuführenden Operati-
on, so dass wir direkt mit einer Rekursion arbeiten können.

Um den allgemeinen Fall einfach darstellen zu können, führen wir

sons+(t) :=

{
sons(t) falls sons(t) 6= ∅,
{t} ansonsten,

sons+(s) :=

{
sons(s) falls sons(s) 6= ∅,
{s} ansonsten,

sons+(r) :=

{
sons(r) falls sons(r) 6= ∅,
{r} ansonsten,

ein, so dass sich die Söhne der beteiligten Blöcke einfach als

sons(t, s) = sons+(t)× sons+(s), sons(s, r) = sons+(s)× sons+(r),

sons(t, r) = sons+(t)× sons+(r)

schreiben lassen und die Operation

Z|t̂×r̂ ← Z|t̂×r̂ + X|t̂×ŝY|ŝ×r̂

sich auch in der Form

Z|t̂′×r̂′ ← Z|t̂′×r̂′ + X|t̂′×ŝ′Y|ŝ′×r̂′ für alle t′ ∈ sons+(t), s′ ∈ sons+(s),

r′ ∈ sons+(r)

ausführen lässt. Das ist die verallgemeinerte Form des rekursiven Ansatzes.

Leider besitzt dieser allgemeine Zugang einen kleinen Nachteil: Es könnte passieren,
dass zwar (t, s) und (s, r) keine Blätter der Bäume TI×J und TJ×K sind, dass aber
(t, r) sehr wohl ein Blatt des Baums TI×K ist. Falls es sich um ein unzulässiges Blatt
handeln sollte, entsteht dabei kein Problem, denn dann können wir Teilmatrizen direkt
ansprechen.
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Schwieriger ist die Situation bei einem zulässigen Blatt, denn eine Matrix, deren Teil-
matrizen von Rang k sind, muss insgesamt keineswegs denselben Rang besitzen. Deshalb
führen wir in diesem Fall Hilfsmatrizen

Ât′,r′ ∈ Kt̂′×k, B̂t′,r′ ∈ Kr̂′×k für alle t′ ∈ sons+(t), r′ ∈ sons+(r)

ein, die die Rang-k-Darstellungen der Ergebnisse der Rekursion aufnehmen.
Sobald alle Hilfsmatrizen gefüllt sind, können wir sie geeignet mit Nullen fortsetzen

und zu dem Ergebnis Z|t̂×r̂ hinzuaddieren, selbstverständlich wieder approximativ, um
die gesuchte Rang-k-Darstellung zu erhalten.

Damit sind alle möglichen Fälle abgehandelt. Eine Übersicht über den soeben herge-
leiteten Algorithmus findet sich in Abbildung 6.7.

Es stellt sich natürlich die Frage nach der Genauigkeit, die dieser Ansatz erreichen
kann: An verschiedenen Stellen werden Rang-k-Matrizen addiert, und dabei wird jeweils
gekürzt, also können sich Fehler ansammeln.

Anders als bei der Addition dürfen wir bei dem beschriebenen Algorithmus zur Ap-
proximation des Matrixprodukts nicht darauf hoffen, die Bestapproximation zu erhalten:
Es treten Summen mit potentiell vielen Termen auf, die nicht insgesamt durch niedrigen
Rang approximiert werden, sondern mit Hilfe einer Folge von einzelnen gekürzten Addi-
tionen. Dadurch kann sich das Ergebnis von der Bestapproximation entfernen, allerdings
nicht allzu weit (vgl. [17, Satz 4.7]).

Immerhin können wir bei adaptiver Wahl des Rangs k garantieren, dass auch bei
langen Summen eine vorgegebene Genauigkeit erreicht wird, indem wir mit Hilfe der
Dreiecksungleichung ermitteln, wie genau die einzelnen Teilsummen berechnet werden
müssen, um eine hinreichend gute Näherung der Gesamtsumme zu erhalten.

Bemerkung 6.12 (Bestapproximation) Es ist auch möglich, einen Multiplikations-
algorithmus zu entwerfen, der die Bestapproximation berechnet, allerdings ist dieser Al-
gorithmus sehr aufwendig: Bevor ein zulässiger Block berechnet wird, wird eine Liste aller
Blockpaare aufgestellt, die etwas zu diesem Block beitragen. Anhand dieser Liste kann
dann das Ergebnis als Summe vieler Teilmatrizen dargestellt und direkt mit Hilfe eines
entsprechend modifizierten Kürzungsalgorithmus behandelt werden. Der Rechenaufwand
(und auch der Implementierungsaufwand) dieser Variante ist sehr hoch, und da wir in
der Regel die Multiplikation nur als Teil einer größeren Berechnung einsetzen, die oh-
nehin nicht mehr die Bestapproximation bestimmen wird, verzichten wir hier darauf, sie
weiter zu analysieren.

Neben der Genauigkeit interessiert uns natürlich auch die Effizienz des vorgestellten
Algorithmus zur Matrixmultiplikation. Zur Vereinfachung der Aufwandsabschätzung set-
zen wir

k̂ := max{k, rI , rJ , rK}, p̂ := max{depth(TI×J ), depth(TJ×K), depth(TI×K)}

und nehmen an, dass TI×J , TJ×K und TI×K Csp-schwachbesetzt und zulässig sind.
Außerdem nehmen wir an, dass es eine Konstante Csn gibt, für die

# sons(t) ≤ Csn, # sons(s) ≤ Csn, # sons(r) ≤ Csn für alle t ∈ TI , s ∈ TJ , r ∈ TK
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procedure mul h h(α, t, s, r, X, Y, var Z);
bX ← (t, s); bY ← (s, r); bZ ← (t, r);
if bX ∈ L+

I×J then

B̂← 0 ∈ Kr̂×k; adjeval h(ᾱ, bY , Y, BX,bX , B̂); {für Spaltenvektoren}
add rk h(bZ , AX,bX , B̂, Z)

else if bY ∈ L+
J×K then

Â← 0 ∈ Kt̂×k; eval h(α, bX , X, AY,bY , Â); {für Spaltenvektoren}
add rk h(bZ , Â, BY,bY , Z)

else if bX ∈ L−I×J then

if #t̂ ≤ #ŝ then
Â← It̂; B̂← 0 ∈ Kr̂×t̂; adjeval h(ᾱ, bY , Y, X|∗

t̂×ŝ, B̂)
else

Â← X|t̂×ŝ; B̂← 0 ∈ Kr̂×ŝ; adjeval h(ᾱ, bY , Y, Iŝ, B̂)
end if ;
add rk h(bZ , Â, B̂, Z)

else if bY ∈ L−J×K then
if #ŝ ≤ #r̂ then

Â← 0 ∈ Kt̂×ŝ; eval h(α, bX , X, Iŝ, Â); B̂← Y|∗ŝ×r̂
else

Â← 0 ∈ Kt̂×r̂; eval h(α, bX , X, Y|ŝ×r̂, Â); B̂← I ∈ Kr̂×r̂

end if ;
add rk h(bZ , Â, B̂, Z)

else
for t′ ∈ sons+(t), r′ ∈ sons+(r) do

if bZ ∈ L+
I×K oder bZ 6∈ TI×J then

b′ ← (t′, r′); AZ,b′ ← 0 ∈ Kt′×k; BZ,b′ ← 0 ∈ Kr̂′×k

end if ;
for s′ ∈ sons+(s) do

mul h h(α, t′, s′, r′, X, Y, Z)
end for;
if bZ ∈ L+

I×K oder bZ 6∈ TI×J then
add rk rk(AZ,b′ , BZ,b′ , AZ,bZ , BZ,bZ )

end if
end for

end if

Abbildung 6.7: Multiplikation zweier H-Matrizen: Z← Z + αXY

gilt. Diese Annahme ist in der Regel einfach zu erfüllen, indem wir die Konstruktion der
Clusterbäume geeignet organisieren.

Die Analyse des Aufwands zerlegen wir in drei Teile: Wir schätzen die Anzahl der
Rechenoperationen für den Fall ab, dass bX oder bY ein Blatt ist, wir schätzen die
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Anzahl der Operationen mit den Hilfsmatrizen AZ,b′ und BZ,b′ ab, und wir schätzen ab,
wieviele Operationen für ein Clustertripel (t, s, r) anfallen.

Für die Blätter benötigen wir zunächst eine Aussage über die Addition einer Rang-k-
Darstellung zu einer hierarchischen Matrix:

Lemma 6.13 (H-Matrix plus Rang k) Sei b0 = (t0, s0) ∈ TI×J . Der in Abbil-
dung 6.6 dargestellte Algorithmus benötigt, aufgerufen mit b = b0, nicht mehr als

Caddrkhk̂
2(p̂+ 1− level(b0))(#t̂0 + #ŝ0)

Operationen, wobei die Konstante durch

Caddrkh := Csp max{4Csvdk, 2}

gegeben ist.

Beweis. Solange der Algorithmus sich rekursiv in Richtung der Blätter des Blockbaums
TI×J vorarbeitet, fallen keine Rechenoperationen an.

Sobald er ein zulässiges Blatt (t, s) ∈ L+
I×J erreicht, wird eine gekürzte Addition

durchgeführt, die wegen Lemma 6.10 nicht mehr als

4Csvdk(#t̂+ #ŝ)k̂2

Operationen erfordert.
Für ein unzulässiges Blatt (t, s) ∈ L−I×J dagegen wird das Produkt Â|t̂×kB̂|∗ŝ×k in

(#t̂)(#ŝ)(2k − 1) Operationen berechnet. Da TI×J zulässig ist, muss t oder s ein Blatt
sein, also muss #t̂ ≤ rI ≤ k̂ oder #ŝ ≤ rJ ≤ k̂ gelten, so dass wir eine Schranke von

2(#t̂+ #ŝ)k̂2

erhalten.
Der Gesamtaufwand ist damit beschränkt durch∑

b=(t,s)∈sons∗(b0)

max{4Csvdk, 2}(#t̂+ #ŝ)k2,

und wir erhalten dank Lemma 2.28∑
b=(t,s)∈sons∗(b0)

#t̂ ≤ Csp(p̂+ 1− level(b0))#t̂0,∑
b=(t,s)∈sons∗(b0)

#ŝ ≤ Csp(p̂+ 1− level(b0))#ŝ0,

also die angestrebte Abschätzung.

Indem wir diese Abschätzung des Aufwands des Algorithmus für das
”
Verteilen“ einer

Rang-k-Matrix auf die Blätter eines Teil-Blockbaums mit einer Abschätzung für den
Aufwand der Auswertung einer hierarchischen Matrix kombinieren, erhalten wir eine
Schranke für den Rechenaufwand in Situationen, in denen bX oder bY ein Blatt ist:
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Lemma 6.14 (Aufwand für Blätter) Falls in dem Algorithmus aus Abbildung 6.7
bX ∈ LI×J oder bY ∈ LJ×K gelten, benötigt er nicht mehr als

Cmul,lf k̂
2(p̂+ 1)(#t̂+ #ŝ+ #r̂)

Operationen, wobei die Konstante durch

Cmul,lf := 2Csp + Caddrkh

gegeben ist.

Beweis. Sei bX ∈ LI×J oder bY ∈ LJ×K. Dann berechnet unser Algorithmus die Hilfs-
matrizen Â und B̂ im Fall eines zulässigen Blatts mit k Matrix-Vektor-Multiplikationen,
im Fall eines unzulässigen Blatts mit rI oder rJ solchen Operationen, so dass nach Lem-
ma 6.1 insgesamt nicht mehr als

2Cspk̂
2(p̂+ 1)(#t̂+ #ŝ+ #r̂)

Operationen anfallen. Die Hilfsmatrizen werden dann mit Hilfe des Algorithmus aus
Abbildung 6.6 auf die Matrix Z|t̂×r̂ verteilt, wofür nach Lemma 6.13 nicht mehr als

Caddrkhk̂
2(p̂+ 1)(#t̂+ #r̂)

Operationen nötig sind. Indem wir beide Schranken addieren erhalten wir das gewünschte
Ergebnis.

Wenden wir uns nun dem Aufwand zu, der für die Hilfsmatrizen AZ,b′ und BZ,b′

anfällt, die wir einsetzen, falls bZ zulässig ist, es bX und bY aber nicht sind.

Lemma 6.15 (Aufwand für Hilfsmatrizen) Sei bZ = (t, r) mit t ∈ TI und r ∈ TK.
Das Aufaddieren der Hilfsmatrizen AZ,b′BZ,b′ für b′ ∈ sons+(t) × sons+(r) erfordert
insgesamt nicht mehr als

Cmul,auxk̂
2(#t̂+ #r̂)

Operationen, wobei die Konstante durch

Cmul,aux := 4C2
snCsvdk

gegeben ist.

Beweis. Nach Voraussetzung gelten # sons+(t) ≤ Csn und # sons+(s) ≤ Csn, also müssen
höchstens C2

sn Additionen ausgeführt werden.
Eine einzelne Addition wird wieder auf das Rang-2k-Kürzen zurückgeführt und

benötigt deshalb nicht mehr als

4Csvdkk
2(#t̂+ #ŝ) ≤ 4Csvdkk̂

2(#t̂+ #ŝ)

Operationen. Damit erhalten wir die angestrebte Abschätzung.

Nun stehen uns Abschätzungen für den Aufwand sämtlicher Rechenoperationen inner-
halb des Algorithmus zur Verfügung, es fehlt

”
nur“ noch die Abschätzung des gesamten

rekursiven Algorithmus. Dieser Aufgabe nähern wir uns, indem wir die Tripel (t, s, r),
für die der Algorithmus Berechnungen durchführt, in einem Baum zusammenfassen:
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Definition 6.16 (Produktbaum) Wir definieren TI×J×K induktiv: Die Wurzel dieses
Baums ist

root(TI×J×K) = (root(TI), root(TJ ), root(TK)),

und die Söhne seiner Knoten sind durch

sons(t, s, r) =


∅ falls (t, s) ∈ LI×J

oder (s, r) ∈ LJ×K,
sons+(t)× sons+(s)× sons+(r) ansonsten

für alle (t, s, r) ∈ TI×J×K gegeben. Diesen Baum bezeichnen wir als Produktbaum zu
den Clusterbäumen TI , TJ und TK sowie den Blockbäumen TI×J und TJ×K.

Der so definierte Produktbaum beschreibt gerade die rekursiven Aufrufe, die der Algo-
rithmus aus Abbildung 6.7 verwendet, um die Berechnung durchzuführen: Falls (t′, s′, r′)
ein Sohn des Tripels (t, s, r) ist, bedeutet das gerade, dass der Algorithmus, aufgerufen
mit dem Tripel (t, s, r), sich selbst erneut mit dem Tripel (t′, s′, r′) aufruft.

Die für uns entscheidende Eigenschaft des Produktbaums besteht darin, dass er, in
einem geeignet verallgemeinerten Sinn, die schwachbesetzte Struktur der Blockbäume
TI×J und TJ×K erbt:

Lemma 6.17 (Schwachbesetzt) Für alle (t, s, r) ∈ TI×J×K gelten (t, s) ∈ TI×J und
(s, r) ∈ TJ×K. Daraus folgt

#{(s, r) ∈ TJ × TK : (t, s, r) ∈ TI×J×K} ≤ C2
sp für alle t ∈ TI ,

#{(t, r) ∈ TI × TK : (t, s, r) ∈ TI×J×K} ≤ C2
sp für alle s ∈ TJ ,

#{(t, s) ∈ TI × TJ : (t, s, r) ∈ TI×J×K} ≤ C2
sp für alle r ∈ TK.

Beweis. Wir beweisen zunächst, dass für alle (t, s, r) ∈ TI×J×K auch (t, s) ∈ TI×J und
(s, r) ∈ TJ×K gelten.

Diesen Beweis führen wir induktiv über den Aufbau des Baums: Offenbar besitzt
root(TI×J×K) die Eigenschaft, denn nach Definition 2.7 sind (root(TI), root(TJ )) und
(root(ctJ), root(TK)) die Wurzeln der Blockbäume TI×J und TJ×K.

Sei nun (t, s, r) ∈ TI×J×K mit (t, s) ∈ TI×J und (s, r) ∈ TJ×K gegeben. Falls (t, s) ∈
LI×J oder (s, r) ∈ LJ×K gelten sollte, falls also einer der Blöcke ein Blatt sein sollte,
besitzt (t, s, r) keine Söhne, also ist auch nichts zu beweisen.

Anderenfalls gelten nach Definition 2.7 gerade

sons(t, s) = sons+(t)× sons+(s), sons(s, r) = sons+(s)× sons+(r),

und damit folgt für jedes Tripel (t′, s′, r′) ∈ sons(t, s, r) aus t′ ∈ sons+(t), s′ ∈ sons+(s)
und r′ ∈ sons+(r) bereits (t′, s′) ∈ sons(t, s) sowie (s′, r′) ∈ sons(s, r) und somit insbe-
sondere (t′, s′) ∈ TI×J und (s′, r′) ∈ TJ×K. Damit ist die Induktion vollständig.
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Sei nun t ∈ TI . Für alle (t, s, r) ∈ TI×J×K müssen dann (t, s) ∈ TI×J und (s, r) ∈
TJ×K gelten, also s ∈ row(t) und r ∈ row(s), so dass wir

#{(s, r) ∈ TJ × TK : (t, s, r) ∈ TI×J×K} = #
⋃

s∈row(t)

{(s, r) : r ∈ row(s)}

≤
∑

s∈row(t)

# row(s) ≤
∑

s∈row(t)

Csp ≤ C2
sp

erhalten. Entsprechend können wir auch die Mengen für s und r behandeln.

Nun stehen uns alle Hilfsmittel zur Verfügung, die wir benötigen, um den Rechenauf-
wand der Multiplikation hierarchischer Matrizen abzuschätzen:

Satz 6.18 (Aufwand Matrix-Multiplikation) Der in Abbildung 6.7 angegebene Al-
gorithmus benötigt, aufgerufen mit (t, s, r) = (t0, s0, r0) ∈ TI × TJ × TK, nicht mehr
als

Cmulk̂
2(p̂+ 1)2(#t̂0 + #ŝ0 + #r̂0)

Rechenoperationen. Für die approximative Berechnung von Z ← Z + XY fallen also
insbesondere nicht mehr als

Cmulk̂
2(p̂+ 1)2(#I + #J + #K)

Operationen an, wobei die Konstante durch

Cmul := C2
sp max{Cmul,lf , Cmul,aux}

gegeben ist.

Beweis. Aus Lemma 6.14 wissen wir, dass nicht mehr als

Cmul,lf k̂
2(p̂+ 1)(#t̂+ #ŝ+ #r̂)

Operationen anfallen, falls (t, s) oder (s, r) ein Blatt ist.

Aus Lemma 6.15 wissen wir, dass anderenfalls nicht mehr als

Cmul,auxk̂
2(#t̂+ #r̂)

Operationen durchgeführt werden.

Insgesamt ist damit der Aufwand pro Tripel (t, s, r) ∈ TI×J×K durch

Ctmulk̂
2(p̂+ 1)(#t̂+ #ŝ+ #r̂) mit Ctmul := max{Cmul,lf , Cmul,aux}

beschränkt. Damit erhalten wir nun für den Gesamtaufwand die Schranke∑
(t,s,r)∈sons∗(t0,s0,r0)

Ctmulk̂
2(p̂+ 1)(#t̂+ #ŝ+ #r̂)
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= Ctmulk̂
2(p̂+ 1)

∑
(t,s,r)∈sons∗(t0,s0,r0)

#t̂+ #ŝ+ #r̂.

Dank Lemma 6.17 und Lemma 2.28 können wir∑
(t,s,r)∈sons∗(t0,s0,r0)

#t̂ ≤
∑

(t,s)∈sons∗(t0,s0)

∑
r∈row(s)

#t̂ ≤ Csp

∑
(t,s)∈sons∗(t0,s0)

#t̂

≤ C2
sp(p̂+ 1)#t̂0 (6.6)

erhalten und ähnliche Schranken auch für die Summen über s und r gewinnen. Durch
Einsetzen in die vorangehende Abschätzung folgt die gewünschte Aussage.

6.6 Inversion hierarchischer Matrizen

Die Matrix-Multiplikation ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der Durchführung anspruchs-
vollerer Matrixoperationen. Als erstes wichtiges Beispiel untersuchen wir die Matrix-
Inversion, also die Berechnung von X−1 für eine reguläre Matrix X ∈ KI×I .

Wir gehen davon aus, dass X eine hierarchische Matrix ist, und dass der Blockbaum
TI×I denselben Clusterbaum TI für Zeilen und Spalten verwendet.

Der zu konstruierende Algorithmus wird rekursiv arbeiten. Zur Motivation untersu-
chen wir zunächst den Fall einer regulären Blockmatrix Y ∈ Kn×n der Form

Y =

(
Y11 Y12

Y21 Y22

)
mit den Teilmatrizen

Y11 ∈ Km×m, Y12 ∈ Km×(n−m), Y21 ∈ K(n−m)×m, Y22 ∈ K(n−m)×(n−m).

Falls Y11 regulär ist, erhalten wir mit Hilfe der Gauß-Elimination die Gleichung(
I

−Y21Y
−1
11 I

)(
Y11 Y12

Y21 Y22

)
=

(
Y11 Y12

Y22 −Y21Y
−1
11 Y12

)
.

Da beide Faktoren auf der linken Seite regulär sind, muss auch die Matrix auf der rechten
Seite regulär sein. Das ist nur möglich, falls auch das Schur-Komplement

S := Y22 −Y21Y
−1
11 Y12

regulär ist. Dank der Gleichung(
Y−1

11 −Y−1
11 Y12S

−1

S−1

)(
Y11 Y12

S

)
=

(
I

I

)
kennen wir die Inverse der rechten oberen Dreiecksmatrix und erhalten(

Y−1
11 −Y−1

11 Y12S
−1

S−1

)(
I

−Y21Y
−1
11 I

)(
Y11 Y12

Y21 Y22

)
=

(
I

I

)
,
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also folgt insbesondere

Y−1 =

(
Y−1

11 −Y−1
11 Y12S

−1

S−1

)(
I

−Y21Y
−1
11 I

)
=

(
Y−1

11 + Y−1
11 Y12S

−1Y21Y
−1
11 −Y−1

11 Y12S
−1

−S−1Y21Y
−1
11 S−1

)
. (6.7)

Damit steht uns eine explizite Formel zur Berechnung der Inversen einer 2 × 2-
Blockmatrix zur Verfügung.

Dieses Ergebnis wenden wir nun auf den Fall einer H-Matrix an. Sei t ∈ TI ein Cluster.
Wir untersuchen die Inverse einer Teilmatrix X|t̂×t̂. Falls t ein Blatt ist, dürfen wir davon

ausgehen, dass #t̂ klein genug ist, um die Inverse direkt berechnen zu können, etwa mit
einer pivotisierten Gauß-Elimination.

Falls t kein Blatt ist, setzen wir τ := # sons(t) und wählen t1, . . . , tτ mit

sons(t) = {t1, . . . , tτ}.

Nun zerlegen wir

X̂ := X|t̂×t̂
in Teilmatrizen

X̂ij := X|t̂i×t̂j für alle i, j ∈ {1, . . . , τ},

mit denen wir die Darstellung

X̂ =

X̂11 . . . X̂1τ
...

. . .
...

X̂τ1 . . . X̂ττ


erhalten. Entsprechend zerlegen wir die Inverse Z := X̂−1 in Teilmatrizen

Zij := Z|t̂i×t̂j für alle i, j ∈ {1, . . . , τ},

um die Darstellung

X̂−1 = Z =

Z11 . . . Z1τ
...

. . .
...

Zτ1 . . . Zττ


verwenden zu können. Damit sich unsere für den Fall der 2×2-Blockmatrix gewonnenen
Erkenntnisse einsetzen lassen, setzen wir

X̂∗1 :=

X̂21
...

X̂τ1

 , X̂1∗ :=
(
X̂12 . . . X̂1τ

)
, X̂∗∗ :=

X̂22 . . . X̂2τ
...

. . .
...

X̂τ2 . . . X̂ττ

 ,
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Z∗1 :=

Z21
...

Zτ1

 , Z1∗ :=
(
Z12 . . . Z1τ

)
, Z∗∗ :=

Z22 . . . Z2τ
...

. . .
...

Zτ2 . . . Zττ


und finden

X̂ =

(
X̂11 X̂1∗
X̂∗1 X̂∗∗

)
, Z =

(
Z11 Z1∗
Z∗1 Z∗∗

)
.

Mit diesen Matrizen können wir wie im 2 × 2-Fall verfahren: Zunächst berechnen wir
X̂−1

11 , also die Inverse der Teilmatrix zu dem Cluster t1, durch eine Rekursion.
Sobald das Ergebnis vorliegt, können wir die Hilfsmatrix

L∗1 := X̂∗1X̂
−1
11 =

L21
...

Lτ1

 , Li1 := X̂i1X̂
−1
11 für alle i ∈ {2, . . . , τ}

bestimmen und das Schur-Komplement

S∗∗ := X̂∗∗ − L∗1X̂1∗ =

S22 . . . S2τ
...

. . .
...

Sτ2 . . . Sττ

 ,

Sij := X̂ij − Li1X̂1j für alle i, j ∈ {2, . . . , τ}

aufstellen. Nun benötigen wir die Inverse des Schur-Komplements S∗∗. Falls τ = 2 gelten
sollte, können wir sie direkt berechnen, anderenfalls nutzen wir aus, dass die Matrix eine
(τ − 1) × (τ − 1)-Blockmatrix ist, so dass wir rekursiv ihre Inverse auf die Inversen
kleinerer Teilmatrizen zurückführen können.

Die Inverse des Schur-Komplements ist nach (6.7) bereits der rechte untere Diagonal-
block der Inversen Z, sobald wir sie berechnet haben gilt also

Z∗∗ := S−1
∗∗ =

Z22 . . . Z2τ
...

. . .
...

Zτ2 . . . Zττ

 .

Nach Gleichung (6.7) können wir damit durch Multiplikation mit L∗1 die erste Spalte
der Inversen berechnen, denn es gilt

Z∗1 = −S−1
∗∗ X̂∗1X̂

−1
11 = −S−1

∗∗ L∗1 = −

Z22 . . . Z2τ
...

. . .
...

Zτ2 . . . Zττ


L21

...
Lτ1

 ,

Zi1 = −
τ∑
j=2

ZijLj1 für alle i ∈ {2, . . . , τ}.
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Zur Bestimmung der ersten Zeile der Inversen benutzen wir eine zweite Hilfsmatrix

R1∗ := X̂−1
11 X̂1∗ =

(
R12 . . . R1τ

)
, R1j := X̂−1

11 X̂1j für alle j ∈ {2, . . . , τ},

die es uns ermöglicht, die erste Zeile dank (6.7) in der Form

Z1∗ = −X̂−1
11 X̂1∗S

−1
∗∗ = −R1∗S

−1
∗∗ = −

(
R12 . . . R1τ

)Z22 . . . Z2τ
...

. . .
...

Zτ2 . . . Zττ

 ,

Z1j = −
τ∑
i=2

R1iZij für alle j ∈ {2, . . . , τ}

zu berechnen. Es fehlt noch der linke obere Eintrag der Inversen, den wir gemäß (6.7)
mit einer der Gleichungen

Z11 = X̂−1
11 + X̂−1

11 X̂1∗S
−1
∗∗ X̂∗1X̂

−1
11 = X̂−1

11 − Z1∗L∗1 = X̂−1
11 −

τ∑
i=2

Z1iLi1,

Z11 = X̂−1
11 + X̂−1

11 X̂1∗S
−1
∗∗ X̂∗1X̂

−1
11 = X̂−1

11 −R1∗Z∗1 = X̂−1
11 −

τ∑
j=2

R1jZj1

berechnen können. Damit sind Z11, Z1∗, Z∗1 sowie Z∗∗ bestimmt, also liegt die
vollständige Inverse vor.

Die Rekursion für τ > 2 führen wir nicht explizit durch, sondern wir implementieren
sie als eine Schleife, die für k ∈ {1, . . . , τ} jeweils auf den TeilmatrizenX̂kk . . . X̂kτ

...
. . .

...

X̂τk . . . X̂ττ


Zkk . . . Zkτ

...
. . .

...
Zτk . . . Zττ


rechnet. Für k = 1 erhalten wir die Ausgangsmatrix, sobald das Schur-Komplement
berechnet wurde, gehen wir zu k = 2 über, und so weiter, bis wir für k = τ die Teilmatrix
X̂ττ invertieren und die Schleife endet. Damit enthält Zττ bereits den korrekten Teil der
endgültigen Inversen. Dann beginnt die gegenläufige Schleife, in der wir zunächst für
k = τ − 1 die Inverse der rechten unteren 2× 2-Matrix bestimmen und uns dann bis zu
k = 1 vorarbeiten und dann die vollständige Inverse berechnet haben. Der resultierende
Algorithmus findet sich in Abbildung 6.8.

Unser Ziel ist es nun, seinen Rechenaufwand abzuschätzen. Dazu nutzen wir aus, dass
die Inversion intensiv von der Matrix-Multiplikation Gebraucht macht: Abgesehen von
der Inversion für Blätter kommen in unserem Algorithmus sämtliche Rechenoperationen
nur in Matrix-Multiplikationen vor. Also bietet es sich an, den Rechenaufwand ähnlich
wie zuvor abzuschätzen, indem wir die Struktur der rekursiven Aufrufe der Funktionen
inv h und mul h h analysieren. Für den letzteren Fall haben wir das bereits getan, für
die Inversion stellen wir fest, dass für k ∈ {1, . . . , τ} und i, j ∈ {k+ 1, . . . , τ} Funktions-
aufrufe je einmal für
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procedure inv h(t, var X, L, R);
if sons(t) = ∅ then

X|t̂×t̂ ← X|−1
t̂×t̂

else
τ ← # sons(t); {t1, . . . , tτ} ← sons(t);
for k = 1, . . . , τ do

inv h(tk, X, H); {X̂11 ← X̂−1
11 }

for i ∈ {k + 1, . . . , τ} do
L|t̂i×t̂k ← 0; mul h h(1, ti, tk, tk, X, X, L); {Li1 ← X̂i1X̂

−1
11 }

R|t̂k×t̂i ← 0; mul h h(1, tk, tk, ti, X, X, R) {R1i ← X̂−1
11 X̂1i}

end for;
for i, j ∈ {k + 1, . . . , τ} do

mul h h(−1, ti, tk, tj , L, X, X) {Sij ← X̂ij − Li1X̂1j}
end for

end for;
for k = τ − 1, . . . , 1 do

for i ∈ {k + 1, . . . , τ} do
X|t̂i×t̂k ← 0; X|t̂k×t̂i ← 0;
for j ∈ {k + 1, . . . , τ} do

mul h h(−1, ti, tj , tk, X, L, X); {Zi1 ← Zi1 − ZijLj1}
mul h h(−1, tk, tj , ti, R, X, X) {Z1i ← Z1i −R1jZji}

end for;
mul h h(−1, tk, ti, tk, X, L, X) {Z11 ← Z11 − Z1iLi1}

end for
end for

end if

Abbildung 6.8: Inversion einer H-Matrizen: X← X−1, L und R dienen als Hilfsspeicher
für eine untere und eine obere strikte Block-Dreiecksmatrix

• tk (Inversion zur Berechnung von X−1
kk ),

• (ti, tk, tk) (Aufstellen von Lik),

• (tk, tk, ti) (Aufstellen von Rki),

• (ti, tk, tj) (Aufstellen von Sij),

• (ti, tj , tk) (Aufstellen von Zik),

• (tk, ti, tj) (Aufstellen von Zki),

• (tk, ti, tk) (Aufstellen von Zkk)

erfolgen. Wenn wir den Aufruf für tk als Aufruf mit dem Tripel (tk, tk, tk) interpretieren,
sehen wir, dass jede Kombination der Söhne von t genau einmal vorkommt, es werden
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also rekursive Aufrufe für alle Tripel (ti, tj , tk) ∈ sons(t)×sons(t)×sons(t) durchgeführt,
falls t kein Blatt ist. Das entspricht gerade den Söhnen des Tripels (t, t, t) in dem für die
Analyse der Multiplikation verwendeten Tripelbaum TI×I×I .

Also wird bei der Inversion derselbe Baum durchlaufen wie bei der Multiplikation,
allerdings wahrscheinlich in einer anderen Reihenfolge. Wenn wir den Rechenaufwand
pro Tripel abschätzen können, erhalten wir mit derselben Vorgehensweise wie bei der
Multiplikation auch eine Aufwandsabschätzung für die Inversion.

Für die Multiplikation wissen wir dank der Lemmas 6.14 und 6.15 bereits, dass eine
Konstante Ctmul ∈ N so existiert, dass der Aufwand für einen Tripel (t, s, r) ∈ TI×I×I
durch

Ctmulk̂
2(p̂+ 1)(#t̂+ #ŝ+ #r̂)

beschränkt ist. Bei der Inversion stellen wir fest, dass der Algorithmus inv h nur in
einem einzigen Fall überhaupt rechnet, nämlich falls t ein Blatt ist und die Inverse des
korrespondierenden Diagonalblocks zu bestimmen ist. Wenn wir diese Berechnung etwa
per Gauß-Elimination durchführen, existiert einer Konstante Cinvb ∈ N derart, dass die
Inversion einer Teilmatrix Y|t̂×t̂ nicht mehr als Cinvb(#t̂)3 Operationen erfordert. Um
eine ähnliche Abschätzung wie im Fall der Multiplikation zu erhalten, nutzen wir aus,
dass t ein Blatt ist und also #t̂ ≤ rI gilt, um

Cinvb(#t̂)3 ≤ Cinvbr
2
I#t̂ ≤ Cinvbk̂

2#t̂ ≤ Cinvb

3
k̂2(p̂+ 1)(#t̂+ #t̂+ #t̂)

zu erhalten. Daraus folgt, dass der Aufwand pro Tripel (t, s, r) ∈ TI×I×I bei der Inversion
nicht

Ctinvk̂
2(p̂+ 1)(#t̂+ #ŝ+ #r̂), Ctinv := max

{
Cinvb

3
, Ctmul

}
Operationen überschreitet. Nun können wir wie bei der Matrix-Multiplikation verfahren,
um eine Abschätzung des Aufwands zu finden:

Satz 6.19 (Aufwand Matrix-Inversion) Der in Abbildung 6.8 angegebene Algorith-
mus benötigt, aufgerufen mit t = t0 ∈ TI , nicht mehr als

Cinvk̂
2(p̂+ 1)2#t̂0

Rechenoperationen. Für die approximative Berechnung von Z ← X−1 fallen also insbe-
sondere nicht mehr als

Cinvk̂
2(p̂+ 1)2#I

Operationen an, wobei die Konstante in beiden Fällen durch

Cinv := 3C2
spCtinv

gegeben ist.
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Beweis. Wie wir bereits gesehen haben, sind für ein Tripel (t, s, r) ∈ TI×I×I nicht mehr
als

Ctinvk̂
2(p̂+ 1)(#t̂+ #ŝ+ #r̂)

Rechenoperationen erforderlich. Da wir auch schon wissen, dass im Zuge der Inversion
sämtliche Tripel aus dem Teilbaum sons∗(t0, t0, t0) vorkommen, aber auch keine anderen,
erhalten wir die obere Schranke

Ctinvk̂
2(p̂+ 1)

∑
(t,s,r)∈sons∗(t0,t0,t0)

#t̂+ #ŝ+ #r̂.

Dank (6.6) lässt sich dieser Term durch

CtinvC
2
spk̂

2(p̂+ 1)2(#t̂0 + #t̂0 + #t̂0)

abschätzen, und das ist das gewünschte Ergebnis.

Bemerkung 6.20 (Fehlersteuerung) Bei der Inversion ist es wesentlich schwieriger
als bei der Multiplikation, eine gegebene Genauigkeit zu garantieren, da jede Inverse
einer Teilmatrix in die Berechnung anderer Teilmatrizen eingeht, die in der Regel auch
wieder invertiert werden.

Dieses Problem vermeiden alternative Verfahren, etwa solche, die auf der Newton-
Iteration aufbauen [17], allerdings sind sie häufig auch wesentlich rechenintensiver.

6.7 Dreieckszerlegungen

In der Praxis sind wir häufig nur daran interessiert, Gleichungssysteme mit einer Matrix
G zu lösen, die vollständige Inverse wird nur selten benötigt. Für Aufgaben dieser Art
sind Dreiecksfaktorisierungen häufig nützlich: Wir suchen nach einer unteren Dreiecks-
matrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R mit

LR = G,

einer sogenannten LR-Zerlegung, denn mit Hilfe dieser Darstellung lässt sich das System

Gx = b

auch in der Form

Ly = b, Rx = y

schreiben, und aus dieser Form lässt sich durch Vorwärtseinsetzen in L und Rückwärts-
einsetzen in R die Lösung x berechnen.

Unser Ziel ist es also nun, eine LR-Zerlegung einer hierarchischen Matrix zu berechnen,
selbstverständlich wieder approximativ, um Rechenzeit und Speicherplatz zu sparen. Den
Ansätzen aus [27, 20] folgend gehen wir ähnlich wie im Fall der Inversion rekursiv vor:
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Wir untersuchen die Berechnung der LR-Zerlegungen von Teilmatrizen G|t̂×t̂. Falls t ein
Blatt des Clusterbaums ist, können wir die Zerlegung in der für vollbesetzte Matrizen
üblichen Weise bestimmen.

Anderenfalls setzen wir wieder τ := # sons(t) und wählen t1, . . . , tτ ∈ TI mit

sons(t) = {t1, . . . , tτ}.

Die Matrix

Ĝ := G|t̂×t̂
zerlegen wir entsprechend in Teilmatrizen

Ĝij := G|t̂i×t̂j für alle i, j ∈ {1, . . . , τ},

um die Darstellung

Ĝ =

Ĝ11 . . . Ĝ1τ
...

. . .
...

Ĝτ1 . . . Ĝττ


zu erhalten. Wie im Fall der Inversion führen wir den allgemeinen Fall auf den Fall einer
2× 2-Blockmatrix zurück, indem wir

Ĝ∗1 :=

Ĝ21
...

Ĝτ1

 , Ĝ1∗ :=
(
Ĝ12 . . . Ĝ1τ

)
, Ĝ∗∗ :=

Ĝ22 . . . Ĝ2τ
...

. . .
...

Ĝτ2 . . . Ĝττ


einführen und

Ĝ =

(
Ĝ11 Ĝ1∗
Ĝ∗1 Ĝ∗∗

)
erhalten. Mit den zu berechnenden Dreiecksfaktoren L und R verfahren wir entspre-
chend: Wir setzen

L̂ := L|t̂×t̂, L̂ij := L|t̂i×t̂j für alle i, j ∈ {1, . . . , τ}, (6.8)

R̂ := R|t̂×t̂, R̂ij := R|t̂i×t̂j für alle i, j ∈ {1, . . . , τ}. (6.9)

Zur Reduktion auf 2× 2-Blockmatrizen verwenden wir auch hier

L̂∗1 :=

L̂21
...

L̂τ1

 , L̂∗∗ :=

L̂22
...

. . .

L̂τ2 . . . L̂ττ

 ,

R̂1∗ :=
(
R̂12 . . . R̂1τ

)
, R̂∗∗ :=

R̂22 . . . R̂2τ

. . .
...

R̂ττ

 ,
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so dass wir insgesamt zu der Gleichung(
L̂11

L̂∗1 L̂∗∗

)(
R̂11 R̂1∗

R̂∗∗

)
= L̂R̂ = Ĝ =

(
Ĝ11 Ĝ1∗
Ĝ∗1 Ĝ∗∗

)
gelangen. Durch Ausmultiplizieren der linken Seite folgt

L̂11R̂11 = Ĝ11, L̂11R̂1∗ = Ĝ1∗, (6.10a)

L̂∗1R̂11 = Ĝ∗1, L̂∗1R̂1∗ + L̂∗∗R̂∗∗ = Ĝ∗∗, (6.10b)

und diese Gleichungen können wir für die rekursive Berechnung der Matrizen L̂ und R̂
verwenden: Die erste Gleichung erlaubt es uns L̂11 und R̂11 mittels der LR-Zerlegung
der Matrix Ĝ11 zu gewinnen.

Sobald diese Matrizen bekannt sind, können wir mit Hilfe der zweiten und dritten
Gleichung die Matrizen R̂1∗ und L̂∗1 durch Vorwärtseinsetzen in die Matrizen L̂11 be-
ziehungsweise R̂∗11 berechnen. Die genaue Umsetzung dieser Berechnung im Rahmen der
approximativen H-Matrix-Arithmetik werden wir später diskutieren.

Wenn L̂∗1 und R̂1∗ bekannt sind, folgt aus der vierten Gleichung schließlich

L̂∗∗R̂∗∗ = Ĝ∗∗ − L̂∗1R̂1∗,

so dass wir L̂∗∗ und R̂∗∗ als LR-Zerlegung der rechten Seite dieser Gleichung rekursiv
konstruieren können.

Es bleibt nur noch zu diskutieren, wie sich die Gleichungen L̂11R̂1∗ = Ĝ1∗ und
L̂∗1R̂11 = Ĝ∗1 lösen lassen. Dank der Gleichung

Ĝ∗∗1 = (L̂∗1R̂11)∗ = R̂∗11L̂
∗
∗1

können wir die zweite auf die erste zurückführen, denn hier ist R̂∗11 wieder eine untere
Dreiecksmatrix.

Wir stehen also vor der Aufgabe, ein System der Form

L̂X̂ = Ŷ

zu lösen. Zunächst untersuchen wir den Spezialfall, dass X̂ und Ŷ Vektoren sind, dass
also ŷ ∈ Kt̂ gegeben und x̂ ∈ Kt̂ gesucht ist. Falls t̂ ein Blatt ist, können wir die Aufgabe
direkt lösen. Anderenfalls verfahren wir wieder rekursiv und zerlegen dazu die Vektoren
x̂, ŷ ∈ Kt̂ in der üblichen Form

x̂ =

x̂1
...

x̂τ

 , x̂i = x̂|t̂i , ŷ =

ŷ1
...

ŷτ

 , ŷi = ŷ|t̂i für alle i ∈ {1, . . . , τ},

um die Gleichung L̂11
...

. . .

L̂τ1 . . . L̂ττ


x̂1

...
x̂τ

 = L̂x̂ = ŷ =

ŷ1
...

ŷτ


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zu erhalten. Genau wie jedes andere Gleichungssystem in unterer Dreiecksgestalt lässt
sich auch dieses durch Vorwärtseinsetzen lösen, also in unserem Fall durch rekursives
Auflösen der Gleichungen

L̂11x̂1 = ŷ1 ⇐⇒ L̂11x̂1 = ŷ1,

L̂21x̂1 + L̂22x̂2 = ŷ2 ⇐⇒ L̂22x̂2 = ŷ2 − L̂21x̂1,

...
...

τ−1∑
k=1

L̂τkx̂k + L̂ττ x̂τ = ŷτ ⇐⇒ L̂ττ x̂τ = ŷτ −
τ−1∑
k=1

L̂τkx̂k

nach den Teilvektoren x̂1, . . . , x̂τ . Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung 6.9
zusammengefasst.

procedure forward subst h(t, L, var x);
if sons(t) = ∅ then

x|t̂ ← L|−1
t̂×t̂x|t̂

else
τ ← # sons(t); {t1, . . . , tτ} ← sons(t)
for i = 1, . . . , τ do

for k ∈ {1, . . . , i− 1} do
b′ ← (ti, tk); eval h(−1, b′, L, x, x)

end for;
forward subst h(ti, L, x)

end for
end if

Abbildung 6.9: Vorwärtseinsetzen für eine H-Matrix L in unterer Blockdreiecksform zur
Berechnung von x← L−1x

Entsprechend können wir selbstverständlich auch das Rückwärtseinsetzen für eine H-
Matrix in oberer Blockdreiecksform als Rekursion über Teilblöcke formulieren und er-
halten den in Abbildung 6.10 angegebenen Algorithmus.

Schließlich benötigen wir für die Berechnung der LR-Zerlegung auch noch die
Möglichkeit, Gleichungen der Form R∗x = y aufzulösen. Da R eine obere Dreiecks-
matrix ist, ist R∗ eine untere Dreiecksmatrix, so dass wir die Aufgabe wieder durch
rekursives Vorwärtseinsetzen lösen können. Der korrespondierende Algorithmus ist in
(6.11) zusammengefasst.

Es bietet sich an, das Vorwärtseinsetzen auch auf Matrixblöcke zu übertragen, um
auch das ursprüngliche Problem L̂X̂ = Ŷ behandeln zu können. Um ähnlich wie im
vorigen Fall die rechte Seite mit der Lösung überschreiben zu können verlangen wir,
dass die H-Matrizen X̂ und Ŷ dieselbe Struktur aufweisen, so dass ein Block b = (t, s)
genau dann ein zulässiges oder unzulässiges Blatt des zu X̂ geörenden Blockbaums ist,
wenn er es bezüglich des zu Ŷ gehörenden Baums ist.
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procedure backward subst h(t, R, var x);
if sons(t) = ∅ then

x|t̂ ← R|−1
t̂×t̂x|t̂

else
τ ← # sons(t); {t1, . . . , tτ} ← sons(t)
for i = τ, . . . , 1 do

for k ∈ {i+ 1, . . . , τ} do
b′ ← (ti, tk); eval h(−1, b′, R, x, x)

end for;
backward subst h(ti, R, x)

end for
end if

Abbildung 6.10: Rückwärtseinsetzen für eine H-Matrix R in oberer Blockdreiecksform
zur Berechnung von x← R−1x

procedure adjforward subst h(t, R, var x);
if sons(t) = ∅ then

x|t̂ ← (R|∗
t̂×t̂)

−1x|t̂
else
τ ← # sons(t); {t1, . . . , tτ} ← sons(t)
for i = 1, . . . , τ do

for k ∈ {1, . . . , i− 1} do
b′ ← (tk, ti); adjeval h(−1, b′, R, x, x)

end for;
adjforward subst h(ti, R, x)

end for
end if

Abbildung 6.11: Vorwärtseinsetzen in die Adjungierte einerH-Matrix R in oberer Block-
dreiecksform zur Berechnung von x← (R∗)−1x

Mit dieser Vereinfachung erhalten wir die folgende Problemformulierung: Gegeben
b = (t, s) ∈ TI×J , bestimme X|t̂×ŝ so, dass

L|t̂×t̂X|t̂×ŝ = Y|t̂×ŝ

gilt. Bei der die Lösung dieses Problems müssen wir die üblichen drei Fälle unterscheiden:
b kann ein zulässiges oder unzulässiges Blatt oder kein Blatt sein.

Falls b ein zulässiges Blatt ist, kennen wir eine Rang-k-Darstellung

Y|t̂×ŝ = AB∗ mit A ∈ Kt̂×k, B ∈ Kŝ×k

und können
Â := L|−1

t̂×t̂A
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berechnen, indem wir den bereits diskutierten Algorithmus für das Vorwärtseinsetzen
(vgl. Abbildung 6.9) auf die k Spalten der Matrix A anwenden. Damit folgt

X|t̂×ŝ = L|−1
t̂×t̂Y|t̂×ŝ = L|−1

t̂×t̂AB∗ = ÂB∗,

wir haben also, wie schon im Fall der Matrix-Multiplikation, ausgenutzt, dass das Pro-
dukt einer beliebigen Matrix mit einer Rang-k-Matrix wieder eine Rang-k-Matrix ist,
deren Darstellung wir aus einer Darstellung der ursprünglichen Matrix einfach gewinnen
können.

Falls b ein unzulässiges Blatt ist, folgt aus der Voraussetzung, dass TI×J ein zulässiger
Blockbaum ist, dass t oder s ein Blatt des jeweiligen Clusterbaums sein muss. Ist t ein
Blatt, so ist (t, t) ebenfalls ein Blatt, so dass wir

X|t̂×ŝ = L|−1
t̂×t̂Y|t̂×ŝ

direkt bestimmen können. Ist dagegen s ein Blatt, so enthält die zugehörige Indexmenge
#ŝ ≤ rJ nur wenige Elemente, so dass wir X|t̂×ŝ berechnen können, indem wir den
Algorithmus für das Vorwärtseinsetzen (vgl. Abbildung 6.9) auf jede Spalte anwenden.

Interessant wird es, falls b kein Blatt ist und wir deshalb eine Rekursion verwenden
müssen. Für L̂ = L|t̂×t̂ haben wir bereits in (6.8) eine Zerlegung in Teilmatrizen fixiert,
so dass wir nur noch eine passende Zerlegung für Y benötigen. Wir setzen σ := # sons(s)
und wählen s1, . . . , sσ ∈ TJ mit sons(s) = {s1, . . . , sσ}. Wie üblich verwenden wir zur
Abkürzung die Notationen

Ŷ := Y|t̂×ŝ, Ŷij := Y|t̂i×ŝj ,

X̂ := X|t̂×ŝ, X̂ij := X|t̂i×ŝj für alle i ∈ {1, . . . , τ}, j ∈ {1, . . . σ},

die zu den Blockdarstellungen

Ŷ =

Ŷ11 . . . Ŷ1σ
...

. . .
...

Ŷτ1 . . . Ŷτσ

 , X̂ =

X̂11 . . . X̂1σ
...

. . .
...

X̂τ1 . . . X̂τσ


führt. Für eine beliebige Spalte j ∈ {1, . . . , σ} können wir die GleichungL̂11

...
. . .

L̂τ1 . . . L̂ττ


X̂1j

...

X̂τj

 =

Ŷ1j
...

ŷτj


wieder durch Vorwärtseinsetzen auf die Gleichungen

L̂11X̂1j = Ŷ1j ⇐⇒ L̂11X̂1j = Ŷ1j ,

L̂21X̂1j + L̂22X̂2j = Ŷ2j ⇐⇒ L̂22X̂2j = Ŷ2j − L̂21Ŷ1j ,

...
...
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procedure forward blocksubst h(b, L, var X);
(t, s)← b;
if b ∈ L+

I×J then
forward subst h(t, L, AX,b) {Algorithmus (6.9) für jede Spalte von AX,b}

else if b ∈ L−I×J then
forward subst h(t, L, X|t̂×ŝ) {Algorithmus (6.9) für jede Spalte von X|t̂×ŝ}

else
τ ← # sons(t); {t1, . . . , tτ} ← sons(t);
σ ← # sons(s); {s1, . . . , sσ} ← sons(s);
for j ∈ {1, . . . , σ} do

for i = 1, . . . , τ do
for k = {1, . . . , i− 1} do

mul h h(−1, ti, tk, sj , L, X, X)
end for;
b′ ← (ti, sj); forward blocksubst h(b′, L, X)

end for
end for

end if

Abbildung 6.12: Block-Vorwärtseinsetzen für eine H-Matrix L in unterer Blockdreiecks-
form zur Berechnung von X← L−1X

τ−1∑
k=1

L̂τjX̂kj + L̂ττX̂τj = Ŷτj ⇐⇒ L̂ττX̂τj = Ŷτj −
τ−1∑
k=1

L̂τkX̂kj

zurückführen, die sich wieder rekursiv auflösen lassen.
Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung 6.12 dargestellt. Wie schon im Fall

der Inversion ist nicht vorgeschrieben, in welcher Reihenfolge die Söhne eines Clusters
durchlaufen werden, sofern diese Reihenfolge über den gesamten Algorithmus hinweg
einheitlich ist: Das Vorwärtseinsetzen funktioniert selbstverständlich nur dann, wenn
auch tatsächlich eine untere Dreiecksmatrix bezüglich der gewählten Reihenfolge vorliegt.

Um eine Gleichung der Form XR = Y mit einer rechten oberen Dreiecksmatrix R
aufzulösen, können wir entsprechend vorgehen: Für Blätter des Blockbaums wenden wir
den Algorithmus aus Abbildung 6.11 im zulässigen Fall auf alle Spalten der Matrix BX,b

oder im unzulässigen Fall auf alle Zeilen der Matrix X|t̂×ŝ an. Falls b = (t, s) kein Blatt
ist, setzen wir σ := # sons(s) und wählen s1, . . . , sσ ∈ TJ mit sons(s) = {s1, . . . , sσ},
um dann

R̂ := R|ŝ×ŝ, R̂ij := R|ŝi×ŝj für alle i, j ∈ {1, . . . , σ}

und die Blockdarstellung

R̂ =

R̂11 . . . R̂1σ

. . .
...

R̂σσ


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zu erhalten. Für eine beliebige Zeile i ∈ {1, . . . , τ} können wir die Gleichung

(
X̂i1 . . . X̂iσ

)R̂11 . . . R̂1σ

. . .
...

R̂σσ

 =
(
Ŷi1 . . . Ŷiσ

)

ebenfalls durch Vorwärtseinsetzen in die Gleichungen

X̂i1R̂11 = Ŷi1 ⇐⇒ X̂i1R̂11 = Ŷi1,

X̂i1R̂12 + X̂i2R̂22 = Ŷi2 ⇐⇒ X̂i2R̂22 = Ŷi2 − X̂i1R̂12,

...
...

σ−1∑
k=1

X̂ikR̂kσ + X̂iσR̂σσ = Ŷiσ ⇐⇒ X̂iσR̂σσ = Ŷiσ −
σ−1∑
k=1

X̂ikR̂kσ

auflösen, indem wir sie auf eine Rekursion und Matrix-Multiplikationen zurückführen.

procedure adjforward blocksubst h(b, R, var X);
(t, s)← b;
if b ∈ L+

I×J then
adjforward subst h(s, R, BX,b) {Algorithmus (6.11) für jede Spalte von BX,b}

else if b ∈ L−I×J then
adjforward subst h(s, R, X|t̂×ŝ) {Algorithmus (6.11) für jede Spalte von X|t̂×ŝ}

else
τ ← # sons(t); {t1, . . . , tτ} ← sons(t);
σ ← # sons(s); {s1, . . . , sσ} ← sons(s);
for i ∈ {1, . . . , τ} do

for j = 1, . . . , σ do
for k = {1, . . . , j − 1} do

mul h h(−1, ti, sk, sj , X, R, X)
end for;
b′ ← (ti, sj); adjforward blocksubst h(b′, R, X)

end for
end for

end if

Abbildung 6.13: Block-Vorwärtseinsetzen für die Adjungierte einer H-Matrix R in obe-
rer Blockdreiecksform zur Berechnung von X← XR−1

Nun stehen uns alle Algorithmen zur Verfügung, die wir benötigen, um aus den Glei-
chungen (6.10) den Algorithmus zur Berechnung der LR-Zerlegung zu konstruieren: Die
Gleichung

L̂11R̂11 = Ĝ11
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bedeutet, dass wir L̂11 und R̂11 aus einer LR-Zerlegung der Teilmatrix Ĝ11 gewinnen
können, also mit Hilfe eines rekursiven Aufrufs.

Sobald uns diese Matrizen zu Verfügung stehen, können wir

L̂11R̂1∗ = Ĝ1∗, L̂11R̂1j = Ĝ1j für alle j ∈ {2, . . . , τ}

durch Vorwärtseinsetzen mit Hilfe des in Abbildung 6.12 dargestellten Algorithmus
auflösen, um R̂1j für alle j ∈ {2, . . . , τ} zu berechnen.

Entsprechend können wir

L̂∗1R̂11 = Ĝ∗1, L̂i1R̂11 = Ĝi1 für alle i ∈ {2, . . . , τ}

durch Vorwärtseinsetzen in die Adjungierte der Matrix R̂11 mit Hilfe des Algorithmus
aus Abbildung 6.13 auflösen, um L̂i1 für alle i ∈ {2, . . . , τ} zu bestimmen.

Schließlich müssen wir

L̂∗1R̂1∗ + L̂∗∗R̂∗∗ = Ĝ∗∗, L̂∗∗R̂∗∗ = Ĝ∗∗ − L̂∗1R̂1∗

auflösen. Das Schur-Komplement

Ŝ∗∗ := Ĝ∗∗ − L̂∗1R̂1∗, Ŝij = Ĝij − L̂i1R̂1j für alle i, j ∈ {2, . . . , τ}

können wir mit der bereits bekannten Matrix-Multiplikation aufstellen, seine LR-
Zerlegung erfolgt dann wieder rekursiv.

Bei der praktischen Umsetzung können wir ausnutzen, dass in den Algorithmen für
das Vorwärtsumsetzen die rechte Seite mit der Lösung überschrieben wird, so dass oh-
ne weiteres Zutun jeweils Ĝ1j durch R̂1j und Ĝi1 durch L̂i1 ersetzt wird. Da wir die
Matrix-Multiplikation in weiser Voraussicht so formuliert haben, dass sie das Produkt
zu der Ergebnismatrix addiert, können wir elegant Ĝ∗∗ mit dem Schur-Komplement
Ŝ∗∗ überschreiben, so dass dessen LR-Zerlegung genau dort gespeichert wird, wo wir sie
haben wollen.

Die Analyse der Komplexität können wir ähnlich wie im Fall der Inversion durchfüh-
ren: Den Aufruf der Prozedur lr decomp h für den Cluster t zählen wir als Aufruf mit
dem Tripel (t, t, t) im Tripelbaum, den Aufruf der Prozedur forward blocksubst h für
den Block b = (t, s) zählen wir als Aufruf mit dem Tripel (t, t, s) im Tripelbaum, den
Aufruf der Prozedur adjforward blocksubst h für den Block b = (s, t) als Aufruf mit dem
Tripel (s, t, t).

Dann erfolgen in der Funktion lr decomp h Aufrufe für (tk, tk, tk), (tk, tk, ti), (ti, tk, tk)
und (ti, tk, tj), letztere jeweils für alle i, j ∈ {k + 1, . . . , τ}. In forward blocksubst h
erfolgen Aufrufe für (ti, tk, sj) mit i ∈ {k + 1, . . . , τ} sowie (ti, ti, sj), in adjfor-
ward blocksubst h dagegen für (ti, sk, sj) mit j ∈ {k + 1, . . . , σ} sowie (ti, sj , sj). Damit
entspricht die rekursive Aufrufstruktur einer Teilmenge derer, die der Tripelbaum be-
schreibt, und wir können den Gesamtaufwand durch den Aufwand für den vollständigen
Tripelbaum beschränken, um eine ähnliche Aufwandsabschätzung wie in Satz 6.19 zu
erhalten.

123



6 Matrix-Arithmetik

procedure lr decomp h(t, var G);
if sons(t) = ∅ then

Überschreibe G|t̂×t̂ mit seiner LR-Zerlegung
else
τ ← # sons(t); {t1, . . . , tτ} ← sons(t);
for k = 1, . . . , τ do

lr decomp h(tk, G);
for i ∈ {k + 1, . . . , τ} do
b′ ← (tk, ti); forward blocksubst h(b′, G, G);
b′ ← (ti, tk); adjforward blocksubst h(b′, G, G);

end for;
for i, j ∈ {k + 1, . . . , τ} do

mul h h(−1, ti, tk, tj , G, G, G)
end for

end for
end if

Abbildung 6.14: Berechnung der LR-Zerlegung einer H-Matrix G. Die linke untere
Hälfte wird mit dem Faktor L überschrieben, die rechte obere mit R.

Bemerkung 6.21 (Praxis) In der Praxis wird die approximative LR-Zerlegung in we-
sentlich kürzerer Zeit als die Inverse berechnet, und sie ist auch in vielen Anwendungen
wesentlich genauer.

Ersteres kann man dadurch erklären, dass die LR-Zerlegung der
”

ersten Hälfte“ der
Inversion entspricht, in der die Schur-Komplemente berechnet werden, dass aber die

”
zweite Hälfte“, in der sie invertiert und zur Aktualisierung des Rests der Matrix verwen-

det werden, fehlt. Außerdem wird die Struktur der LR-Faktoren
”

näher“ an der Struktur
der Ausgangsmatrix G liegen, beispielsweise vererben sich Nulleinträge innerhalb gewis-
ser Grenzen.

Die höhere Genauigkeit lässt sich ebenfalls dadurch erklären, dass die Fehler sich nur

”
in einer Richtung“ fortpflanzen: Fehler, die wir bei der Berechnung von

”
links oben“

stehenden Blöcken einführen, beeinflussen nur
”

rechts unten“ stehende Blöcke, werden
aber nicht von ihnen beeinflusst.
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Neben der Behandlung von Integralgleichungen ist das Lösen partieller Differential-
gleichungen eine wichtige Anwendung hierarchischer Matrizen. Anders als bei Integral-
gleichungen ist die Darstellung des zu lösenden Gleichungssystems hier kein Problem,
denn die bei den typischen Finite-Elemente-Diskretisierungen auftretenden Matrizen
sind schwachbesetzt, besitzen also nur wenige von null verschiedene Einträge pro Zeile,
so dass sie sich elegant in einer entsprechenden Datenstruktur abspeichern lassen.

Wesentlich interessanter ist die Frage nach effizienten Lösungsverfahren für derartige
Systeme: In der Regel sind die Systeme sehr groß, so dass direkte Lösungsalgorithmen wie
die (exakte) LR-Zerlegung nicht gut einsetzbar sind, und sie sind schlecht konditioniert,
so dass iterative Verfahren zwar wenig Speicher, aber sehr viele Schritte benötigen.

Unter bestimmten Bedingungen lassen sich zwar noch entsprechend angepasste direkte
Verfahren einsetzen, und speziell entworfene iterative Verfahren (insbesondere Mehrgitte-
riterationen) können in bestimmten Situationen sehr effizient sein, aber beide Techniken
stoßen an Grenzen.

Eine Alternative bieten hierarchische Matrizen: Es lässt sich leicht nachprüfen, dass
die bei der Finite-Elemente-Diskretisierung auftretenden Matrizen auch hierarchische
Matrizen mit lokalem Rang 0 sind, wenn wir eine der üblichen Zulässigkeitsbedingungen
verwenden. Demzufolge können wir die Matrizen auch mit den Algorithmen aus Kapitel 6
behandeln, um ihre Inversen oder ihre LR-Faktorisierungen approximativ zu bestimmen.
Beide Varianten ermöglichen es uns, das lineare Gleichungssystem durch ein äquivalentes
System mit wesentlich besserer Kondition zu ersetzen, das sich sehr effizient lösen lässt.

Die zentrale Frage in diesem Kontext lautet, ob sich die Inverse einer partiellen Dif-
ferentialgleichung sinnvoll durch eine hierarchische Matrix approximieren lässt. Sofern
das der Fall ist, können wir die approximative Inverse berechnen und darauf hoffen, sie
auch effizient abspeichern zu können.

7.1 Variationelle Formulierung

Wir fixieren ein offenes beschränktes Normalgebiet Ω ⊆ Rd und eine differenzierbare
Abbildung

C : Ω→ Rd×d,

die jedem Punkt eine d × d-Matrix zuordnet. Unser Interesse gilt dem partiellen Diffe-
rentialoperator

L[u] := −
d∑

i,j=1

∂i (Cij∂ju) ,
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

der zumindest für alle u ∈ C2(Ω) definiert ist.
Wir stellen uns die Aufgabe, partielle Differentialgleichungen der Form

L[u](x) = F (x) für alle x ∈ Ω

zu lösen. Um die Eindeutigkeit sicher zu stellen, fordern wir außerdem, dass u auf dem
Rand ∂Ω des Gebiets verschwindet, dass also

u(x) = 0 für alle x ∈ ∂Ω

gilt. Indem wir mit einer Funktion v ∈ C1(Ω) multiplizieren, die ebenfalls auf dem Rand
verschwindet, und partiell integrieren, erhalten wir die Gleichung

d∑
i,j=1

∫
Ω
Cij(x)∂iv(x)∂ju(x) dx =

∫
Ω
v(x)F (x) dx für alle v ∈ C1(Ω) mit v|∂Ω = 0.

Diese Formulierung dient als Grundlage unserer Untersuchung. Wir vereinfachen sie
zunächst, indem wir den Gradienten

∇u(x) :=

∂1u(x)
...

∂du(x)

 für alle x ∈ Ω

einführen und

d∑
i,j=1

Cij(x)∂iv(x)∂ju(x) dx =

d∑
i=1

(∇v(x))i

 d∑
j=1

Cij(x)(∇u(x))j


= 〈∇v(x),C(x)∇u(x)〉2

ausnutzen, um die kompaktere Darstellung∫
Ω
〈∇v(x),C(x)∇u(x)〉2 dx =

∫
Ω
v(x)F (x) dx für alle v ∈ C1(Ω) mit v|∂Ω = 0 (7.1)

zu erhalten. In dieser Gleichung kommen wir mit schwächeren Voraussetzungen an die
Differenzierbarkeit aus: Erstens treten nur die ersten Ableitungen von u und v auf,
zweitens werden diese Ableitungen nicht punktweise ausgewertet, sondern aufintegriert,
so dass wir auf die Voraussetzung der Stetigkeit verzichten können.

Wir werden deshalb mit schwachen Ableitungen arbeiten, die mit Hilfe des Raums der
Testfunktionen

C∞0 (Ω) := {ϕ ∈ C∞(Ω) : der Träger von ϕ ist kompakte Teilmenge von Ω}

definiert werden. Insbesondere gilt für jede Testfunktion ϕ ∈ C∞0 (Ω) die Gleichung
ϕ|∂Ω = 0, so dass wir für ein k ∈ N0 mit partieller Integration∫

Ω
u(x)∂αϕ(x) dx = (−1)|α|

∫
Ω
∂αu(x)ϕ(x) dx für alle u ∈ Ck(Ω), ϕ ∈ C∞0 (Ω)
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7.1 Variationelle Formulierung

erhalten, wobei α ∈ Nd0 ein Multiindex mit Betrag |α| = α1 + . . . + αd ≤ k ist und
∂α = ∂α1

1 . . . ∂αdd den korrespondierenden Differentialoperator bezeichnet.
Diese Formel dient als Motivation für den Begriff der schwachen Ableitung:

Definition 7.1 (Schwache Ableitung) Sei u ∈ L2(Ω), sei α ∈ Nd0 ein Multiindex.
Falls ein v ∈ L2(Ω) existiert, dass∫

Ω
u(x)∂αϕ(x) dx = (−1)|α|

∫
Ω
v(x)ϕ(x) dx für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω)

erfüllt, bezeichnen wir v als die schwache α-te Ableitung von u und notieren die Funktion
als ∂αu.

Diese Notation führt nicht zu Missverständnissen, da sie, wie wir bereits gese-
hen haben, für klassisch differenzierbare Funktionen mit der klassischen Ableitungen
übereinstimmt.

Da Linearkombinationen schwach differenzierbarer Funktionen wieder schwach diffe-
renzierbar sind, können wir entsprechend Ck(Ω) auch Räume schwach differenzierbarer
Funktionen definieren:

Definition 7.2 (Sobolew-Raum) Sei k ∈ N0. Dann ist

Hk(Ω) := {u ∈ L2(Ω) : für alle α ∈ Nd0 mit |α| ≤ k existiert ∂αu ∈ L2(Ω)}

ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

〈u, v〉Hk(Ω) :=
∑
|α|≤k

〈∂αu, ∂αv〉L2(Ω) für alle u, v ∈ Hk(Ω)

und der korrespondierenden Hilbertraum-Norm

‖u‖Hk(Ω) :=
√
〈u, u〉Hk(Ω) für alle u ∈ Hk(Ω).

Diesen Raum nennen wir den k-ten Sobolew-Raum.

Nun können wir die Gleichung (7.1) in eine für unsere Untersuchung geeignete Form
bringen: Wir setzen vorläufig V := H1(Ω), definieren

a(v, u) :=

∫
Ω
〈∇v(x),C(x)∇u(x)〉2 dx für alle u, v ∈ V, (7.2a)

f(v) :=

∫
Ω
v(x)F (x) dx für alle v ∈ V (7.2b)

und suchen nach einem u ∈ V , dass die Variationsgleichung

a(v, u) = f(v) für alle v ∈ V (7.3)

erfüllt. Zu klären sind Lösbarkeit sowie Eindeutigkeit und Stabilität der Lösung.
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

Da Hk(Ω) ein Hilbertraum ist, können wir den Satz von Riesz verwenden, um die
Lösung von Variationsaufgaben zu berechnen. Allerdings müssen wir dazu nachweisen,
dass die von uns untersuchte Bilinearform a(·, ·) ein Skalarprodukt ist, das eine zu der
Sobolew-Norm ‖ · ‖Hk(Ω) äquivalente Hilbertraum-Norm induziert.

Es lässt sich einfach feststellen, dass das nur möglich ist, falls die Koeffizientenmatrizen
C(x) in jedem Punkt des Gebiets mindestens positiv definit sind. Tatsächlich müssen
sie sogar gleichmäßig positiv definit sein, es müssen also α, β ∈ R>0 mit

α‖y‖22 ≤ 〈y,C(x)y〉2 ≤ β‖y‖22 für alle y ∈ Rd, x ∈ Ω (7.4)

existieren. Damit a(·, ·) auch symmetrisch ist, muss diese Eigenschaft von den Koeffizi-
entenmatrizen geteilt werden, es muss also

C(x) = C(x)∗ für alle x ∈ Ω (7.5)

gelten. Unter diesen beiden Voraussetzungen induziert a(·, ·) immerhin schon eine Halb-
norm, die zu dem Spezialfall k = 1 der Halbnorm

|u|Hk(Ω) :=

√∑
|α|=k

〈∂αu, ∂αu〉L2(Ω) für alle u ∈ Hk(Ω)

äquivalent ist:

Lemma 7.3 (Normäquivalenz) Es gilt

α|u|2H1(Ω) ≤ a(u, u) ≤ β|u|2H1(Ω) für alle u ∈ H1(Ω).

Beweis. Sei u ∈ H1(Ω). Es gilt offenbar

|u|2H1(Ω) =
∑
|α|=1

‖∂αu‖2L2(Ω) =

∫
Ω

∑
|α|=1

|∂αu(x)|2 dx =

∫
Ω
‖∇u(x)‖22 dx,

also erhalten wir aus (7.4)

a(u, u) =

∫
Ω
〈∇u(x),C(x)∇u(x)〉2 dx ≥

∫
Ω
α‖∇u(x)‖22 dx = α|u|2H1(Ω),

a(u, u) =

∫
Ω
〈∇u(x),C(x)∇u(x)〉2 dx ≤

∫
Ω
β‖∇u(x)‖22 dx = β|u|2H1(Ω),

und das sind die gewünschten Abschätzungen.

Offenbar können wir die Halbnorm | · |Hk(Ω) problemlos nach oben durch ‖ · ‖Hk(Ω)

abschätzen, eine Abschätzung nach unten ist dagegen schwieriger, weil beispielsweise
eine von null verschiedene konstante Funktion im Kern der Halbnorm liegt, aber nicht
im Kern der Norm. Hier helfen uns die Randbedingungen: Die Forderung u|∂Ω = 0 lässt
sich im Fall der schwach differenzierbaren Funktionen wie folgt fassen:
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7.1 Variationelle Formulierung

Definition 7.4 (Nullrandbedingungen) Sei k ∈ N0. Wir definieren

Hk
0 (Ω) := C∞0 (Ω)

Hk(Ω)
,

der Raum Hk
0 (Ω) ist also der Abschluss des Raums der Testfunktionen unter der Norm

Hk(Ω).
Diese Definition ist naheliegend: Die Testfunktionen verschwinden auf dem Rand ∂Ω,

und wir dürfen davon ausgehen, dass sich diese Eigenschaft unter dem Abschluss in
geeigneter Form erhält.

Auf dem Teilraum Hk
0 (Ω) sind die Halbnorm | · |Hk(Ω) und die Norm ‖ · ‖Hk(Ω)

äquivalent, denn aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung folgt

CΩ‖u‖2Hk(Ω) ≤ |u|
2
Hk(Ω) für alle u ∈ Hk

0 (Ω)

mit einer nur von Ω abhängenden Konstanten CΩ ∈ R>0.
Indem wir die Variationsgleichung (7.3) auf dem Raum V := H1

0 (Ω) statt auf H1(Ω)
untersuchen, können wir diese Ungleichung ausnutzen, um

αCΩ‖u‖2H1(Ω) ≤ α|u|
2
H1(Ω) ≤ a(u, u) ≤ β|u|2H1(Ω) ≤ β‖u‖

2
H1(Ω) für alle u ∈ H1

0 (Ω)

zu erhalten, also induziert die Bilinearform a(·, ·) auf dem Teilraum H1
0 (Ω) eine zu ‖ ·

‖H1(Ω) äquivalente Norm.
Nun können wir uns wieder der Frage der Lösbarkeit der Differentialgleichung zu-

wenden: Wie wir bereits gesehen haben, erfüllt eine klassische Lösung der partiellen
Differentialgleichung auch diese Gleichung, falls keine klassische Lösung existieren sollte,
erhalten wir eine schwache Lösung im Sinne der schwachen Ableitungen, indem wir den
Satz von Riesz anwenden. Wir bezeichnen mit V ′ den Dualraum von V , also den Raum
der stetigen Funktionale, und mit

‖g‖V ′ := sup
v∈V \{0}

|g(v)|
‖v‖V

für alle g ∈ V ′

die auf ihm definierte Dualnorm. Damit erhalten wir die folgende Aussage:

Satz 7.5 (Lösbarkeit) Unter den Voraussetzungen (7.4) und (7.5) existiert für jedes
Funktional F ∈ V ′ genau ein u ∈ V , das (7.3) erfüllt. Für dieses u gilt

‖u‖V ≤
1

CΩα
‖f‖V ′ .

Beweis. Sei f ∈ V ′. Wir definieren die Energienorm

‖u‖A :=
√
a(u, u) für alle u ∈ V

und erinnern uns daran, dass wir bereits

αCΩ‖u‖2V ≤ ‖u‖2A ≤ β‖u‖2V für alle u ∈ V
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

bewiesen haben. Also ist insbesondere V mit dem Skalarprodukt a(·, ·) ein Hilbertraum,
und wir können den Satz von Riesz anwenden, um ein u ∈ V mit

a(v, u) = f(v) für alle v ∈ V

zu finden. Nach Satz ist dieses u eindeutig bestimmt und erfüllt die Gleichung

‖u‖A = sup
v∈V \{0}

|f(v)|
‖v‖A

.

Mit der Normäquivalenz erhalten wir

‖u‖2V ≤
1

αCΩ
‖u‖2A =

1

αCΩ
sup

v∈V \{0}

|f(v)|2

‖v‖2A
≤ 1

αCΩ
sup

v∈V \{0}

|f(v)|2

αCΩ‖v‖2V
=

1

α2C2
Ω

‖f‖2V ′ ,

also die gesuchte obere Schranke für u.

Die Aussage dieses Satzes lässt sich kompakter formulieren, indem wir den Operator

L : V → V ′, u 7→ a(·, u),

einführen: Die Variationsgleichung (7.3) ist äquivalent zu

Lu = f,

und Satz 7.5 impliziert gerade, dass

L−1 : V ′ → V

existiert und wegen

‖L−1f‖V = ‖u‖V ≤
1

αCΩ
‖f‖V ′ für alle F ∈ V ′

auch stetig ist. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir auch

a(v, u) ≤
√
a(v, v)

√
a(u, u) ≤ β‖v‖V ‖u‖V für alle u, v ∈ H1

0 (Ω),

also insbesondere

‖Lu‖V ′ = sup
v∈V \{0}

|Lu(v)|
‖v‖V

= sup
v∈V \{0}

|a(v, u)|
‖v‖V

≤ β‖u‖V für alle u ∈ V,

so dass wir zusammenfassend

‖L‖V ′←V ≤ β, ‖L−1‖V←V ′ ≤
1

αCΩ
(7.6)

feststellen können. L ist also ein stetiger linearer Operator mit stetiger Inversen, kurz
ein Isomorphismus zwischen dem Raum V und seinem Dualraum V ′.
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7.2 Diskretisierung

Um die Lösung u der Variationsgleichung (7.3) zu approximieren, kommen häufig
Galerkin-Verfahren zum Einsatz. Sie beruhen auf der Wahl eines endlich-dimensionalen
Teilraums Vh ⊆ V , auf den die Variationsgleichung eingeschränkt wird: Wir suchen nun
ein uh ∈ Vh, das

a(vh, uh) = f(vh) für alle vh ∈ Vh

erfüllt. Die Bilinearform a erfüllt auf dem Teilraum Vh von V selbstverständlich dieselben
Abschätzungen, die sie auf dem größeren Raum erfüllt, so dass auch diese eingeschränkte
Variationsgleichung eine eindeutig bestimmte Lösung uh besitzt.

Um den Raum Vh konkret handhaben zu können, wählen wir eine Basis (ϕi)i∈I . Dann
ist die obige Variationsgleichung äquivalent zu

a(ϕi, uh) = f(ϕi) für alle i ∈ I.

Die Lösung uh stellen wir in der Basis dar, wir verwenden also einen Koeffizientenvektor
x ∈ RI mit

uh =
∑
j∈I

xjϕj .

Mit dieser Gleichung lässt sich die Variationsgleichung als∑
j∈I

xja(ϕi, ϕj) = a(ϕi, uh) = f(ϕi) für alle i ∈ I

schreiben, so dass wir mit der durch

Aij := a(ϕi, ϕj) für alle i, j ∈ I

definierten Matrix A ∈ RI×I und dem durch

bi := f(ϕi) für alle i ∈ I

definierten Vektor b ∈ RI schließlich das lineare Gleichungssystem

Ax = b (7.7)

erhalten. Aus (7.4) folgt, dass A positiv definit ist, dass sich also dieses System für alle
b eindeutig lösen lässt, um x und damit auch uh zu bestimmen.

Es gibt eine große Anzahl von Verfahren, mit denen sich derartige lineare Gleichungs-
system lösen lassen, die meisten unter ihnen stoßen allerdings an Grenzen, falls die Di-
mension #I sehr groß wird oder falls die Koeffizientenmatrix C(x) sehr unterschiedliche
Eigenwerte besitzt oder sich in Abhängigkeit von der Ortsvariablen x schnell ändert.

Hierarchische Matrizen bieten eine Möglichkeit, diese Probleme zu umgehen: Nach
Definition gilt a(ϕi, ϕj) = 0, sofern die Träger der Basisfunktionen ϕi und ϕj disjunkt
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

sind. Falls wir in der üblichen Weise einen Clusterbaum TI und einen Blockbaum TI×I
konstruieren, folgt bei zulässigen Blöcken b = (t, s) ∈ L+

I×I aus

dist(Ωt,Ωs) ≥ diam(Ωt) > 0

insbesondere auch A|t̂×ŝ = 0, jeder zulässige Block der Matrix A besitzt also Rang 0.
Also können wir A exakt als hierarchische Matrix mit lokalem Rang 0 darstellen.

Es liegt nun nahe, zur Lösung der Gleichung (7.7) auf die H-Matrix-Arithmetik
zurückzugreifen, indem wir die Inverse A−1 oder die LR-Zerlegung A = LR appro-
ximieren. Dazu müssen wir klären, ob die Inverse sich überhaupt durch eine hierarchi-
sche Matrix approximieren lässt, ob also A−1|t̂×ŝ durch eine Matrix niedrigen Rangs
angenähert werden kann, wenn b = (t, s) ∈ L+

I×I ein zulässiger Block ist.

7.3 Blockweise Approximation des Lösungsoperators

Unsere Aufgabe besteht darin, zu beweisen, dass sich für jedes b = (t, s) ∈ L+
I×I der

Block A−1|t̂×ŝ durch eine Matrix niedrigen Rangs approximieren lässt, dass also für jedes

ε ∈ R>0 ein möglichst kleines k ∈ N sowie Matrizen X ∈ Kt̂×k, Y ∈ Kŝ×k mit

‖A−1|t̂×ŝ −XY∗‖2 ≤ ε

existieren. Nach Definition der Spektralnorm genügt es dazu, die Abschätzung

‖A−1|t̂×ŝb−XY∗b‖2 ≤ ε‖b‖2 für alle b ∈ Kŝ

zu zeigen. Wir können b durch null fortsetzen, um die äquivalente Bedingung

‖(A−1b)|t̂ −XY∗b|ŝ‖2 ≤ ε‖b‖2 für alle b ∈ KI mit supp b ⊆ ŝ

zu erhalten. Unsere Aufgabe besteht also darin, die Lösung A−1b in den zu t̂ gehörenden
Indizes zu approximieren.

Zur weiteren Vereinfachung formulieren wir das Problem als Approximationsaufgabe
in Vektorräumen:

Lemma 7.6 (Teilräume) Sei G ∈ KI×J , sei b = (t, s) ∈ L+
I×J . Sei V ⊆ Kt̂ ein

k-dimensionaler Teilraum, der die Eigenschaft

min
y∈V
‖(Gx)|t̂ − y‖2 ≤ ε‖x‖2 für alle x ∈ KJ mit supp x ⊆ ŝ (7.8)

besitzt. Dann existieren Matrizen X ∈ Kt̂×k und Y ∈ Kŝ×k mit

‖G|t̂×ŝ −XY∗‖2 ≤ ε.
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Beweis. Wir wählen eine orthonormale Basis des Raums V und fassen die k Basisvektoren
in den Spalten einer Matrix X ∈ Kt̂×k zusammen. Dann gelten Bild X = V und X∗X = I.
Insbesondere ist XX∗ eine orthogonale Projektion auf V, so dass

‖(Gx)|t̂ −XX∗(Gx)|t̂‖2 = min
y∈V
‖(Gx)|t̂ − y‖2 für alle x ∈ KJ mit supp x ⊆ ŝ

gilt. Aus supp x ⊆ ŝ in der obigen Gleichung folgt

‖G|t̂×ŝx−XX∗G|t̂×ŝx‖2 ≤ ε‖x‖2 für alle x ∈ Kŝ,

also insbesondere auch

‖G|t̂×ŝ −XX∗G|t̂×ŝ‖2 ≤ ε.

Indem wir Y := G|∗
t̂×ŝX setzen erhalten wir die gewünschte Aussage.

Damit haben wir eine Formulierung des Problems gefunden, die sich für eine Analyse
eignet: Wir suchen nach einem Teilraum V ⊆ Kt̂ möglichst niedriger Dimension k ∈ N
derart, dass

min
y∈V
‖(A−1b)|t̂ − y‖2 ≤ ε‖b‖2 für alle b ∈ KJ mit supp b ⊆ ŝ (7.9)

gilt. Von Interesse ist also das Verhalten der Lösung zu einer rechten Seite b, die nur
auf ŝ von null verschieden ist, auf einer Indexmenge t̂.

Beispiel 7.7 (Tridiagonalmatrizen) Besonders einfach lässt sich das Verhalten der
Lösung auf niedrig-dimensionalen Teilräumen für den Spezialfall analysieren, dass A
eine Tridiagonalmatrix ist:

Sei n ∈ N und I := {1, . . . , n}. Wir untersuchen eine positiv definite Tridiagonalma-
trix

A =


d1 u1

l1
. . .

. . .
. . .

. . . un−1

ln−1 dn

 .

Seien α, β ∈ {1, . . . , n} mit α ≤ β fixiert. Um eine Sonderbehandlung von Randpunkten
zu vermeiden setzen wir 1 < α und β < n voraus.

Wir untersuchen die zusammenhängende Teilmenge t̂ := {α, α + 1, . . . , β − 1, β} ⊆ I
und eine beliebige zweite Teilmenge ŝ ⊆ I, die die (sehr schwache) Zulässigkeitsbedingung
t̂ ∩ ŝ = ∅ erfüllen soll.

Sei ein Vektor b ∈ KI mit supp b ⊆ ŝ fixiert. Sei x = A−1b ∈ KI die Lösung des
Gleichungssystems Ax = b. Indem wir uns die einzelnen Zeilen dieses Systems näher
anschauen erhalten wir

bi = li−1xi−1 + dixi + uixi+1 für alle i ∈ t̂,

133



7 Inverse partieller Differentialgleichungen

und aus diesen Gleichungen können wir das Gleichungssystem
dα uα

lα
. . .

. . .
. . .

. . . uβ−1

lβ−1 dβ




xα
xα+1

...
xβ−1

xβ

 =


bα − lα−1xα−1

bα+1
...

bβ−1

bβ − uβxβ+1

 =


−lα−1xα−1

0
...
0

−uβxβ+1


gewinnen, da bi = 0 für alle i ∈ t̂ nach Voraussetzung gilt.

Da A als positiv definit vorausgesetzt ist, ist dieses System eindeutig lösbar, also ist
x|t̂ bereits durch die beiden Zahlen xα−1 und xβ+1 eindeutig bestimmt. Also liegt x|t̂ in

einem höchstens zweidimensionalen Raum, der durch Vektoren v,w ∈ Kt̂ aufgespannt
wird, die durch 

dα uα

lα
. . .

. . .
. . .

. . . uβ−1

lβ−1 dβ




vα
vα+1

...
vβ−1

vβ

 =


−lα−1

0
...
0
0

 ,


dα uα

lα
. . .

. . .
. . .

. . . uβ−1

lβ−1 dβ




wα
wα+1

...
wβ−1

wβ

 =


0
0
...
0
−uβ


eindeutig definiert sind. Damit haben wir bewiesen, dass die Inverse jeder positiv defi-
niten Tridiagonalmatrix sich exakt durch eine H-Matrix mit einem lokalem Rang von
höchstens k = 2 darstellen lässt.

Dieses Beispiel lässt sich erweitern: Sei A ∈ KI×I eine beliebige positiv definite Matrix.
Wenn wir den Rand ∂t̂ einer Menge t̂ durch

∂t̂ := {i ∈ I \ t̂ : es existiert j ∈ t̂ mit Aij 6= 0 oder Aji 6= 0}

definieren, können wir uns in ähnlicher Weise wie oben überlegen, dass x|t̂ in einem
Raum der Dimension #∂t̂ liegen muss.

Unglücklicherweise wird #∂t̂ gerade bei großen Clustern zu groß sein, um sich prak-
tisch anwenden zu lassen. Einen Ausweg können wir allerdings finden, wenn wir statt
der sehr schwachen Zulässigkeitsbedingung t̂ ∩ ŝ = ∅ die gängigere Bedingung

diam(τ) ≤ 2η dist(τ, σ)

verwenden, wobei τ, σ ⊆ Ω konvexe Teilgebiete sind, die

suppϕi ⊆ τ, suppϕj ⊆ σ für alle i ∈ t̂, j ∈ ŝ
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erfüllen. Eine naheliegende Wahl ist es, die überdeckenden Quader (vgl. Definiti-
on 2.11) als τ und σ zu verwenden, die wir ohnehin für die effiziente Überprüfung der
Zulässigkeitsbedingung benötigen.

In diesem Fall können wir uns nämlich auf die Analyse des ursprünglichen unendlich-
dimensionalen Problems zurückziehen: Wir übersetzen (7.9) in die Aufgabe, einen Raum
V ⊆ L2(τ) möglichst niedriger Dimension zu finden, der

min
w∈V
‖(L−1f)|τ − w‖L2(τ) ≤ ε‖f‖V ′ für alle f ∈ V ′ mit supp f ⊆ σ (7.10)

erfüllt. Dabei ist der Träger supp f eines Funktionals f ∈ V ′ definiert als die größte
abgeschlossene Teilmenge ω des Gebiets Ω, die die Eigenschaft

f(v) = 0 für alle v ∈ V mit supp v ∩ ω = ∅

besitzt. Falls f wie in (7.2b) aus einer Funktion F hervorgeht, stimmt der Träger des
Funktionals f mit dem der Funktion F überein.

Sei f ∈ V ′, und sei u := L−1f . Unsere Aufgabe ist es, (L−1f)|τ = u|τ durch ein
Element eines Raums möglichst niedriger Dimension zu approximieren. Wir wissen, dass
u ∈ V ⊆ H1(Ω) gilt, dass also insbesondere auch u|τ ∈ H1(τ) erfüllt ist. Für derartige
Funktionen lässt sich eine einfache Approximationsaussage mit Hilfe des Lemmas von
Poincaré entwickeln.

Lemma 7.8 (Poincaré) Es existiert eine Konstante Capx ∈ R>0 so, dass für alle kon-
vexen Gebiete ω ⊆ Rd und alle Funktionen u ∈ H1(ω) die Abschätzung

‖u− u0‖L2(ω) ≤ Capx diam(ω)‖∇u‖L2(ω), u0 :=
1

|ω|

∫
ω
u(x) dx

gilt, sich also u durch seinen Mittelwert u0 approximieren lässt.

Beweis. siehe etwa [35, Theorem 7.6]

Um mit Hilfe dieses Lemmas eine hinreichende Genauigkeit zu erreichen, muss der
Durchmesser des Gebiets ω klein im Vergleich zu dem Gradienten der Funktion u sein.
Diese Bedingung stellt man in der Regel sicher, indem man zu Teilgebieten übergeht: Wir
wählen ` ∈ N und schließen ω in einen achsenparallelen Quader Q = [a1, b1]×. . .×[ad, bd]
ein. Mit

cιν :=
`− ν
`

aι +
ν

`
bι für alle ι ∈ {1, . . . , d}, ν ∈ {0, . . . , `}

können wir Q in Teilquader

Qν := (c1,ν1−1, c1,ν1)× . . .× (cd,νd−1, cd,νd) für alle ν ∈ {1, . . . , `}d

zerlegen, die

Q =
⋃

ν∈{1,...,`}d
Qν
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erfüllen, also abgesehen von einer Nullmenge eine disjunkte Partition des Quaders Q
bilden. Nach Konstruktion gilt

cι,νι − cι,νι−1 =
bι − aι
`

für alle ι ∈ {1, . . . , d}, ν ∈ {1, . . . , `}d,

diam(Qν) =
diam(Q)

`
für alle ν ∈ {1, . . . , `}d,

so dass wir durch Wahl eines hinreichend großen Werts für ` die Durchmesser der Teil-
gebiete beliebig verkleinern können.

Wir sind an einer Approximation einer Funktion u ∈ H1(ω) interessiert. Zu ihrer
Konstruktion benutzen wir die Teilmengen

ων := ω ∩Qν für alle ν ∈ {1, . . . , `}d,

die als Schnitte zweier konvexen Mengen wieder konvex sind und als Teilmengen von Qν
die Eigenschaft

diam(ων) ≤ diam(Q)

`
für alle ν ∈ {1, . . . , `}d

besitzen. Um Lemma 7.8 auf diese Teilgebiete anwenden zu können, müssen wir sicher-
stellen, dass |ων | > 0 gilt, also setzen wir

N := {ν ∈ {1, . . . , `}d : |ων | > 0}

und stellen fest, dass

ω =
⋃
ν∈N

ων

gilt, wir also wieder, abgesehen von einer Nullmenge, eine disjunkte Partition konstruiert
haben. Mit Hilfe dieser Partition können wir nun eine erste Approximation der Funktion
u konstruieren:

Lemma 7.9 (Stückweise konstante Approximation) Für jede konvexe Menge ω ⊆
Rd, jedes u ∈ H1(ω) und jedes ` ∈ N erfüllt die durch

v|ων =
1

|ων |

∫
ων

u(x) dx für alle ν ∈ N

bis auf Nullmengen definierte stückweise konstante Funktion die Abschätzung

‖u− v‖L2(ω) ≤ Capx
diam(Q)

`
‖∇u‖L2(ω).

Beweis. Wir zerlegen das Integral über ω in die Summe der Teilintegrale über ων :

‖u− v‖2L2(ω) =

∫
ω
|u(x)− v(x)|2 dx =

∑
ν∈N

∫
ων

|u(x)− v(x)|2 dx.
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Nach Definition ist v|ων gerade der Mittelwert der Funktion u auf diesem Teilgebiet, also
folgt aus Lemma 7.8

‖u− v‖2L2(ω) =
∑
ν∈N

∫
ων

|u(x)− v(x)|2 dx ≤
∑
ν∈N

C2
apx diam(ων)2

∫
ων

‖∇u(x)‖22 dx

≤ C2
apx

diam(Q)2

`2

∑
ν∈N

∫
ων

‖∇u(x)‖22 dx

= C2
apx

diam(Q)2

`2

∫
ω
‖∇u(x)‖22 dx = C2

apx

diam(Q)2

`2
‖∇u‖2L2(ω).

Indem wir die Wurzel aus dieser Abschätzung ziehen erhalten wir das gewünschte Re-
sultat.

Aus diesem Lemma ergibt sich bereits eine erste Approximationsaussage: Da v aus
dem Raum der stückweise konstanten Funktionen auf der Partition (ων)ν∈N stammt und
diese Raum höchstens die Dimension #N ≤ `d besitzen kann, können wir u mit einer zu
1/` proportionalen Genauigkeit in einem höchstens `d-dimensionalen Raum annähern.

Leider ist diese Aussage in der Praxis wenig nützlich, weil die Dimension des Unter-
raums, und damit auch der lokale Rang der resultierenden hierarchischen Matrix, in der
Regel sehr hoch sein muss, um eine gewisse Genauigkeit zu erreichen, da der Fehler nicht
exponentiell konvergiert.

Allerdings haben wir bisher auch nur ausgenutzt, dass u ∈ H1(ω) gilt, während seine
Beziehung zu der Variationsgleichung außer Acht gelassen wurde. Das holen wir nun
nach:

Definition 7.10 (L-harmonische Funktionen) Sei ω ⊆ Rd ein offenes Gebiet. Eine
Funktion u ∈ L2(ω) nennen wir (lokal) L-harmonisch auf ω, falls für alle ω̃ ⊆ ω mit
dist(ω̃, ∂ω) > 0 die folgenden Bedingungen gelten:

u|ω̃ ∈ H1(ω̃), (7.11a)

a(v, u|Ω) = 0 für alle v ∈ H1
0 (Ω) mit supp v ⊆ ω̃, (7.11b)

u|ω\Ω = 0. (7.11c)

Der Raum aller (lokal) L-harmonischen Funktionen auf ω wird mit H(ω) bezeichnet.

Die Bedingung (7.11b) ist formal nicht ganz sauber, weil u|Ω nicht unbedingt auf
dem ganzen Gebiet Ω definiert ist. Da aber supp v ⊆ ω̃ gilt, ist für die Auswertung
der Bilinearform a(·, ·) nur das Integral über ω̃ relevant, und auf diesem Gebiet ist u|Ω
definiert und nach (7.11a) auch schwach differenzierbar.

Für L-harmonische Funktionen ist es möglich, die H1-Norm durch die L2-Norm auf
einem größeren Gebiet abzuschätzen:

Lemma 7.11 (Cacciopoli-Ungleichung) Sei u ∈ H(ω), und sei ω̃ ⊆ ω ein Gebiet
mit dist(ω̃, ∂ω) > 0. Dann gelten u|ω̃ ∈ H1(ω̃) und die Abschätzung

‖∇u‖L2(ω̃) ≤
Creg

dist(ω̃, ∂ω)
‖u‖L2(ω), Creg := 4

√
β/α ≥ 4.
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Hier sind α ≤ β die Konstanten aus (7.4).

Beweis. Sei δ := dist(ω̃, ∂ω) > 0 der Abstand von ω̃ zu dem Rand des Gebiets ω. Wir
können eine Funktion η ∈ C1(Ω ∩ ω) finden, die

0 ≤ η ≤ 1, η|ω̃ = 1, ‖∇η‖2 ≤ 2/δ

η(x) = 0 für alle x ∈ ω mit dist(x, ∂ω) < δ/4

erfüllt. Für das Gebiet

ω̂ := {x ∈ ω : dist(x, ∂ω) > δ/8}

gilt nach Definition dist(ω̂, ∂ω) ≥ δ/8 > 0, also folgt aus (7.11a) bereits u|ω̂ ∈ H1(ω̂).
Da η stetig differenzierbar und beschränkt ist, muss dann auch v̂ := η2u ∈ H1

0 (ω)
gelten, und wir können diese Funktion durch null zu einer Funktion v ∈ H1

0 (Ω ∪ ω)
fortsetzen. Aus (7.11c) folgt v|ω\Ω = 0, also auch v|Ω ∈ H1

0 (Ω). Nach Voraussetzung gilt
dist(supp η, ∂ω) ≥ δ/4 > δ/8, also muss auch supp v ⊆ ω̂ gelten, so dass wir (7.11b) auf
v anwenden können, um

0 = a(v|Ω, u|Ω) =

∫
ω̂∩Ω
〈∇v(x),C(x)∇u(x)〉2 dx =

∫
ω̂∩Ω
〈∇(η2u)(x),C(x)∇u(x)〉2 dx

=

∫
ω̂∩Ω
〈2η(x)u(x)∇η(x) + η2(x)∇u(x),C(x)∇u(x)〉2 dx

mit der Produktregel zu erhalten, also∫
ω̂∩Ω

η2(x)〈∇u(x),C∇u(x)〉2 dx = −2

∫
ω̂∩Ω

η(x)u(x)〈∇η(x),C(x)∇u(x)〉2 dx.

Aus dieser Gleichung folgt∫
ω̂∩Ω

η2(x)‖C(x)1/2∇u(x)‖22 dx =

∫
ω̂∩Ω

η2(x)〈∇u(x),C(x)∇u(x)〉22 dx

= −2

∫
ω̂∩Ω

η(x)u(x)〈∇η(x),C(x)∇u(x)〉2 dx

≤ 2

∫
ω̂∩Ω

η(x)|u(x)| ‖C(x)1/2∇η(x)‖2‖C(x)1/2∇u(x)‖2 dx

≤ 2β1/2

∫
ω̂∩Ω

η(x)|u(x)| ‖∇η(x)‖2‖C(x)1/2∇u(x)‖2 dx

≤ 4
β1/2

δ

∫
ω̂∩Ω

η(x)|u(x)| ‖C(x)1/2∇u(x)‖2 dx

≤ 4
β1/2

δ
‖u‖L2(ω̂∩Ω)

(∫
ω̂∩Ω

η2(x)‖C(x)1/2∇u(x)‖22 dx
)1/2

.

Da auf der rechten Seite dieser Abschätzung die Wurzel der linken Seite auftritt, können
wir (∫

ω̂∩Ω
η2(x)‖C(x)1/2∇u(x)‖22 dx

)1/2

≤ 4

√
β

δ
‖u‖L2(ω̂∩Ω)
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folgern, abgesehen von den noch nicht ganz passenden Integrationsgebieten und dem
Faktor C(x)1/2 liegt also bereits eine Abschätzung des Gradienten vor.

Indem wir (7.11c) und η|ω̃ = 1 ausnutzen erhalten wir

‖∇u‖L2(ω̃) = ‖∇u‖L2(ω̃∩Ω) =

(∫
ω̃∩Ω

η2(x)‖∇u(x)‖22 dx
)1/2

≤ 1√
α

(∫
ω̃∩Ω

η2(x)‖C1/2(x)∇u(x)‖22 dx
)1/2

≤ 1√
α

(∫
ω̂∩Ω

η2(x)‖C1/2(x)∇u(x)‖22 dx
)1/2

≤ 4

δ

√
β

α
‖u‖L2(ω̂∩Ω) ≤

4

δ

√
β

α
‖u‖L2(ω),

und das ist die gewünschte Abschätzung.

Die Cacciopoli-Ungleichung bietet uns die Möglichkeit, die Approximationsaussage des
Lemmas 7.9 wiederholt anzuwenden: Das letztere Lemma bietet uns eine Abschätzung
für die L2-Norm des Fehlers, und die Cacciopoli-Ungleichung ermöglicht es uns, dar-
aus auf einem Teilgebiet eine Abschätzung der H1-Norm des Fehlers zu gewinnen. Das
ist allerdings nur möglich, sofern der Fehler L-harmonisch ist. Um diese Eigenschaft
sicherstellen zu können, benötigen wir das folgende vorbereitende Lemma:

Lemma 7.12 (Abgeschlossener Teilraum) Die Menge H(ω) ist ein abgeschlossener
Teilraum des Raums L2(ω).

Beweis. Sei (un)n∈N eine Folge in H(ω), die bezüglich der L2-Norm gegen ein u ∈ L2(ω)
konvergiert. Wir wollen nachweisen, dass u ∈ H(ω) gilt.

Sei dazu ein ω̃ ⊆ ω mit dist(ω̃, ∂ω) > 0 fixiert. Aus Lemma 7.11 folgt, dass (un|ω̃)n∈N
eine Cauchy-Folge bezüglich der H1-Norm ist, also gegen einen Grenzwert v ∈ H1(ω̃)
konvergieren muss. Da die Folge auch in der L2-Norm gegen u|ω̃ konvergiert, müssen u|ω̃
und v|ω̃ bis auf Nullmengen identisch sein, also folgt u|ω̃ ∈ H1(ω̃).

Damit ist (7.11a) für u nachgewiesen, die Bedingungen (7.11b) und (7.11c) folgen aus
der H1-Konvergenz per Stetigkeit.

Da also H(ω) ein bezüglich der L2-Norm abgeschlossener Teilraum des Hilbertraums
L2(ω) ist, können wir eine orthogonale Projektion auf diesen Raum verwenden, um die
folgende verfeinerte Variante des Lemmas 7.9 zu gewinnen:

Lemma 7.13 (Approximierende Teilräume) Für jede konvexe Menge ω ⊆ Rd, die
in einem achsenparallelen Quader Q enthalten ist, und für jedes ` ∈ N existiert ein Raum
W ⊆ H(ω) derart, dass

min
w∈W

‖u− w‖L2(ω) ≤ Capx
diam(Q)

`
‖∇u‖L2(ω) für alle u ∈ H(ω) ∩H1(ω)

gilt, dass wir also L-harmonische Funktionen bei hinreichend großem ` beliebig gut ap-
proximieren können. Die Dimension dieses Raums ist durch `d beschränkt.
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Beweis. Sei ω ⊆ Rd eine konvexe Menge, sei Q ein sie enthaltender achsenparalleler
Quader, sei ` ∈ N.

Sei Ψ der Riesz-Isomorphismus auf H(ω), und sei

E : L2(ω)→ H(ω)′, u 7→ (v 7→ 〈v, u〉2) ,

die Einbettung von L2(ω) in den Dualraum des Raums H(ω). Dann ist Π := Ψ−1E eine
lineare stetige Abbildung von L2(ω) in den Raum H(ω), die

〈v,Π[u]〉L2(ω) = E[u](v) = 〈v, u〉L2(ω) für alle u ∈ L2(ω), v ∈ H(ω) (7.12)

erfüllt. Für u ∈ H(ω) folgt daraus mit der Testfunktion v := u − Π[u] ∈ H(ω) die
Gleichung

‖u−Π[u]‖2L2(ω) = 〈v, u−Π[u]〉L2(ω) = 〈v, u〉L2(ω) − 〈v,Π[u]〉L2(ω) = 0,

also ist Π eine Projektion auf H(ω). Außerdem folgt aus (7.12) für u ∈ L2(ω) und die
Testfunktion v := Π[u] auch

‖Π[u]‖2L2(ω) = 〈v,Π[u]〉L2(ω) = 〈v, u〉L2(ω) = 〈Π[u], u〉L2(ω) ≤ ‖Π[u]‖L2(ω)‖u‖L2(ω),

also insbesondere ‖Π[u]‖L2(ω) ≤ ‖u‖L2(ω).

Aus Lemma 7.9 wissen wir, dass es einen Raum V ⊆ L2(ω) der Dimension ≤ `d,
nämlich den der stückweise konstanten Funktionen, gibt, der

min
v∈V
‖u− v‖L2(ω) ≤ Capx

diam(Q)

`
‖∇u‖L2(ω) für alle u ∈ H1(ω)

erfüllt. Sei nun u ∈ H(ω) ∩H1(ω). Wie bereits gesehen finden wir dann ein v ∈ V mit

‖u− v‖L2(ω) ≤ Capx
diam(Q)

`
‖∇u‖L2(ω).

Aus u ∈ H(ω) folgt u = Π[u], und indem wir w := Π[v] setzen, erhalten wir

‖u− w‖L2(ω) = ‖Π[u− v]‖L2(ω) ≤ ‖u− v‖L2(ω) ≤ Capx
diam(Q)

`
‖∇u‖L2(ω).

Damit ist klar, dass die Wahl

W := {Π[z] : z ∈ V}

zu einem Raum führt, dessen Dimension nicht größer als die des Raums V ist. Nach
Definition der Projektion Π muss W auch ein Teilraum der L-harmonischen Funktionen
H(ω) sein. Offenbar gilt auch w = Π[v] ∈ W, so dass der Beweis vollständig ist.

Indem wir dieses Lemma mit der Cacciopoli-Ungleichung kombinieren, erhalten wir
die folgende zentrale Aussage:
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Lemma 7.14 (Approximationsschritt) Sei ω ⊆ Rd ein konvexes Gebiet und sei ω̃ ⊆
ω ein konvexes Teilgebiet mit dist(ω̃, ∂ω) ≥ δ > 0. Sei Q̃ ein achsenparalleler Quader,
der ω̃ enthält, und sei ` ∈ N. Dann existiert ein Teilraum W ⊆ H(ω̃), dessen Dimension
`d nicht überschreitet und für den

min
w∈W

‖u− w‖L2(ω̃) ≤ CapxCreg
diam(Q̃)

δ`
‖u‖L2(ω) für alle u ∈ H(ω)

gilt. Da u ∈ H(ω̃) gilt, folgt u− w ∈ H(ω̃).

Beweis. Indem wir Lemma 7.13 auf das Teilgebiet ω̃ anwenden, erhalten wir einen Teil-
raum W ⊆ L2(ω̃).

Sei u ∈ H(ω). Aus Lemma 7.11 erhalten wir die Aussage, dass u|ω̃ ∈ H1(ω̃) mit

‖∇u‖L2(ω̃) ≤
Creg

δ
‖u‖L2(ω)

gilt. Also können wir nun Lemma 7.13 anwenden, um

min
w∈W

‖u− w‖L2(ω̃) ≤ Capx
diam(Q̃)

`
‖∇u‖L2(ω̃) ≤ CapxCreg

diam(Q̃)

δ`
‖u‖L2(ω)

zu folgern. Das ist die gesuchte Aussage.

Unser Plan besteht nun darin, eine Folge

ω0 ⊇ ω1 ⊇ . . . ⊇ ωp

von p ∈ N konvexen Teilmengen zu konstruieren, die

dist(ωi, ∂ωi−1) ≥ δ > 0 für alle i ∈ {1, . . . , p}

mit einem δ > 0 und L−1f |ω0 ∈ H(ω0) sowie τ ⊆ ωp (vgl. (7.10) für die Definition von
τ) erfüllen.

Sei Q ein achsenparalleler Quader, der ω1 und damit auch ω2, . . . , ωp enthält. Sei
u0 := L−1f |ω0 ∈ H(ω0). Dank Lemma 7.14 finden wir einen RaumW1 ⊆ L2(ω1) und ein
w1 ∈ W1 mit

u1 := u0|ω1 − w1 ∈ H(ω1), ‖u1‖L2(ω1) ≤ CapxCreg
diam(Q)

δ`
‖u0‖L2(ω0).

Induktiv konstruieren wir nun für jedes i ∈ {1, . . . , p} einen Raum Wi und ein wi ∈ Wi

mit

ui := ui−1|ωi − wi, ‖ui‖L2(ωi) ≤ CapxCreg
diam(Q)

δ`
‖ui−1‖L2(ωi−1)

und erhalten schließlich

‖up‖L2(ωp) ≤
(
CapxCreg

diam(Q)

δ`

)p
‖u0‖L2(ω0). (7.13)
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Indem wir ` und p hinreichend groß wählen, können wir

up = up−1|ωp − wp = up−2|ωp − wp−1|ωp − wp = . . . = u0|ωp − w1|ωp − w2|ωp − . . .− wp

beliebig weit reduzieren, also jede gewünschte Genauigkeit erreichen. Dabei gilt

w := w1|ωp + . . .+ wp|ωp ∈ W :=W1|ωp + . . .+Wp|ωp ,

wir haben also eine Funktion w aus einem Raum mit Dimension ≤ p`d gefunden, die
u0|ωp beliebig gut approximiert.

Für die Konstruktion der Gebiete ω0, . . . , ωp greifen wir auf die uns wohlbekannten
überdeckenden Quader zurück: Sei

Qτ = [aτ,1, bτ,1]× . . .× [aτ,d, bτ,d] ⊇ τ

ein überdeckender Quader des Gebiets τ , und gelte die Zulässigkeitsbedingung

diam(Qτ ) ≤ 2η dist(Qτ , σ).

Den Abstand zwischen Qτ und σ zerlegen wir in gleich große Abschnitte, indem wir

δ :=
dist(Qτ , σ)√

dp

setzen. Nun definieren wir die Teilgebiete durch

ωi := [aτ,1 − (p− i)δ, bτ,1 + (p− i)δ]× . . .× [aτ,d − (p− i)δ, bτ,d + (p− i)δ]
für alle i ∈ {0, . . . , p}.

Damit gelten offenbar ωp = Qτ und

dist(ωi, ∂ωi−1) = δ, für alle i ∈ {1, . . . , p}.

Für jedes x ∈ ω0 haben wir

dist(x,Qτ )2 = dist(x, ωp)
2 =

d∑
ι=1

dist(xι, [aτ,ι, bτ,ι])
2 ≤

d∑
ι=1

(pδ)2 = d(pδ)2

= d
p2 dist(Qτ , σ)2

dp2
= dist(Qτ , σ)2,

also gilt insbesondere ω0 ∩ σ = ∅. Für den ω0, . . . , ωp überdeckenden Quader verwenden
wir der Einfachheit halber Q = ω0 und finden per Dreiecksungleichung

diam(Q) ≤ diam(Qτ ) + 2 dist(Qτ , σ) ≤ 2(η + 1) dist(Qτ , σ).

Damit nimmt (7.13) die Form

‖up‖L2(ωp) ≤

(
2CapxCreg(η + 1)

dist(Qτ , σ)
√
dp

`dist(Qτ , σ)

)p
‖u0‖L2(ω0)
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an, die wir durch Wahl von

c := 2CapxCreg(η + 1)
√
d

auf die einfache Formel
‖up‖L2(ωp) ≤

(
c
p

`

)p
‖u0‖L2(ω0)

reduzieren können. Wir können jede beliebige gewünschte Konvergenzrate q ∈ (0, 1)
erreichen, indem wir

` :=

⌈
cp

q

⌉
setzen, denn dann gilt

c
p

`
≤ cpq

cp
= q,

also auch
‖up‖L2(ωp) ≤ qp‖u0‖L2(ω0), (7.14)

wir erreichen also exponentielle Konvergenz in p. Die Dimension des Raums W ist in
diesem Fall durch

p`d ≤ p
(
cp

q
+ 1

)d
≤ p

(
c

q
p+ p

)d
= pd+1

(
c

q
+ 1

)d
= Cdimp

d+1 (7.15)

mit der Konstanten

Cdim :=

(
c

q
+ 1

)d
beschränkt, die Dimension des Teilraums, und damit der Rang der resultierenden hier-
archischen Matrix, wächst also polynomiell in p, während der Fehler exponentiell fällt.

Damit ist das folgende zentrale Resultat bewiesen:

Satz 7.15 (Approximation) Sei q ∈ (0, 1). Dann existiert eine Konstante Cdim ∈
R≥0 so, dass für jedes τ ⊆ Qτ , jedes σ ⊆ Ω mit

diam(Qτ ) ≤ 2η dist(Qτ , σ),

jedes ` ∈ N ein Raum W ⊆ L2(τ) existiert, dessen Dimension Cdim`
d+1 nicht

überschreitet und für den

min
w∈W

‖(L−1f)|τ − w‖L2(τ) ≤ q`‖L−1f‖L2(τ)

≤ q`

αCΩ
‖f‖V ′ für alle f ∈ V ′ mit supp f ⊆ σ

gilt. Für derartige f ∈ V ′ können wir also (L−1f)|τ sehr gut durch niedrigen Rang
approximieren.

Beweis. Siehe (7.14) und (7.15) in Kombination mit u0|τ = (L−1f)|τ und der Stetig-
keitsabschätzung (7.6).
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7 Inverse partieller Differentialgleichungen

7.4 Zusammenfassung

Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, zu demonstrieren, dass sich nicht nur Integral-,
sondern auch Differentialgleichungen mit Hilfe hierarchischer Matrizen behandeln lassen.
Genauer gesagt lässt sich für Differentialoperatoren der Bauart

L[u] := −
d∑

i,j=1

∂i (Cij∂ju) ,

die stark elliptisch sind, also die Bedingungen

C(x) = C∗(x), αI ≤ C(x) ≤ βI, für alle x ∈ Ω

erfüllen, nachweisen, dass sogar ihre Inverse gut durch eine hierarchische Matrix appro-
ximiert werden kann.

Dazu überführt man die Gleichung

L[u] = F

durch Multiplikation mit einer Testfunktion v und Integration über Ω in die Variations-
formulierung

a(v, u) = f(v) für alle v ∈ V,

wobei Bilinearform und Funktional durch

a(v, u) :=

∫
Ω
〈∇v(x),C(x)∇u(x)〉2 dx für alle u, v ∈ V,

f(v) :=

∫
Ω
v(x)F (x) dx für alle v ∈ V

gegeben sind. Als Vektorraum V verwendet man den Sobolew -Raum H1
0 (Ω) aller einmal

schwach differenzierbaren Funktionen, die auf dem Rand des Gebiets (in einem geeigne-
ten Sinn) gleich null sind.

Der Sobolew-Raum ist nützlich, weil sich nachweisen lässt, dass er ein Hilbert-Raum
mit dem aus der Differentialgleichung entstandenen Skalarprodukt1 a(·, ·) ist. Für
Hilbert-Räume besagt der Satz von Riesz gerade, dass sich jedes Funktional durch das
Skalarprodukt mit einem geeigneten Vektor darstellen lässt, und indem wir diesen Satz
auf unseren Fall anwenden erhalten wir direkt ein u ∈ V , das a(v, u) = f(v) für alle
v ∈ V erfüllt, also unsere Variationsgleichung löst.

Mit Hilfe des Operators

L : V → V ′, u 7→ a(·, u)

1Die Bilinearform a(·, ·) wird häufig als Energie-Skalarprodukt bezeichnet und erfüllt nach Definition
a(v, u) = 〈v,L[u]〉L2(Ω) für hinreichend glatte u.
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7.4 Zusammenfassung

lässt sich die Variationsgleichung kurz als Lu = f schreiben, und aus dem Satz von Riesz
folgt, dass L−1 existiert und sogar stetig ist.

Unser Ziel besteht darin, nachzuweisen, dass L−1 sich mit Hilfe einer hierarchischen
Matrix approximieren lässt. Wäre L−1 eine Matrix, könnten wir fordern, dass

”
L−1|t̂×ŝ“

für alle zulässigen Blöcke b = (t, s) durch niedrigen Rang approximiert werden kann.
Da L−1 keine Matrix ist, müssen wir diese Forderung etwas umformulieren: Die Rollen

der Cluster t̂ und ŝ übernehmen zulässige Teilgebiete τ, σ ⊆ Ω. Statt L−1 auf die Spalten
aus ŝ einzuschränken, schränken wir auf die Funktionale f ∈ V ′ ein, die außerhalb von σ
verschwinden. Statt L−1 auf die Zeilen aus t̂ einzuschränken, schränken das Ergebnis des
Operators auf das Teilgebiet τ ein. Statt zu fordern, dass der Block der Matrix niedrigen
Rang hat, fordern wir, dass jeder Vektor aus seinem Bild durch einen Vektor aus einem
niedrigdimensionalen Teilraum approximieren lässt. Zu zeigen ist jetzt also

inf
w∈W

‖(L−1f)|τ − w‖L2(τ) ≤ ε‖f‖V ′ für alle f ∈ V ′ mit supp f ⊆ σ,

wobei W ein möglichst niedrigdimensionaler Raum sein soll.
Den Raum W konstruieren wir mit Hilfe einer Folge von Teilgebieten

ω0 ⊇ ω1 ⊇ . . . ⊇ ωp,

die der Einfachheit halber achsenparallele Quader sind und deren kleinstes τ enthält,
also ωp ⊇ τ erfüllt. Aus Gründen, die gleich erklärt werden, darf der größte Quader σ
nicht schneiden, muss also ω0 ∩ σ = ∅ erfüllen.

Wir untersuchen nun die Funktion u0 := u|ω0 . Da ω0 den Träger σ der rechten Seite
nicht schneidet, gilt (in einem geeigneten Sinn) Lu0 = 0, und für derartige Funktionen
besagt die Cacciopoli-Ungleichung, dass sich die H1-Norm auf dem Teilgebiet ω1 durch
die L2-Norm beschränken lässt.

Mit Hilfe dieser Schranke können wir die Poincaré-Ungleichung anwenden, um eine
Approximation in einem höchstens `d-dimensionalen Raum zu konstruieren. Insgesamt
erhalten wir so

‖u0|ω1 − v1‖L2(ω1) ≤ C̃apx
dist(ωp, σ)

diam(ωp)

p

`
‖u0‖L2(ω0).

Durch einen kleinen Trick können wir dafür sorgen, dass der Fehler u1 := u0|ω1 − v1

auch (wieder in einem geeigneten Sinn) Lu1 = 0 erfüllt, so dass sich das Argument
wiederholen lässt, um eine Approximation v2 auf ω2 zu erhalten.

Schließlich erhalten wir so v1, . . . , vp mit

‖u|ωp − v1|ωp − v2|ωp − . . .− vp‖L2(ωp) ≤
(
C̃apx

dist(ωp, σ)

diam(ωp)

p

`

)p
‖u0‖L2(ω0).

Indem wir die Zulässigkeitsbedingung ausnutzen und ` hinreichend groß wählen erhalten
wir ein ähnliches Konvergenzresultat wie im Fall der Integralgleichungen: Ein Fehler der
Größenordnung qp bei einem Rang proportional zu pd+1, wobei q ∈ (0, 1) eine beliebig
wählbare Konvergenzrate ist.

Wir können ‖u0‖L2(ω0) durch ‖u‖V abschätzen, und da L−1 stetig ist, lässt sich diese
Norm durch ‖f‖V ′ beschränken und so das gewünschte Ergebnis erreichen.
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8 H2-Matrizen

In vielen praktischen Anwendungen ist man daran interessiert, große Probleme zu lösen:
Man möchte beispielsweise komplizierte Geometrien auflösen oder hohe Genauigkeiten
erreichen.

Das bedeutet in der Regel, dass man nach der Diskretisierung mit Matrizen arbeiten
muss, die sehr viele Zeilen und Spalten aufweisen, in der Regel mehrere Hunderttausend,
je nach Anwendung auch Millionen oder Milliarden. Bei Matrizen dieser Größe wird
der Speicherbedarf ein ernstes Problem: In der Regel ist der in einem Computer zur
Verfügung stehende Speicher beschränkt, und Probleme, die mehr Speicher benötigen,
lassen sich überhaupt nicht behandeln.

Also lohnt es sich, nach Techniken zu suchen, mit denen sich der Speicherbedarf für
eine Matrix möglichst weit reduzieren lässt.

Eine Möglichkeit besteht darin, die Matrix nicht oder wenigstens nicht vollständig
zu speichern, und dann die relevanten Operationen, wie beispielsweise die sehr wichtige
Matrix-Vektor-Multiplikation, durchzuführen, indem nur die gerade benötigten Teile der
Matrix aufgestellt, verwendet, und wieder gelöscht werden. In dieser Weise lässt sich der
Speicherbedarf erheblich reduzieren, allerdings werden dadurch die Matrix-Operationen
auch wesentlich langsamer oder lassen sich, wie beispielsweise die Matrix-LR-Zerlegung
oder die Matrix-Inversion, nicht mehr durchführen.

Falls wir gleichzeitig hohe Geschwindigkeit und geringen Speicherbedarf anstreben,
bietet es sich an, die Struktur der zu approximierenden Matrix etwas genauer zu unter-
suchen, um festzustellen, ob sie Eigenschaften aufweist, die sich algorithmisch ausnutzen
lassen. H2-Matrizen [26, 10, 6] entstehen aus diesem Ansatz: Aus einer kleinen Modifika-
tion der bisher verwendeten Niedrigrang-Darstellungen ergibt sich eine neue Darstellung,
die nicht nur wesentlich weniger Speicher benötigt, sondern mit der es sich auch noch
wesentlich effizienter rechnen lässt.

8.1 Struktur

Für die Herleitung der Struktur untersuchen wir wieder das Beispielproblem einer Matrix
G ∈ KI×J , die durch eine Kernfunktion g : Ω × Ω → K und Punkte (xi)i∈I , (yj)j∈J
mittels

Gij = g(xi, yj) für alle i ∈ I, j ∈ J
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8 H2-Matrizen

definiert ist. Die Konstruktion einer hierarchischen Matrix beruht darauf, einen zulässi-
gen Block b = (t, s) ∈ L+

I×J zu approximieren, indem g durch die Taylor-Entwicklung

g(x, y) ≈ g̃(x, y) :=
k−1∑
ν=0

(x− xt)ν

ν!

∂νg

∂xν
(xt, y)

ersetzt wird, so dass wir

Gij ≈ G̃ij := g̃(xi, yj) =
k−1∑
ν=0

(xi − xt)ν

ν!

∂νg

∂xν
(xt, yj) für alle i ∈ t̂, j ∈ ŝ

erhalten. Mit Hilfe der durch

(Ab)iν :=
(xi − xt)ν

ν!
, (Bb)jν :=

∂νg

∂xν
(xt, yj) für ν ∈ {0, . . . , k − 1}, i ∈ t̂, j ∈ ŝ

definierten Matrizen Ab ∈ Kt̂×k, Bb ∈ Kŝ×k führt das zu der Darstellung

G̃|t̂×ŝ = AbB
∗
b ,

also zu einer faktorisierten Darstellung einer Rang-k-Matrix.
Unser Interesse gilt der Matrix Ab. Ein Blick auf die Definition legt nahe, dass sie nicht

von s abhängt, deshalb können wir sie auch als eine Matrix Vt ∈ Kt̂×k interpretieren,
die durch

(Vt)iν :=
(xi − xt)ν

ν!
für alle i ∈ t̂, ν ∈ {0, . . . , k − 1}

gegeben ist und für alle Blöcke b = (t, s) ∈ L+
I×J identisch ist. Insbesondere müssen wir

sie auch nur einmal berechnen und sparen so einen erheblichen Teil des Rechenaufwands
für die Konstruktion der hierarchischen Matrix.

Es gibt allerdings noch weitere Vorteile: Wenn wir die Matrix-Vektor-Multiplikation
y← y + G̃x durchführen, müssen wir unter anderem die Operation

y|t̂ ← y|t̂ +
∑

s∈row(t)

(t,s)∈L+
I×J

G̃|t̂×ŝx|ŝ = y|t̂ +
∑

s∈row(t)

(t,s)∈L+
I×J

AbB
∗
bx|ŝ

durchführen. Das erfordert offenbar gerade∑
s∈row(t)

(t,s)∈L+
I×J

2k(#ŝ+ #t̂) Operationen.

Wenn wir nun Vt = Ab ausnutzen und diese Matrix aus der Summe herausziehen,
erhalten wir die äquivalente Operation

y|t̂ ← y|t̂ + Vt

∑
s∈row(t)

(t,s)∈L+
I×J

B∗bx|ŝ,
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8.1 Struktur

die lediglich

2(#t̂)k +
∑

s∈row(t)

(t,s)∈L+
I×J

2k(#ŝ) Operationen

benötigt, sich also wesentlich schneller durchführen lässt, insbesondere falls viele Blöcke
sich die Matrix Vt teilen.

Durch Ausnutzung der speziellen Struktur von Ab = Vt gewinnen wir also sowohl
während des Aufstellens der Matrix als auch während der Durchführung der Matrix-
Vektor-Multiplikation an Effizienz.

Wir können sogar noch bessere Ergebnisse erzielen, wenn wir die Matrizen Vt nicht
isoliert betrachten, sondern die Familie (Vt)t∈TI als Einheit untersuchen. Falls t ∈ TI
und t′ ∈ sons(t) gelten, erhalten wir die Gleichung

(x− xt)ν

ν!
=

1

ν!
(x− xt′ + xt′ − xt)ν =

1

ν!

ν∑
ν′=0

(
ν

ν ′

)
(x− xt′)ν

′
(xt′ − xt)ν−ν

′

=
1

ν!

ν∑
ν′=0

ν!

ν ′!(ν − ν ′)!
(x− xt′)ν

′
(xt′ − xt)ν−ν

′

=
ν∑

ν′=0

(x− xt′)ν
′

ν ′!

(xt′ − xt)ν−ν
′

(ν − ν ′)!
.

Wie man sieht entspricht der erste Faktor jedes Summanden jeweils dem Taylor-Monom
auf der linken Seite, allerdings mit dem Entwicklungszentrum xt′ anstelle von xt.

Indem wir die Koeffizienten in einer Matrix Et′ ∈ Kk×k mit

(Et′)ν′ν =

 (xt′−xt)ν−ν
′

(ν−ν′)! falls ν ′ ≤ ν,
0 ansonsten

für alle ν, ν ′ ∈ {0, . . . , k − 1}

sammeln, erhalten wir die Gleichung

(Vt)iν =
k−1∑
ν′=0

(Vt′)iν′(Et′)ν′ν für alle i ∈ t̂′ ⊆ t̂, ν ∈ {0, . . . , k − 1},

beziehungsweise kürzer

Vt|t̂′×k = Vt′Et′ .

Da wir nach Definition t̂ als Vereinigung der Mengen t̂′ zu den Söhnen t′ ∈ sons(t) dar-
stellen können, ist Vt durch diese Gleichung bereits vollständig definiert. Insbesondere
müssen wir die Matrix nicht explizit berechnen, sondern können sie implizit mit Hilfe
der Transfermatrizen Et′ für t′ ∈ sons(t) darstellen. Diese Matrizen besitzen nur k2 Ein-
träge, werden sich also in der Regel wesentlich sparsamer als die ursprüngliche Matrix
Vt abspeichern lassen.
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8 H2-Matrizen

Bedauerlicherweise nutzen uns die zahlreichen erstrebenswerten Eigenschaften der Ma-
trizen Vt nicht viel, solange wir für die Approximation der Matrixblöcke auch die Ma-
trizen Bb benötigen. Diese Matrizen teilen die günstigen Eigenschaften der Matrizen Vt

nicht, so dass wir sie nicht effizienter handhaben können.
Allerdings können wir die Approximation der Kernfunktion so modifizieren, dass sie

zu besser handhabbaren Matrizen führt: Die Matrizen Vt entstehen aus den polynomi-
ellen Faktoren der Taylor-Entwicklung, also bietet es sich an, eine Taylor-Entwicklung
in beiden Variablen durchzuführen, um eine für unsere Zwecke geeignetere Darstellung
zu erreichen:

g(x, y) ≈
k−1∑
ν=0

(x− xt)ν

ν!

∂νg

∂xν
(xt, y)

≈
k−1∑
ν=0

k−1∑
µ=0

(x− xt)ν

ν!

∂ν+µg

∂xν∂yµ
(xt, ys)

(y − ys)µ

µ!
.

Die weder von x noch von y, sondern nur von den Entwicklungszentren xt und ys
abhängenden Koeffizienten fassen wir in einer Matrix Sb ∈ Kk×k zusammen, die durch

(Sb)νµ :=
∂ν+µg

∂xν∂yµ
(xt, ys) für alle ν, µ ∈ {0, . . . , k − 1}

definiert ist. Die Abhängigkeit von y ist nun ebenfalls durch Taylor-Monome ausgedrückt,
die wir durch die Matrix Ws ∈ Kŝ×k beschreiben, die durch

(Ws)jµ :=
(yj − ys)µ

µ!
für alle j ∈ ŝ, µ ∈ {0, . . . , k − 1}

gegeben ist. Insgesamt erhalten wir so die Approximation

G|t̂×ŝ ≈ G̃|t̂×ŝ = VtSbW
∗
s ,

die nun aus den effizient handhabbaren Matrizen Vt und Ws und der kleinen Matrix Sb
besteht, die die Kopplung zwischen den Clustern t und s beschreibt und sich aufgrund
ihrer geringen Größe ebenfalls effizient verarbeiten lässt.

Die für die Speicherersparnis entscheidende Idee, die Matrizen (Vt)t∈TI und (Ws)s∈TJ
als Einheit zu behandeln, finden ihren Ausdruck in dem Begriff der Clusterbasis:

Definition 8.1 (Clusterbasis) Sei TI ein Clusterbaum, und sei V = (Vt)t∈TI eine
Familie von Matrizen, die

Vt ∈ Kt̂×k für alle t ∈ TI

erfüllt. Falls eine Familie (Et)t∈TI existiert, die die Eigenschaft

Vt|t̂′×k = Vt′Et′ für alle t ∈ TI , t′ ∈ sons(t)

besitzt, nennen wir V eine (geschachtelte) Clusterbasis des Rangs k für den Clusterbaum
TI und die Familie (Et)t∈TI die korrespondierenden Transfermatrizen.
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8.1 Struktur

Definition 8.2 (Geschachtelte Darstellung) Sei V = (Vt)t∈TI eine Clusterbasis.
Nach Voraussetzung können wir Vt für t ∈ TI mit sons(t) 6= ∅ mit Hilfe der Transfer-
matrizen rekonstruieren. Deshalb genügt es, die Matrizen Vt nur für Blattcluster t ∈ LI
zu speichern.

Das Paar ((Vt)t∈LI , (Et)t∈TI ) bezeichnen wir als geschachtelte Darstellung der Clu-
sterbasis V.

Auf der Grundlage des Begriffs der Clusterbasis können wir nun auch die passende
Matrixdarstellung definieren:

Definition 8.3 (H2-Matrix) Sei TI×J ein streng zulässiger Blockbaum, sei k ∈ N0,
und seien V und W Clusterbasen des Rangs k für die Bäume TI und TJ . Eine Matrix
X ∈ KI×J bezeichnen wir als H2-Matrix mit Zeilenbasis V und Spaltenbasis W, falls
für alle b = (t, s) ∈ L+

I×J eine Matrix Sb ∈ Kk×k mit

X|t̂×ŝ = VtSbW
∗
s (8.1)

existiert. Die Familie (Sb)b∈L+
I×J

bezeichnen wir als Familie der Kopplungsmatrizen.

Die Menge aller H2-Matrizen bezeichnen wir mit

H2(TI×J ,V,W) = {X ∈ KI×J : X ist H2-Matrix mit Zeilenbasis V

und Spaltenbasis W}.

Bemerkung 8.4 (Teilraum) Seien X,Y ∈ H2(TI×J ,V,W), sei α ∈ K. Dann gilt
auch X + αY ∈ H2(TI×J ,V,W), denn die Linearkombination der Kopplungsmatrizen
ist wieder eine Kopplungsmatrix.

Im Gegensatz zu H-Matrizen bilden also die H2-Matrizen einen Teilraum des Vektor-
raums KI×J der Matrizen.

Definition 8.5 (H2-Matrix-Darstellung) Sei X ∈ KI×J eine H2-Matrix mit Spal-
tenbasis V und Zeilenbasis W. Die zulässigen Blöcke sind durch die Kopplungsmatrizen
(Sb)b∈L+

I×J
eindeutig beschrieben, die unzulässigen Blöcke durch die Familie (Nb)b∈L−I×J

mit

Nb := X|t̂×ŝ für alle b = (t, s) ∈ L−I×J .

Falls ((Vt)t∈LI , (Et)t∈TI ) und ((Ws)s∈LJ , (Fs)s∈TJ ) geschachtelte Darstellungen der
Basen V und W sind, bezeichnen wir das Tupel

((Sb)b∈L+
I×J

, (Nb)b∈L−I×J
, (Vt)t∈LI , (Et)t∈TI , (Ws)s∈LJ , (Fs)s∈TJ )

als H2-Matrix-Darstellung der Matrix X.

Unser Ziel ist es, die Effizienz der Darstellung einer Matrix zu verbessern, also sollten
wir untersuchen, wie hoch der Speicherbedarf ausfällt.
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8 H2-Matrizen

Lemma 8.6 (Speicherbedarf der Clusterbasis) Sei V eine Clusterbasis. Ihre ge-
schachtelte Darstellung ((Vt)t∈LI , (Et)t∈TI ) benötigt

k(#I) + k2(#TI) Speicherplätze.

Beweis. Aus Folgerung 2.21 erhalten wir, dass die Matrizen (Vt)t∈LI zusammen∑
t∈LI

k(#t̂) = k
∑
t∈LI

#t̂ = k#
⋃
t∈LI

t̂ = k#I

Speicherplätze erfordern. Für die Transfermatrizen ergibt sich trivial∑
t∈TI

k2 = k2#TI ,

und der Beweis ist abgeschlossen.

Indem wir dieses Lemma auf die Clusterbasen V und W anwenden, können wir
”
zwei

Drittel“ der H2-Matrix-Darstellung bereits abschätzen. Es fehlen noch die Kopplungs-
und die Nahfeldmatrizen:

Lemma 8.7 (Speicherbedarf der Blöcke) Sei TI×J Csp-schwachbesetzt, und seien
rI und rJ die Auflösungen der Clusterbäume TI und TJ .

Die Familie (Sb)b∈L+
I×J

der Kopplungsmatrizen erfordert nicht mehr als

k2#L+
I×J ≤ Cspk

2 min{#TI ,#TJ } Speicherplätze.

Die Familie (Nb)b∈L−I×J
der Nahfeldmatrizen erfordert nicht mehr als

Csp min{rI#J , rJ#I} Speicherplätze.

Beweis. Für die Kopplungsmatrizen genügt es, die Abschätzung

#L+
I×J =

∑
t∈TI

#{s ∈ row(t) : (t, s) ∈ L+
I×J } ≤

∑
t∈TI

Csp = Csp#TI

aus der Definition 2.24 zu gewinnen.
Für die Nahfeldmatrizen können wir ausnutzen, dass TI×J streng zulässig ist, dass

also für jeden Block b = (t, s) ∈ L−I×J sowohl t als auch s Blätter der Bäume TI und TJ
sein müssen. Aus Folgerung 2.21 ergibt sich so für den Speicherbedarf die Schranke∑

b=(t,s)∈L−I×J

(#t̂)(#ŝ) ≤
∑

b=(t,s)∈L−I×J

rJ (#t̂) = rJ
∑
t∈LI

∑
s∈row(t)

(t,s)∈L−I×J

#t̂

≤ CsprJ
∑
t∈LI

#t̂ = CsprJ#
⋃
t∈LI

t̂ = CsprJ#I.

Wir können die Rollen der Cluster t und s in beiden Abschätzung vertauschen, um das
gewünschte Minimum zu erreichen.

Aus der Kombination beider Abschätzungen erhalten wir eine erfreuliche Aussage über
den Speicherbedarf von H2-Matrizen:
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8.2 Konstruktion per Interpolation

Satz 8.8 (Speicherbedarf einer H2-Matrix) Sei TI×J Csp-schwachbesetzt, seien rI
und rJ die Auflösungen der Clusterbäume TI und TJ , und sei V und W Clusterbasen
des Rangs k.

Dann benötigt die H2-Matrix-Darstellung einer Matrix X ∈ H2(TI×J ,V,W) nicht
mehr als(

Csp

2
+ 1

)
k2(#TI + #TJ ) + (Csp min{rI , rJ }+ k) (#I + #J ) Speicherplätze.

Beweis. Aus der Abschätzung des Lemmas 8.7 gewinnen wir die handlichere Schranke

Csp

2
k2(#TI + #TJ ) + Csp min{rI , rJ }(#I + #J )

für den Speicherbedarf der Kopplungs- und Nahfeldmatrizen. Mit Hilfe des Lemmas 8.6
folgt das gewünschte Ergebnis.

Bemerkung 8.9 (Optimale Ordnung) Sehr wichtig an der Abschätzung des Sat-
zes 8.8 ist die Tatsache, dass die Tiefen der Clusterbäume und des Blockbaums nicht
auftreten. Unter den vereinfachenden Annahmen

#TI ∼ #I/k, #TJ ∼ #J /k

erhalten wir, dass der Speicherbedarf der H2-Matrix proportional zu

max{k, rI , rJ }(#I + #J )

ist, also linear mit der Anzahl der Unbekannten wächst. Da nach Lemma 8.7 alleine das
Nahfeld schon proportional zu #I beziehungsweise #J wächst, ist der Speicherbedarf
der H2-Matrix von optimaler Ordnung.

8.2 Konstruktion per Interpolation

Wie bereits in Kapitel 3 diskutiert empfiehlt es sich in der Regel nicht, eine Approxi-
mation mit Hilfe der Taylor-Entwicklung zu konstruieren. Wesentlich handlicher und in
der Regel auch wesentlich genauer ist ein Ansatz auf Grundlage der Interpolation.

Dieser Ansatz lässt sich direkt auf H2-Matrizen übertragen [11, 12]: Wir wählen In-
terpolationspunkte (ξt,ν)ν∈M für den Cluster t und (ξs,µ)µ∈M für den Cluster s und
interpolieren die Kernfunktion g in beiden Variablen, um

g(x, y) ≈ g̃(x, y) :=
∑
ν∈M

∑
µ∈M
Lt,ν(x)g(ξt,ν , ξs,µ)Ls,µ(y)

zu erhalten. Für die Matrix ergibt sich so die Approximation

Gij ≈ G̃ij := g̃(xi, yj) =
∑
ν∈M

∑
µ∈M
Lt,ν(xi)g(ξt,ν , ξs,µ)Ls,µ(yj) für alle i ∈ t̂, j ∈ ŝ,
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8 H2-Matrizen

die wir mit Hilfe der Matrizen Vt ∈ Kt̂×k, Ws ∈ Kŝ×k und Sb ∈ Kk×k, gegeben durch

(Vt)iν = Lt,ν(xi) für alle i ∈ t̂, ν ∈M,

(Ws)jµ = Ls,µ(yj) für alle j ∈ ŝ, µ ∈M,

(Sb)νµ = g(ξt,ν , ξs,µ) für alle ν, µ ∈M,

in der kompakten Form
G̃|t̂×ŝ = VtSbW

∗
s

schreiben können, also in der Form, die wir für die Darstellung als H2-Matrix benötigen.
Wir müssen noch überprüfen, ob die so definierten Familien V = (Vt)t∈TI und W =

(Ws)s∈TJ Clusterbasen sind, ob wir also passende Transfermatrizen finden können. Da
wir für sämtliche Cluster mit Polynomen derselben Ordnung interpolieren, folgt aus der
Projektionseigenschaft der Interpolationsoperatoren

Lt,ν = IQt′ [Lt,ν ] =
∑
ν′∈M

Lt,ν(ξt′,ν′)Lt′,ν′ für alle t ∈ TI , t′ ∈ sons(t), ν ∈M,

und indem wir diese Gleichung in die Definition der Matrix Vt einsetzen, folgt

(Vt)iν = Lt,ν(xi) =
∑
ν′∈M

Lt,ν(ξt′,ν′)Lt′,ν′(xi) für alle i ∈ t̂′, ν ∈M.

Mit Hilfe der durch

(Et′)ν′ν := Lt,ν(ξt′,ν′) für alle ν, ν ′ ∈M

definierten Transfermatrix Et′ ∈ Kk×k lässt sich diese Gleichung in der Form

Vt|t̂′×k = Vt′Et′

zusammenfassen, also erfüllen die so definierten Transfermatrizen die erforderlichen Be-
dingungen.

Bei der Analyse des Interpolationsfehlers verwenden wir Satz 3.9, den wir allerdings
auf den Interpolationsoperator IQt×Qs anstelle des Operators IQt anwenden. Wir setzen
wieder voraus, dass die Kernfunktion g asymptotisch glatt (vgl. Definition 3.10) ist, und
erhalten wie in Kapitel 3 die Abschätzung

‖g − g̃‖∞,Qt×Qs ≤
C(m)

dist(Qt, Qs)σ

(
c0 diam∞(Qt ×Qs)

4 dist(Qt, Qs)

)m+1

mit dem Polynom

C(m) := 4dCas(m+ 1)2d−1 (m+ σ)!

(m+ 1)!
.

Da nun der Durchmesser des 2d-dimensionalen Quaders Qt × Qs im Zähler des für die
Konvergenz entscheidenden Terms auftritt, müssen wir die stärkere Zulässigkeitsbedin-
gung

diam∞(Qt ×Qs) ≤ η dist(Qt, Qs) (8.2)
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verwenden, die mit der bereits in (4.3) für die hybride Kreuzapproximation eingesetzten
übereinstimmt. Hier ist η ∈ R>0 wieder ein Parameter, den wir geeignet wählen müssen.

Für t ∈ TI und s ∈ TJ , die diese Zulässigkeitsbedingung erfüllen, erhalten wir die
Fehlerabschätzung

‖g − g̃‖∞,Qt×Qs ≤
C(m)

dist(Qt, Qs)σ

(c0η

4

)m+1
,

dürfen also wieder folgern, dass für η < 4/c0 exponentielle Konvergenz des Interpolanten
zu erwarten ist.

8.3 Strukturelle Unterschiede zu H-Matrizen

Eine hierarchische Matrix ist dadurch charakterisiert, dass jeder zulässige Block nied-
rigen Rang besitzt. Bei einer H2-Matrix reicht diese Eigenschaft nicht aus, die Blöcke
müssen auch noch die spezielle Form (8.1) aufweisen. Direkt lässt sich das nur nach-
weisen, indem wir Clusterbasen und Kopplungsmatrizen konstruieren, die die Gleichung
(8.1) erfüllen. Da dieser Weg häufig zu aufwendig ist, suchen wir nach einer indirek-
ten Charakterisierung, die sich leichter nachprüfen lässt. Einen Ansatz bietet die in [8]
entwickelte Theorie, die hier kurz zusammengefasst werden soll.

Lemma 8.10 (Einschränkungen) Sei (Vt)t∈TI eine Clusterbasis mit Transfermatri-
zen (Et)t∈TI . Es gilt

Vt|r̂×k = VrEr,t für alle t ∈ TI , r ∈ sons∗(t) (8.3)

mit den durch

Er,t :=

{
Er,t′Et′ falls r ∈ sons∗(t′), t′ ∈ sons(t),

I ansonsten, also falls t = r
für alle t ∈ TI , r ∈ sons∗(t)

induktiv definierten erweiterten Tranfermatrizen.

Beweis. Wir führen den Beweis per Induktion über # sons∗(t) ∈ N.
Seien zunächst t ∈ TI mit # sons∗(t) = 1 und r ∈ sons∗(t) gegeben. Nach Definition

folgt dann sons(t) = ∅ und damit r = t, so dass die Gleichung (8.3) trivial erfüllt ist.
Sei nun n ∈ N so gewählt, dass (8.3) für alle t ∈ TI mit # sons∗(t) ≤ n und alle

r ∈ sons∗(t) gilt. Sei t ∈ TI mit # sons∗(t) = n + 1 fixiert, und sei r ∈ sons∗(t). Falls
t = r gelten sollte, ist (8.3) trivial. Anderenfalls existiert genau ein t′ ∈ sons(t) mit
r ∈ sons∗(t′). Aus sons∗(t′) ⊆ sons∗(t) und t 6∈ sons∗(t′) folgt # sons∗(t′) ≤ n, also
können wir die Induktionsvoraussetzung anwenden, um

Vt′ |r̂×k = VrEr,t′

zu folgern. Da die Clusterbasis geschachtelt ist und r̂ ⊆ t̂′ ⊆ t̂ gilt, erhalten wir daraus

Vt|r̂×k = (Vt|t̂′×k)|r̂×k = (Vt′Et′)|r̂×k = Vt′ |r̂×kEt′ = VrEr,t′Et′ = VrEr,t,
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8 H2-Matrizen

und das ist die zu zeigende Gleichung.

Mit Hilfe dieses Lemmas können wir nun die Struktur von H2-Matrizen genauer un-
tersuchen. Sei dazu X ∈ KI×J eine H2-Matrix mit Zeilenbasis (Vt)t∈TI , Spaltenbasis
(Ws)s∈TJ und Kopplungsmatrizen (Sb)b∈L+

I×J
.

Sei t ∈ TI . Für jeden Block b = (t∗, s) ∈ L+
I×J mit t ∈ sons∗(t∗) folgt aus Lemma 8.10

die Gleichung

X|t̂×ŝ = (X|t̂∗×ŝ)|t̂×ŝ = (Vt∗SbW
∗
s)|t̂×ŝ = Vt∗ |t̂×kSbW

∗
s = VtEt,t∗SbW

∗
s , (8.4)

die Einschränkung der Matrix X auf den Block t̂× ŝ lässt sich also mit Hilfe der Matrix
Vt ausdrücken.

Zur Abkürzung führen wir die Mengen

row∗(t) := {s ∈ TJ : es existiert t∗ ∈ TI mit (t∗, s) ∈ L+
I×J , t ∈ sons∗(t∗)},

col∗(s) := {t ∈ TI : es existiert s∗ ∈ TJ mit (t, s∗) ∈ L+
I×J , s ∈ sons∗(s∗)}

für alle t ∈ TI und s ∈ TJ ein und formulieren unsere Beobachtung allgemeiner und
präziser wie folgt:

Lemma 8.11 (Teilmatrizen) Für jedes t ∈ TI und jedes s ∈ row∗(t) existiert eine
Matrix Bt,s ∈ Kŝ×k mit

X|t̂×ŝ = VtB
∗
t,s.

Entsprechend exisitiert für jedes s ∈ TJ und jedes t ∈ col∗(s) eine Matrix At,s ∈ Kt̂×k

mit
X|t̂×ŝ = At,sW

∗
s .

Beweis. Seien t ∈ TI und s ∈ row∗(t) gegeben. Nach Definition existiert ein t∗ ∈ TI mit
(t∗, s) ∈ L+

I×J und t ∈ sons∗(t∗), und gemäß (8.4) folgt

X|t̂×ŝ = VtEt,t∗SbW
∗
s = VtB

∗
t,s

mit der Matrix
Bt,s := WsS

∗
bE
∗
t,t∗ ∈ Kŝ×k.

Seien nun s ∈ TJ und t ∈ col∗(s) gegeben. Wir bezeichnen mit (Fs)s∈TJ die Transferma-
trizen der Spaltenbasis und entsprechend mit Fr,s die erweiterten Transfermatrizen für
s ∈ TJ und r ∈ sons∗(r). Nach Definition finden wir ein s∗ ∈ TJ mit b := (t, s∗) ∈ L+

I×J
und s ∈ sons∗(s∗), und aus Lemma 8.10 folgt

X|t̂×ŝ = (X|t̂×ŝ∗)|t̂×ŝ = (VtSbW
∗
s∗)|t̂×ŝ = VtSb(W

∗
s∗)|k×ŝ = VtSb(Ws∗ |ŝ×k)∗

= VtSb(WsFs,s∗)
∗ = VtSbF

∗
s,s∗W

∗
s = At,sW

∗
s

mit der Matrix
At,s := VtSbF

∗
s,s∗ ∈ Kt̂×k.

Das ist das gewünschte Ergebnis.

Wir können dieses Resultat noch weiter vereinfachen, indem wir die Eigenschaften der
Mengen row∗(t) und col∗(s) ausnutzen:
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8.3 Strukturelle Unterschiede zu H-Matrizen

Lemma 8.12 (Erweiterte Blockzeilen und -spalten) Sei t ∈ TI . Für jedes s ∈
row∗(t) existiert genau ein t∗ ∈ TI mit (t∗, s) ∈ L+

I×J und t ∈ sons∗(t∗). Alle Clu-
ster s1, s2 ∈ row∗(t) mit s1 6= s2 sind disjunkt.

Sei s ∈ TJ . Für jedes t ∈ col∗(t) existiert genau ein s∗ ∈ TJ mit (t, s∗) ∈ L+
I×J und

s ∈ sons∗(s∗). Alle Cluster t1, t2 ∈ col∗(s) mit t1 6= s2 sind disjunkt.

Beweis. Wir führen den Beweis per Kontraposition: Sei t ∈ TI . Seien s1, s2 ∈ row∗(t) mit
ŝ1 ∩ ŝ2 6= ∅ gegeben. Dann existieren t∗1, t

∗
2 ∈ TI mit b1 := (t∗1, s1) ∈ L+

I×J , t ∈ sons∗(t∗1),

b2 := (t∗2, s2) ∈ L+
I×J sowie t ∈ sons∗(t∗2). Es folgt

b̂1 ∩ b̂2 ⊇ (t̂∗1 × ŝ1) ∩ (t̂∗2 × ŝ2) = (t̂∗1 ∩ t̂∗2)× (ŝ1 ∩ ŝ2) ⊇ t̂× (ŝ1 ∩ ŝ2) 6= ∅.

Da nach Folgerung 2.21 die Blätter des Blockbaums disjunkt sind, folgt b1 = b2 und
damit auch t∗1 = t∗2 sowie s1 = s2.

Entsprechend können wir auch mit s ∈ TJ und col∗(s) verfahren.

Aus dieser Eindeutigkeitsaussage ergibt sich, dass wir die in Lemma 8.11 definierten
Teilmatrizen zu größeren Blöcken zusammensetzen können: Wir definieren dazu

Rt :=
⋃

r∈row∗(t)

r̂, Cs :=
⋃

r∈col∗(s)

r̂ für alle t ∈ TI , s ∈ TJ

und erhalten die folgende kompakte Notation:

Folgerung 8.13 (Vollständige Clusterbasis) Sei X ∈ KI×J eine H2-Matrix.
Für jedes t ∈ TI existiert ein Bt ∈ KRt×k mit

X|t̂×Rt = VtB
∗
t .

Für jedes s ∈ TJ existiert ein As ∈ KCs×k mit

X|Cs×ŝ = AsW
∗
s .

Beweis. Sei t ∈ TI . Wir definieren Bt blockweise mit Hilfe des Lemmas 8.11: Für jedes
s ∈ row∗(t) finden wir ein Bt,s ∈ Kŝ×k mit

X|t̂×ŝ = VtB
∗
t,s,

und da diese s nach Lemma 8.12 disjunkt sind, ist Bt durch

Bt|ŝ×k = Bt,s für alle s ∈ row∗(t)

eindeutig und wohldefiniert.
Entsprechend können wir auch mit der Spaltenbasis verfahren.

Für uns von entscheidender Bedeutung ist die Aussage, die wir dieser Folgerung für
den Rang der Teilmatrizen einer H2-Matrix entnehmen können: Während bei einer H-
Matrix lediglich die zu jedem zulässigen Block b = (t, s) ∈ L+

I×J gehörende Teilmatrix
X|t̂×ŝ von niedrigem Rang sein muss, müssen bei einerH2-Matrix die wesentlich größeren
Teilmatrizen X|t̂×Rt und X|Cs×ŝ für alle Cluster t ∈ TI und s ∈ TJ von niedrigem Rang
sein. Der Unterschied ist in Abbildung 8.1 illustriert.
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8 H2-Matrizen

Abbildung 8.1: Vergleich zwischen H- und H2-Matrix: Bei ersterer müssen nur einzelne
Teilmatrizen niedrigen Rang besitzen, bei letzterer ganze Zeilen- und
Spaltenblöcke.

8.4 Kompression

Wir haben bereits gesehen, dass bei einer H2-Matrix X die Teilmatrizen X|t̂×Rt und
X|Cs×ŝ für alle t ∈ TI und s ∈ TJ höchstens von Rang k sind. Nun soll es darum gehen,
zu beweisen, dass diese Eigenschaft schon ausreicht, um eine H2-Matrix-Darstellung für
X zu finden.

Damit haben wir dann eine vollständige Charakterisierung der Menge derH2-Matrizen
erreicht: Eine Matrix X kann genau dann als H2-Matrix dargestellt werden, falls X|t̂×Rt
und X|Cs×ŝ für alle t ∈ TI und s ∈ TJ von niedrigem Rang sind.

Wir führen den Nachweis, indem wir eine praktisch durchführbare Konstruktion ge-
eigneter Clusterbasen V und W entwickeln. Die Konstruktion [10] ist so allgemein, dass
wir sie auch verwenden können, um eine Approximation statt einer exakten der Matrix
X zu konstruieren. Der Einfachheit halber beschränken wir uns dabei darauf, nur die
Frobenius-Norm des Approximationsfehlers zu diskutieren.

Für die Konstruktion ist es ausreichend, lediglich die Zeilenbasis V zu untersuchen,
denn die Spaltenbasis lässt sich konstruieren, indem wir eine Zeilenbasis für die adjun-
gierte Matrix X∗ mit dem entsprechend adjungierten Blockbaum suchen.

Unser Ziel ist es also nun, eine geschachtelte Clusterbasis V so zu finden, dass für
jedes t ∈ TI eine Matrix Bt ∈ KRt×k mit

‖X|t̂×Rt −VtB
∗
t ‖F ≤ εt (8.5)

für geeignete εt ∈ R≥0 existiert. Wir führen die Abkürzung

Xt := X|t̂×Rt für alle t ∈ TI

ein und verlangen zur Vereinfachung der Rechnungen, dass die Matrizen Vt orthogonal
sein sollen, dass also

V∗tVt = I für alle t ∈ TI
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gelten soll, denn dann ist VtV
∗
t eine orthogonale Projektion, die die bestmögliche

Näherung von Xt in der Form (8.5) zur Verfügung stellt: Es gilt

‖Xt −VtV
∗
tXt‖F ≤ ‖Xt −VtB

∗
t ‖F für alle Bt ∈ KRt×k.

Zunächst untersuchen wir die Konstruktion der Matrizen Vt für Blattcluster. Sei dazu
t ∈ TI ein Blatt des Clusterbaums. Da (8.5) eine Rang-k-Approximation der Matrix
Xt beschreibt, bietet es sich an, ähnlich wie schon bei den H-Matrizen auf die Sin-
gulärwertzerlegung zurückzugreifen. Sei also (Σ, Û, V̂) eine Singulärwertzerlegung der

Matrix Xt ∈ Kt̂×Rt , und seien σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σp > 0 ihre Singulärwerte. Wir setzen

nun Vt ∈ Kt̂×k gleich den ersten k Spalten der Matrix Û, denn dann gilt

Vt = Û



1
. . .

1
0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0


und wir erhalten

VtV
∗
tXt = Û



1
. . .

1
0

. . .

0


Û∗ÛΣV̂∗ = Û



σ1

. . .

σk
0

. . .

0


V̂∗,

also stimmt VtV
∗
tXt gerade mit der Rang-k-Bestapproximation aus Lemma 6.3 überein.

Mit Hilfe von Lemma 6.4 gewinnen wir so die Abschätzung

‖Xt −VtV
∗
tXt‖F ≤

(
p∑

ν=k+1

σ2
ν

)1/2

.

Durch geeignete Wahl von k können wir also wie schon im Fall der H-Matrizen sicher-
stellen, dass

‖Xt −VtV
∗
tXt‖F ≤ ε̂t (8.6)

gilt, dass der Fehler in der Frobenius-Norm somit durch ein gegebenes ε̂t ∈ R≥0 be-
schränkt ist.

Damit haben wir unser Ziel für Blätter des Clusterbaums erreicht. Sei nun t ∈ TI ein
Cluster, der kein Blatt ist. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass # sons(t) = 2 gilt
und bezeichnen die beiden Söhne mit {t1, t2} = sons(t).
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Wir suchen wieder eine Matrix Vt, die (8.5) erfüllt, allerdings müssen wir berücksich-
tigen, dass die Clusterbasis geschachtelt ist, dass also

Vt =

(
Vt1Et1

Vt2Et2

)
für geeignete Transfermatrizen Et1 und Et2 gelten muss. Da Vt1 und Vt2 orthogonal
sind, ist auch

Qt :=

(
Vt1

Vt2

)
eine orthogonale Matrix, und die Schachtelungseigenschaft lässt sich in der Form

Vt =

(
Vt1

Vt2

)(
Et1

Et2

)
= QtV̂t, V̂t :=

(
Et1

Et2

)
= Q∗tVt ∈ K(2k)×k

schreiben. Die entscheidende Idee des Algorithmus besteht darin, den Fehler geeignet zu
zerlegen: Aus der Orthogonalität der Matrix Qt folgt

‖Xt −VtV
∗
tXt‖2F = ‖Xt −QtQ

∗
tXt + QtQ

∗
tXt −QtV̂tV̂

∗
tQ
∗
tXt‖2F

= ‖Xt −QtQ
∗
tXt‖2F + ‖Qt(I− V̂tV̂

∗
t )X̂t‖2F

+ 2〈Xt −QtQ
∗
tXt,Qt(I− V̂tV̂

∗
t )X̂t〉F

mit der Matrix

X̂t := Q∗tXt =

(
V∗t1X|t̂1×Rt
V∗t2X|t̂2×Rt

)
∈ K(2k)×Rt .

Aus der Gleichung

〈Xt −QtQ
∗
tXt,Qt(I− V̂tV̂

∗
t )X̂t〉F = 〈Q∗t (Xt −QtQ

∗
tXt), I− V̂tV̂

∗
t X̂t〉F

= 〈Q∗tXt −Q∗tXt, I− V̂tV̂
∗
t X̂t〉F = 0

und der Orthogonalität der Matrix Qt folgt die Zerlegung

‖Xt −VtV
∗
tXt‖2F = ‖Xt −QtQ

∗
tXt‖2F + ‖X̂t − V̂tV̂

∗
t X̂t‖2F . (8.7)

In dieser Darstellung zerfällt der Fehler in zwei Anteile: Der erste Term der rechten Seite
beschreibt den Fehler, den wir bereits bei der Wahl der Matrizen Vt1 und Vt2 in den
Söhnen des Clusters t in Kauf genommen haben. Diesen Fehler können wir an diesem
Punkt des Algorithmus nicht mehr beeinflussen.

Der zweite Term der Gleichung (8.7) dagegen beschreibt den Fehler, den wir durch die
Wahl der Transfermatrizen im Cluster t hinzufügen, nämlich durch die Wahl der Matrix
V̂t. Für unseren Algorithmus ist also nur dieser Teil der Fehlerdarstellung relevant, da
wir nur ihn beeinflussen können. Offenbar geht es wieder darum, eine Matrix, in diesem
Fall X̂t, durch eine Matrix niedrigen Rangs zu approximieren, denn da V̂t lediglich k
Spalten besitzt, kann die Matrix V̂tV̂

∗
t X̂t höchstens von Rang k sein.
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Bei der Wahl der Matrix V̂t sind wir nicht völlig frei: Da Vt wieder orthogonal sein
soll, folgt

V̂∗t V̂t = V̂∗tQ
∗
tQtV̂t = (QtV̂t)

∗QtV̂t = V∗tVt = I,

also muss V̂t orthogonal sein, und die Matrix V̂tV̂
∗
t X̂t ist die bestmögliche Näherung

der Matrix X̂t.
Da unsere Aufgabe damit dieselbe Struktur wie im Fall des Blattclusters besitzt,

können wir sie in derselben Weise lösen: Wir berechnen die Singulärwertzerlegung der
Matrix X̂t und konstruieren V̂t aus den ersten k linken Singulärvektoren. Durch geeig-
nete Wahl des Rangs k können wir wieder

‖X̂t − V̂tV̂
∗
t X̂t‖F ≤ ε̂t (8.8)

für jedes gegebene ε̂t ∈ R≥0 sicherstellen.
Eigentlich sind wir allerdings an Abschätzungen des Typs (8.5) für Xt interessiert.

Glücklicherweise lassen sie sich relativ einfach mit Hilfe der Gleichung (8.7) gewinnen,
indem Fehleranteile der Nachfahren des Clusters t aufsummiert werden. Zur Vermeidung
von Fallunterscheidungen führen wir V̂t und X̂t auch für Blattcluster ein:

V̂t =

{
Vt falls sons(t) = ∅,
Q∗tVt ansonsten

für alle t ∈ TI ,

X̂t =

{
Xt falls sons(t) = ∅,
Q∗tXt ansonsten

für alle t ∈ TI .

Wir beschränken uns zunächst auf eine einfache Abschätzung des Fehlers: Für den ersten
Term der Gleichung (8.7) erhalten wir wegen Rt1 , Rt2 ⊇ Rt die Schranke

‖Xt −QtQ
∗
tXt‖2F = ‖Xt|t̂1×Rt −Vt1V

∗
t1Xt|t̂1×Rt‖

2
F + ‖Xt|t̂2×Rt −Vt2V

∗
t2Xt|t̂2×Rt‖

2
F

≤ ‖Xt1 −Vt1V
∗
t1Xt1‖2F + ‖Xt2 −Vt2V

∗
t2Xt2‖2F ,

so dass sich insgesamt

‖Xt −VtV
∗
tXt‖2F ≤ ε̂2t + ‖Xt1 −Vt1V

∗
t1Xt1‖2F + ‖Xt2 −Vt2V

∗
t2Xt2‖2F

ergibt und wir mit einer einfachen Induktion

‖Xt −VtV
∗
tXt‖2F ≤

∑
r∈sons∗(t)

ε̂2r

erhalten. Indem wir also die
”
lokalen“ Fehlerschranken ε̂r für die Nachfahren r ∈ sons∗(t)

des Clusters t geeignet wählen, können wir jede gewünschte Genauigkeit erreichen.
Fehlerabschätzungen für die Gesamtmatrix lassen sich elegant herleiten, indem wir sie

einzelne Blöcke untersuchen: Wir setzen

Xt,s := X|t̂×ŝ, X̂t,s := X̂t|(2k)×ŝ für alle t ∈ TI , s ∈ row∗(t)

und erhalten analog zu (8.7) die folgende Fehlerdarstellung:
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8 H2-Matrizen

Lemma 8.14 (Blockfehler) Sei t ∈ TI und s ∈ row∗(t). Dann gilt

‖Xt,s −VtV
∗
tXt,s‖2F =

∑
r∈sons∗(t)

‖X̂r,s − V̂rV̂
∗
rX̂r,s‖2F .

Beweis. Per Induktion über # sons∗(t) ∈ N. Für t ∈ TI mit # sons∗(t) = 1 gilt sons(t) =
∅, also X̂t,s = Xt,s und V̂t = Vt, also ist die Gleichung trivial.

Sei n ∈ N nun so gewählt, dass die Gleichung für alle t ∈ TI mit # sons(t) ≤ n gilt.
Sei ein t ∈ TI mit # sons(t) = n+ 1 fixiert. Entsprechend (8.7) erhalten wir

‖Xt,s −VtV
∗
tXt,s‖2F = ‖Xt,s −QtQ

∗
tXt,s‖2F + ‖X̂t,s − V̂tV̂

∗
t X̂t,s‖2F .

Da Rt′ ⊇ Rt für alle t′ ∈ sons(t) gilt, können wir im ersten Term Xt,s aus den Teilma-
trizen Xt′,s zusammensetzen und erhalten infolge der Blockdiagonalgestalt der Matrix
QtQ

∗
t die Darstellung

‖Xt,s −VtV
∗
tXt,s‖2F = ‖X̂t,s − V̂tV̂

∗
t X̂t,s‖2F +

∑
t′∈sons(t)

‖Xt′,s −Vt′V
∗
t′Xt′,s‖2F .

Da für jeden Sohn t′ ∈ sons(t) insbesondere # sons∗(t′) < # sons∗(t) = n+1 gilt, können
wir die Induktionsvoraussetzung anwenden, um

‖Xt,s −VtV
∗
tXt,s‖2F = ‖X̂t,s − V̂tV̂

∗
t X̂t,s‖2F +

∑
t′∈sons(t)

‖Xt′,s −Vt′V
∗
t′Xt′,s‖2F

= ‖X̂t,s − V̂tV̂
∗
t X̂t,s‖2F +

∑
t′∈sons(t)

∑
r∈sons∗(t′)

‖X̂r,s − V̂rV̂
∗
rX̂r,s‖2F

=
∑

r∈sons∗(t)

‖X̂r,s − V̂rV̂
∗
rX̂r,s‖2F

zu erhalten. Damit ist die Induktion vollständig.

Mit Hilfe dieser Aussage können wir immerhin eine
”
halbe H2-Matrix“ definieren,

indem wir die zulässigen Blöcke mit Hilfe der Zeilenbasis V approximieren, aber auf eine
Spaltenbasis verzichten: Wir definieren X̃ ∈ KI×J durch

X̃|t̂×ŝ :=

{
VtV

∗
tX|t̂×ŝ falls b = (t, s) ∈ L+

I×J ,

X|t̂×ŝ ansonsten
für alle b = (t, s) ∈ LI×J .

Für diesen Zwischenschritt erhalten wir eine exakte Fehlerdarstellung:

Satz 8.15 (Gesamtfehler) Es gilt

‖X− X̃‖2F =
∑
t∈TI

‖X̂t − V̂tV̂
∗
t X̂t‖2F .

162
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Beweis. Wir zerlegen den Fehler mit Hilfe der Folgerung 2.22 wie üblich in Beiträge der
einzelnen Blöcke und wenden Lemma 8.14 an:

‖X− X̃‖2F =
∑

b=(t,s)∈L+
I×J

‖Xt,s −VtV
∗
tXt,s‖2F

=
∑

b=(t,s)∈L+
I×J

∑
r∈sons∗(t)

‖X̂r,s − V̂rV̂
∗
rX̂r,s‖2F

=
∑
t∈TI

∑
r∈sons∗(t)

∑
s∈row(t)

(t,s)∈L+
I×J

‖X̂r,s − V̂rV̂
∗
rX̂r,s‖2F

=
∑
r∈TI

∑
t∈pred(r)

∑
s∈row(t)

(t,s)∈L+
I×J

‖X̂r,s − V̂rV̂
∗
rX̂r,s‖2F

=
∑
r∈TI

∑
s∈row∗(r)

‖X̂r,s − V̂rV̂
∗
rX̂r,s‖2F

=
∑
r∈TI

‖X̂r − V̂rV̂
∗
rX̂r‖2F .

Um die Matrix X durch eineH2-Matrix zu approximieren wenden wir die Konstruktion
auf Zeilen und Spalten an: Für jedes zulässige Blatt b = (t, s) ∈ L+

I×J gilt

‖X|t̂×ŝ −VtV
∗
tX|t̂×ŝWsW

∗
s‖2F

= ‖X|t̂×ŝ −VtV
∗
tX|t̂×ŝ + VtV

∗
tX|t̂×ŝ −VtV

∗
tX|t̂×ŝWsW

∗
s‖2F

= ‖X|t̂×ŝ −VtV
∗
tX|t̂×ŝ‖

2
F + ‖VtV

∗
t (X|t̂×ŝ −X|t̂×ŝWsW

∗
s)‖2F

+ 2〈X|t̂×ŝ −VtV
∗
tX|t̂×ŝ,VtV

∗
t (X|t̂×ŝ −X|t̂×ŝWsW

∗
s)〉F

= ‖X|t̂×ŝ −VtV
∗
tX|t̂×ŝ‖

2
F + ‖VtV

∗
t (X|t̂×ŝ −X|t̂×ŝWsW

∗
s)‖2F

≤ ‖X|t̂×ŝ −VtV
∗
tX|t̂×ŝ‖

2
F + ‖X|t̂×ŝ −X|t̂×ŝWsW

∗
s‖2F

≤ ‖X|t̂×ŝ −VtV
∗
tX|t̂×ŝ‖

2
F + ‖X|∗

t̂×ŝ −WsW
∗
sX|∗t̂×ŝ‖

2
F ,

also können wir Zeilen- und Spaltenbasen unabhängig voneinander konstruieren. Für
die Spaltenbasen wenden wir die bereits vorgestellte Konstruktion auf die adjungierte
Matrix X∗ an und können so auch die bereits gewonnenen Aussagen über den Fehler
übertragen.

Um aus dem theoretischen Algorithmus eine praktisch durchführbare Rechenvorschrift
zu machen, ist es hilfreich, die Hilfsgrößen

Zt,s := V∗tX|t̂×ŝ für alle t ∈ TI , s ∈ row∗(t)

einzuführen, denn aus ihnen lassen sich die für den Algorithmus entscheidenden Matrizen

X̂t =

(
V∗t1

V∗t2

)
X|t̂×ŝ =

(
V∗t1X|t̂1×ŝ
V∗t2X|t̂2×ŝ

)
=

(
Zt1,s
Zt2,s

)
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8 H2-Matrizen

für sons(t) = {t1, t2} einfach zusammensetzen. Wichtiger ist, dass sich diese Matrizen
auch rekursiv berechnen lassen: Es gilt nämlich

Zt,s = V∗tX|t̂×ŝ =

(
Vt1Et1

Vt2Et2

)(
X|t̂1×ŝ
X|t̂2×ŝ

)
=
(
E∗t1 E∗t2

)(V∗t1X|t̂1×ŝ
V∗t2X|t̂2×ŝ

)
= V̂∗t X̂t,s

Unter Ausnutzung dieser Gleichung erhalten wir den in Abbildung 8.2 dargestellten
Algorithmus zur Bestimmung der Zeilenbasis V.

procedure approx h2(t, X, ε, var V, E, Z);
if sons(t) = ∅ then

for s ∈ row∗(t) do
Xt,s ← X|t̂×ŝ; Xt|t̂×ŝ ← Xt,s

end for;
Berechne Vt aus der Singulärwertzerlegung von Xt;
for s ∈ row∗(t) do

Zt,s ← V∗tXt,s

end for
else
τ ← # sons(t); {t1, . . . , tτ} ← sons(t);
for t′ ∈ sons(t) do

approx h2(t′, X, ε, V, E, Z);
end for;
for s ∈ row∗(t) do

X̂t,s ←

Zt1,s
...

Ztτ ,s

 ∈ K(τk)×ŝ; X̂t|(τk)×ŝ ← X̂t,s

end for;
Berechne V̂t (und damit Et1 , . . . ,Etτ ) aus der Singulärwertzerlegung von X̂t;
for s ∈ row∗(t) do

Zt,s ← V̂∗t X̂t,s

end for
end if

Abbildung 8.2: Konstruktion eine Zeilenbasis V für eine Matrix X

Da der Algorithmus ohnehin jeden Eintrag der Matrix X mindestens einmal untersu-
chen muss, kann er nicht mit weniger als (#I)(#J ) Operationen auskommen, besitzt
also mindestens quadratische Komplexität.

Lemma 8.16 (Aufwand H2-Basisbestimmung) Sei X ∈ KI×J . Gelte #t̂ ≤ rI für
jeden Blattcluster t ∈ LI und gelte # sons(t) ≤ Csn für jeden Nicht-Blattcluster t ∈
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TI \LI . Sei Csvd die Konstante aus Bemerkung 6.3. Dann benötigt der Algorithmus aus
Abbildung 8.2 nicht mehr als

(Csvd + 2) max{k, rI}(#I + C2
snk#TI)(#J ) Operationen.

Beweis. Sei t ∈ TI . Falls t ein Blatt ist, erfordert die Berechnung der Singulärwertzer-
legung der Matrix Xt ∈ Kt̂×Rt wegen Rt ⊆ J und #t̂ ≤ rI laut Bemerkung 6.3 nicht
mehr als

CsvdrI(#t̂)(#J ) Operationen.

Die Berechnung der Matrizen Zt,s erfordert laut Lemma 8.12 nicht mehr als∑
s∈row∗(t)

2k(#t̂)(#ŝ) ≤ 2k(#t̂)(#J ) Operationen,

so dass insgesamt nicht mehr als

(Csvd + 2) max{k, rI}(#t̂)(#J ) Operationen

anfallen. Nach Folgerung 2.21 genügen somit für alle Blattcluster∑
t∈LI

(Csvd + 2) max{k, rI}(#t̂)(#J ) = (Csvd + 2) max{k, rI}(#I)(#J ) Operationen.

Falls dagegen t kein Blatt ist, erfordert die Berechnung der Singulärwertzerlegung der
Matrix X̂t ∈ K(τk)×Rt wegen τ ≤ Csn und Rt ⊆ J nicht mehr als

CsvdC
2
snk

2(#J ) Operationen.

Die Berechnung der Matrizen Zt,s erfordert nicht mehr als∑
s∈row∗(t)

2k(Csnk)(#ŝ) ≤ 2Csnk
2(#J ) Operationen,

so dass insgesamt nicht mehr als

(CsvdC
2
sn + 2Csn)k2(#J ) ≤ (Csvd + 2) max{k, rI}C2

snk(#J ) Operationen

anfallen. Mit Hilfe der groben Abschätzung #(TI \ LI) ≤ #TI folgt die Behauptung.

Mit n = #I und m = #J und mit den üblichen Annahmen rI ≤ k und #TI ∼ n/k
erhalten wir aus dieser Aufwandsabschätzung, dass die Anzahl der Rechenoperationen
höchstens wie ∼ knm wachsen kann. Wie wir bereits gesehen haben sind mindestens nm
Operationen für jeden sinnvollen Algorithmus erforderlich, insofern ist die Komplexität
des Algorithmus praktisch optimal.

Wir dürfen also festhalten, dass wir mit einem zu k(#I)(#J ) proportionalen Aufwand
jede beliebige Matrix X ∈ KI×J durch eine H2-Matrix approximieren können und dass
sich die Genauigkeit der Approximation mit Hilfe des Satzes 8.15 steuern lässt.
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8 H2-Matrizen

Bemerkung 8.17 (Datenschwache Ausgangsmatrix) Eine quadratische Komple-
xität ist nur dann zufriedenstellend, wenn auch die Anzahl der Eingabedaten qua-
dratisch wächst. Falls X dagegen in einer effizienteren Darstellung vorliegt, wäre es
wünschenswert, auch den Approximationsalgorihmus effizienter durchführen zu können.

Das ist tatsächlich möglich [10, 5, 7]: Falls X eine hierarchische Matrix ist, können
wir die Matrizen Xt,s und X̂t,s unter Ausnutzung ihrer Niedrigrangstruktur kompakter
darstellen und so den Rechenaufwand für die Kompression auf ∼ nk2 log2 n reduzieren.

Als
”
Nebenprodukt“ unseres Approximationsalgorithmus erhalten wir eine vollständig

implizite Charakterisierung der Menge aller durch H2-Matrizen exakt darstellbaren Ma-
trizen:

Bemerkung 8.18 (Exakte Darstellung) Falls die Teilmatrizen X|t̂×Rt und X|Cs×ŝ
aus Folgerung 8.13 jeweils höchstens Rang k besitzen, gilt dasselbe auch für die
im Approximationsalgorithmus auftretenden Matrizen X̂t. Damit berechnet die Sin-
gulärwertzerlegung nicht nur eine Approximation, sondern eine exakte Darstellung, so
dass auch die Matrix X sich in den mit Hilfe unseres Algorithmus gewonnenen Zeilen-
und Spaltenbasen exakt darstellen lässt.

Also ist bewiesen, dass die Matrix X genau dann eine H2-Matrix ist, wenn die Ma-
trizen aus Folgerung 8.13 höchstens von Rang k sind.
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