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Vorwort

Differentialgleichungen sind ein wichtiges Werkzeug bei der Behandlung vieler mathema-
tischer, physikalischer, biologischer, chemischer oder wirtschaftswissenschaftlicher Fra-
gestellungen.

e In der Mathematik lassen sich beispielsweise mit ihrer Hilfe Geodéten beschreiben,
die kiirzesten Verbindungen zwischen zwei Punkten einer gekriimmten Oberfléche.

e In der Physik werden beispielsweise die Bewegung von Koérpern, die Ausbreitung
elektromagnetischer Wellen und die Ausbreitung von Wérme mit Hilfe von Diffe-
rentialgleichungen beschrieben.

e In der Biologie werden Differentialgleichungen beispielsweise eingesetzt, um die
zeitliche Entwicklung von Bakterienpopulationen zu modellieren.

e In der Chemie ldsst sich mit Hilfe von Differentialgleichungen die Dynamik von
Molekiilen beschreiben.

e In den Wirtschaftswissenschaften kommen Differentialgleichungen bei der Simula-
tion der Entwicklung von Kursen am Aktien- oder Geldmarkt zum Einsatz.

Den meisten dieser Gleichungen ist gemeinsam, dass sie sich in der Regel nicht ,,mit Pa-
pier und Bleistift“ 16sen lassen, mit den Methoden der reinen Mathematik kénnen héufig
nur Riickschliisse auf das Verhalten der Losung ziehen, aber nur in seltenen Spezialfillen
die Losung angeben.

Deshalb kommen numerische Losungsverfahren zum Einsatz. Mit Hilfe dieser Ver-
fahren kann die exakte Losung zwar auch nicht berechnet werden, aber sie ldsst sich
beliebig genau approximieren, und fiir die meisten praktischen Anwendungen geniigt
eine hinreichend gute Nidherung der Losung.

Diese Vorlesung gibt einen Uberblick iiber einige der wichtigsten Verfahren fiir die
Approximation der Losungen von Differentialgleichungen. Besonders eingehend behan-
delt werden dabei gewdhnliche Differentialgleichungen, die vor allem bei der Simulation
zeitabhéingiger Phéinomene eine wichtige Rolle spielen, und elliptische partielle Diffe-
rentialgleichungen, mit denen sich Kraft- und Spannungsfelder beschreiben lassen, bei-
spielsweise bei der Untersuchung elektromagnetischer Felder oder strukturmechanischer
Fragestellungen.

Zwei weitere Typen partieller Differentialgleichungen, hyperbolische und parabolische
Gleichungen, werden nur am Rande behandelt. Parabolische Gleichungen lassen sich
allerdings als Kombination gewthnlicher und elliptischer Gleichungen interpretieren und
deshalb mit den hier beschriebenen Verfahren behandeln.



Inhaltsverzeichnis

Die Behandlung hyperbolischer Differentialgleichungen erfordert dagegen hiufig spe-
zialisierte Losungsverfahren, die den Rahmen dieser Vorlesung sprengen wiirden. Deshalb
wird lediglich einer der einfachsten Losungsansitze anhand eines einfachen Beispielpro-
blems demonstriert und die Diskussion allgemeinerer Verfahren spezialisierten Vorle-
sungen iiberlassen, beispielsweise aus dem Bereich der Erhaltungsgleichungen oder der
Stromungsmechanik.

Die Vorlesung setzt Kenntnisse der Analysis und der linearen Algebra voraus: Aus
der Analysis sollten neben Grundbegriffen (Konvergenz von Folgen und Reihen, Ste-
tigkeit) natiirlich grundlegende Sétze der Differential- und Integralrechnung bekannt
sein (Hauptsatz, Mittelwertsétze). Aus der linearen Algebra sollten Kenntnisse iiber das
Rechnen in Vektorrdumen und den Umgang mit Skalarprodukten mitgebracht werden.
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Ich bedanke mich bei Janina Gnutzmann, Hendrik Felix Pohl und Sven Christophersen
fiir Korrekturen und Verbesserungsvorschlige.



1 Einleitung

Bevor wir uns der Analyse und numerische Behandlung von gewohnlichen Differential-
gleichungen, insbesondere von Anfangswertproblemen, zuwenden, sollen zunéchst einige
mehr oder weniger einfache Probleme vorgestellt werden, die sich mit Hilfe derartiger
Gleichungen beschreiben lassen.

1.1 Federpendel

Ein sehr einfaches Beispiel fiir ein Anfangswertproblem ist das abstrakte Federpendel:
Es besteht aus einer Masse m, die mittels einer Feder mit einem festen Punkt verbunden
ist und nach oben oder unten ausgelenkt werden kann. Die Auslenkung aus der Ruhelage
zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ bezeichnen wir mit u(t).

Falls die Masse sich nicht im Nullpunkt befindet, ist die Feder angespannt und iibt
eine Kraft aus, die die Masse in den Nullpunkt zuriickzieht. Im einfachten Fall ist diese
Kraft F'(t) durch das Hookesche Gesetz [T]

F(t) = —%u(t) (1.1)

gegeben, wobei ¢ eine vom Material der Feder abhiéngende Konstante und ¢ die Lénge
der Feder im Ruhezustand ist.

Abbildung 1.1: Modell eines Federpendels

GemiB der Newtonschen Axiome [§] bewirkt die Kraft F' eine Beschleunigung a(t) der
Masse, die proportional zum Kehrwert von m ist, es gilt also

F(t) = ma(t), alt) = —F(t).



1 FEinleitung

Die Beschleunigung ist die Ableitung der Geschwindigkeit v(t) der Masse, und die Ge-
schwindigkeit ist die Ableitung der Auslenkung u(t), so dass wir die Gleichungen

A () = olb), V(t) = a(t) = %F(t) =~ ()

erhalten. Indem wir A := ¢/(m/f) einfithren und u(t) und v(t) zu einem Vektor

zusammenfassen, erhalten wir die kompakte Schreibweise

v =(" ),

mit der die Bewegungen des abstrakten Pendels vollstéindig beschrieben werden kénnen.

Wenn die Auslenkung «(0) und die Geschwindigkeit v(0) zum Startzeitpunkt bekannt
sind, kénnen wir Auslenkung und Geschwindigkeit zu jedem spéteren Zeitpunkt ¢ > 0
als Losung des Systems

y(0) = <ZE8;) : y'(t) = <_0)\ é) y(t) fiir alle ¢ € Rxg (1.2)

bestimmen. Ein derartiges Gleichungssystem, bei dem die Losung zu einem Anfangs-
zeitpunkt und die Ableitung der Losung zu jedem Zeitpunkt ¢ bekannt sind, nennt man
Anfangswertproblem.

In unserem Fall haben wir es mit einem besonders einfachen System zu tun, dass sich
analytisch 16sen lédsst: Wir fithren die Matrix

()

/(1) = Ay fiir alle ¢ € R>,

ein und erhalten

ein lineares Anfangswertproblem. Wenn A eine Zahl wére, konnten wir ¢t — « exp(At)
als Losungsansatz verwenden, wobei exp(z) = e® die Exponentialfunktion bezeichnet.
Dann miissen wir nur « so bestimmen, dass die Anfangsbedingung erfiillt ist.

Da A in unserem Fall eine Matrix ist, bietet es sich an, nach einer Verallgemeinerung
der Exponentialfunktion zu suchen. Die naheliegende Definition

exp(C) = » S (1.3)

Jj=0



1.1 Federpendel

fiir eine Matrix C € R™*"™ beruht auf der Exponentialreihe. Fiir eine beliebige induzierte
Matrixnorm gilt

oo

Jexp(O)] = Z <3 1O _ o,

7=0

o0
] Z
J: =0
also ist die Reihe absolut konvergent, also insbesondere konvergent, und die Matrix-
Exponentialfunktion damit durch (1.3) wohldefiniert.
Im Kontext der Anfangswertprobleme sind wir an der Ableitung der Funktion ¢ —
exp(tA) interessiert, die durch

P 8 AT L GHTIAT L A
2 exp(tA _NC AT
ot SFPUA) = 8tjz% 5! JZ_% ! ;(j—m

=LA
=A Z = A exp(tA) fiir alle t € R

Jj=1 ‘7_1

gegeben ist. Da aus (1.3)) auch exp(0) =T folgt, erfiillt die durch
y(t) := exp(tA)y(0) fiir alle t € R>g
definierte Funktion gerade

y(to) = exp(0A)y(0) = y(0),
y'(t) = Aexp(tA)y(0) = Ay(t) fiir alle ¢ € R,

ist also eine Losung des linearen Anfangswertproblems.

Statt durch direkte Auswertung der Exponentialsumme kénnen wir die Exponential-
funktion auch berechnen, indem wir A mit einer Ahnlichkeitstransformation diagonali-
sieren: Mit der Matrix

1= (z\lﬂ —z{&) ’ T = % G Z%) ’

<z’ﬁ

erhalten wir

T AT = - D

und konnen die Exponentialfunktion durch

ZHAT K H(TDT ) SN » LA
exp(tA):Z g :Zﬁ:T Z g T

i=0 i=0 i=0
[e’e) iV
=T <Zi=0 (t \z'f) \f ) Tfl
S YA
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o (exp(tz'ﬁ) eXp(_ﬁﬁ)) 1

auf die Berechnung der Exponentialfunktion fiir skalare Werte zurtickfiihren.

Die Exponentialfunktion eines rein imagindren Werts steht in enger Beziehung zu
Sinus- und Cosinus-Funktionen, deshalb iiberrascht es nicht, dass wir auch direkt den
Ansatz

u(t) = asin(wt) + [ cos(wt),
v(t) = aw cos(wt) — Pw sin(wt) fiir alle ¢ € R>y,

verwenden kénnen. Der Parameter w = VA = /¢/(mf) beschreibt die Frequenz der
Schwingung in Abhéngigkeit von Masse, Materialeigenschaften und Federléinge, wihrend
die Parameter o und g verwendet werden kénnen, um sicherzustellen, dass die Anfangs-
bedingungen erfiillt sind.

1.2 Mehrkoérperprobleme

Das abstrakte Federpendel ist ein relativ einfaches Beispiel, weil die Ableitung y’ und
die Funktion y lediglich durch eine Matrix, also eine lineare Abbildung, gekoppelt sind
und sich deshalb die Losung analytisch angeben ldsst.

Die in der Praxis auftretenden Probleme sind in der Regel nicht so einfach zu
behandeln. Ein Beispiel ist das Mehrkdérperproblem, bei dem n Massen myq,...,my,
zu einem Zeitpunkt ¢ an n verschiedenen Positionen zi(t),...,zn(t) im zwei- oder
hoherdimensionalen Raum liegen und mittels der Gravitation aufeinander einwirken.

In diesem Fall iibt die Masse m; auf die Masse m; eine Kraft von

B . xj(t) — xi(t)
F(t) = emamy oy P

aus, wobei o die Gravitationskonstante ist. Insgesamt wirkt also eine Kraft von

o o " () — ()
Fz(t)_ZFZ](t) 0 z; M () — (1) P

7j=1

J# J#
auf die Masse m;, und entsprechend der Newton-Axiome entsteht dadurch eine Beschleu-
nigung von

() — )
)= 0 2 ) (0 4
J#i
Wie im Falle des Federpendels benutzen wir die Newtonschen Axiome um festzustellen,
dass a; die Ableitung der Geschwindigkeit v; und v; die Ableitung des Ortes x; ist, also

zj(t) — @i(t)
zj(t) — (D)

fir alle t € RZO

n) =), o) =alt) = o) myp

10



1.3 Schwingende Saite

gilt. Wir fassen die Orte x;, die Geschwindigkeiten v; und die Beschleuigungen a; zu
Vektoren

1 (t) v1(t) ai(t)
x(t)=| : |, vit)=1 |, a(t):==|
Zn(t) Un (1) an(t)

zusammen und schreiben die Differentialgleichung in der Form

(iﬁ 8) _ (Zgg) fiir alle £ € Rso.

Geméf ([1.4) konnen wir a(t) als Funktion A von x schreiben, erhalten also
a(t) = A(x(t)) fiir alle ¢ € R>o.

Zur Vereinheitlichung der Darstellung fassen wir x(¢) und v(¢) zu einem Vektor

y(t) = <X(t)> fiir alle £ € Rxq

y'(t) = f(y(t)) fiir alle t € R>g

zu erhalten.

Im Falle des Federpendels war f lediglich eine lineare Abbildung, im Falle des
Mehrkorperproblems ist f nicht linear, und die einfachen analytischen Lésungsansétze
fiir lineare Probleme lassen sich nicht mehr verwenden.

Fiir n < 3 ist es noch moglich, die Losung y wenigstens formal (etwa durch spezielle
Reihenentwicklungen) darzustellen, fiir n > 3 dagegen sind numerische Approximations-
verfahren das Mittel der Wahl.

1.3 Schwingende Saite

Wir kénnen Mehrkorpersysteme auch verwenden, um Néherungen im Wesentlichen kon-
tinuierlicher Phinomene zu gewinnen. Als Beispiel untersuchen wir eine Saite, die zwi-
schen zwei Punkten eingespannt ist und die zwischen diesen Punkten frei schwingen
kann.

Als Modell verwenden wir Punktmassen, die durch Federn aneinander gekoppelt sind.
Sei dazu n € N. Wir verwenden n + 2 Punktmassen, die wir mit {0,...,n+ 1} durchnu-
merieren. Dabei sollen die Punktmassen mit den Nummern 0 und n+ 1 den Endpunkten

11
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der Saite entsprechen. Die Punktmasse mit der Nummer ¢ € {1,...,n} soll mit den
Punktmassen mit den Nummern ¢ — 1 und ¢ + 1 durch Federn verbunden sein.
Wenn wir die Lénge der Saite im Ruhezustand mit ¢ € R< g bezeichnen und wir sie in

gleich lange Stiicke einteilen, hat jede Feder die Ruhelénge

L

=T
Um die von den Federn ausgeiibten Krifte in Beschleunigungen umrechnen zu kénnen,
miissen wir den Punktmassen Massen zuordnen. Dazu nehmen wir an, dass die Masse
einer Saite der Ruhelidnge 1 durch  gegeben ist. Fiir i € {1,...,n} ersetzt die i-te
Punktmasse ein Stiick der Saite der Léange h, fiir die Endpunkte i € {0,n + 1} dagegen
nur ein Reststiick der Lange h/2. Wenn wir davon ausgehen, dass die Masse gleichméafig
iiber die Saite verteilt ist, ergibt sich fiir die i-te Punktmasse die Masse

{mh/2 falls i € {0,n + 1},
m; ‘=

mh ansonsten.

Da wir uns fiir Schwingungen der Saite interessieren, bietet es sich an, die Positionen
der einzelnen Punktmassen zu untersuchen. Wir bezeichnen mit z;(t) die Position der
i-ten Masse zu einem Zeitpunkt ¢ € R.

Die von der Feder zwischen der i-ten und der (i + 1)-ten Punktmasse auf erstere
ausgeiibte Kraft ist nach dem Hooke’schen Gesetz durch

~

@i (t) = (1))

gegeben. Die von der Feder zwischen der (i —1)-ten und der i-ten Punktmasse ausgeiibte
Kraft addiert sich hinzu, so dass wir insgesamt die Kraft

A~

C

(@is1(t) = 2i(t)) 5 (2i-1(t) — 2i(t))

(Tit1(t) — 22(t) + w51 (1)),

Fi(t) =

S oy S o

erhalten. Die Beschleunigung ergibt sich wie zuvor, indem wir durch die Masse m; divi-
dieren:

(t) = @i (t) = 22(0) + 211 (1)
. £$i+1(t) — 2.1‘Z'(t) + %i_l(t)
" 02 ‘

Anders als im Fall der Gravitationskraft sind die einzelnen Komponenten der Vektoren
x;(t), F;(t) und a;(t) voneinander vollig unabhéingig, so dass wir sie getrennt voneinander
untersuchen kénnen.

Im Folgenden beschrianken wir uns auf eine der Komponenten, verwenden aber weiter-
hin die bisher eingesetzte Notation. Mit den Newton-Axiomen erhalten wir das System

€ @i (t) — 2ai(t) + @i (¢)
m h?

zi(t) = vi(t),  v(t) = firallet € R, (1.5)

12



1.3 Schwingende Saite

Wie zuvor kénnen wir das System kompakt schreiben, indem wir die Gréflen zu Vektoren

kompakt in die Form

bringen, so dass sich insgesamt

x'(t)) I\ [x(t)
v/(t))  \-L v(t)
ergibt. Man erkennt eine gewisse Ahnlichkeit zu der Gleichung 1D durch die wir das
Federpendel beschrieben haben: Die Matrix L tritt an die Stelle des Parameters A.
Die durch Federn verbundenen Punktmassen sind lediglich als N&herung einer kontinu-

ierlichen Saite gedacht. Um zu einer entsprechenden Gleichung zu gelangen, untersuchen
wir den Quotienten in der Gleichung (1.5) etwas niher.

Lemma 1.1 (Differenzenquotient fiir die zweite Ableitung) Sei h € R-q, und

sei g : [—h,h] — R viermal stetig differenzierbar. Dann existiert ein n € [—h, h] mit
g(h) —2g(h) + g(=h) n?
( 22 =g4"(0) + 59(4) (n)-

Beweis. Mit dem Satz von Taylor erhalten wir

/ h W ht W
g(h) = g(0) + hg'(0) + -9 (0) + 59 (0) + 219 (n4),
B2 B3 B4
g(=h) = g(0) — hg'(0) + 9" (0) - 39(3) (0) + ﬂg(“) (n-)

fiir geeignete Zwischenpunkte 4 € [0, h] und n— € [—h, 0]. Indem wir beide Gleichungen
addieren ergibt sich

htgWny) + 90 n-)

9(h) + g(=h) = 29(0) + K" (0) + 15 :

13



1 FEinleitung

Wir bringen 2¢(0) auf die linke Seite und dividieren durch k2, um zu

h? gW () + g no)
" o +

g(h) —29(0) + g(=h)
h2

zu gelangen. Da ¢(®) stetig ist, finden wir mit dem Zwischenwertsatz ein 7 € [n—,n4] C
[—h, h], das

(4) + @ (n_
9 (77+)29 (n-) 9(4)(77)

erfiillt. Damit ist unsere Gleichung bewiesen. [

Um Lemma auf die Gleichung (1.5) anwenden zu konnen, legen wir fiir jeden
Zeitpunkt ¢ € R eine viermal stetig differenzierbare Kurve s — x(t, s) derart durch die
Punkte z;(t), das

x(t,s) = x;(t) fir allei € {0,...,n+ 1}, t e R, s =1ih
gilt. Dann folgt mit dem Lemma

Tip1(t) — 22 (t) + xi—1(¢) _ x(t,ih + h) — 2z(t,ih) + x(t,ih — h)

h? h?
0%x h? 9%z
= @(tv s) + ﬁ@(tﬂ]t)

mit einem Parameter ;. Wenn wir h gegen null streben lassen und annehmen, dass die
vierten Ableitungen beschrénkt bleiben, wird so aus der Gleichung (1.5 die partielle
Differentialgleichung

PV
%(t, s) =t s), %(t, s) = %gjf(t, s)  furalleteR, s€(0,0),

aus der sich durch Elimination der Geschwindigkeit v(t, s) die eindimensionale Wellen-
gleichung

0%z ¢ 0%x

@(t,g?) = %@(t,S) fur alle ¢ € R, S € (0,@)

ergibt. Sie beschreibt die Schwingung einer kontinuierlichen Saite.

1.4 Warmeleitung

Ein weiteres Beispiel fiir eine partielle Differentialgleichung ist die eindimensionale
Wiarmeleitungsgleichung

2
%(m,t} = m%(az,t} fir alle t € R,z € [0, 1]. (1.6)

14



1.4 Wérmeleitung

Sie beschreibt die Erwérmung oder Abkiihlung eines Drahtes der Linge 1: = € [0, 1] gibt
die Position auf dem Draht an, ¢ den Zeitpunkt, und u(z, t) ist die Temperatur im Punkt
x zum Zeitpunkt t. Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass die Randbedingungen

u(0,t) = u(l,t) =0 fiir alle t € Ry

gelten, dass also die Temperatur an den beiden Endpunkten des Drahts fixiert ist.
Um diese Gleichung numerisch behandeln zu kénnen, kehren wir den Weg um, den
wir bei der Wellengleichung gegangen sind: Mit Lemma [1.1] gilt

u(x — h,t) = 2u(z,t) + u(x + h,t)  O*u h? 9*u

5 = @(mat) + E@(Tlat) (1.7)

fiir ein geeignetes 7 € [0, 1]. Falls die vierte Ableitung gleichméfig beschrénkt ist, konnen

wir also die zweite Ableitung durch den Differenzenquotienten auf der linken Seite appro-

ximieren, und die Approximation wird wie h? gegen die korrekte Ableitung konvergieren.
Fiir ein n € N wéhlen wir eine Schrittweite

. 1
T n+1

und ersetzen das kontinuierliche Intervall [0, 1] durch (n + 2) € N diskrete Punkte 0 =
o<z <...< Ty < xpy1 =1, die durch

x; = 1ih fir allei € {0,...,n+ 1}

gegeben sind, und wir beschreiben entsprechend die Funktion u(z,t) durch den Vektor
y(t) = (4i(t))j=; mit

yi(t) = u(z;, t) fiir alle t € Ryg,7 € {1,...,n}.

Indem wir die zweite Ableitung durch ([1.7) approximieren, stellen wir fest, dass die
Wirmeleitungsgleichung (|1.6)) durch die Gleichungen

() = 2ui(8) 4 yia (1)) falls1<i<m, . ,
e (Bi-1(t) v +yen (1)) falls 1<i<n fir alle i € {1,...,n}

Ht) = L (—2uy(t 1 (t falls i =1
yi(t) ’f( Yi(t) + yiv1(t)) alls ¢ =1, und £ € Roo
7z (yi1(t) — 2y;(t)) falls i = n,
approximiert wird. Wenn wir also das System
y'(t) = Ay(t) fiir alle t € R>g

mit der Matrix A € R™" gegeben durch

15



1 FEinleitung

losen, diirfen wir darauf hoffen, dass die Komponenten y;(t) des Vektors y(t) gute
Naherungen fiir die Werte u(x;,t) der tatséchlichen Losung sind. Es handelt sich also
wieder um ein lineares Anfangswertproblem, allerdings steht diesmal die Approximati-
on eines Differentialoperators hinter der Matrix A. Eine genauere Analyse zeigt, dass
sich bestimmte Eigenschaften dieses Operators auf die Matrix A iibertragen und dazu
fithren, dass sich einfache Verfahren zur Behandlung von Anfangswertproblemen fiir die-
ses Problem nicht gut eignen. Ein wichtiges Ziel wird deshalb darin bestehen, Techniken
zu entwickeln, mit denen sich auch dieses Problem effizient behandeln lasst.

16



2 Einige theoretische Aussagen iiber
gewoOhnliche Differentialgleichungen

Bevor wir numerische Losungsverfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen untersu-
chen kénnen, miissen wir zunéchst kliaren, unter welchen Bedingungen diese Gleichungen
iiberhaupt eine Losung besitzen. In Hinblick auf die numerische Behandlung ist eben-
falls wichtig, wie empfindlich die Lésung auf Stérungen der Parameter, insbesondere des
Startwerts, reagiert.

2.1 Allgemeine Problemstellung
Wir konzentrieren uns auf die Analyse des Anfangswertproblems

y(a) = yo, v (t) = f(t,yt)) fiir alle ¢t € [a, b] (2.1)

auf einem kompakten Intervall [a,b] mit einem Startwert yp in einem Banachraum V'
und einer Funktion f : [a,b] X V' — V. Gesucht ist eine mindestens einmal stetig diffe-
renzierbare Funktion y : [a,b] — V.

Das allgemeinere Problem

y@) =y, Y@=y, -... ¥ a)=ym1,
y™M(t) = Fty(t), v/ (1), ..,y V() fiiralle ¢ € [a, D]

lasst sich auf die Form (2.1 zuriickfiithren, indem wir den Hilfsvektor

w(t) == : fiir alle t € [a, b]
Yy (2)

einfithren und das erweiterte System

ws(t)
5(1) ws(t)
wia)=| . |, w'(t) = :
Ym—1 wm(t>
ft,wi(t),wa(t), ... wn(t))

fiir alle t € [a, b] 16sen.
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2 FEinige theoretische Aussagen iiber gewdéhnliche Differentialgleichungen

2.2 Existenz und Eindeutigkeit

Bei der Untersuchung der Eigenschaften eines Anfangswertproblems hat es sich als sehr
niitzlich erwiesen, anstelle der differentiellen Formulierung (2.1]) eine Integralformulie-
rung zu verwenden, die ohne die Forderung nach Differenzierbarkeit auskommt.

Lemma 2.1 (Integralformulierung) Sei eine stetige Funktion f € C(la,b] x V,V)
gegeben. Falls eine Funktion y € C'([a,b],V) das Anfangswertproblem lost, gilt

y(t) = yo +/ f(s,y(s))ds fir alle t € [a,b]. (2.2)

Falls umgekehrt eine stetige Funktion y € C([a,b], V') die Integralgleichung erfiillt,
ist sie auch stetig differenzierbar und lost das Anfangswertproblem .

Beweis. Im ersten Schritt gehen wir davon aus, dass y das Anfangswertproblem 16st.
Nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt dann

zm+/f@w@DMZywh/M@N&=M®+Mﬂ—mwzy®7

fiir alle ¢ € [a, ], also die Integralgleichung .

Im zweiten Schritt gehen wir davon aus, dass y € C([a,b],V) die Gleichung
erfiillt. Fiir t = a folgt aus ihr unmittelbar y(a) = yo. Wir miissen nachweisen, dass y
differenzierbar ist und seine Ableitung die gewiinschte Eigenschaft aufweist.

Sei t € [a,b). Die Ableitung y/(t) ist als Grenzwert des Quotienten

w = % (/aHh f(s,y(s))ds — /atf(S,y(S)) d8> = ;/tHh f(s,y(s))ds

fiir h — 0 definiert. Wir miissen zeigen, dass dieser Grenzwert existiert und mit f(¢, y(t))
iibereinstimmt, also sollte

Jteuten 2= L o)~ st as

t+h
<o [ ey — sl ds

fir h — 0 gegen null konvergieren.
Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung finden wir einen Zwischenpunkt n €
[t,t + h] derart, dass

t+h
/t 1F (@) = f(s,y(s))ll ds = Rl f (£, y () — f (0, y ()]

gilt, also folgt

< |l y(@) = Fym)]-

|t.ytey - R =0

18



2.2 Existenz und FEindeutigkeit

Wegen 7 € [t,t + h| impliziert h — 0 auch n — ¢, und aufgrund der Stetigkeit der
Funktionen f und y diirfen wir auf f(n,y(n)) — f(t,y(t)) schliefen, so dass wir insgesamt

ti |6t y(0) = 2R VO]

bewiesen haben, also y/(t) = f(t,y(t)).
Fiir t = b folgt die Aussage, indem wir entsprechend den linksseitigen Differenzenquo-
tienten zur Approximation der Ableitung einsetzen. ]

Bei genauerer Betrachtung stellt sich heraus, dass die Integralgleichung (2.2)) eine
Fixpunktgleichung ist: Wir definieren auf dem Raum U := C([a,b],V) den Operator
U :U — U durch

Ulyl(t) = yo +/ f(s,y(s))ds fir alley € U, t € [a,b]

und halten fest, dass (2.2)) sich dann kurz als

y = Vly] (2.3)

schreiben ldsst. Nach Lemma |2.1]ist also das Losen des Anfangswertproblems dquivalent
dazu, einen Fixpunkt des Operators ¥ zu finden.

FEin zentrales Hilfsmittel fiir den Beweis von Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunk-
ten ist der folgende Fixpunktsatz von Banach.

Satz 2.2 (Banach) Sei X eine vollstindige Teilmenge eines normierten Raumes. Sei
U: X — X eine Abbildung, und sei L € [0,1) eine Zahl mit

1V (u) — U(v)| < Lilu—0| fir alle u,v € X. (2.4)
Dann besitzt U einen Fizpunkt in X, es existiert also ein u* € X mit
U(u*) = u™.
Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmit.

Beweis. (vgl. [1, Théoreme 6] und [4]) Sei u(?) € X. Wir definieren die Folge (u(™)%_,
durch

u™ ) = @ (™) fiir alle m € Ny.

Unser Ziel ist es, nachzuweisen, dass (u(m));’nozo eine Cauchy-Folge ist.
Zunichst beweisen wir

durch Induktion fiir alle m € Ny. Fiir m = 0 ist (2.5) trivial.
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2 FEinige theoretische Aussagen iiber gewdéhnliche Differentialgleichungen

Gelte nun (2.5 fiir ein m € Ny. Nach Voraussetzung gilt dann

[u2) — oD | = D) — )| Lllum“) ™|

< LU — | = L™ ul) — O,

und der Induktionsschritt ist bewiesen.
Seien nun m € Ny und n € N>, gegeben. Dann gilt

n—m—1 m—n-—
[ — )| = Z i) g, (m+d) Z Hu(mﬂﬂ w9

=0 7=0

E5) m—n—1 ) ) . ) . m—n—1 '

< L | — O = [|u™ — @) Z 7
j=0 j=0

o L

(1) _ 3,0 m = |l — O = —

< Jul? = u®|L jz_jov—uu )|

dank der geometrischen Summenformel. Mit dieser Abschéitzung kénnen wir nachweisen,
dass (u(m))gjzo eine Cauchy-Folge ist: Sei € € R~g. Wir wihlen mg € Ny so, dass

Lmo
@ _ 02 <
) —u® = < e
gilt. Fiir alle m,n € Ng mit mg < m < n gilt dann

m mo
[ — )] < u® — 4O 1L_ - < — Hi <e

7S

also ist (u(™)>_ eine Cauchy-Folge.
Da X vollstindig ist, muss es ein v* € X mit

lim [Ju* —u™| =0
m—r00

geben, und wir miissen nur noch nachprl'jfen dass u* auch ein Fixpunkt von ¥ ist.
Sei dazu € € Rsg. Da (u (m )) _o gegen u* konvergiert, gibt es ein m € Ny so, dass

lu* —ut™| < /2, lu* — ul™ V|| < e/2
gelten, und wir erhalten wegen w1 = W(u(™) die Abschitzung

o — B = flu” — ™ 4 W) — G|
<l — u D) D) — ()|
<t = w4 Liju* — o™
<e€/2+ Le/2 <.
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2.2 Existenz und FEindeutigkeit

Da € beliebig gewéhlt werden kann, folgt u* = W(u*), also ist «* in der Tat ein Fixpunkt.
Zum Nachweis der Eindeutigkeit wéhlen wir einen zweiten Fixpunkt u** € X und
erhalten
[u" — ™| = [[W(u") = ¥(u™)| < Lllu” — ™,

also folgt aus L < 1 bereits u* = u**. [

Indem wir diesen Satz auf die alternative Formulierung (2.3)) anwenden, erhalten wir
die folgende fiir uns zentrale Aussage iiber Existenz und Eindeutigkeit der Losung eines
Anfangswertproblems.

Satz 2.3 (Picard-Lindelsf) Die Funktion f € C([a,b] x V,V) erfille die globale
Lipschitz-Bedingung

lf(t,x) — ft,y)| < Lyllx —yl| fiir alle t € [a,b] und z,y € V. (2.6)
Dann besitzt das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung y € C([a,b], V).

Beweis. (vgl. [10, Abschnitt 1.6]) Wir fiihren den Beweis mit Hilfe des Banachschen
Fixpunktsatzes Dazu fithren wir den Operator ¥ durch

Ulu)(t) :=yo + /t f(s,u(s))ds fir alle t € [a,b],u € C([a,b],V)

ein, der den Banachraum X := C(]a, b], V) in sich abbildet, und untersuchen die von ihm
induzierte Fixpunktiteration. Nach Lemma [2.1] wissen wir némlich, dass ein Fixpunkt
des Operators ¥ gerade eine Losung des Anfangswertproblems ist.

Damit wir Satz anwenden konnen, miissen wir eine geeignete Norm auf dem Raum
C(la, b],V) einfithren. Wir verwenden die gewichtete Supremumsnorm

lulle := sup {G_QfoHU(IL‘)H : x € la,b]}, fir alle u € C(a, b, V),

die wegen 0 < e 2Lrb < 72l jquivalent zu der iiblichen Supremumsnorm ist, so dass
C([a,b], V) auch mit dieser Norm vollsténdig ist. Beziiglich dieser Norm gilt

2l (1) — Wl = e 250t | [ (s,u(s) — 1G5, v(s)) ds

<o [ g(s,uts)) - 565, vt ds
v
SLfQQLft/ lu(s) — v(s)|| ds
o
:Lf€2Lft/ e2rse2Lis |u(s) — v(s)|| ds

t
SLfeQLft/ e2Ls8 ||y — vl|. ds
a
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2 FEinige theoretische Aussagen iiber gewdéhnliche Differentialgleichungen

1 t
= 26_2Lft|u—v|e/ 2L e?l1% ds
a

= 22w~ ollo( 1 — 1% < o]l

fiir alle ¢ € [a,b] und alle u,v € C([a,b],V), wobei wir im vorletzten Schritt ausgenutzt
haben, dass s — 2L feQLfs die Ableitung der Funktion s — e?Ls® ist, so dass sich das
Integral mit dem Hauptsatz berechnen lasst. Indem wir zu dem Maximum iiber alle
t € [a,b] iibergehen folgt

[u] ~ Wlollle < glhu o]l fir alle u,v € C([a,b], V),

so dass wir Satz [2.2] anwenden kénnen, um zu folgern, dass ein eindeutig bestimmter
Fixpunkt y € C([a,b],V) mit ¥[y] = y existiert.

Nach Lemma [2.1] ist diese Funktion y auch die eindeutig bestimmte Losung des An-
fangswertproblems. ]

Satz ist nicht nur ein Existenz- und Eindeutigkeitsresultat, er bietet uns auch ein
Konstruktionsverfahren fiir die Losung des Anfangswertproblems:

Bemerkung 2.4 (Picard-Iteration) Ausgehend wvon einer beliebigen Funktion ug
kénnen wir, wie im Satz[2.9, die Folge un41 := V(uy,) konstruieren, und Satz im-
pliziert, dass diese Folge gegen die Lisung des Anfangswertproblems konvergieren
wird. Diese Konstruktion trigt den Namen Picard-Iteration.

Fiir die Praxis ist diese Konstruktion nur dann anwendbar, wenn sich die einzelnen
Iterierten u, geeignet im Rechner darstellen lassen, etwa mit Hilfe einer Diskretisierung.

2.3 Storungen der Daten

Fiir die numerische Behandlung des Anfangswertproblems ist neben der prinzipiel-
len Losbarkeit auch der Einfluss von Stérungen relevant, schliefllich wird im praktischen
Algorithmus in der Regel mit Gleitpunktarithmetik beschrankter Genauigkeit gearbeitet.

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Analyse ist die Gronwallsche Ungleichung, von der
wir hier nur die folgende vereinfachte Variante benctigen:

Lemma 2.5 (Grénwall) Seien [a,b] C R ein Intervall, sei a € Cla,b] eine monoton
wachsende Funktion, sei f € R>q. Falls eine Funktion u € Cla,b] die Abschitzung

t
u(t) < aflt) + B/ u(s) ds fiir alle t € [a,b] (2.7)
erfillt, gilt die Ungleichung

u(t) < a(t)e’ = fiir alle t € [a,b].
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2.3 Storungen der Daten

Beweis. (vgl. [2] und [5]) Sei u € C|[a, b] eine Funktion, die (2.7)) erfiillt.
Wir fiithren die Hilfsfunktion v € C([a,b)) mit

t
) = e—Blt=0) / Bu(s) ds fiir alle ¢ € [a, b]

ein und erhalten mit der Produktregel und ({2.7) die Abschétzung

V' (t) = —BePlt) /t Bu(s) ds + e Pt gu(t)

:56—ﬁ<t—a>< / Bu(s ) 2 eBl-a)o(p)

fiir alle t € [a,b]. Aus v(a) = 0 folgt
t

B(t— a)/ Bu(s v(t) = v(t) — v(a) :/ Hs)ds < B [ a(s)ePe ds

und indem wir mit e#*=% multiplizieren

ﬁ/ s)ds < a(t)ePt — a(t).

Durch Einsetzen in ([2.7) gelangen wir zu

u(t) < aft) + /t Bu(s) ds < a(t) + a(t)® T2 — a(t) = a(t)’=),

und das ist die zu beweisende Ungleichung. ]

Mit Hilfe dieses Korollars und des Lemmas konnen wir nun den Einfluss von
Storungen der Anfangsdaten untersuchen:

Satz 2.6 (Storungen) Sei U C V. Die Funktion f € C([a,b] x U,U) erfiille die bereits
aus Satz[2.3 bekannte globale Lipschitz-Bedingung (2.6). Sei g € C([a,b] x U,U) eine
weitere Funktion.

Seien yo, 20 € U, und seien y,z € C*([a,b],U) Lisungen der Anfangswertprobleme

y(a) = yo, y'(t) = f(ty(®)),
z(a) = 2o, Z'(t) = g(t, 2(t)) fir alle t € [a,b].

Dann gilt die Abschitzung

ly(8) = 2(t)]] < ePr= (Ilyo — 20| +/ 1£(s,2(5)) — g(s, 2(s))| d5> fir alle t € [a, b],

kleine Storungen der Anfangsdaten und der rechten Seite fithren also auch nur zu kleinen
Storungen der Losung.
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2 FEinige theoretische Aussagen iiber gewdéhnliche Differentialgleichungen
Beweis. Mit Lemma [2.1] erhalten wir

o0 =20 = =20+ [ £ls.9(5)) — o 2(5)) .

ly(®) — 2@ < llyo — 2ol + /: 1f(s,5(s)) = g(s,2(s))| ds

< [lyo — =l +/ 1£(s:9(s)) = f(s,2(s)) 1 + £ (s, 2(s)) — g(s, 2(s)) | ds

ool + [ Lolus) 2@ s+ [ 17(6,2) — gls, 2D lds. (28)

Wir definieren
Bi=1Lyg ot) =y — 2l +/ 1/ (s, 2(s)) — g(s,2(s)ll ds, u(t) := [ly(t) — z(t)]

und stellen fest, dass (2.8)) gerade

u(t) < aft) + ﬁ/t u(s) ds fiir alle t € [a, b]

entspricht. Da [ nicht-negativ und o monoton wachsen ist, konnen wir die Gronwall-
Ungleichung aus Lemma [2.5] anwenden und erhalten

ly(t) — z(8)| = u(t) < a(t)e’t)

= et (g ol + [ 17G602(9) = als, 2D s )

also die gewiinschte Abschétzung. [

Beispiel 2.7 (Entfernung vom Anfangswert) Neben der offensichtlichen Anwen-
dung auf gestorte Anfangswerte und rechte Seiten lisst sich Satz[2.6 auch anderweitig
verwenden.

Beispielsweise kénnen wir g = 0 und zo = yo einsetzen. Dann gilt offenbar z(t) = yo
und wir erhalten

t
ly(®) — g0l < P10 / 1 (s 90)ll ds,

konnen also abschdtzen, wie schnell sich die Lésung des Anfangswertproblems vom An-
fangswert entfernt.
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3 Einschrittverfahren

Die exakte Losung eines Anfangswertproblems der Form wird sich im allgemei-
nen Fall nicht exakt berechnen lassen. Stattdessen miissen wir auf eine Approximati-
on zuriickgreifen: Statt nach einer geschlossenen Formel fiir die Losung zu suchen, be-
schrinken wir uns darauf, sie nur in einzelnen Punkten ty, ..., ¢, € [a, b] ndherungsweise
zu berechnen.

Wir sind natiirlich an Verfahren interessiert, die uns eine mdoglichst genaue Néherung
zur Verfiigung stellen, und das bei moglichst geringem Rechen- und Speicheraufwand.

Ein moglicher Zugang wire etwa die Picard-Tteration (vgl. Bemerkung : Wir
konnten die Iterierten durch ihre Werte in Punkten des Intervalls approximieren und
zur Berechnung der Integrale eine Quadraturformel verwenden, die nur diese Punktwer-
te benotigt. Der Nachteil dieses Zugangs besteht darin, dass alle Punktwerte gleichzeitig
im Speicher gehalten werden miissen.

Wir suchen stattdessen nach einem Verfahren, bei dem wir die Werte zu den verschie-
denen Zeitpunkten der Reihe nach berechnen kénnen. Ein Finschrittverfahren versucht,
den Wert zu einem Zeitpunkt ¢, nur auf Grundlage des Wertes zum unmittelbar vor-
angehenden Zeipunkt ¢; zu approximieren.

Um die Diskussion der Losbarkeit zu vermeiden, setzen wir, sofern nicht gesondert
erwahnt, im folgenden Kapitel voraus, dass die rechte Seite f des Anfangswertproblems
im zweiten Argument Lipschitz-stetig ist (vgl. Bedingung ) Satz impliziert
dann die eindeutige Losbarkeit fiir beliebige Startwerte in V' und Startpunkte in [a, b].

3.1 Euler-Verfahren

Wir untersuchen zunéchst ein besonders einfaches Einschrittverfahren: Das Fuler-
Verfahren lisst sich aus der in Lemma [2.1] eingefiihrten Integralformulierung gewinnen.
Wir beschréanken uns fiir den Moment auf den Fall ¢ = b, fiir den

b
y(b) = yo + / f(s,(s)) ds

gilt. Es bietet sich an, das Integral mit einer Quadraturformel mit Quadraturgewichten
wo, - - ., Wy, € R und Quadraturpunkten so, ..., spy € [a,b] zu approximieren:

y(0) = yo+ > w; f(s5,y(s5))-
=0

Leider kénnen wir die rechte Seite dieser Gleichung im Allgemeinen nicht auswerten, da
uns die Werte y(sg), . .., y(8m) nicht zur Verfiigung stehen.
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3 Einschrittverfahren

Allerdings kennen wir y(a) = yo, so dass wir immerhin eine Quadraturformel mit
m = 0 und sy = a verwenden koénnten. Damit wenigstens konstante Funktionen von
dieser Quadraturformel exakt integriert werden, miissen wir das Gewicht wg = b — a
verwenden und erhalten

y(b) = §(b) :=yo + (b — a) f(a, y(a)). (3.1)

Falls y zweimal stetig differenzierbar ist, kénnen wir den Fehler wie folgt abschétzen:

Lemma 3.1 (Genauigkeit) Sei y € C%([a,b],V), und sei §(b) wie in definiert.
Dann ezistiert ein n € [a,b] mit

(b—a)?

ly(®) = gO) | < =" ().

Beweis. Um die Aufgabe etwas besser zugénglich zu machen, fiihren wir sie auf das
Einheitsintervall [0, 1] zuriick, indem wir die Funktion

7:[0,1] =V, t—yla+ (b—a)t),

untersuchen. Sie erfiillt offenbar y(a) = 3(0), y(b) = (1) sowie nach Definition des
Anfangswertproblems und Kettenregel

3(b) = yo + (b — a) f(a,y(a)) = y(a) + (b — a)y'(a) = §(0) + 7 (0).
Mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung erhalten wir
1 1
) =30) = 5(1) = 3(0) /) = [ FOa -0 = [ 70 -i0a

Da mit y auch § zweimal stetig differenzierbar ist, konnen wir den Hauptsatz erneut

anwenden, um zu
1 gt
:/ / 7" (s) ds dt
o Jo

zu gelangen. Um die Integrationsgrenzen des inneren Integrals von ¢ unabhéngig zu
machen, substituieren wir s = tr und erhalten

1 1
J b):/ t/ 9" (tr) dr dt.
0 0

Wir wollen den Beweis mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung abschlieflen, der
nur fiir reellwertige Funktionen gilt. Also gehen wir zu der Norm iiber und erhalten

ly(b) — ||</ / 19" (tr)]| dr dt.

Nun konnen wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung erst auf das duflere und dann
auf das innere Integral anwenden, um 7,7, € [0, 1] mit

X L.
1)~ 5000 = [ v [ 15"l = 31 )
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3.1 FEuler-Verfahren

zu finden. Per Kettenregel folgt

(b—a)®
2

I9(8) — 50)1 = 155" o)l = 15 (@ + Oy

also mit 1 := a + (b — a)mn, die Behauptung. [ ]

Bemerkung 3.2 (Optimale Abschitzung) Aus Lemma (3.1 folgt die Abschiitzung

. b—a)?
1) 561 < CS

Fiir den Fall V' =R kénnen wir den Beweis des Lemmas so modifizieren, dass wir

fiir ein 1 € [a,b] erhalten. Wenn wir die Abschitzung auf y(t) = (t — a)?/2 anwenden,
gelten ' (t) =t —a, y"(t) = 1 und §(b) =0, so dass wir

b—a)? b—a)?
( : R ' .

y(b) —y(b) =

erhalten. Wir haben also ein Beispiel gefunden, in dem sich unsere Abschditzung nicht
verbessern ldsst.

Offenbar ist der Fehler um so kleiner, je kiirzer das Intervall ist, auf dem die Néherung
verwendet wird. Deshalb zerlegen wir das Intervall [a,b] in Teilintervalle: Wir wéhlen
n € N sowie tg,...,t, € [a,b] mit a = t9 < t; < ... < t, = b. Unser Ziel ist es,
Naherungswerte der Losung y in diesen Punkten zu berechnen.

Mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung finden wir

y(ti) = y(ti—1) + / i y'(s)ds = y(ti—1) + /tz f(s,y(s))ds firallei € {1,...,n},

ti—1

und indem wir auf die Intervalle [t;_1,t;] anwenden, folgt
y(t) = y(ti—1) + (6 — tiz1) f(tiz1, y(tiz1)) fir alle i € {1,...,n}.
Um die Formel etwas zu verkiirzen definieren wir die Schrittweiten
hi =t;, —t;_1 fir alle ¢ € {1,...,n}
und schreiben die Gleichung in der Form

y(ti) = y(ti—1) + hif(ti—1,y(ti—1)) fir alle ¢ € {1,...,n}.
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3 Einschrittverfahren

Da wir y(t1),...,y(tn—1) nicht kennen, kénnen wir diese Approximation nicht direkt
einsetzen, wir konnen allerdings der Reihe nach Naherungslosungen berechnen, die die
Stelle der exakten Werte annehmen. Damit erhalten wir die Rechenvorschrift

g(to) ‘= Yo, g(tl) = g(ti—l) + hif(ti—la g(ti—l)) fiir alle 7 € {1, ce 7n}.

Offenbar ist dieses Verfahren sehr effizient durchfiihrbar: In jedem Schritt muss f einmal
ausgewertet und eine Linearkombination berechnet werden, und es brauchen nur jeweils
g(t;) und y(t;—1) gleichzeitig im Speicher gehalten zu werden. Da der Wert §(t;) jeweils
direkt berechnet werden kann, spricht man von einem expliziten Verfahren, ndmlich von
dem expliziten Euler-Verfahren.

Bemerkung 3.3 (Diskretisierung) Das Euler-Verfahren ist das erste Diskretisie-
rungsverfahren, das wir behandeln. Der Name stammt daher, dass das kontinuierliche
Intervall [a,b] durch die diskrete Punktmenge {to,...,t,} ersetzt wird. Im allgemeinen
Fall spricht man schon von einer Diskretisierung, wenn ein unendlich-dimensionaler
Funktionenraum durch einen endlich-dimensionalen Raum ersetzt wird. Ein derartiger
Schritt ist fast immer erforderlich, wenn Differentialgleichungen mit Hilfe eines Com-
puters gelost werden sollen, da einem Computer nur endlich viel Speicher und seinem
Benutzer nur endlich viel Zeit zur Verfigung steht.

Wir kénnen uns bei der Approximation der Gleichung

b
v = (@) + [ Flsuls)ds
auch auf eine Quadraturformel stiitzen, die y(b) statt y(a) verwendet. So erhalten wir

y(b) = y(a) + (b—a)f(b,y(b)),

also die Ndherung einer Fixpunktgleichung. Dementsprechend kénnen wir eine Ndherung
g(b) des Werts y(b) durch

y(b) = y(a) + (b—a)f(b,5(b)) (3.2)

definieren, falls sich dieses, im allgemeinen nichtlineare, Gleichungssystem losen lésst.
Ein brauchbarer Ansatz hierzu ist eine Fixpunkt-Iteration mit dem Operator

U(z) :=y(a) + (b—a)f(b,x) fir alle z € V.
Falls f Lipschitz-stetig im zweiten Argument ist, also
| f(b,z1) — f(b,z2)|| < Lgllz1 — x2|| fir alle 21,29 € V
gilt, erhalten wir

[W(z1) = U(x)|| = [[(b = a) f(b,21) — (b—a)f(b,x2)]|
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3.2 Konvergenz

< (b—a)Ly|z1 — x| fir alle 21,29 € V,

und der Satz von Banach garantiert Konvergenz gegen einen eindeutig bestimmten
Fixpunkt z*, falls wir b — a < 1/L; sicherstellen kénnen. Dieser Fixpunkt erfiillt

t* = V(") = yla) + (b —a)f (b, x),

ist also die gesuchte Losung g(b) der Gleichung . Je kleiner b — a wird, desto schnel-
ler konvergiert die Fixpunktiteration. Falls f hinreichend oft differenzierbar ist und gute
Startwerte bekannt sind, kann man natiirlich statt der Fixpunkt-Iteration auch alterna-
tive Ansétze wie beispielsweise das Newton-Verfahren verwenden, um 3(b) zu berechnen.
Entsprechend der Vorgehensweise fiir das explizite Euler-Verfahren kénnen wir die
Naherungswerte wieder der Reihe nach berechnen und erhalten die Vorschrift

Jlto) i=yo,  §lt) = Plti) + hft§(t)  firallei€ {1,...,n}

des impliziten FEuler-Verfahrens.

Bemerkung 3.4 (Genauigkeit) Die Analyse des Approximationsfehlers fir das im-
plizite Fuler-Verfahren gestaltet sich etwas schwieriger als fiir die explizite Variante. Wir
kénnen von

(b)

y y(a) — (b—a)f(b,4(b))
= y(b)

y(a) = (b —a)f(b,y(b)) + (b —a)(f(b,y(b)) — f(b,y(b)))

ausgehen, den ersten Term wie in Lemma [3.1] behandeln und den zweiten mit Hilfe der
Lipschitz-Stetigkeit der Funktion f abschdtzen, um

~ (b— a)2 1"
J9(6) = 5001 < 55— I 0 (33

fir ein n € [a,b] zu erhalten.

3.2 Konvergenz

Natiirlich ist das Euler-Verfahren nur dann niitzlich, wenn es auch eine hinreichend gute
Approximation der tatsédchlichen Losung berechnet. Wir miissen also untersuchen, ob
und, falls ja, wie schnell die approximative Losung gegen die echte Losung konvergiert.
Dazu gehen wir davon aus, dass die Voraussetzungen des Existenzsatzes erfiillt sind.
Die Theorie basiert auf Vergleichen zwischen exakten und approximativen Lésungen
zu verschiedenen Startwerten: Wir wollen auch Losungen untersuchen konnen, die
zu anderen Startzeitpunkten t, € [a,b] von anderen Startwerten y, € V ausgehen.
Gliicklicherweise ist auch deren Existenz durch den erwdhnten Satz gesichert:
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3 Einschrittverfahren

Lemma 3.5 (Partielle Lésungen) Seit, € [a,b], und seiy,. € V. Dann existiert eine
Funktion y(-;t«,ys) € C([ts,b],V), die die Gleichungen

0 .
Yt by Yu) = Yaey ay(t;t*,y*) = f(t,y(t;ts,ys)) fiir alle t € [ty,b) (3.4)
erfillt. Die Funktion y(-;t., ys) ist durch diese Gleichungen eindeutig bestimmit.

Beweis. Satz [2.3| angewendet auf dem Teilintervall [t., b]. ]

Eine wichtige Konsequenz der Eindeutigkeit der Losungen besteht darin, dass zwei
partielle Losungen, die in einem Punkt iibereinstimmen, bereits auf dem gesamten De-
finitionsbereich identisch sein miissen:

Lemma 3.6 (Fortsetzung) Seien t,,s. € [a,b] mit t, < s, gegeben, und sei y, € V.
Dann gilt

Y(ts L, ys) = YL S, Y(Si5 s, ) fiir alle t € [s4,b]. (3.5)

Beweis. Sei x, = y(S«;ts, yx) der Wert der Funktion y(+;t., y«) in dem Zwischenpunkt
s«. Nach Definition (3.4 gilt

y<3*§ Sx, x*) =Ty = y(3*§t*7y*)7

also stimmen die Funktionen y(-; sy, z«) und y(;ts, y«) im Punkt s, iiberein. Dieselbe
Definition beinhaltet auch

gy(t; S, i) = f(t,y(t; Suy x4)) fir alle t € [sy, b].
Wegen t, < s, gilt auflerdem

0 ,

ay(t; te, Yx) = [, y(t; b, ys)) fiir alle t € [sy, b],

also erfiillen y(-; s, y«) und y(-; s«, x.) auf [s«, b] dieselbe Differentialgleichung mit dem-
selben Anfangswert. Nach Satz [2.3] miissen sie deshalb identisch sein. n

Nun benétigen wir eine dhnliche Aussage fiir die approximativen Losungen. Wir un-
tersuchen ein allgemeines Einschrittverfahren:

Definition 3.7 (Einschrittverfahren) Sei hg € Ry U {o0}. Fiir die Menge
A:={(t,h) : te]a,b], he[0,b—t]N]0,hol} (3.6)

sei eine Funktion
P:AXV =V

fiziert. Diese Funktion definiert ein Einschrittverfahren durch

g(tl) = ﬂ(tifl) + hiq)(tifl, h;, ﬂ(tifl)) fiir alle i € {1, o ,n}, (37)
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3.2 Konvergenz

falls
(tifl,hi) eA fir alle i € {1,...,n}

gilt. Die Funktion ® bezeichnen wir in diesem Kontext als die Verfahrensfunktion des
Einschrittverfahrens, wihrend wir hg als die maximale Schrittweite bezeichnen.

In der Definition verwenden wir die Menge A, um sicher zu stellen, dass fiir jedes Paar
(t,h) € A auch der néchste zu berechnende Punkt ¢ + h im Intervall [a, b] enthalten ist.
Damit ist sicher gestellt, dass unsere Algorithmen wohldefiniert sind. Die Schranke hg fiir
die Schrittweite ist erforderlich, um beispielsweise bei dem impliziten Euler-Verfahren
die Losbarkeit der definierenden Fixpunktgleichung sicher zu stellen. Mit Hilfe einer
Verfahrensfunktion kénnen wir, dhnlich wie in Lemma [3.5] partielle diskrete Losungen
definieren:

Definition 3.8 (Diskrete partielle Losungen) Fiir beliebige j € {0,...,n} undy; €
V' definieren wir analog zu die Werte

Yj falls i = j,
gj(ti;tj,yj) = g](ti,l;tj,yj) fir i € {j,,n}
+hi®(ti—1, hi, §(ti—1;t5,y;))  ansonsten

Aus der Definition folgt insbesondere
G(tistio1, ) —x = g(ti-1;ti-1, ) + hi®(ti—1, by, G(tio15tio1, 7)) — v = hy®(ti1, by, ),
so dass es sich anbietet, die Gleichung

g(t + h;t -
O(t, h,x) = gl + ’h’x) x fir alle (t,h) € A, z €V (3.8)

zu verwenden, um den bisher definierten Néherungsverfahren eine Verfahrensfunktion
zuzuordnen.
Fiir das explizite Euler-Verfahren erhalten wir

x4+ hf(t,x) —x
h

O(t,h,z) = = f(t,x) fir alle (t,h) € A, zx €V

und diirfen hg = co wéhlen. Fiir das implizite Euler-Verfahren ist es etwas schwieriger,
® zu definieren: Fiir (t,h) € A und z € V gilt nach Definition

Gt + hit,) = @+ hf(t+ byt + hit,2),
also ergibt sich

Bt h,z) = m—l—hf(t—l—h,y}(lt—l—h;t,x)) -z

= ft+h,g(t+ht,x)) = f(t+ h,z + h®(t, h,x)).
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3 Einschrittverfahren

Demnach ist z = ®(¢, h, z) Losung der Fixpunktgleichung
z=f(t+h,z+ hz). (3.9)
Um den Satz von Banach anwenden zu kénnen, definieren wir
v:V =V, z f(t+ h,x + hz),
und stellen fest, dass

|W(21) — W(z)|| = | f(t + h,x + hz1) — f(t + h,z + hz)||
< Lyf||x + hz1 —x — hzo|| = Lyh||z1 — 22| fiir alle 21,290 € V

gilt. Fiir h < 1/Ly ist ¥ also eine Kontraktion und damit der Fixpunkt z = ®(¢, h, x)
nach Satz eindeutig definiert. Wir kénnen sogar (3.9) so umformulieren, dass wir
einen expliziten (wenn auch unhandlichen) Ausdruck fiir z erhalten:

z
z— f(t+h,x+ hz
(e — f(t+ h,xz + he))(z

z

ft+h,z+ hz),

0
0,
(

— f(t+ h,xz + he))~1(0),

wobei in der dritten Zeile eine Funktion z +— z— f(t+h, x+hz) definiert wird, indem mit
e die Stellen bezeichnet werden, an denen das Argument eingesetzt werden soll. In der
vierten Zeile wird dann ihre Umkehrfunktion verwendet, die aufgrund der eindeutigen
Losbarkeit der Fixpunktgleichung wohldefiniert ist. Fiir das implizite Euler-Verfahren
kénnen wir demnach ein hg < 1/L; wahlen und

®(t,h,x) = (o — f(t + h,x + he)) 1(0) fir alle (t,h) € A, 2 €V

verwenden. Beide Varianten des Euler-Verfahrens lassen sich also in der beschriebenen
Form darstellen.

Auch fiir die diskreten Néherungen der Losung sind wir daran interessiert, eine Fort-
setzungseigenschaft nachzuweisen:

Lemma 3.9 (Diskrete Fortsetzung) Seien i,j € {0,...,n} mit i < j gegeben, und
set y; € V. Dann gilt

Gtes ti ys) = 9(tsty, 9(tssti, ) fir alle k € {j,...,n}. (3.10)

Beweis. Per Induktion iiber m := k — j € Ny.
Fiir m = 0 haben wir £ = j, und es gilt

Utk ts, ye) = 9t te, Uty ti, i) = G(ths ty, (55 ts, i)

nach Definition.
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3.2 Konvergenz

Sei nun m € Ny so gewéhlt, dass (3.10) fir alle k,7 € {0,...,n} mit k —j < m
gilt. Seien k,j € {0,...,n} mit k —j = m + 1 gewahlt. Sei y; := §(t;;t;,y;). Aus
k—1—j=m >0 folgt insbesondere k > j, und damit

G(testisyi) = U(k—15tis i) + he®(r—1, boe, G(k—15tis vi))-
Wegen k — 1 — j = m konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und finden die
Gleichung
G(te—15ti vi) = G(te—15t5, 9(t53 ti, vi)) = (tk—15t5,95),

die wir einsetzen konnen, um

Y(tw tisvi) = 9(k—13t5,v5) + M@ (-1, hie, §(tk—13 5, ¥5))
= Y(trty, y5) = G(tw: t5, 9(Lss tis vi))
zu erhalten. Damit ist die Induktion vollstindig. ]

Mit Hilfe der Fortsetzungseigenschaften (3.5) und (3.10]) kénnen wir nun eine Darstel-
lung fiir den Approximationsfehler finden: Wir wéhlen 4,5,k € {0,...,n} mit k > j > i
und y; € V. Dank Lemma [3.6] wissen wir, dass

y(testioyi) = y(tes by, y(tjiti, vi)
gilt. Aus Lemma [3.9] folgt, dass auch
Gltw tisyi) = (s ty, 9t ti, yi)

gelten muss. Um eine Beziehung zwischen beiden Werten herzustellen, fithren wir die
diskrete Losung ein, die ausgehend von dem Zeitpunkt ¢; mit dem exakten Startwert
y(tj;ti,y;) konstruiert wird, wir stellen den Fehler also in der Form

y(tes tis yi) = Y(tns tisyi) = y(tes g, y (s tis vi)) — 9tes g, 953 i, i)
=yt ty, y(tyiti, vi)) — (et y(tsitis vi)
+ 9w ty, y(ts; i, yi)) — 9(tes £, 9(t55 i, i)
dar. Die erste Zeile beschreibt dabei den Fehler, der auf dem Teilintervall [t;,t;] durch
die Diskretisierung entsteht, wihrend die zweite Zeile beschreibt, wie sich die Stérung
im Anfangswert in ¢; fortpflanzt.
Falls es uns gelingt, diesen zweiten Term unter Kontrolle zu bringen, kénnen wir den

Fehler mit Hilfe einer einfachen Induktion iiber die Lange des Teilintervalls abschétzen.
Dazu verwenden wir ein diskretes Gegenstiick der Stabilitétsaussage aus Satz

Definition 3.10 (Stabilitéit) Sei ® eine Verfahrensfunktion. Sie heifst stabil, falls eine
Konstante Ly € R>q so existiert, dass

|®(t, h,x) — (L, h, 2)|| < Lo|lx — z|| fir alle x,z € V, (t,h) € A (3.11)

gilt, also Lipschitz-Stetigkeit im letzten Argument. In diesem Fall nennen wir auch das
zugehdorige Finschrittverfahren stabil und bezeichnen Lg als die Stabilitdtskonstante.

33



3 Einschrittverfahren

Bei dieser Definition ist zu beachten, dass die Stabilitéit eines Einschrittverfahrens von
der rechten Seite f des Anfangswertproblems abhéngt.

Wir sind daran interessiert, ein diskretes Gegenstiick des Stérungssatzes [2.6|zu bewei-
sen. Dazu fixieren wir eine zweite Verfahrensfunktion W und fithren analog zu Definiti-
on die korrespondierenden diskreten Losungen zu j € {0,...,n} und Anfangswerten
zj € V durch

2 falls ¢ = j,
Z(tisty, z5) == { Z(ti—1;t5, 25) firie {j,...,n}
+hi\1’(ti_1, hi, 2(ti—1; tj, Zj)) ansonsten

ein. Der Unterschied zwischen den Naherungslosungen ¢ und Z lidsst sich wie folgt
abschétzen:

Lemma 3.11 (Diskrete Stérungen) Sei ® stabil mit Stabilititskonstante Lg. Sei j €
{0,...,n}, und seien yj,z; € V gegeben. Zur Abkiirzung setzen wir

Ui == y(ti; t5,v;5), Zi = Z(tis t5, z5) fir allei € {j,...,n}.
Dann gilt die Abschdtzung

19t t5,y5) — Z(ti; t5, )|

< 6L<1>(trtj)||yj — 2| fir allei e {j,...,n}
i—1
+ Z hk+1€L¢(ti7tk+l) ||(I)(tka hk+1a 2]6) - \Il(tkv hk+17 27?) H
k=j

Beweis. Wir beweisen die Abschétzung per Induktion iiber i € {j,...,n}.
Induktionsanfang. Gelte ¢ = j. Dann folgt die Abschéitzung direkt aus der Definition.
Induktionsvoraussetzung. Sei i € {j,...,n — 1} so gegeben, dass die Abschétzung gilt.
Induktionsschritt. Nach Definition erhalten wir

i1 = Zigrll = 11T + Pig1 (s, hig1, §i) — Zi — hag 1V (L, hig1, Z) ||
<@ — Zill + hita | @iy hiv1, i) — Y (ti, i, Z) |
< Ngi = Zill + hisa | 2(Ei, higa, Gi) — P(tis higa, Z) ||
+ hiv1 1@ i, hiva, %) — V(i hiv, Z) ||
<19 — Zll + hit1Lal|g; — Z||
+ hi1 || (L, hitas Zi) — W (tis hiva, Z)|
< (1 + hit1Le)||i — Zi|
+ hi1 || (L, hita, Zi) — W (tis hiva, Z)|
< efehi|g; — 5|

+ hip || P(ts, hir, Zi) — Y (ts, higa, Zi) ]
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3.2 Konvergenz

wobei wir im letzten Schritt 1 4+ s < e® ausgenutzt haben. Mit der Induktionsvorausset-
zung konnen wir nun auf

|Gig1 — Zipr|| < elehin <€Lq’(ti_tj)”?/j — 2l

i1
+ > hypr Pt T D (b, by, 2) — Wty bt )|
k=j
+ hit1l|@(ti, hit1, Zi) — V(i hiv, )|
= Pl |y, — 2|
i1
+ 3 e O T D By, 2) — (b, g, )
[
+ i€ T D (5, By, ) — Bt higa, £
= eleltimn=)y; — ||

i
+ ) et U )| Db, B, 2) — (g, s 2 |
k=

schlieffen. Damit ist der Induktionsbeweis vollsténdig. ]

Bemerkung 3.12 (Vergleich mit Stérungssatz) Indem wir Lemma aufi=mn
und j = 0 anwenden, den exponentiellen Faktor in der Summe verschwenderisch durch
eLet=a) ybschitzen und ihn aus der Summe herausziehen erhalten wir

n—1
15(t:) — 2(t;)|| < b= (Hyo — 20/l + > P | R (s hsr, Z) — Ut P, 2k)\|> .
k=0

Diese Abschitzung weist eine gewisse Ahnlichkeit zu der in Satz gewonnenen auf:
Die Stabilititskonstante Lo tritt an die Stelle der Lipschitzkonstanten Ly, die Summe
tritt an die Stelle des Integrals.

Anstelle der Lipschitz-Stetigkeit von f setzt diese Abschitzung die der Verfahrens-
funktion ® voraus. Im Falle des expliziten Euler-Verfahrens gilt ®(¢,h,z) = f(t,z),
und da wir bereits vorausgesetzt haben, dass f im zweiten Argument Lipschitz-stetig
im zweiten Argument mit der Lipschitz-Konstanten Ly ist, folgt direkt, dass ® mit der
Stabilitdtskonstanten Le = Ly stabil ist.

Fiir das implizite Euler-Verfahren ist die Situation wieder etwas komplizierter: Seien
(t,h) € Aund z1,x2 € V gegeben. Dann sind z; := ®(¢, h, x1) und 29 := ®(¢, h, z2) nach
gegeben durch die Fixpunktgleichungen

z1 = f(t +h,z1 + hz1), z9 = f(t+ h,x2 + hz9),
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3 Einschrittverfahren

also erhalten wir

||Zl — ZQH = ||f(t + h,xl + hzl) — f(t + h,fL‘Q + th)” < Lfol + th — X9 — hZQH
< Ly(l[r — 22|l 4 hllz1 — 22l]) = Lyl[z1 — @2l + Lyhl|lz1 — 2|

Indem wir den zweiten Summanden auf die linke Seite bringen folgt
(1= Lgh)|lz1 = 22| < Lyllwy — 22|,

und da h < hg < 1/Ly vorausgesetzt ist, diirfen wir durch 1 — L¢h dividieren, um

L
|D(t, hy 1) — B(t, by 22)|| = |21 — 20]| < ——L— |1 — aa| < . |21 — 22|

f
1—L¢h — L¢hg
zu erhalten. Also ist auch die Verfahrensfunktion des impliziten FEuler-Verfahrens sta-
bil, und die Stabilitétskonstante Lo = Ls/(1 — Lyhg) konvergiert gegen Ly, falls die
Schrittweiten gegen null gehen.
Mit Hilfe des soeben bewiesenen Stabilitdtsresultats konnen wir uns nun dem Nachweis
der Konvergenz des allgemeinen Einschrittverfahrens zuwenden.

Satz 3.13 (Konvergenz) Sei ® eine stabile Verfahrensfunktion mit der Stabilititskon-
stanten Lg. Wir bezeichnen mit

yi = y(t;), Ui = y(ts), fir allei € {0,...,n}
die Werte der exakten und diskreten Lésung des Anfangswertproblems und mat
Kq;. ::max{Hy( iy li—1,Yi 1)h y( iy li—1, Yi 1)” . iE{l,...,n}} (312)
i

den mazimalen Fehler, den das Finschrittverfahren in einem Schritt relativ zur Schritt-
weite verursachen kann.
Dann gilt die Abschitzung

elollhi™ 1 pr falls Ly > 0,

ly(tr) — 5(te)]l < { Ls

(tr — a)Kg ansonsten fiir alle k € {0,...,n}. (3.13)

Beweis. Falls ® stabil mit der Konstanten Lg = 0 ist, ist es nach Definition auch stabil
fiir ein beliebiges Ly > 0. Deshalb konzentrieren wir uns zunéchst auf diesen Fall. Sei
also Ly > 0.

Wir beweisen (3.13)) per Induktion iiber k € {0,...,n}.

Induktionsanfang. Sei k = 0. Dann gilt nach Definition y(tx) = y(to) = 4(to) = y(tx)
und wegen ele(te=0) 1 =0 — 1 =0 ist erfiillt.

Induktionsvoraussetzung. Sei k € {0,...,n — 1} so gegeben, dass gilt.

Induktionsschritt. Nach Lemma [3.0] gilt

ly(tig1) — G(trs )l = 1y Errs tis Yi) — Ttk te, Tr)||
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3.3 Konsistenz
= lly(trsis trs yr) — G(trr1s tr, i)
+ Gtk 15ty Uk) — G(trr1s b, Tr) |,

so dass wir mit der Dreiecksungleichung, (3.12)) und Lemma zu
ly(trs1) = Gl < Ny Esrs tes Yi) — (15 b, i) |
+ 19415 s i) — G(Ek+15 ties T |
< Kohpy1 + eX* ™41y, — G|
= Kohgi1 + "™ |y () — gty
gelangen. Mit der Induktionsvoraussetzung und 1+ s < e* folgt daraus

Lo(tp—a) _q

7 e
Hy(tk‘+1) - y(tk+l)” < K@hk+1 + eL‘i’hk+1 L—(I)ch
L@hk_,_l —+ eL<I>hk+1 6L<1>(tk—a) o 6L‘I>hk+1
Ly
Lo (hgy1+te—a) _ 1 _
< Lohgi1te . 1 — Lohpi Ke
P

Lq;.(tk+1—a) _ 1
e
=—Ks.
L ®
Damit ist die Induktion vollsténdig und (3.13)) fiir den Fall Ly > 0 bewiesen.
Zum Abschluss widmen wir uns dem Fall Lg = 0, den wir als Grenzfall fiir Le N\, 0
interpretieren. Mit der Regel von I’Hospital gilt

eLq,(tkfa) -1 (tk‘ _ a/)eLq,(tkfa)
lim —— = lim =t —a,
Lq>—>0 L<I> L<1>—>0 1
also folgt unsere Behauptung. [

3.3 Konsistenz

Aus Satz folgt, dass fiir die Konvergenz des Naherungsverfahrens das Verhalten
des Faktors K¢ ausschlaggebend ist. Wenn wir in (3.12)) die Definition von §(;4+1;t:, v:)

einsetzen, erhalten wir

tirts ) — (it .
Kq>—max{”y(“ i—1,Yi 1)hy( iy Li—1,Yi 1)’ . ie{l,...,n}}
)
tit - — Ui _h(p t_ h -
:max{Hy( iy li—1, Y4 1) Yi—1 i (z 1, iy Yi I)H : iE{l,...,n}}
h;
t.i hti - — Ui
:maX{”y( L 1+ v 2h17yz 1) Yi-1 —q)(tifl,hi,yifl) . iE {1,,’0}}
)
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3 Einschrittverfahren

Fiir h; — 0 wird der linke Term gegen v/ (¢;—1) konvergieren, also gegen f(t;—1,y(ti—1)) =
f(ti—1,yi—1). Offenbar kann also das N&herungsverfahren nur dann erfolgreich sein, wenn
fiir h — 0 die Verfahrensfunktion ¢ gegen f konvergiert.

Definition 3.14 (Konsistenzfehler) Sei ® eine Verfahrensfunktion. Wir definieren
den Konsistenzfehler zu dem durch ® gegebenen expliziten Einschrittverfahren durch

W — ®(t,h,xz)  falls h > 0,

ir alle (t,h) € A, z € V.
flt,x) — ®(t,h,x) ansonsten fir alle (¢, h) v

T(t, h, ) := {

Bei dieser Definition ist zu beachten, dass wegen Satz [2.3] und wegen der Lipschitz-
Stetigkeit von f die Funktion 7 fiir alle x € V wohldefiniert ist. Die Behandlung des
Sonderfalls A = 0 entspricht wegen

lim y(t+hit,z) —x
h—0 h

=9/ (t;t,x) = f(t,x) fir alle ¢t € [a,b], z €V

gerade der stetigen Fortsetzung.
Wie bereits gesehen gilt

Kg = maX{HT(ti_l, hi,yi_l)H RS {1, .. .,n}},

nach Satz [3.13]ist es also fiir die Konvergenz der Niherungslosung sehr erstrebenswert,
dass 7(t, h,y(t)) fiir h — 0 gleichméBig gegen Null geht.

Definition 3.15 (Konsistenz) Sei ® eine Verfahrensfunktion. Das durch sie definierte
explizite Einschrittverfahren heifst konsistent mit dem Anfangswertproblem ({2.1)), falls

}lligl)sup{HT(t, hyyt)| : t€la,b—h]} =0 (3.14)

gilt. Das Verfahren heifst von der Ordnung p konsistent mit dem Problem fiir ein p € N,
falls es eine Konstante Cy, € R>g so gibt, dass

I7(t, hyy(t))] < Cxoh? fir alle (t,h) € A (3.15)
gilt. Offenbar impliziert diese Bedingung bereits, dass ® auch konsistent ist.

Da bei der Konsistenzbedingung lediglich Ausgangswerte auf der Losungskurve y ver-
wendet werden, ldsst sich der Konsistenzfehler besonders einfach darstellen: Dank Lem-

ma [3.6] gilt
y(t+ h;t,y(t)) —y(t
(t,y(e)) = LBV IO g gy
) -y
h
Fiir den Nachweis der Konsistenz miissen in der Regel sowohl die Eigenschaften des Ein-
schrittverfahrens als auch des zu l6senden Anfangswertproblems beriicksichtigt werden.
Im Fall des Euler-Verfahrens geniigt bereits die Lipschitz-Stetigkeit der Funktion f des
Problems (2.1)), aus der sich die Lipschitz-Stetigkeit der Ableitung 3’ gewinnen lésst, die
direkt zu einer Abschitzung des Konsistenzfehlers fiihrt.

(t,h,y(t)) fir alle (¢, h) € A. (3.16)
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3.3 Konsistenz

Lemma 3.16 (Konsistenz Euler) Sei f Lipschitz-stetig im zweiten Argument mit der
Lipschitz-Konstanten L, und sei y' Lipschitz-stetig auf [a,b] mit der Konstanten L.

Das explizite Euler-Verfahren ist dann von erster Ordnung konsistent mit der Konsi-
stenzkonstanten Cy, = Ly. Das implizite Euler-Verfahren ist ebenfalls von erster Ord-
nung konsistent mit Cyxo = Ly /(1 — Lythy).

Beweis. Seien (t, h) € A gegeben. Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung finden
wir ein 7 € [¢,t + h] mit
y(t+h) —y(t

Nach Definition gilt fiir das explizite Euler-Verfahren

O(t, h,y(t) = f(t,y(t) = y'(t),

so dass wir mit (3.16)) dank der Lipschitz-Stetigkeit von ' zu

frte )l = |20 e yo)| = 1) — o O < a1 < L,

gelangen. Also ist das explizite Euler-Verfahren von erster Ordnung konsistent.

Fiir die Untersuchung des impliziten Verfahrens setzen wir wieder h < hg < 1/Ly
voraus und greifen auf (3.9) zuriick, um den Vektor z = ®(t, h,y(t)) als Losung der
Fixpunktgleichung

z=f(t+h,y(t) + hz)

darzustellen. Mit (3.17)) folgt

It by () = 11y (n) = f(t+ Ry y(t) + h2)|
= [ly'(n) = f(t+ h,y(t + b)) + f(t+ hy(t+ k) = f(E+ h,y(t) + h2)|
<ly'(m) =/t + B+ 1f (¢ + Ry y(t + ) — f(t+ h,y(t) + h2)]]
< Lyln — (t+h)[ + Lylly(t + h) = y(t) — hz|

< Lyh+ th' W 8, h,y(t))H

= Lyh+ Lyh||7(t, h,y(t)) ],
so dass wir

(L= Lh)lI7(t; by (@) < Lyh,

L L
t.hyt)) < Y < Y
It byl < T3k < 77

erhalten. Also ist auch das implizite Euler-Verfahren von erster Ordnung konsistent. m
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3 Einschrittverfahren

Bemerkung 3.17 (Differenzierbarkeit) Fulls die Lisung y zweimal stetig differen-
zierbar ist, folgt die in Lemma geforderte Lipschitz-Stetigkeit mit L, = |y"||: Fir
t,s € [a,b] gilt aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung

y'(t) =y (s) = (t—s)y"(n)

mit einem n € |a,b], also folgt

1y' (&) = ' ()l = [t = sl lly" (I < [t = sl 1y oo a,0]5
und damit die Behauptung.

Indem wir eine Konsistenzaussage mit dem Konvergenzsatz kombinieren, erhalten
wir eine Fehlerabschéitzung fiir das Einschrittverfahren:

Satz 3.18 (Konsistenz und Konvergenz) Sei ® eine Verfahrensfunktion, sei das
korrespondierende Einschrittverfahren stabil und konsistent mit . Dann gilt

nh~>nc}o Sup{Hy(tk’a aayo) - g(tk’a aayU)H Dtk =a+ kh’v ke {O) cee 7n}} = Oa
h=(b—a)/n

die diskreten Ndherungslosungen konvergieren also gegen die exakte Lisung.
Fualls das Verfahren konsistent von Ordnung p ist, gibt es Konstanten Cy, € R>o und
ng € N mit

sup{[ly(tr; a,y0) — Y(t; @, vo)l| = tk = a+kh, k€{0,...,n}} < Crh?
fir allen € N, n > ng mit h = (b—a)/n.

Beweis. Sei zuniéichst das Verfahren konsistent. Sei € € Rs g, und sei

€

Nach Voraussetzung existiert ein hy € [0, ho] mit
sup{||7(¢t, h,y(t))]| : t €|a,b—h]} <€ fiir alle h € [0, hq].

Wir wihlen ein ng € N mit (b — a)/ng < h;. Sei n € N mit n > ngy gegeben. Es gilt

b—a b—a
<
n no

h:=

< hla

also erhalten wir

— O(ti—1, hi, yi-
h, ( 1 Y 1)

= max{||7(ti—1, hi,yi-1)|| : i€ {1,...,n}} <&

Kg := max {

'y(ti§ tic1, Yi—1) — Yi—1

:iE{l,...,n}}
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3.4 Lokalisierte Konvergenzaussagen

Indem wir diese Konstante in Satz [3.13] einsetzen, folgt
ly(te) — §(te)|| < Koty — a)eb*® = < ¢(b — a)el*®=2 = ¢ fiir alle k € {0,...,n}.

Da wir diese Abschétzung fiir alle n € N>,, und beliebiges ¢ € R bewiesen haben,
erhalten wir die gewiinschte Konvergenzaussage.

Sei nun das Verfahren konsistent von Ordnung p, und sei Cy, € R+ die Konstante
aus (3.15). Dann gilt wegen h < hg (¢, h) € A fiir alle ¢ € [a,b— h], also diirfen wir
anwenden, um

K¢ < Ckohp

zu erhalten. Einsetzen in Satz ergibt

ly(t) = Gt < Ka(ty, — a)e"* =) < CiohP (1), — a)ete =
< CiohP (b — a)ele (=) fir alle k € {0,...,n}.

Mit der Konstanten
Ckn = Cko(b — a)@Lq’(b_a)

folgt daraus die gewiinschte Aussage. ]

Folgerung 3.19 (Konvergenz Euler) Seiy' Lipschitz-stetig. Dann gibt es eine Kon-
stante Coy € R so, dass fiir alle n € N die per explizitem Fuler-Verfahren mit Schritt-
weite h = (b — a)/n berechnete Niherungslosung die Abschitzung

ly(tr) — 9(tr)|| < Cenh fir alle tp, = a+ hk, k€ {0,...,n}

erfillt. Insbesondere konvergiert die Niherung fiir n — oo gegen die exakte Lisung.
Falls die Schrittweite klein genug ist, gilt dieselbe Aussage auch fir das implizite Fuler-
Verfahren.

Beweis. Wir kombinieren Satz [3.18 mit Lemma m

3.4 Lokalisierte Konvergenzaussagen

Satz [3.13] erfordert die Lipschitz-Stetigkeit der Inkrement-Funktion ® auf dem gesamten
Raum V und bietet eine Fehlerabschitzung ohne weitere Einschrankungen an Keg.

In der Praxis passiert es hédufig, dass die Funktion f, und damit in der Regel auch die
von ihr abhéngende Verfahrensfunktion @, nur in einer Umgebung der exakten Losung
Lipschitz-stetig sind. In dieser Situation kann es sinnvoll sein, ® Lipschitz-stetig auf
den gesamten Raum V fortzusetzen und dann die bereits bewiesenen Aussagen auf die
modifizierte Verfahrensfunktion anzuwenden.

Im Interesse der Einfachheit beschrinken wir uns in diesem Abschnitt auf den Fall, dass
V ein Hilbert-Raum ist. Die Grundlage unseres Fortsetzungsarguments ist die Projektion
beliebiger Vektoren auf die Einheitskugel:
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3 Einschrittverfahren

Abbildung 3.1: Beweisskizze fiir Lemma In einem ersten Schritt wird die Lénge des
Vektors xo der des Vektors x; angeglichen, dann werden beide auf den
Einheitskreis projiziert.

Lemma 3.20 (Projektion) Wir definieren die Projektion

I <1,
I (x) := xz falls iz fir alle x € V.
Tl ansonsten
Dann gilt
Ty (21) — Iy (x2)|| < [|z1 — 22| fiir alle x1,x9 € V.

Beweis. Seien x1,x2 € V, und sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit ||z1]] < ||z2]
angenommen. Wir untersuchen zuerst den Fall, dass lediglich einer der beiden Vektoren
skaliert wird, genauer gesagt wollen wir

|lx1 — axs|| < ||lz1 — x2] fir alle a € [||z1]|/]|z2]], 1] (3.18)

beweisen. Mit Hilfe dieser Abschitzung kénnten wir beispielsweise beide Vektoren auf
dieselbe Lénge bringen, der Rest des Beweises wére dann einfach.

Wir beweisen , indem wir zunéchst beide Seiten der Abschiatzung quadrieren
und ausnutzen, dass die Norm durch das Skalarprodukt gegeben ist:

lz1 = ao|* = [lo1|® - 2afz1, 22) + 0?2,

21 — @2]|* = ||lz1]|* — 2(z1, 22) + [|z2]?,

also miissen wir lediglich

2(1 — o) (21, m2) < (1—a®)a2)? = (1 = a)(1+a)|z2|?
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3.4 Lokalisierte Konvergenzaussagen

beweisen. Da a < 1 gilt, kénnen wir durch 1 — « dividieren und erhalten

!
2(z1,22) < (1+ )|z
Diese Ungleichung folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

2(1, w2) < 2| || lz2ll = (21l + (1 lDllz2ll < Clz2ll + 21 D]zl
= (1 + llzall/z2l)llz2l® < (1 + )|z
Damit ist (3.18) bewiesen und wir kénnen uns der eigentlich zu zeigenden Aussage

zuwenden.

L. Fall: 1 < ||z < [Jz2[]. Wir wenden (3.18) auf o = [|1[|/||2|| an und erhalten

T @2 ‘ _ w1 — aas]] < |1 — z2] S r—
1]l 2]l 21| [ea]

2. Fall: ||z;1|| < 1 < ||x2||. Diesmal wenden wir (3.18)) auf ov = 1/||z2|| an und finden

[Ty (21) — 0 (22)]| = ]

[TL1 (1) — My (z2)]| =

T
Ty — 2” = |lz1 — axz| < [Jv1 — 22|
22|

3. Fall: ||z1| < |la2| < 1. Trivial wegen IIj(x1) = 1 und Ila(z2) = xo. ]

Wir sind nicht an Projektionen auf die Einheitskugel interessiert, sondern auf poten-
tiell kleinere Kugeln mit Radius v € R+, die sich einfach per

I, (x) := I (x/7) fir alle x € V
definieren lassen. Offenbar gilt auch hier
1Ty (z) — 1Ly (2) | = [ (2/y) — I (z/7)]]
<Allefy = 2/ = llz — 2] fir alle 7,2 € V,
und wir kénnen die Fortsetzung von ® konstruieren:

Folgerung 3.21 (Lokalisierung) Sei yp € V, und sei y : [a,b] — V eine Lisung des

Anfangswertproblems .
Sei v € Ryg. Wir definieren die Umgebungen

Sit)={xeV : |lzx—y@®)| <~} fiir alle t € [a, b]

(vgl. Abbildung und setzen voraus, dass die Verfahrensfunktion auf ihnen im zweiten
Argument Lipschitz-stetig ist, dass also

|D(t, h,z1) — D(t, h,z2)|| < Lo||z1 — z2| fir alle (t,h) € A, x1,29 € S(t)

fiir ein Ly € R>q gilt. Wir gehen davon aus, dass fir die in definierte Konstante
die Schranke
Ko(b—a)ele=9) < (3.19)
gilt. Dann folgt
ly(te) — G(tr)|| < Ko(b — a)elo=2) fir alle k € {0,...,n},

wir erhalten also dieselbe Fehlerabschitzung wie in Satz[3.13.
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3 Einschrittverfahren

Abbildung 3.2: Ansatz zur Lokalisierung: Falls die Verfahrensfunktion auf einer Umge-
bung (griin) der Losung (schwarz) Lipschitz-stetig ist, wird bei hinrei-
chend kleiner Schrittweite auch die Ndherung (blau) in diesem Bereich
liegen.

Beweis. Da die Verfahrensfunktion ® nur lokal Lipschitz-stetig ist, setzen wir sie zu
einer global Lipschitz-stetigen Funktion ®, fort: Falls ein Vektor nicht in der durch S(t)
definierten Umgebung der Losung liegt, wird er mit Hilfe der Abbildung

V=V, z = y(t) + Iy (x —y(t)),
in diese Menge projiziert. Nach Definition von II, folgt
Ime(z) —y (@) <,
also m¢(x) € S(t). Die Fortsetzung ®, der Verfahrensfunktion definieren wir durch
D, (t,h,x) := D(t, h, m(x)) fiir alle (t,h) € A, z €V,
und dank Lemma [3.20] erhalten wir

[ (t, hyx) — Ru(t, by 2)|| = | R(L, hy () — (L, o, e (2))
< Lo||m(x) — m(2)|| < Lo||z — z|| fiir alle (¢,h) € A, z,z €V,

die Verfahrensfunktion &, ist also global Lipschitz-stetig im letzten Argument, also stabil.
Analog zu g definieren wir Ndherungslosungen g, fiir die fortgesetzte Verfahrensfunk-
tion ®, durch

U« (to) == o,
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3.5 Konsistenzkriterium

gj*(tz) = ﬂ*(ti_1> + hiq)*<ti_1, h;, gj*(ti_l)) fiir alle 7 € {1, - ,TL}

und bezeichnen die (3.12]) entsprechende Konstante mit Kg,. Wegen y(t) € S(t) folgt

Q. (t,h,y(t)) = D(t, h,y(t)), also auch K¢ = Kg,, und aus Satz und (3.19)) erhalten
wir die Abschitzung

ly(te) — G=(t1)|| < Ko (ty — a)ePe =) < 5 fiir alle k € {0,...,n}.  (3.20)
Daraus folgt insbesondere
Ui (ti) € S(tr),  Pultr, bk, Us(tr)) = P(tk, hi, U« (tr)) fir alle k € {0,...,n},
und mit einer einfachen Induktion erhalten wir somit
U« (tr) = y(tr) fir alle k € {0,...,n},

also iibertrigt sich die Fehlerabschéitzung (3.20) auf § und die Aussage ist bewiesen. m

Die Ndherungslosung wird also auch dann gegen die Losung konvergieren, wenn die
Verfahrensfunktion nicht global Lipschitz-stetig ist. Fiir eine hinreichend kleine Schritt-
weite diirfen wir sogar dieselbe Fehlerabschétzung wie zuvor erwarten.

3.5 Konsistenzkriterium

Wie wir in Satz [3.18] gesehen haben, entscheidet die Konsistenzordnung p dariiber, wie
schnell sich der Fehler der Néherungslosung reduziert. Im Falle des Euler-Verfahrens
bewirkt eine Halbierung der Schrittweite lediglich eine Halbierung des Fehlers, wihrend
bei einem Verfahren p-ter Ordnung der Fehler bereits um den Faktor 27P reduziert
werden wiirde.

Wenn wir eine gewisse Genauigkeit € € R erreichen wollen, muss

e~hP ~n™P

gelten, wir benétigen also
n~e /P

Schritte des Einschrittverfahrens. Grob abgeschéitzt bedeutet dass, das tausend Schritte
eines Verfahrens zweiter Ordnung ungefiihr denselben Fehler erzielen wie eine Million
Schritte eines Verfahrens erster Ordnung, Verfahren hoher Ordnung sind deshalb in der
Regel wesentlich effizienter als solche niedriger Ordnung.

Wir sind also daran interessiert, Verfahren méglichst hoher Ordnung zu konstruieren,
die trotzdem moglichst effizient durchfithrbar sein sollten. Dazu miissen wir den Konsi-
stenzfehler 7 analysieren. Wir wihlen (¢, h) € A mit A > 0 und setzen y € CP*1([a,b],V)
sowie ®(t,-,y(t)) € CP([0, h], V) voraus und erhalten mit als Darstellung des Kon-
sistenzfehlers unter Anwendung des Satzes von Taylor die Gleichung

oyt h) ()

r(ty(0).h) ;

- (I)(t7 hv y(t))
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3 Einschrittverfahren

P hl/—l , hP
- ; ARG o 1),y(”+1)(m)
p—1 v ” » o
—(EI@ZDKV+UZf@ﬂw@»+ujdy@+mgﬁummmw0
v=0 ' :
p—1 v ) 7o
+ o ipl)! (y(p+1>(nh) —(p+ 1)21;%(@ nh,y(t))) (3.21)

fiir Zwischenstellen n; € [t,t + h| und 7, € [0, h]. Eine Konsistenzordnung von p kénnen
wir nur erwarten, falls die erste Summe verschwindet, falls also die Ableitungen y*+1)
und (v + 1)0¥®/0h” fiir v € {0,...,p — 1} iibereinstimmen.

Lemma 3.22 (Konsistenzkriterium) Seip € N, und seiy € CP™1[a, b]. Sei hg € R
so gewdhlt, dass die Abbildung (t,h) — ®(t, h,y(t)) fir (t,h) € A p-mal partiell nach h
differenzierbar mit stetiger p-ter partieller Ableitung ist. Gelte

14

(y+n9—4qu@):¢Hﬂu) fiir alle t € [a,b], ve{0,...,p—1}.

Dann ist das durch ® definierte Verfahren von p-ter Ordnung konsistent.
Beweis. (vgl. [4, Abschnitt 11.5.1]) Da y®+1) stetig ist, ist
Cy = max{||lyP*V ()| : t e [a,b]} € Rxo

als Maximum einer stetigen Funktion auf dem kompakten Intervall [a,b] wohldefiniert.
Da ® im zweiten Argument p-mal stetig differenzierbar ist, ist

PP

8—(t, h,y(t))“ : (t,h) € A} € R>o

Cy = max{‘ ohr

als Maximum einer stetigen Funktion auf der (nach Heine-Borel) kompakten Menge A
(vgl. (3.6)) ebenfalls wohldefiniert.
Sei (t,h) € A. Durch Einsetzen in (3.21]) folgt sofort

h? (y(erl)(m) —(p+ 1)?;;;15(75, Mhs y(t)))

(6 y(0) = o,
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3.5 Konsistenzkriterium

mit Zwischenpunkten 7, € [¢t,t + h| und n, € [0,h]. Nach Definition von C; und Cs
erhalten wir also

[, hyy()] <

e (Wl + o+ 1) | 55 wme)))
< oy 1+ (0 1C) = Cigh?

fiir die Konstante
1 Cy

- - + —_
(p+1)!  p
und damit ist (3.15) bewiesen. ]

Cho 1=

Dieses Resultat ldsst sich als Verallgemeinerung von Lemma [3.16| interpretieren: Fiir
das explizite Euler-Verfahren verwenden wir ®(¢, h,xz) = f(t,z), also gilt immerhin

O(t,0,y(t) = f(t,y(t)) =¥/ (1),

so dass die Voraussetzungen des Lemmas [3.22] fiir p = 1 erfiillt sind. Fiir p = 2 gelten
sie allerdings wegen

0P
S(E0,y(t) =0

nur, falls y” = 0 gilt, falls also y ein lineares Polynom ist.

Beispiel 3.23 (Konsistenz zweiter Ordnung) Lemma kann verwendet wer-
den, um Finschrittverfahren beliebig hoher Konsistenzordnung zu entwickeln. Dazu
schreiben wir die rechte Seite des Anfangswertproblems in der Form

fy+la, bl =V, te f(ty(t),

und erhalten durch Differenzieren der Gleichung y'(t) = f,(t) die Beziehung

() = £,(8) = DF(t.y(0) - (1Y (1) = DIt y(t)) - (1 £t y(t))
= o)+ 2Lty sne)  fir et € fa.b),

wir konnen also diese GrifSe berechnen, falls uns die Ableitungen von f zur Verfigung
stehen. Um das Konsistenzkriterium zu erfillen, missen wir

@(1,0.9(0) =1, 200 0.u0) =y (1)  firallet € [a,h

sicherstellen, und dieses Ziel lisst sich nun leicht erreichen, da uns y'(t) = f(t,y(t))
und y" (t) zur Verfiigung stehen: Wir setzen

O(t, h,x) = f(t,z) + <06];( x) + ?(t x)f(t,x)) fir alle (t,h) € A, z €V,
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3 Einschrittverfahren

und Lemmal[3.29 zeigt, dass das durch diese Verfahrensfunktion definierte Verfahren die
Konsistenzordnung 2 besitzt.

Falls uns hohere Ableitungen der rechten Seite f zur Verfiigung stehen, kénnen wir in
derselben Weise Verfahrensfunktionen konstruieren, die noch hohere Konsistenzordnun-
gen erreichen.

In der Praxis stehen uns sehr oft die Ableitungen von f nicht zur Verfiigung, so dass
wir uns fiir Verfahren interessieren, die eine hohere Konsistenzordnung auch ohne diese
zusitzliche Information erzielen (schliefllich kénnen wir eine Funktion statt per Taylor-
Entwicklung auch durch Lagrange-Interpolation approximieren).

Beispiel 3.24 (Heun) FEs ist mdglich, aus einem Quadraturverfahren héherer Ordnung
eine Verfahrensfunktion héherer Konsistenzordnung zu konstruieren. Als Beispiel ver-
wenden wir die Trapezregel

t+h h
| aods = 500 + (e + 1),

die bei einem zweimal differenzierbaren Integranden einen Fehler der Ordnung h® auf-
weist.
Wir wenden diese Regel auf die Integraldarstellung aus Lemmal2.1] an und erhalten

t+h h
y(t+h) = y(t) + Fs,y(s)) ds = y(t) + 5 (f (8 y (1) + f(t + by y(t+ h)),
t
also ein zundchst implizites Einschrittverfahren.
Falls h klein genug ist, dirfen wir erwarten, dass wir mit der Fizpunktiteration

. h .
y (4 h) = y(t) + 5 (F(Ey(®) + f(E+hy O+ h)  firalle i € Ny
schnell eine gute Niherung von y(t + h) erhalten kénnen.
Wenn wir zur Bestimmung des Startwerts das explizite Euler-Verfahren verwenden,
erhalten wir y O (t + h) := y(t) + hf(t,y(t)) und nach dem ersten Iterationsschritt

YO (64 1) = y(t) + 5 () + £+ by @+ 1)

h
=y(O) + St y(0) + F(t+ hy(t) + hf(t,y(2)))).
Fiir eine hinreichend kleine Schrittweite h kénnen wir davon ausgehen, dass dieser Wert
bereits eine gute Niherung von y(t+ h) darstellt. Die entsprechende Verfahrensfunktion

lautet
1

2

und definiert das Heun-Verfahren.

O(t,h,z) = = (f(t,z)+ f(t+h,x+ hf(t,x)))
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3.5 Konsistenzkriterium

Falls f einmal stetig differenzierbar ist, folgt aus ®(t,0,z) = f(t,x) nach Lemma
bereits, dass das Verfahren von erster Ordnung konsistent ist. Falls f zweimal stetig
differenzierbar ist, erhalten wir per Kettenregel

0®

2%(t,h,x) =Df(t+ h,x+ hf(t,x)) - (1, f(t,z)),
y"'(t) = f,(t) = Df(t,y(t)) - (L, (1))

0P
2—(,0,y(t)) = y"(¢
O (5:0,5(6) = 3(1),
also ist das Verfahren gemdff Lemmal[3.29in diesem Fall von zweiter Ordnung konsistent.

Statt der Trapezregel konnen wir auch mit der Mittelpunktregel arbeiten, die ebenfalls
einen Fehler in der GréfSenordnung von h? erwarten lidsst. Auch hier miissen wir den
Wert im Mittelpunkt des Intervalls geeignet approximieren, beispielsweise durch das
Euler-Verfahren:

Beispiel 3.25 (Runge) Analog kinnen wir auch die Mittelpunktregel verwenden, um
eine Verfahrensfunktion zu konstruieren: Wir gehen wieder von Lemma [2.1] aus und
setzen

t+h

ey =0+ [ a4 ns (145 (14 5))

Wie schon in Beispiel [3.2] verwenden wir das explizite Euler-Verfahren, um die Appro-
Timation

(1+5) w0+ 57t uto)

zu gewinnen und erhalten

y(t+h) = y(t) + hf <t+h,

00+ 51000

Die zugehdrige Verfahrensfunktion

®(t, h,x) = f (t + gx + Zf(t,::;))

definiert das Runge- oder auch Euler-Collatz-Verfahren.

Falls f einmal stetig differenzierbar ist, folgt aus ®(t,0,x) = f(t,x) per Lemma
dass das Verfahren von erster Ordnung konsistent ist. Falls f zweimal stetig differen-
zierbar ist, impliziert die Kettenregel

oe h h 11
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3 Einschrittverfahren

— Df <t+ g,a:+ Zf(t,x)) (1, f(t,2)),

('9<I>

255(1,0,4(1)) = DI (t,y(0) - (1, 1t u(0) = £3(0)
und dank Lemma[3.29 kénnen wir schliefien, dass das Verfahren auch von zweiter Ord-
nung konsistent ist.

Es stellt sich die Frage, ob man durch Quadraturformeln hoherer Ordnung auch zu
Verfahrensfunktionen hoherer Ordnung gelangen kann. Im Prinzip kénnen wir eine Qua-

draturformel
t+h

AR ds~2w,f (si,y

verwenden, miissen dann aber brauchbare Naherungswerte fiir y(s;) in allen Quadratur-
punkten zur Verfiigung stellen. Eine Analyse der Fehlerfortpflanzung im Quadraturver-
fahren zeigt, dass eine Quadraturordnung von p + 1, also eine Konsistenzordnung von p,
nur dann zu erwarten ist, wenn die Ndherungswerte fiir y(s;) genau bis auf einen Fehler
der Ordnung p — 1 sind. Diese Eigenschaft ist im Allgemeinen nur schwer sicherzustellen.

Im Falle des Heun- und Euler-Collatz-Verfahrens profitieren wir davon, dass das ex-
plizite Euler-Verfahren eine Niherung erster Ordnung fiir y(¢ + h) bzw. y(t + h/2) zur
Verfiigung stellt, fiir hohere Ordnungen ist dieses Ziel schwieriger zu erreichen.

3.6 Runge-Kutta-Verfahren

Sowohl das Heun- als auch das Euler-Collatz-Verfahren basieren darauf, die Funktion f
in Punkten auszuwerten, die von vorangehenden Auswertungen der Funktion abhéingen
konnen. Allgemein haben wir also die Struktur

i—1
ki=f|t+cha+h) agk fiir i € {1,...,s}, (3.22a)

j=1
&(t, h, x) Zb k; (3.22b)

eines expliziten Verfahrens, das mit Hilfe von s Auswertungen der Funktion f eine Ver-
fahrensfunktion definiert. Die entscheidenden Parameter sind die Vektoren ¢ € R*, die
die Zeitpunkte fiir die Auswertungen angeben, die Matrix A = (a;;); ;_, die angibt, wie
die i-te Funktionsauswertung von den vorangehenden Auswertungen beeinflusst wird,
und der Vektor b € R?®, der beschreibt, wie die einzelnen Funktionsauswertungen kom-
biniert werden miissen, um die Verfahrensfunktion zu erhalten.

Die durch beschriebenen Verfahren bezeichnen wir als Runge-Kutta- Verfahren
der Stufe s. Die bisher betrachteten expliziten Einschrittverfahren lassen sich als Runge-
Kutta-Verfahren interpretieren: Das explizite Euler-Verfahren ist einstufig mit den Pa-
rametern

A=(0), c=(0), b= (1),
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3.6 Runge-Kutta-Verfahren

das Heun-Verfahren ist zweistufig mit

s=(g) ) (1)

und das Runge-Verfahren ist ebenfalls zweistufig mit

A=(o) () 0

Kompakt lassen sich Runge-Kutta-Verfahren in Form des Butcher-Tableaus

c| A
b*

schreiben, die drei oben erwidhnten Verfahren nehmen dann die Form

00 0l 0 0] o0
1 11 0 1/211/2 0
1/2 1/2 0 1

an. Anschaulich entsprechen bei diesem Schema die ersten s Zeilen jeweils einer Aus-
wertung von f: die c-Spalte gibt den Zeitpunkt an, die restlichen Spalten beschreiben
den Ort. Die unterste Zeile des Butcher-Schemas beschreibt, wie die einzelnen Zwischen-
groflen k; zusammengesetzt werden miissen, um das Endergebnis zu berechnen.

Beispiel 3.26 (Quadratur) Ein Spezialfall eines Anfangswertproblems ist die Berech-
nung eines Integrals: Fir ein g € C([0,1],V) ist die Lisung der Gleichungen

y(0) =0, Y (t) = g(t) fiir alle t € [0, 1]

nach Lemma [2.1] auch eine Lisung der Gleichung

also kann jedes Lisungsverfahren fiir eine gewdhnliche Differentialgleichung auch ver-
wendet werden, um Integrale zu approximieren.

Wenn wir einen Schritt eines Runge-Kutta-Verfahrens s-ter Stufe durchfiihren, um
y(b) zu berechnen, erhalten wir

ki = g(ci) fir allei € {1,...,s},

y(1) = y(0) + (£,1,9(0)) = Y biki = Y big(ci),
i=1 i=1

also eine Quadraturformel mit den Quadraturpunkten c; und den zugehdrigen Quadra-
turgewichten b;.
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3 Einschrittverfahren

Durch Taylor-Entwicklung lassen sich aus den in Lemma |3.22| gegebenen Bedingun-
gen nichtlineare Gleichungssysteme herleiten, die zur Konstruktion von Runge-Kutta-
Verfahren hoherer Ordnung verwendet werden kénnen. Unserem Beispiel kénnen
wir entnehmen, dass Quadraturformeln einen guten Losungsansatz bieten: Fiir den Vek-
tor ¢ lassen sich Quadraturpunkte auf dem Intervall [0, 1] verwenden, fiir den Vektor b
die entsprechenden Quadraturgewichte.

Beispiel 3.27 (Klassisches Runge-Kutta-Verfahren) Wir gehen von der Simpson-
Quadraturformel

1
| 9t ds % G000 +4901/2) +901)

aus, die wir aus Symmetriegrinden in der Form

1
| ats) s~ 5o + 3001/2)+ 30(1/2) + o)

schreiben. Wenn man die passenden Koeffizienten a;; berechnet, erhdlt man das Schema

0] o0

1/211/2 0

/20 0 1/2 0

110 0 1 0
11/6 1/3 1/3 1/6

das das klassischen Runge-Kutta-Verfahren vierter Stufe beschreibt. Es lisst sich nach-
weisen, dass dieses Verfahren die Konsistenzordnung vier besitzt.

Entsprechend kann man auch die 3/8-Quadraturformel von Newton verwenden, die
durch

1
| ats)ds = a0+ Sa1/3) + a2/ + o1

gegeben ist und zu dem Butcher-Schema

0] o
1/3| 1/3 0
2/3|-1/3 1 0

1| 1 -1 1 o0

| 1/8 3/8 3/8 1/8

fiihrt. Man kann zeigen, dass auch das zu diesem Schema gehtérende Runge-Kutta-
Verfahren die Konsistenzordnung vier besitzt.

Im Interesse einer hohen Genauigkeit sind wir natiirlich an Verfahren mdéglichst hoher
Konsistenzordnung interessiert. Die Konstruktion derartiger Verfahren ist im Allgemei-
nen relativ schwierig, aber es ist immerhin méglich, eine obere Schranke fiir die maximal
erreichbare Ordnung anzugeben, indem man ein einfaches Beispielproblem analysiert.
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3.6 Runge-Kutta-Verfahren

Lemma 3.28 (Exponentialfunktion) Sei ein explizites Runge-Kutta-Verfahren der
Stufe s durch (A, b,c) gegeben.
Wendet man es auf das fiir A € R gegebene einfache Anfangswertpmblenﬂ

yA(0) =1, Y (1) = Aya(t) fir alle t € R>q (3.23)

an, dessen Losung offenbar durch yy(t) = e gegeben ist, so gilt fir die durch das
Verfahren definierte Ndherungsldsung

gt + hit,x) == x + h®(t, h,z) = g(A\h)x fiir alle (t,h) € A, z, A €R

mit einem Polynom g € 1lg, das nur von A, b und c abhdingt. Dieses Polynom wird
manchmal als Stabilitatsfunktion bezeichnet.

Beweis. Das Problem ((3.23)) entspricht dem Anfangswertproblem (2.1) mit der rechten
Seite f(t,x) = Az. Im trivialen Fall A = 0 setzen wir g = 1 und sind fertig.
Sei nun A\ # 0 angenommen.

Einsetzen der Differentialgleichung in ([3.22a)) fiithrt auf die Gleichungen

i—1
ki=A{z+h)_aijk fiir alle i € {1,...,s}. (3.24)
j=1

Um den Faktor A an die richtige Stelle zu bringen definieren wir
ki = A"k fiir alle i € {1,..., s}

und schreiben ([3.24)) in der Form

i—1 i—1
l%i = )\71/% =+ hz aijkj =T+ ()\h) Zaij]%j fir alle 7 € {1, ey 8}, (3.25)
=1 i=1

die es nahelegt, die skalierten Hilfsvektorn k; als Polynome in Ah darzustellen. Konkret

suchen wir ¢; € II;_1 mit

ki = ¢;(Ah)x fir alle s € {1,...,s}. (3.26)

Wir verwenden dazu eine abschnittsweise Induktion, zeigen also

~

fi = q;(\h)w firr alle i € {1,...,0} (3.27)

fiir alle £ € {1,...,s}. Der Induktionsanfang ¢ = 1 ist einfach: Aus (3.25) folgt unmit-
telbar k; = x, also gilt die Behauptung mit ¢; = 1 € Ilj.

! Auch bekannt als das Testproblem von Dahlquist.
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3 Einschrittverfahren

Gelte nun (3.27) fiir ein £ € {1,...,s—1}. Dann erhalten wir mit (3.25)) und dank der

Induktionsvoraussetzung

L ¢

ket =@+ (M) Y ap k= 2+ (M) Y arijai(M)z = gea(Ah)z
j=1 j=1

fiir das Polynom

4
g1 (€)== 14+CY ar;g;(0),
j=1
das in II, liegen muss, da die Polynome g; fir j < ¢ in 1I,_; liegen. Damit ist die
Induktion abgeschlossen und 13.26: bewiesen.
Die N&herungslosung ist nach (3.22b)) gegeben durch

gt +hit,z) =2+ hd(tha) =z +h > bki=z+ A0 bk
=1 =1

=2+ MY bigi(Ah)z = (1 + AR b,-qi(Ah)> x = g(\h)z
i=1 =1

fiir das Polynom
9(¢) =14 ¢ bigi(C).
i=1

Da g; € II; 4 fiir alle i € {1,..., s} gilt, folgt g € II,. (]

Offenbar steht die Stabilitéitsfunktion g in enger Beziehung zum Approximationsfehler:
Die Differenz zwischen exakter Losung y, und approximativer Losung 7, ist gerade durch

yA(t+h) = Ga(t + it ya(8) = T — g(An)e = M (M — g(AR))

gegeben, fiir eine hohe Konsistenzordnung muss also g eine moglichst gute Approxi-
mation der Exponentialfunktion sein. Aus dieser Beobachtung ergibt sich die folgen-
de Schranke fiir die von einem s-stufigen expliziten Runge-Kutta-Verfahren erreichbare
Konsistenzordnung;:

Lemma 3.29 (Maximale Ordnung) Die Konsistenzordnung p eines s-stufigen expli-
ziten Runge-Kutta-Verfahrens betrdgt hichstens s. Im Falle p = s gilt

9(Q)=>_ % (3.28)
1=0

Beweis. Sei ein s-stufiges explizites Runge-Kutta-Verfahren gegeben, und sei g € Il die
entsprechende Stabilitdtsfunktion nach Lemma Wir untersuchen den Konsistenz-
fehler fiir das Problem (3.23)) mit A € R-o. Mit ¢ = 0 und h € R ist er wegen y(0) =1
durch

-1 _ya(h) — (1+52(0,h,1)

7(0,h, 1) — ®(0,h,1) -
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3.6 Runge-Kutta-Verfahren

_a(h) = Ga(h;0,1) M —g(Ah)
_ , el (3.29)

Indem wir den Satz von Taylor auf das Polynom ¢ € II; und die Exponentialfunktion
anwenden, finden wir einen Zwischenwert 7, € [0, ] mit

s

=~ g (0)(\R)! (AR (AR ()t
QWZZO”’ D P e R T

i=0
und durch Einsetzen in (3.29) folgt

1 S 1 — (2) 0 )\hz‘ \h s+1 M\ s+2
T(O’h’l):h<z( : i(! e +Es—:1)! ((31)2)!)

1=0

Das Verfahren kann nur konsistent von p-ter Ordnung sein, wenn

B LA ) A C N

[r(t,h, )| _ .
il hptl (s+ 1! hrtl (54 2)! ppt!

o

=0

fiir h — 0 beschriankt bleibt. Fiir p > s divergiert der zweite Summand, also kann die
Konsistenzordnung nicht gréfler als p sein.
Damit die maximale Konsistenzordnung p = s erreicht werden kann, muss ¢ (0) = 1

fiir alle ¢ € {0,...,p} gelten, denn sonst wiirde in der Summe ein Term auftreten, der
wie h'~PT1 divergiert. Diese Eigenschaft ist fdquivalent zu 1) ]

Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht: Es kann vorkommen, dass zu einer gegebenen
Konsistenzordnung p kein p-stufiges Runge-Kutta-Verfahren existiert.

Bemerkung 3.30 (Implizite Verfahren) Fir ein explizites Runge-Kutta- Verfahren
muss die zugehorige Matriz A eine strikte untere Dreiecksmatriz sein. Wire sie es nicht,
konnten die Grofien kq, ..., ks nicht der Rethe nach explizit berechnet werden.

Wenn wir beliebige Matrizen A zulassen, erhalten wir im Allgemeinen implizite Run-
ge-Kutta-Verfahren. Diese Verfahren unterliegen nicht der in Lemma [3.29 bewiesenen
Schranke fir die Konsistenzordnung, sondern konnen wesentlich héhere Genauigkeiten
erzielen.

Beispielsweise kénnen auch in diesem Fall die Vektoren ¢ und b entsprechend einer
Quadraturformel gewdhlt werden, etwa entsprechend einer Gauf-Formel. Es ist bekannt,
dass eine Gauf-Formel mit s Quadraturpunkten Polynome in llaos_1 exakt integriert,
und man kann zeigen, dass das mit Hilfe einer derartigen Formel definierte implizite
Runge-Kutta- Verfahren die Konsistenzordnung 2s besitzt.

Es ist auch bekannt, dass eine Quadraturformel mit s Quadraturpunkten keine hohere
Ezxaktheitsordnung erreichen kann, mit der Argumentation des Beispiels[3.20 folgt dar-
aus, dass auch ein s-stufiges Runge-Kutta- Verfahren die Konsistenzordnung von 2s nicht
tberschreiten kann.

FEin so definiertes allgemeines Runge-Kutta- Verfahren hat den Nachteil, dass in jedem
Schritt ein nichtlineares Gleichungssystem mit s unbekannten Vektoren k; geldst werden
muss, wodurch ein hoher Rechenaufwand zustande kommen kann.
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3 Einschrittverfahren

FEinen Mittelweg beschreiten semi-implizite Runge-Kutta- Verfahren, bei denen die Ma-
triz A zwar eine untere Dreiecksmatrixz ist, aber Diagonaleintrige ungleich Null zugelas-
sen werden. Dann kénnen die Vektoren ki, ks, ..., ks der Reihe nach bestimmt werden,
indem eine Folge von s nichtlinearen Gleichungssystemen fiir jeweils einen einzelnen
Vektor geldst wird.
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4 Verfeinerte Techniken fiir gewohnliche
Differentialgleichungen

Die Einschrittverfahren, die wir bisher kennen gelernt haben, sind bereits ausreichend,
um viele in der Praxis auftretende Probleme zu behandeln.

In diesem Abschnitt untersuchen wir Verfeinerungen der Technik, die die Genauigkeit
verbessern, den Rechenaufwand reduzieren, oder die Stabilitdt steigern.

4.1 Extrapolation

Unser erstes Ziel besteht darin, Einschrittverfahren beliebig hoher Konsistenzordnung zu
konstruieren. Da hohere Ordnungen mit expliziten Runge-Kutta-Verfahren nur schwierig
zu erreichen sind, verfolgen wir einen allgemeineren Ansatz: Wir bezeichnen mit gy, (b)
die Nédherungslosung, die das explizite Euler-Verfahren mit einer konstanten Schrittweite
h € Ry berechnet. Das ist nur moglich, falls b — a ein Vielfaches von h ist, falls also

heHyp:={heRsg : (b—a)/h €N}

gilt. Laut Korollar gilt
||y(b) - Q(b)H S C1euh fiir alle h € Ha,b’

die diskrete Losung konvergiert also proportional zu der Schrittweite h gegen die exakte
Losung. Mit einigem Aufwand und unter zusétzlichen Voraussetzungen lésst sich dieses
Resultat prézisieren zu

ly(b) — G(b) + hep|| < Cach? fiir alle h € Hy (4.1)

wobei e; € V eine von h unabhéngige Konstante ist.

Der Ansatz der Faxtrapolation besteht darin, zwei Losungen zu unterschiedlichen
Schrittweiten miteinander zu vergleichen: Wir berechnen die diskrete Losung g, (b) mit
einer Schrittweite von h und die diskrete Lésung §j,/2(b) mit einer Schrittweite von h/2.
Dann folgen aus die Abschétzungen

ly(0) = Gn(b) + hex || < Cach?,
Cae
4

< T2p2

h
+ —e
yh/2 B 1

also anschaulich
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4 Verfeinerte Techniken fiir gewéhnliche Differentialgleichungen

. h
y(b) ~ Gp2(b) + 5¢1

mit einem Fehler, der sich wie h? verhilt. Den unbekannten Vektor e; kénnen wir elimi-
nieren, indem wir eine Linearkombination der beiden Gleichunge bilden:

y(b) = §(b) := 24 2(b) — Gn(b).

Durch Einsetzen der bekannten Abschétzungen folgt

1) = 3O = 1y(8) = 2020) + (O] = 125(8) — 2526) — ) + 0]
=2 (50 = ot + e ) = w0) = 9 + )|

gzw@—%mw+%l+W@—m@+Mﬂ

2

2

1
< 2CaehZ + C’aeh2 = Cae <2 + 1) h27

also kénnen wir durch Kombination der beiden diskreten Losungen g und g, /o eine
neue Losung ¢ berechnen, die eine hohere Genauigkeit erreicht.

Um diesen Ansatz zu verallgemeinern, untersuchen wir ihn aus einem etwas abstrak-
teren Blickwinkel: Wir untersuchen g5, (b) als Funktion der Schrittweite h, interessieren
uns also fiir

g:Hyp =V, h— g (b). (4.2)
Die Voraussetzung nimmt die Form
g(h) = gn(b) = y(b) + erh + r(h)h? fiir alle h € Hyp (4.3)
an, wobei r : Hy;, — V eine Funktion ist, die die Abschétzung
[7(R)]| < Cae fur alle h € Hyy,
erfiillt. Die Gleichung legt nahe, dass sich g gut durch das lineare Polynom
q(h) :=y(b) + e1h fiir alle h € R

approximieren ldsst. Ideal wére es natiirlich, wenn wir ¢(0) = y(b) berechnen koénnten,
allerdings ist das in der Regel nicht mdéglich.

Stattdessen approximieren wir ¢ durch Interpolation: Wir konstruieren ein lineares
Polynom p € II;, das die Funktion g in den Punkten A und h/2 interpoliert, ndmlich

—h h —
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4.1 Extrapolation

Wir diirfen hoffen, dass p eine passable Approximation des Polynoms ¢ ist, also sollte
insbesondere p(0) nicht allzu weit von ¢(0) = y(b) entfernt liegen. Im Gegensatz zu ¢(0)
lasst sich p(0) allerdings einfach ausrechnen:

—h)2 h

p(0) = - h/2yh(b) + mﬂhﬂ(b) = 234/2(b) — Gn(b) = Y(b).

Bei unserer Herleitung der verbesserten Approximation ¢(b) haben wir also lediglich
das Polynom ¢ durch ein Interpolationspolynom p der Funktion g ersetzt und den Wert
p(0) als Ndherung der exakten Losung y(b) = ¢(0) verwendet. Da wir den Interpolanten
nicht zwischen den Interpolationspunkten h und h/2 auswerten, sondern im Nullpunkt
aulerhalb des von ihnen begrenzten Intervalls, spricht man von Eztrapolation statt In-

terpolation.
Dieser Zugang lésst sich natiirlich verallgemeinern, indem wir Polynome hoherer Ord-
nung verwenden: Sei m € N, und seien ey, e, ..., e, € V so gegeben, dass

ly(d) + hey + hPez + ...+ W™y — Gr(D)|| < Cach™™  fiiralle h € H,p, — (4.4)
folgt. Wir verallgemeinern den bereits bekannten Ansatz: Unser Ziel ist es, das Polynom
q(h) = y(b) + her + hPea + ...+ h™ey,

zu approximieren, fiir das ¢(0) = y(b) und dank auch
lg(h) = Gn(b)|] < Cach™*! fiir alle h € Hop (4.5)

gilt. Dazu verwenden wir verschiedene Schrittweiten h; = h/a; mit paarweise verschie-
denen ay, . .., a, € N. Wir berechnen wie iblich Naherungswerte gp,(b), ..., n,, (b) € V
der Losung mit diesen Schrittweiten und konstruieren ein Polynom p € II,,, das

p(hi) = n, (b) fiir alle 7 € {0,...,m}

erfiillt. Die verbesserte Approximation der Losung ergibt sich durch Auswertung dieses
Polynoms in null, also als

4(b) := p(0), (4.6)

und kann beispielsweise mit dem Neville-Aitken-Verfahren effizient berechnet werden.

Das Polynom p ist lediglich eine Approximation des Polynoms ¢, die von geméf
gestorten Werten ausgeht. Wir sollten also untersuchen, wie sehr derartige Stérungen
sich auswirken kénnen.

Definition 4.1 (Stabilitit der Extrapolation) Wir bezeichnen mit

m

§—1/a; ) :
ti(€) :_].1;[01/%‘—1/0@ fir alle i € {0,...,m}, £ €R
J#i
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4 Verfeinerte Techniken fiir gewéhnliche Differentialgleichungen

die Lagrange-Polynome zu den Interpolationspunkten 1/aq,...,1/am € (0,1] und be-

zeichnen .
Ag == 16:(0)
=0

als die Stabilititskonstante der Extrapolation.

Die Stabilitdtskonstante erlaubt es uns, den Einfluss von Stérungen auf die Qualitét
der Losung abzuschétzen:

Lemma 4.2 (Stabilititskonstante) Seien ho, ..., hy, paarweise verschiedene Stiitz-
stellen. Sei r € 1, das Interpolationspolynom zu den Stitzwerten go,...,g9m € V. Dann
gilt

l7(0)|| < Agmax{]lg;|| : i€{0,...,m}}.

Beweis. Mit den durch

i) =1] C‘_hf fiir alle i € {0,...,m}, C €R

definierten Lagrange-Polynomen erhalten wir die Darstellung

m
r= Z Gilhi-
i=0
Wir stellen zunéchst fest, dass

T hé—h; 14 hé—hla
hi — hj Hh/al—h/é@

Chi(hg) =
J=0
j?éi
— 1/04]
=Y fir all
Hl/az—l/a] 4; (&) ir alle £ € R
J#Z

gilt. Daraus folgt mit der Dreiecksungleichung fiir £ = 0 die Abschétzung

Znghz < Z lgill 1€n,4(0)1 = llgill 1:(0
=0

ngmax{IlgiH : ZG{O,---,m}},

I(0)

die zu beweisen war. ]

Die Storung des Werts des Interpolationspolynoms in null lisst sich durch das Pro-
dukt aus der Stabilitédtskonstanten und dem Maximum der Stérungen der Werte in den
Interpolationspunkten beschrianken. Mit Hilfe dieser Eigenschaft konnen wir nun die
gewiinschte Fehlerabschitzung gewinnen:
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4.2 Schrittweitensteuerung

Satz 4.3 (Extrapolationsfehler) Wir setzen voraus, dass gilt und dass wir y(b)
gemdf @ berechnen. Dann folgt

ly(b) = §(B)]| < Cachoh™ .
Beweis. Wir setzen
hi := h/ag, gi := q(hi) — gn, (b) = q(hi) — p(hi) fir alle 7 € {0,...,m}
und stellen fest, dass r := ¢ — p die Gleichungen
r(hi) = g; fir alle i € {0,...,m}
erfiillt, also die Werte go, ..., gm in ho, ..., hy, interpoliert. Mit Lemma [4.2] folgt
ly(0) = 9()|| = [la(0) — p(0)|| < Ao max{llgi| : i €{0,....,m}}.
Aus erhalten wir
lgill = llg(hi) = Gn; (D) | < Cach™* < Coeh™ ! fiir alle i € {0,...,m},

also insgesamt

ly(0) = G(0)]| < AoCach™

und damit die gewiinschte Aussage. ]

Bemerkung 4.4 (Lokale Extrapolation) In der Prazis wird Extrapolation in der
Regel nicht fiir die Berechnung des Endergebnisses y(b), sondern fiir die Durchfihrung
eines einzelnen Schritts verwendet: Um von y(t) zu y(t+h) zu gelangen, werden Schritt-
weiten h; := h/oy eingefigt und Niherungslosungen gy, (t + h;t,y(t)) mit Hilfe von «;
Schritten des urspringlichen Verfahrens bestimmt. Aus diesen Ndherungen wird dann
wie zuvor eine verbesserte Niherung y(t+ h;t,y(t)) berechnet, die als Grundlage fiir den
ndchsten Schritt dient. Auf diese Weise lassen sich Verfahren beliebig hoher Konsisten-
zordnung konstruieren, allerdings sind fiir jeden Gesamtschritt ag + ... + o, Schritte
des urspringlichen Verfahrens durchzufithren.

4.2 Schrittweitensteuerung

Bei den bisher diskutierten Verfahren ist der Rechenaufwand fiir die Durchfiihrung eines
Schritts von einem Zeitpunkt ¢; zu dem folgenden Zeitpunkt ¢;; immer derselbe, also
ist der Aufwand fiir die Berechnung der gesamten Losung proportional zu der Anzahl
der Schritte. Um die Rechenzeit zu reduzieren ist es deshalb sehr erstrebenswert, nach
Verfahren zu suchen, die eine vorgegebene Genauigkeit mit einer moglichst geringen
Anzahl von Schritten erreichen.

Die Technik der adaptiven Schrittweitensteuerung verwendet Informationen {iber das
lokale Verhalten der Losung, um dieses Ziel zu erreichen: Zu jedem Zeitpunkt ¢; wird
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abgeschitzt, wie sich die Losung auf dem Teilintervall [t;,¢;11] = [ti,t; + h;] verhalten
wird, und dann wird h; so klein gewéhlt, dass der Fehler unterhalb einer Schranke bleibt.

Als Beispiel verwenden wir wieder das explizite Euler-Verfahren: Falls y € C?([a, b], V)
gilt, erhalten wir mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

it y(e) = YY) ) o0 = (@ - ')

fir Zwischenpunkte & € [t,t + h] und n, € [t,&] C [t,t + h], wir konnen also den
Konsistenzfehler durch

I (& Py y O < Rlly" oo .61

beschrinken. Falls uns Abschétzungen fiir 3" zur Verfiigung stehen, kénnen wir wie folgt
vorgehen: Wir fixieren ein € € Ry . Zunéchst wihlen wir hg € Rsq so, dass

17 (t0; hos y(to)) || < Bolly” oo to,t0+1o] < €

gilt. Nun koénnen wir t; = tg + hg berechnen und nach einem h; € R+ suchen, das

It has y () < Pally” lloo ey a-4] < €

erfiillt. Damit erhalten wir t5 = t; 4+ h1 und fahren fort, bis wir den Endpunkt b des zu
behandelnden Intervalls erreicht haben. Analog zu dem Beweis des Satzes [3.18] folgt aus
Satz dann, dass der Fehler sich in der Form

ly(6) — §(b)|| < é(b — a)eL#®—a)

beschranken lésst, bei geeigneter Wahl von € kénnen wir also jede beliebige Genauigkeit
erreichen. Im Gegensatz zu vorher werden allerdings diesmal die Schrittweiten an das
Verhalten der Losung angepasst: Falls sich die Losung kaum #ndert, geniigen groflie
Intervalle, anderenfalls werden automatisch kleinere Intervalle eingesetzt.

Dieses Verhalten wire ideal, ist aber in der Praxis nicht zu erreichen, da unsere Kon-
struktion die Kenntnis der Losung und ihrer Ableitungen auf dem gesamten Intervall
voraussetzt. Das erste Problem lésst sich 16sen, indem wir die Beweisfithrung des Sat-
zes[3.13|etwas modifizieren: Als ,,Referenzlésung“ dient uns nun die diskrete Losung, und
die exakte Losung wird als Stérung behandelt. Wir erhalten so das folgende Resultat:

Satz 4.5 (Konvergenz) Sei f Lipschitz-stetig im zweiten Argument mit der Lipschitz-
Konstanten Ly. Wir bezeichnen mit

Ui = y(t;) fir alle i € {0,...,n}
die Werte der diskreten Ldsung des Anfangswertproblems und mit
Ko = max {||7(t;i_1, hi, Giz1)|| = i€ {1,...,n}} (4.7)

den mazximalen Fehler, den das Einschrittverfahren in einem Schritt ausgehend von der
Naherungslosung verursachen kann.
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Dann folgt die Abschdtzung

eLf(tkfa)_l

K lis Ly >0,
ly(t) — gl < T 00 fallo Ly
(tx, — a)Kg ansonsten

fir alle k € {0,...,n}.

Beweis. Wir gehen wie im Beweis des Satzes [3.13| vor, schieben diesmal allerdings den
Wert der exakten Losung ausgehend von der diskreten Losung ein: Fiiri < j < j+1=%
erhalten wir mit Hilfe der Fortsetzungseigenschaften aus den Lemmas und und

der Dreiecksungleichung die Abschétzung

Ny(trsti, Ui) — 9(tes ti, 9a) | = Nly(trs b5, y(t5 s, 9i)) — 9(tn; 5, G(t55 6, i) ||
< ly(testy, y(tyste, 9i)) — y(tes ty, 9(t5s i, i)
+ [y (e by, 0t iy i) — Gtk t5, G55 ti, §i) |-

Der erste Summand beschreibt das Verhalten der exakten Losung bei Stérung der An-
fangswerte, ldsst sich also mit Hilfe des Satzes abschétzen:

ly(tr: ty, y(tss i, Gi) — yltes t, Gt ta, Gl < e2F Oy (55 b0, 5:) — 9(Ls5 i, 3|

Der zweite Term ist dank k£ = j+1 und §(t;;t;, 9;) = g, durch I?@hj beschrinkt, so dass
wir insgesamt

ly(ts te, i) — G(tes i G) || < 7D y(ty3t5,55) — Gt53ti 5) | + Kohy

erhalten. Wie schon im Beweis des Satzes konnen wir nun eine Induktion iiber
k — i € Np durchfithren, um die gewiinschte Abschétzung zu erreichen. [

Um diesen Satz anwenden zu kénnen, miissen wir sicherstellen, dass die Konsistenzfeh-
ler 7(t;—1, hi, Ji—1) unter Kontrolle sind. Diese Fehler héngen lediglich von dem lokalen
Verhalten der Losung ab, sollten sich also auch lokal steuern lassen, indem die Schritt-
weite h; geeignet gewahlt wird.

Da wir den Fehler in der Regel nicht exakt kennen, sind wir auf Abschiatzungen an-
gewiesen, die sich praktisch berechnen lassen. Ein guter Ansatz besteht darin, zwei Ein-
schrittverfahren ®; und ®s unterschiedlicher Ordnung zu verwenden.

Wir bezeichnen die zu ®; und ®5 gehérenden Niaherungslosungen mit ¢; und g und die
entsprechenden Konsistenzfehler mit 7 und 75 und fordern, dass die beiden Verfahren
konsistent von p-ter beziehungsweise (p + 1)-ter Ordnung sind, dass also Konstanten
ho, C1,Cy € Ry mit

||T1(ti,h, gZ)H < Clhp, ”TQ(ti,h,gi)H < Cth+1 fiir alle h € (0, ho), 1€ {0, ce,n = 1}

existieren. Durch einen Vergleich der beiden Losungen ¢; und g2 konnen wir den Kon-
sistenzfehler abschétzen: Es gilt

ly(ti + hsts, §i) — g1 (ti + hs iy, Gi) ||
h

l71(ti, by 9s)|| =
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Gt + hyti, gi) — Ga(t + by te, §i) + y(t + by te, i) — G2(ts + hit, 4) ||

N h

< |G2(t; + hits, §3) — §1(ti + hs ti, Gs) |

- h

|72t + hsti, §s) — 1t + hyti, )|
h

+ HTQ(ti7 hv :’-71)”

< + CohP T

fiir hinreichend kleine Werte von h kénnen wir also abschétzen, wie grof3 der Konsistenz-
fehler fiir eine gegebene Schrittweite ist. Ist er zu grof, reduzieren wir die Schrittweite und
priifen, ob der neue geschétzte Fehler unter der gegebenen Schranke € liegt. Entsprechend
konnen wir bei einem zu kleinen Fehler die Schrittweite auch wieder erhéhen. Der Nach-
teil dieser Methode besteht darin, dass sie wiederholte Berechnungen der Ndherungen
71 und 7o bendtigt, um eine gute Schrittweite zu finden.

Eine elegantere Methode beruht auf der Idee der Extrapolation. Wir gehen davon aus,
dass sich der Fehler 7 in Null in einer Taylor-Reihe der Ordnung p 4+ 1 entwickeln ldsst,
dass also ein Vektor e, € V' und eine Konstante C. € R5 mit

|71 (¢, by §i) — hPey|| < ChP T fiir alle h € (0,hg), i € {0,...,n — 1} (4.8)
existieren. Aufgrund dieser Annahme gilt

G2 (ti + hiti, §i) — 91 (ti + hiti, Gi)
=Go(ti + hits, §i) —y(ti + hits, Gi) +y(t + hiti ) — 91 (ti + byt §i)
= —h7o(ti, h, ;) + hri(ts, h, §i)
= hhPe, — hra(ti, h, §i) + h11(ti, h, §;) — hhPe,
— hp+lep — hro(ti, h, G;) + h(71(ti, h, ;) — hPep),

und indem wir A +16p auf beiden Seiten der Gleichung subtrahieren, durch hP*! divi-
dieren und die Norm berechnen, erhalten wir

wir koénnen also zumindest den fithrenden Term des lokalen Fehlers 1 (¢;, h, §;) appro-
ximativ bestimmen. Das bietet uns die Méglichkeit, die Schrittweite zu regeln: Wenn h
hinreichend klein ist, ist

gi(ts + hiti, gi) — Gots + hits, 5i)
hptl p

’TQ(ti7 h:ﬂz)” + HTl(tia ha gl) — h’pePH

_ |
=h hp+1

< (Cc + CQ)h7

- gt byt i) — Gt + it ;)
€p = asi

eine gute Approximation von e,, und es gilt

71 (tis hy )| = |71 (tis s ) — BPep + hPey|| < CohP™ + P |6y ||
< ChPEE L BP||6|| 4+ hP|16y — epl] < ChPTL + (O + Co)RPHE 4 hP||6, ||
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= (2Cc+ Co)RPT 4 hP|lép|  fiir alle 2 € (0, o).

Fiir hinreichend kleines h konnen wir den ersten Term vernachléssigen, miissen also

lediglich

WPl < é
sicherstellen. Das ist dquivalent zu
A € ¢hpt1
P < — = — _ _ _ ,
TEpll NGt A+ hsti, Gi) — G2t + hsti, 6|

) N 1/p
h<h ( § _ ~ ) .
g1 (ti + hsti, §i) — ot + Rt Gi) ||

Die praktische Vorgehensweise sieht nun wie folgt aus: Wir gehen von einer nicht zu
groflen Schrittweite h aus und fithren jeweils einen Schritt mit dieser Schrittweite und
beiden Verfahren durch. Aus der Differenz der Ergebnisse ermitteln wir dann mit Hilfe
der obigen Formel eine verbesserte Schrittweite h.

Ein praktischer Nachteil der Technik besteht darin, dass wir fiir jedes der beiden
Naherungsverfahren jeweils einen Schritt durchfithren miissen, es kann also bei naivem
Vorgehen fast der doppelte Rechenaufwand entstehen. Dieser Nachteil ldsst sich mit
Hilfe eines Runge-Kutta-Fehlberg- Verfahrens abmildern: Wenn wir das explizite Euler-
Verfahren

gi(ts + hits, 5i) = i + hf (ti, i)
mit dem Verfahren von Heun (siehe Beispiel [3.24)

h
go(ts + ity 0:) = Ui + 5 (f(ts, ys) + f(ts + h,5i + R f (i, 9:)))

vergleichen, stellen wir fest, dass beide durch die Hilfsgréfien
k1= f(ti 9i), ko := f(ti + h,Ji + hk1)

durch
N . 5 N . 5 h
g1(ti + hiti, 0:) = Ui + hka, U2(ti + hiti, 0;) = Ui + 5(151 + ko)

dargestellt werden konnen. Es geniigen also zwei Auswertungen der rechten Seite f, um
beide Ndherungen zu berechnen, wéhrend es bei einer naiven Vorgehensweise drei wéren.
Wir haben bereits gesehen, dass das explizite Euler-Verfahren eine Konsistenzordnung
von eins besitzt, wihrend sie fiir das Heun-Verfahren zwei betréagt, also kénnten wir die
beiden Verfahren in der zuvor beschriebenen Weise kombinieren, um die Schrittweite des
Euler-Verfahrens zu regeln.

Abstrakter gesehen sind beide Verfahren Runge-Kutta-Verfahren, die dieselben Hilfs-
groBen ki, ko verwenden. Die Idee der Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren besteht darin,
Paare von Runge-Kutta-Verfahren hoherer Ordnung zu konstruieren, die sich dieselben
Hilfsgroen k1, ..., ks teilen.
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4 Verfeinerte Techniken fiir gewéhnliche Differentialgleichungen

Ein typischer Vertreter ist das Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren der Ordnungen 4 und
5, das durch das folgende verallgemeinerte Butcher-Schema beschrieben ist:

0
1] 1
5 5
3 3 9
10 | 40 10
4| a4 _ 56 32
5 15 15 9
8 | 19372 25360 64448 _ 212
9 | 6561 2187 6561 729
1| 9017 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656
1] 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40

Das erweiterte Butcher-Tableau ist wie folgt zu interpretieren: Die beiden letzten Zeilen
geben Vektoren b und b an, mit denen die beiden Néherungslosungen

s—1 s
ﬂl(t+h;t,$)=l’+hzbikz‘7 @2(t+h;t7$)=$+hzgiki
=1 i=1

berechnet werden kénnen. Die erste Ndherung ist konsistent von vierter Ordnung, die
zweite von fiinfter. Wie wir sehen handelt es sich um ein siebenstufiges Verfahren. Wenn
wir ein Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung, das mindestens vier Stufen erfordert,
und ein Verfahren fiinfter Ordnung, fiir das mindestens sechs Stufen nétig sind, ver-
wenden wiirden, wiren insgesamt zehn Auswertungen der Funktion f erforderlich, die
Fehlberg-Methode spart also ungefiihr 30 Prozent des Rechenaufwands ein.

Ein genauerer Blick zeigt, dass wir im Mittel sogar mit ungefihr sechs Auswertungen
von f pro Schritt auskommen kénnen: Da die letzte Zeile der Matrix A mit dem Vektor
b iibereinstimmt, ist der Wert k7 eines Schritts gleich dem Wert k1 des néchsten Schritts,
so dass wir uns in allen Schritten aufier dem ersten die Berechnung von k; sparen kénnen.

Bemerkung 4.6 (Warnung) Alle hier wvorgestellten Verfahren zur Steuerung der
Schrittweite zur Schitzung des Fehlers beruhen auf Annahmen dber die Struktur der
Lésung: In die Konstanten C1 und C2 aus den Konsistenzbedingungen der Verfahren
®1 und Py gehen in der Regel die Ableitungen der unbekannten Ldésung y ein, und
dasselbe gilt fiir die Konstante C. aus Abschdtzung @ Die Voraussetzung, dass
die Schrittweiten ,klein genug® sein miissen, um den Fehler abschdtzen zu kionmen,
lisst sich deshalb in der Prazis oft nicht nachpriifen, weil sie von unbekannten Grdfen
abhdngt. Im schlimmsten Fall kann es passieren, dass y gar nicht hinreichend glatt ist,
um tatsdchlich eine hohere Ordnung von ®o feststellen zu konnen.

Deshalb empfiehlt es sich, bei konkreten Implementierungen darauf zu achten, dass eine
Mdglichkeit vorgesehen wird, die Schrittweite unabhdingig von allen anderen Parametern
zu beschrdnken, so dass notfalls durch Reduktion der Schrittweite eine Konvergenz mit

Hilfe des Satzes erzwungen werden kann.
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4.3 Steife Differentialgleichungen

Bisher waren die von uns analysierten numerischen Verfahren iiberwiegend explizit,
und wir haben gesehen, dass bei einer hinreichend kleinen Schrittweite diese Verfah-
ren brauchbare Approximationen der Losung eines Anfangswertproblems bestimmen.

Die Bedeutung von ,hinreichend klein“ hiangt dabei im Wesentlichen davon ab, wie
grofl die Lipschitz-Konstante der rechten Seite f ist: Je grofer sie ist, desto ,weniger
glatt“ ist die Losung, und desto kleiner miissen wir die Schrittweite wahlen, desto hoher
wird also der Rechenaufwand.

Es gibt Situationen, in denen eine grofie Lipschitz-Konstante nicht unbedingt eine
geringe Schrittweite erforderlich macht, weil der Term, der die Konstante in die Hohe
treibt, nur geringen Einfluss auf die exakte Losung des Problems hat. In diesen Situatio-
nen sind wir daran interessiert, Verfahren zu entwickeln, die diese Eigenschaft erben, also
mit einer grofleren Schrittweite trotzdem eine gute Approximation bestimmen kénnen.

Als Beispiel befassen wir uns mit dem linearen Anfangswertproblem

y(0) = o, y'(t) = Ay(t) fiir alle t € Rxg

mit einem Startvektor yo € R? und der Matrix

_1lfa+B a-p
A'_2<a—5 oz—i—ﬁ)

mit Koeffizienten o, 5 € R.

Zunéchst bestimmen wir die bestmdgliche Lipschitz-Konstante L fiir die korrespon-
dierende rechte Seite f(t,x) = Ax. Da A symmetrisch ist, kénnen wir diese Aufgabe
durch eine Eigenwertbetrachtung 16sen: Mit

a=7( 1)

erhalten wir Q*Q =1, also Q* = Q !, und

N 11 1\ fa+B a=p)[(1 -1\ [«
Q AQ_4<—1 1) <a—5 a+ﬁ> (1 1)‘( ﬁ)’
also folgt sofort ||Alls = max{|al, ||} und
1 (t,%) = f(t,2)ll2 = [[A(x = 2)[l2 < [[A]l2]lx — 2]]2,

so dass Ly := ||Al|2 eine gute Wahl fiir die Lipschitz-Konstante ist. Da wir x — z als
Eigenvektor zu dem betragsgrofleren der beiden Eigenwerte wéhlen konnen, ist Ly sogar
die bestmogliche Lipschitz-Konstante.

Zur Analyse des Verhaltens der Losung y fithren wir die Hilfsfunktion y mit

y(t) == Q%y(t) fir alle £ € R>g

67



4 Verfeinerte Techniken fiir gewéhnliche Differentialgleichungen
ein. Wegen y(t) = Qy(¢) muss

Y (t) = QY (t) = Q*Ay(t) = Q*AQy(t) = <“ B) y(t) fiir alle t € R

gelten, die Hilfsfunktion 16st also das Anfangswertproblem

y(0) =¥o := Q"yo, y'(t) = (a ﬁ) y(t) fiir alle t € Rxg.

In diesem Problem sind die beiden Komponenten von y voneinander entkoppelt, so dass
sich die Losung explizit durch

Ql (t) = ;l)()Jeat, Qg(t) = onge’gt fiiI‘ alle ¢ € RZU

darstellen ldsst. Aus y(t) = Qy(¢) folgt direkt

o 1 1 -1 Qo@@at i ot Bt .
y(t) = ﬁ (1 1 ) (QO,2€6t = ae™ + be fiir alle t € R>g

mit den Hilfsvektoren

o Jou <1> L. o2 (—1)
V2 )7 V2 1)

Untersuchen wir nun das Verhalten eines Naherungsverfahrens. Der Einfachheit halber
beschrianken wir uns auf das explizite Euler-Verfahren, das bei fester Schrittweite h die
Niherungslosung y(¢) mit

y(tjt1) = ¥(t;) + hAY(t;) = I+ hA)y (L)) fiir alle j € Ny

berechnet. Per Induktion erhalten wir

y(t;) = I+ hA)y, fiir alle j € N, (4.9)
und dank
« 1+ ha
A= * I+ hA = *
o Jan tome( e
; 1+ ha)
I+ hA) = ( , *
konnen wir die diskrete Losung explizit durch
y(t;) = a(l+ ha)! +b(1 + hB)’ fiir alle j € Ny

darstellen. Wir vergleichen die exakte und die genédherte Losung:

y(t;) = ae*™ + befhi,
y(t;) = a(l+ah)y + b(l+ ph) fiir alle j € Ny
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Falls «, 8 > 0 gilt, verhalten sich die beiden Funktionen #hnlich: Fiir ¢ — oo streben sie
exponentiell gegen unendlich.

Anders sieht es im Fall o, 8 < 0 aus: Jetzt konvergiert y(¢;) gegen Null, wenn wir ¢;
gegen unendlich gehen lassen, aber fiir y(¢;) gilt das nur, wenn die Schrittweite h klein
genug ist, wenn also

1+ ha| <1, 1+ hp| <1

gilt. Wegen «, 8 < 0 und Ly = max{|a/, ||} ist das gerade fiir h < 2/L; sichergestellt,
die Schrittweite wird also tatséchlich durch den betragsgrofiten Eigenwert bestimmt.

Falls 8 <« a < 0 gilt, ist fiir das langfristige Verhalten die Losung nur der von «
abhiingige Term relevant, weil e sehr schnell gegen null streben wird. Trotzdem miissen
wir in unserem Naherungsverfahren die Schrittweite so wéhlen, dass h < 2/L; mit L =
|B] gilt, wir miissen also etwas approximieren, das uns eigentlich gar nicht interessiert.

Ein Anfangswertproblem, bei dem zwar die Losung fiir lange Zeitrdume gegen null
strebt, bei dem aber verschiedene Anteile der Losung das mit sehr unterschiedlichen
Geschwindigkeiten tun, bezeichnet man als steif. Bis zu einer gewissen Grenzschrittweite
(in unserem Beispiel 2/L) berechnet das Naherungsverfahren unbrauchbare Losungen,
sobald diese Schrittweite unterschritten wird, funktioniert plotzlich alles.

Da steife Anfangswertprobleme in vielen Anwendungen auftreten, stellt sich die Frage,
ob man Verfahren finden kann, die nicht auf die sehr restriktive Bedingung h < 2/Ly
angewiesen sind.

In dieser Hinsicht sehr erfolgreich sind implizite Verfahren. Als Beispiel stellen wir
dem expliziten Euler-Verfahren das implizite Euler-Verfahren gegeniiber, das in unserem
Beispiel die Form

y(tj+1) = y(t]’) + hA?(th) fiir alle j € Ny

annimmt. Da unsere Gleichung linear ist, konnen wir y(¢;41) direkt berechnen, indem
wir ein lineares Gleichungssystem l6sen: Es gilt

(I — hA)?(th) = y(t]’) fiir alle j € Ny. (4.10)

Wie zuvor kénnen wir die Matrix diagonalisieren, um eine explizite Darstellung der
diskreten Losung zu erhalten: Aus

A=Q<O‘ B)Q*’ I—hA=Q<1_hO‘ 1_h5>Q*,

1
a-nayt=q(TF o

1+hp
folgt die Darstellung
1

y(tj+1) =Q <1ha 1 ) Q*?(tj) fiir alle j € Ny,

T-hp
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und per Induktion erhalten wir schliellich

y(t) =Q <8 B Zgi_jifii) —a(l—ah) 7 +b(l—Bh)7  firalle j € N.

Diese Ndherungslosung besitzt andere Eigenschaften als die, die wir im Falle des explizi-
ten Verfahrens erhalten haben: Sie kénnte nur dann divergieren, wenn |1 — ah| < 1 oder
|1 — Bh| < 1 gilt, aber dank «, 8 < 0 ist das ausgeschlossen.

Das implizite Euler-Verfahren wird also eine Losung berechnen, die fiir beliebige
Schrittweiten abklingt. Falls < o < 0 gilt, ist 1 — A8 > 1 — ha > 0, der von (8
abhéngige Anteil der Losung wird also auch wesentlich schneller als der von e abhéngige
abklingen, die numerisch bestimmte Néherungslosung verhélt sich also zumindest in
dieser Hinsicht wie die exakte Losung.

Insbesondere geniigt es in dieser Situation, die Schrittweite h so zu wéhlen, dass

1 ~ ah
1—ah

gilt, dass wir also die entscheidende, langsamer abklingende Komponente gut appro-
ximieren konnen, denn die schneller abklingende wird ohnehin fiir den lingerfristigen
Verlauf der Losung keine Rolle spielen.

Zur ndheren Analyse dieses Phéinomens untersuchen wir wieder die in Lemma/[3.28]ein-
gefithrte Stabilitdtsfunktion: Wie schon bei der Untersuchung der maximalen Konsisten-
zordnung von expliziten Runge-Kutta-Verfahren beschrinken wir uns auf das einfache
Anfangswertproblem , das durch

yA(0) =1, Yy (1) = Aya(t) fir alle t € R>
fiir ein A € C gegeben ist.

Definition 4.7 (Stabilitatsfunktion) Sei ein Niherungsverfahren fir das Anfangs-
wertproblem gegeben, und sei y die von ihm berechnete Ndiherungslosung. Falls
eine Funktion g : C — C existiert, die

gj,\(tj+1) = g()\h)gb\(tj) fﬂ?” alle h € Ry, A€ C, 7€ Ng (4.11)
erfillt, bezeichnen wir sie als Stabilitdtsfunktion des Verfahrens.

Wie man an (4.9) leicht ablesen kann, besitzt das explizite Euler-Verfahren die Stabi-
litatsfunktion

gex(2) =1+ 2z, fiir alle z € C,

wahrend wir aus (4.10]) folgern koénnen, dass das implizite Euler-Verfahren die Stabi-
litatsfunktion

fir alle z € C
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besitzt. Wir haben bereits in Lemma [3.29| gesehen, dass die Konsistenzordnung damit
zusammenhéngt, wie gut die Stabilitdtsfunktion die Exponentialfunktion in z = 0 appro-
ximiert. Man kann die Stabilitdtsfunktion aber auch verwenden, um zu charakterisieren,
fiir welche Schrittweiten die Ndherungslosung abklingen wird: Durch Induktion folgt aus

direkt
Ia(tj) = g(Ah)! fiir alle j € N,
wir kénnen also nur dann ein Abklingen erwarten, wenn |g(Ah)| < 1 gilt.
Definition 4.8 (Stabilititsgebiet) Die Menge
Sy :=1{2€C : |g(2)] <1}
heifit Stabilitdtsgebiet zu der Stabilitdtsfunktion g.

Das Néherungsverfahren wird also zu einem sinnvollen asymptotischen Verhalten der
Losung fithren, wenn wir Ah € Sy sicherstellen kénnen.
Fiir das explizite Euler-Verfahren erhalten wir

Seex ={|11+2| <1 : 2z€C} =K(-1,1),

das Stabilitdtsgebiet ist also eine offene Kreisscheibe um —1, und in unserem Fall ist —2
der Punkt, an dem die reelle Achse in das Stabilitdtsgebiet eintritt, wir miissen also —2 <
hA < 0 sicherstellen. Das entspricht dem Kriterium, dass wir fiir unser Modellproblem
bewiesen haben.

Fiir das implizite Euler-Verfahren finden wir

Som ={1/11 =2/ <1 : 2z€eC}={]1—-2/>1: zeC} =C\ K(1,1),

das Stabilitédtsgebiet ist also die gesamte komplexe Ebene mit Ausnahme einer abge-
schlossenen Kreisscheibe um 1. In unserem Modellproblem ist hA fiir alle Schrittweiten
h negativ, also immer im Stabilitéitsgebiet enthalten. Diese Eigenschaft ist natiirlich
besonders niitzlich.

Definition 4.9 (A-Stabilitédt) Fin Ndherungsverfahren mit
{zeC : Rez< 0} C Y,
heifit A-stabil.

Bei einem A-stabilen Verfahren diirfen wir also erwarten, dass es sich besonders gut
fiir steife Anfangswertprobleme eignet. Offensichtlich ist das implizite Euler-Verfahren
A-stabil, wihrend das explizite Euler-Verfahren es nicht ist.

Wir haben bereits gesehen, dass bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren die Stabi-
litdtsfunktion g ein Polynom ist, und da fiir alle nicht-konstanten Polynome

lim_[g(2)| = o0
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4 Verfeinerte Techniken fiir gewéhnliche Differentialgleichungen

gilt, folgt sofort, dass derartige Verfahren niemals A-stabil sein kénnen.

Eine Chance auf A-Stabilitdt haben wir also nur dann, wenn wir Verfahren mit nicht-
polynomialer Stabilitdtsfunktion untersuchen. Im Falle des impliziten Euler-Verfahrens
beispielsweise ist die Stabilitdtsfunktion rational.

Wir untersuchen allgemeine Runge-Kutta-Verfahren, die durch ein Gleichungssystem
der Form

ki=f|t+aha+h) aghk fiir alle i € {1,...,s}
j=1

beschrieben werden. Fiir unser Modellproblem ({3.23)) erhalten wir daraus

S S
ki= A+ MY aik;, ki — A agk = fiir alle i € {1,..., s},
j=1 J=1
und wenn wir die Zwischenergebnisse k; in einem Vektor k € R® zusammenfassen und

den konstanten Vektor 1 := (1){_; einfiihren, kénnen wir diese Gleichungen kompakt in
der Form

(I — AhA)k = Az, k= (I-XhA) 1)z

darstellen, sofern die Matrix invertierbar (und damit das Verfahren iiberhaupt durch-
fithrbar) ist. Die Verfahrensfunktion ist durch

®(t, h,z) Zbk = (b,k)2 = (b, (I — AhA) ')Az

gegeben, die néchste Iterierte durch

G(tj1) = G(t;) + h®(t, h, (t;)) = 5(t;) + (b, (I = MA) ™ 1)2Ahg (t;)
= (1+ (b, (I = MhA) ™ 1)22h)5(t5),

also muss die Stabilitatsfunktion gerade durch
g(z) =1+ (b, (I—2A) 1),z fiir alle z € C (4.12)

gegeben sein. Diese Funktion ist rational, und ihre Singularitéiten sind gerade die Kehr-
werte der Eigenwerte der Matrix A.

Im Falle eines expliziten Verfahrens ist I — zA eine untere Dreiecksmatrix, bei der
alle Diagonaleintrége gleich eins sind, also immer invertierbar. Durch Vorwértseinsetzen
konnen wir direkt das Resultat aus Lemma gewinnen.

Interessanter ist natiirlich die Anwendung auf implizite Verfahren. Als Beispiel un-
tersuchen wir das auf der Trapezregel basierende implizite Runge-Kutta-Verfahren, das
durch das Butcher-Schema
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definiert ist. Einsetzen in (4.12) fithrt zu
-1
1 0 1
gtr(z)—1+(1/2 1/2) <_Z/2 1_2/2> <1)z
1 0 1
=14 (1/2 1/2) ( 2/2 ) ) <1> z
1-z/2 1-z/2

1 1/2 —z/4+1/2+2/4
14 (12 1/2) (1amp ) 2= 14+ z{ T2t e/,
1—2/2 —2/2
z  142/2
1—2/2 1-2z/2

=1+

Um das Stabilitéitsgebiet zu bestimmen, miissen wir diejenigen z € C finden, fiir die
lger(2)] < 1 gilt. Wir wihlen ein z € C und stellen es durch seinen Realteil 2, € R und
seinen Imaginérteil z; € R dar, also durch z = z, + iz;. Es gilt

g ()| <1 <= [14+2/2| < |1 —2/2| < |2+ 2| < |2—2|

= 2422 <2-2? = Q4+ )+ <(2-2) + 27

2
-

<= 4+4zT+23<4—4zr+z < 4z, < -4z, < 8z, <0,

also ist |gtr(2)| < 1 dquivalent zu z, < 0 und das Stabilitétsgebiet ist gegeben durch
Sg. ={2€C : Rez <0}.

Wir sehen, dass das Stabilitdtsgebiet der impliziten Trapezregel deutlich kleiner als das
des impliziten Euler-Verfahrens ist, dass es aber immer noch die linke komplexe Halb-
ebene enthilt, so dass auch die implizite Trapezregel A-stabil ist. Allerdings kann man
unserer Rechnung auch entnehmen, dass g, fiir z — —oo nicht gegen null, sondern ge-
gen eins konvergieren wird, so dass fiir zu grofie Schrittweiten nicht das Verhalten der
exakten Losung reproduziert wird.

4.4 Differential-algebraische Gleichungen

Die Behandlung steifer Differentialgleichungen wird dadurch erschwert, dass sich unter-
schiedliche Komponenten der Losung unterschiedlich verhalten. Noch komplizierter wird
die Situation, wenn einzelne Komponenten gar nicht mehr {iber eine Differentialgleichung
beschrieben werden, andere jedoch schon.

Als Beispiel untersuchen wir das mathematische Pendel (vgl. [11]): Wir gehen davon
aus, dass das Pendel im Nullpunkt an einem nicht dehnbaren Faden der Linge L € R+
aufgehéingt ist und dass seine Position zum Zeitpunkt ¢ € R durch einen Vektor z(t) €
R? gegeben ist. Die Position geniigt nicht, um die physikalischen Zusammenhinge zu
beschreiben, wir benstigen auBerdem die Geschwindigkeit v(t) € R2.

Nach Newton [§] ist die Ableitung der Position gerade die Geschwindigkeit, es gilt also

2/ (t) = v(t) fiir alle t € R.
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4 Verfeinerte Techniken fiir gewéhnliche Differentialgleichungen

Abbildung 4.1: Mathematisches Pendel

Die Newton-Axiome besagen auch, dass die Ableitung der Geschwindigkeit die Beschleu-
nigung ist, die wiederum durch eine Kraft bewirkt wird. In unserem Fall wirken zwei
Krifte: Einerseits die Gravitation, die die Masse des Pendels nach unten zieht, anderer-
seits die ,,Riickstellkraft“ des Fadens, die dafiir sorgt, dass sich der Abstand der Masse
zum Nullpunkt nicht &ndert. Diese Kraft wirkt immer in Richtung des Nullpunkts, also
gerade in der Richtung z(¢). IThre Stérke A(¢) héngt davon ab, wie stark die Gravitati-
onskraft ist, die gerade auf die Masse wirkt. Wir erhalten die Gleichung

V() = Mt)(t) — <2> fiir alle £ € R,
wobei g die Stérke der Gravitation angibt. Schliellich miissen wir noch eine Gleichung
aufnehmen, mit der sich die soeben eingefiithrte Variable A bestimmen léasst, und an
dieser Stelle weichen wir von der Form einer gewohnlichen Differentialgleichung ab: A
ist implizit dadurch bestimmt, dass der Abstand der Masse vom Nullpunkt konstant
bleiben muss, dass also

lz(t)||2 = L fiir alle t € R (4.13)

gelten soll. Wie man sieht taucht A in dieser Gleichung iiberhaupt nicht auf. Insgesamt
erhalten wir also das System

() =o(t), V()= Nt)x(t) - <2> . llz@®3=1L fir allet € R, (4.14)
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und dieses System ist keine gewohnliche Differentialgleichung, sondern beinhaltet eine
algebraische Nebenbedingung in Gestalt der dritten Gleichung . Derartige Systeme
bezeichnet man als differential-algebraische Gleichungen, hiaufig auch als DAE (aus dem
Englischen: differential algebraic equation). Dabei ist es in der Regel nicht wichtig, dass
die dritte Bedingung tatséchlich eine algebraische Gleichung ist, wichtig ist lediglich, dass
es sich nicht um eine Differentialgleichung handelt, die wir direkt behandeln kénnen.

Gliicklicherweise ldsst sich das System auf eine gewohnliche Differentialgleichung
zuriickfithren: Wir differenzieren die dritte Gleichung und erhalten

L=z(t)|l3 = 2i(t) + 23(t), 0= 221(t)z}(¢) + 2w2(t)a)(t) = 2(x(t), 2’ ())2.
Aus der ersten Gleichung folgt
0=2(z(t),v(t))2 fiir alle t € R, (4.15)

und diese Gleichung besagt, dass die Geschwindigkeit immer senkrecht auf dem Positi-
onsvektor stehen muss. Wir differenzieren erneut und erhalten

0= 2(z' (), v(t))2 + 2(x(t), v/ (t))a = 2||v(t)[|3 + 2(x(t), v/ (t))s.

Nun konnen wir die zweite Gleichung einsetzen, um
0 =2[[v(®)|5 + 2A(#)||z(2)|13 — 2g22(t) fiir alle t € R

zu erhalten. Dank der dritten Gleichung folgt

0 = 2||v(t)||3 + 2A\(t) L? — 29z (t) fiir alle t € R,
die wir umstellen kénnen, um einen Ausdruck fiir A(¢) zu erhalten:

Mt)L? = gao(t) — |Jv(t)]3 fiir alle t € R.
Wir differenzieren ein drittes Mal und erhalten
N(t)L? = gzh(t) — 2(v(t),v'(1))2 = gua(t) — 2M(t)(v(t), x(1))2 + 2guva(t),
und dank fallt der zweite Term weg, so dass nur
N(t)L? = 3gua(t) fiir alle ¢ € R

iibrig bleibt. Damit haben wir die gesuchte Differentialgleichung fiir die letzte Variable
A gefunden und kénnen das Gesamtsystem in der Form

() =v(t), V(t)=At)z(t) — <0> , N = 3—gv2(t) firallet e R (4.16)
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4 Verfeinerte Techniken fiir gewéhnliche Differentialgleichungen

schreiben. Indem wir die Variablen zusammenfassen, erhalten wir

z1(t) v (t)
Jlg(t) ’Ug(t)
y(t) = vi(®) |, y'(t) = A(t)zy(t) fiir alle t € R, (4.17)
v2(t) A(t)za(t) — g
At) 3gua(t)/L?

so dass wir die bisher entwickelten numerischen Verfahren zur Losung der Differential-
gleichung einsetzen kénnen. Voraussetzung dabei ist natiirlich, dass uns ein Anfangswert
y(0) zur Verfiigung steht, der die algebraische Bedingung (4.13)) erfiillt.

Bemerkung 4.10 (Differentiationsindex) In unserem Beispiel war es erforderlich,
die Gleichungen dreimal zu differenzieren, um die Gleichung in die Form
einer gewohnlichen Differentialgleichung zu bringen.

Wenn sich eine differential-algebraische Gleichung durch m-maliges Differenzieren auf
eine gewohnliche Differentialgleichung reduzieren lisst, bezeichnet man m als den Diffe-
rentiationsindex (oder kurz Index) der Gleichung.

Da das umgeformte System bereits als gewdhnliche Differentialgleichung gegeben
ist, hat es den Index null. Unsere Umformung hat also zu einer Indexreduktion gefiihrt.

In allgemeinen Anwendungen ist es gelegentlich erforderlich, eine Indexreduktion mit
Hilfe von Computer-Algebra-Systemen automatisiert durchfithren zu lassen.

Fiir die Darstellung differential-algebraischer Gleichungen sind verschiedene Normal-
formen {iiblich. Der allgemeinste Fall ist die wvollstindig implizite Darstellung durch eine
Funktion F : [a,b] x V x V — V, bei der die Losung y € C*([a,b], V) die Gleichungen

y(a) = vo, F(t,yt),y'(t)) =0 fiir alle t € [a, b]

erfiilllen muss. Im Fall des mathematischen Pendels konnten wir beispielsweise die Glei-
chungen (4.14]) durch die Funktion

F(t,y(t),y'(t)) = yé;t)-—-y5(t wn() | =0

yi(t) +y3(t) — L?

ausdriicken, wobei wir die Komponenten von y wie in verwenden. Diese allgemein-
ste Form ist auch die am schwierigsten handzuhabende.

Gliicklicherweise sind in unserem Fall zwei der drei Gleichungen des Systems (4.14))
bereits differentiell, so dass wir zwischen den ,differentiellen Unbekannten“ z und v
und der ,algebraischen Unbekannten* A\ unterscheiden ktnnen. Wir fassen sie in den
Variablen

(t)
y(t) = 8 , () = A®) fiir alle £ € R
(t)
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zusammen und erhalten die semi-explizite Darstellung

(1) = F(ty(t), 2(1)), 0 = h(t, y(t), (1)) fiir alle ¢ € R, (4.18)
wobei wir
y3(?)
fey.0) = |00 [ he.#0) = i) + i3 - 22
(Oalt) 9

verwenden. Diese Darstellung erméglicht es uns, die differential-algebraische Gleichung
als gewohnliche Differentialgleichung auf der Nullstellenmenge der Funktion h zu inter-
pretieren.

Dafiir brauchte man natiirlich eine Verallgemeinerung des Begriffs der Ableitung, der
auch auf solchen Mengen noch benutzt werden kann. Die nétigen Werkzeuge stellt die
Theorie die differenzierbaren Mannigfaltigkeiten zur Verfiigung: Unter gewissen Bedin-
gungen ist die Nullstellenmenge eine solche Mannigfaltigkeit, und es lassen sich geeignete
Ableitungen und damit auch Differentialgleichungen innerhalb der Mannigfaltigkeit de-
finieren.

In unserem Fall ist die Situation besonders einfach: Die Position des Pendels muss auf
dem Kreis mit Radius L liegen, und diesen Kreis kénnen wir durch die Parametrisierung

) 9 Lsin(yp)
v:R — R, ng(—Lcos(gp) ,

darstellen. Mit dem Ansatz x(t) = y(¢(t)) nehmen unsere Gleichungen die Form

o(t) = 2'(t) = (v 0 0)'(1) =7 (p(1)¢ (1) = (izojéﬁg;g((;))) |

p 0 A(t)Lsin(p(t))
o) =Mne) - (1) = Lyt ,).

an, so dass wir durch Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite die Gleichung

(—Lsin( p(0) (' (t )) + Lcos(p(t)) ”(t)) < At) Lsin(ip(1)) >
¢"(t) A(t) L cos(ep(t) —

t
Leos(io(1))(¢'(t))? + Lsin(p(t))
erhalten. Wir multiplizieren die erste Zeile mit cos(¢(t)), die zweite mit sin(y(t)), und
addieren beide, um die Gleichung
—gsin(g(t)) = — L sin(p(1)) cos((1))
+ Lsin(¢(t)) cos(p(t)
= L(cos?(p(t)) + sin®(o(t
= L¢"(t)
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zu erhalten, also eine gewohnliche Differentialgleichung, mit der wir ¢, also auch die
interessanten Groflien x und v, bestimmen koénnen.

In allgemeinen Anwendungen ist die Situation leider hdufig wesentlich komplizierter,
da sich die Nullstellenmenge der Funktion h nicht direkt an den Gleichungen ablesen
und erst recht nicht einfach durch eine Parametrisierung darstellen liasst. In derartigen
Fallen kénnen, dhnlich wie im Fall steifer Differentialgleichungen, immerhin noch implizi-
te Zeitschrittverfahren zum Einsatz kommen. Wenn wir beispielsweise das semi-explizite
System 16sen wollen, konnen wir mit Hilfe des impliziten Euler-Verfahrens den
differentiellen Anteil durch

y(t+h) —y(t) = hf(t, y(t + h),z(t + h))
approximieren und dann eine Ndherung (y(¢ + h), 2(t + h)) als Losung des Systems
G+ h) = y(0) + RS GE+ R, R, 0= g(t, gt +R), 5t + D))

suchen. Durch die Approximation haben wir das differential-algebraische System auf
ein potentiell nichtlineares System reduziert, das sich hoffentlich mit Techniken wie der
Newton-Iteration behandeln lassen wird.
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Wiéhrend bei den bisher betrachteten gewthnlichen Differentialgleichungen nur Ablei-
tungen nach einer Variablen eine Rolle spielten und die Lésungen auf einem eindimen-
sionalen Definitionsbereich gesucht wurden, sind bei partiellen Differentialgleichungen
hoherdimensionale Definitionsbereiche zugelassen, und deshalb auch partielle Ableitun-
gen nach den einzelnen Koordinatenrichtungen.

Im Vergleich zu gewohnlichen Differentialgleichungen treten dadurch zusétzliche
Schwierigkeiten auf:

e Wenn die Losung von mehreren Variablen abhéngt, 14sst sie sich nicht mehr durch
eine einfache Integralgleichung der Form ([2.2)) beschreiben, so dass Existenzaussa-
gen wie die des Satzes [2.3] von Picard-Lindelgf nicht mehr gelten.

e Der Definitionsbereich kann nicht mehr ein einfaches Intervall sein, schon im zwei-
dimensionalen Fall sind wesentlich kompliziertere Formen mdoglich. Dadurch wird
es im Allgemeinen schwierig, Randwerte fiir die Losung festzulegen.

Aufgrund dieser Schwierigkeiten gibt es bis heute keine Theorie, mit der sich alle Arten
partieller Differentialgleichungen einheitlich behandeln lassen, stattdessen gibt es ange-
passte Techniken fiir bestimmte Klassen von Gleichungen. Besonders wichtige Typen
sind

e hyperbolische Differentialgleichungen, mit denen sich beispielsweise die Erhaltung
physikalischer Grofien wie der Masse oder der Energie beschreiben lassen und die
in der Stromungsmechanik eine wichtige Rolle spielen,

e elliptische Differentialgleichungen, die unter anderem bei der Modellierung von
Phénomenen aus der Elektrodynamik oder auch der Strukturmechanik Anwendung
finden, und

e parabolische Differentialgleichungen, die vor allem fiir zeitabhéngige Diffusions-
prozesse verwendet werden, etwa fiir die Beschreibung der Warmeausbreitung in

Materialien.

In diesem Kapitel werden wir fiir jede Kategorie ein Beispiel untersuchen und jeweils ein
einfaches numerisches Losungsverfahren diskutieren.
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5.1 Hyperbolische Gleichungen und das Verfahren der
Charakteristiken

Bei der Beschreibung vieler physikalischer Vorgénge spielt die Erhaltung gewisser physi-
kalischer Groflen eine Rolle. Beispielsweise sollten in einem geschlossenen System keine
Masse oder keine Energie verloren gehen.
Als ein einfaches Beispiel untersuchen wir die Massenerhaltung: Wir untersuchen die
Dichte eines Materials, das sich in dem Intervall [0, 1] verteilt. Die Dichte zu einem
Zeitpunkt t € R>¢ in einem Punkt x € [0, 1] bezeichnen wir mit u(¢, ), so dass sich der
Zustand unseres Systems durch eine Funktion u € C1(R> x [0, 1]) beschreiben lisst.
Damit das System interessant ist, sollten wir zulassen, dass sich die Dichte veradndert.
Dieser Vorgang wird durch eine Flussfunktion f € C1(R x [0, 1] x R) modelliert, die iiber
die Gleichung
ou 0 .

—(t,z) = —— f(t,z,u(t, x)) fiir alle t € R>p, « € [0, 1] (5.1)
ot ox =

beschreibt, wie sich die raumliche Verteilung der Dichte im Laufe der Zeit verdndert.

Der Ausgangspunkt unserer Betrachtung war die Massenerhaltung, also empfiehlt es
sich, nachzupriifen, in welcher Beziehung die Gleichung zu diesem {ibergeordneten
Konzept steht. Die in einem Teilintervall [a, b] vorhandene Masse ist durch das Integral
der Dichte definiert, also durch

b
Map(t) == / u(t, z) dz fiir alle ¢t € R>g.

Die zeitliche Verédnderung der Masse kann mit Hilfe der Gleichung (5.1)) durch

b b
m) o (t) = gt/ u(t,x) dx = %(t,:ﬁ) dx

)

b
= —/ ;:Cf(t,x,u(t,x)) dx = f(t,a,u(t,a)) — f(t,b,u(t,b)) (5.2)

ausgedriickt werden, und mit dieser Gleichung ldsst sich die Bedeutung der Flussfunktion
besser verstehen: Die Flussfunktion f beschreibt, wie angesichts ihres Namens nicht
anders zu erwarten, wie die Masse flieit. Dabei bedeutet ein positiver Wert eine Fluss
von links nach rechts und ein negativer einen Fluss in der entgegengesetzten Richtung.

Die Gleichung besagt dann einfach, dass die Verdnderung der Masse in dem
Intervall [a,b] sich als Differenz aus dem Zufluss am linken Rand und dem Abfluss am
rechten Rand ergibt, entspricht also der anschaulichen Vorstellung. Aus diesem Grund
bezeichnet man Differentialgleichungen der Form als Erhaltungsgleichungen.

Wenn wir sicher stellen wollen, dass in unserem Intervall keine Masse verloren geht
oder hinzu kommt, miissen wir also

f(t,0,u(t,0)) = f(t,1,u(t,1)) fir alle £ € R>g
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sicherstellen. Besonders einfache Moglichkeiten sind etwa
f(t,0,2) = f(t,1,2) fiir alle t € R>g, 2z € R,
oder

f(t,0,2) = f(t,1,2) =0 fir alle t € R>g, z € R.

Die erste Bedingung legt fest, dass Zu- und Abfluss gerade gleich grof} sind, die zweite ist
restriktiver und verbietet jeden Zu- und Abfluss: Der linke und rechte Rand des Intervalls
sind undurchléssig.

Um die Gleichung numerisch behandeln zu konnen, bietet es sich an, sie auf
eine einfachere Form zu bringen. Insbesondere das implizite Auftreten von u auf der
rechten Seite der Gleichung bereitet Schwierigkeiten, die wir allerdings relativ einfach
16sen kénnen, indem wir die Ableitung berechnen: Nach Kettenregel gilt
%f(t,x,u(t, x)) = %(t, x,u(t,z)) + %(t,x,u(t, x))

fiir alle t € R>p, = € [0,1],

du

Ox (t,2)

also lésst sich die Gleichung (.1) auch in der Form

0 0 o 9
= 8—1:(@ ) + a%(t’“f’“(t’x))a%(t’ x) + a—i(t,x,u(t,x))

fiir alle t € R>g, = € [0, 1]

0

darstellen. Da diese Gleichung von den Ableitungen von u nur noch linear abhéngt,
bezeichnet man sie als quasilineare Form der Erhaltungsgleichung.
Im Allgemeinen schreiben wir quasilineare Erhaltungsgleichungen in der Form

du

ou
5 (t,z) + b(t, x, u(t, x))%(t, x) (5.3)

fiir alle t € RZ()? T € [0, 1],

c(t,z,u(t,x)) = alt, z,u(t,x))

und unsere Aufgabe ist es nun, derartige Gleichungen zu 16sen.

Die Idee des Verfahrens der Charakteristiken besteht darin, die ,festen“ Zeit- und
Ortskoordinaten ¢t und x durch bewegliche Koordinaten zu ersetzen, die der Bewegung
der flieenden Masse angepasst ist. Die Bewegung (sowohl von Zeit- als auch Ortskoor-
dinate) beschreiben wir durch eine Funktion

v [O,B] — RZO X [0, 1].
Aus der Kettenregel folgt

(woy)(r) = %(7(7))% (7) + 5, (1(7)%a(7) fiir alle 7 € [0, £].

81



5 Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen

Wir vergleichen mit den Termen der Gleichung und stellen Ahnlichkeiten fest: 1 (T)
nimmt den Platz von a(t, z, u(t, x)) ein, ¥4 (7) den von b(t, z,u(t,x)), und (wo~) (1) den
von ¢(t, z,u(t,z)). Das bringt uns auf die Idee, die Funktionen i, 72 und w o~y zu einer
vektorwertigen Funktion

71(7)
y:[o,ﬂ]%Rzox[O,l]XR, T ")/2(7') s
woy(7)

zusammenzufassen und eine gewdhnliche Differentialgleichung zu formulieren, die diese
Funktion beschreibt:

W\ fale)
y'(1) = ¥ (T) = [ b(y(r)) fiir alle 7 € [0, 3]. (5.4)
(uov)(r) c(y(7))

Falls die Funktionen a, b und ¢ die entsprechenden Voraussetzungen erfiillen und falls
geeignete Startwerte vorliegen, erhalten wir ein Anfangswertproblem, das wir mit den
bereits behandelten Techniken bearbeiten kénnen.

Die durch 7 beschriebenen Kurven heilen Charakteristiken der Differentialgleichung,
und wie wir gesehen haben, ldsst sich mit ihrer Hilfe die Behandlung zumindest von Glei-
chungen des Typs auf das Losen gewOhnlicher Differentialgleichungen zurtickfithren.

Ein Nachteil des Verfahrens der Charakteristiken ist, dass wir im Allgemeinen nicht die
Funktion u in einem beliebigen Punkt (¢, z) auswerten kénnen: Das Verfahren berechnet
die Werte der Losung nur an den Punkten auf der Charakteristik, und falls wir keine
Charakteristik finden kénnen, die den Punkt (¢, x) trifft, kénnen wir auch den Wert der
Losung in diesem Punkt nicht berechnen.

Beispiel 5.1 (Transportgleichung) Ein besonders einfaches Beispiel ist die Trans-
portgleichung

ou ou
= — — i R R.
0 5 (t,z) + 05 (t,x) fir alle t € R>g, x €

Diese Gleichung ist von der Form mit den Koeffizientenfunktionen a = 1, b = p
und ¢ = 0, so dass wir

y'(1) = fir alle T € R>q

0
0
losen miissen. Diese Aufgabe ist auch ohne Rechner in den Griff zu bekommen: Es gilt

y1(0) + 71
y(1) = | y2(0) + o7 fiir alle T € Rxg.
y3(0)
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Die erste Komponente der Lisung ist die Zeit, hier kénnen wir also durch Wahl des
Anfangswerts y1(0) = 0 dafiir sorgen, dass T und t ibereinstimmen. Die zweite Kompo-
nente ist der Ort, hier konnen wir also ein xg € R vorgeben und y2(0) = x¢ setzen. Die
dritte Komponente ist der Wert der Funktion u im Punkt v(0) = (y1(0),42(0)) = (0, z),
also gerade der Anfangswert von u im Punkt xq.

Wenn wir nun u(t,z) berechnen wollen, kénnen wir den Anfangsort xo so wdihlen,
dass xo + ot = x gilt, also als xg = x — ot, denn dann folgt

u(t, z) = u(t, o + ot) = u(y1(7),y2(7)) = ys(7)
= y3(0) = u(y1(0),y2(0)) = (0, o) = u(0,x — ot).

Wir kénnen damit die Losung der Gleichung in jedem beliebigen Punkt auswerten.
In diesem Full sind die Charakteristiken besonders einfach: Es sind die Linien

{(t,xzo+ 0t) : t € R0} fir xo € R,

und dank ¢ = 0 ist die Lésung entlang einer Charakteristik konstant.

Beispiel 5.2 (Allgemeinere Transportgleichung) FEine etwas interessantere Situa-
tion tritt auf, falls a und b unabhdingig von ihren dritten Parametern sind, falls also

c(t,z,u(t,z)) = a(t, a:)a

5 (t,x) + b(t, x)g (t,z) fir allet € R>p, x € R

gilt, denn in diesem Fall sind die ersten beiden Komponenten der Lisungsfunktion y von
c und u unabhdngig. Wir kénnen also v einmal als Losung der gewdhnlichen Differenti-
algleichung

~(r) = (“(7(7))> fiir alle 7 € [0, 8]

bestimmen und dann fiir beliebige Funktionen c die dritte Komponente von y als Ldsung
der Gleichung

yh(7) = c(1 (1), 72(7), y3(7)) fiir alle T € [0, 5]

berechnen. Also lassen sich Ldsungen in beliebigen Punkten berechnen, indem wir entlang
der bekannten Charakteristiken integrieren.

Das Verfahren der Charakteristiken l4sst sich relativ einfach auf héhere Dimensionen
iibertragen: Wenn wir statt im zweidimensionalen Raum im d-dimensionalen arbeiten,
treten d Summanden auf der rechten Seite der quasilinearen Erhaltungsgleichung
auf, und die Funktion v bildet in den d-dimensionalen Raum ab.
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5 Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen

5.2 Elliptische Differentialgleichungen und das
Finite-Differenzen-Verfahren

Als Beispiel fiir eine elliptische Differentialgleichung untersuchen wir die Potentialglei-
chung (auch bekannt als die Poisson-Gleichung) der Elektrostatik. Auf dem Einheits-
quadrat nimmt sie die Form

d%u 9%u )
_W(xay) - aiyg(xay) - f($7y) fiir alle (x,y) €Q:= (07 1>2

an. Sie beschreibt das elektrostatische Potential, das von einer Ladungsverteilung her-
vorgerufen wird. Die Funktion f € C(Q) gibt dabei die Ladungsdichte in allen Punkten
des Rechengebiets an.

Man kann sich iiberlegen, dass es bei dieser Gleichung nicht geniigt, nur entlang einer
Linie Randbedingungen zu formulieren, so wie wir es im Fall der Erhaltungsgleichung
getan haben, stattdessen miissen wir auf dem gesamten Rand

00 :={0,1} x [0,1] U [0,1] x {0, 1}
des Gebiets Bedingungen stellen. Besonders einfach ist die Dirichlet-Randbedingung
u(z,y) =0 fir alle (z,y) € 092.

In der physikalischen Interpretation beschreibt sie, dass der Rand des Gebiets supralei-
tend ist, so dass keine Potentialunterschiede auftreten konnen.
Die Potentialgleichung kénnen wir kiirzer schreiben, indem wir den Laplace-Operator
9%u 0%u .
Au(z,y) = w(:ﬂ,y) + a—lﬂ(l‘,y) fiir alle (z,y) € Q
definieren und das Gesamtproblem in der folgenden Form kompakt notieren:

Wir suchen eine Funktion v € C(Q) mit u|g € C%(Q), die

—Au(z,y) = f(z,y) fir alle (z,y) € Q, (5.5a)
u(z,y) =0 fiir alle (z,y) € 092 (5.5b)

erfiillt. Dabei ist Q = Q U 9Q der Abschluss des Gebiets.

Wie wir gesehen haben, entwickelt sich die Losung bei einer hyperbolischen Differen-
tialgleichung im Wesentlichen entlang der Charakteristiken, so dass die Losung auf einer
Charakteristik nicht von Losungen auf anderen Charakteristiken abhéngt. Bei ellipti-
schen Differentialgleichungen beeinflussen alle Punkte des Gebiets alle anderen Punkte,
so dass wir andere Losungstechniken anwenden miissen.

Einen Moglichkeit haben wir bereits in Gestalt der Formel kennen gelernt: Wir
konnen Ableitungen durch Differenzenquotienten approximieren und versuchen, damit
die Differentialgleichung durch ein lineares Gleichungssystem zu approximieren. Indem
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wir die Formel ([1.7]) auf die partiellen Ableitungen nach x und y anwenden, erhalten wir
die Ndherung

h2
+ hQ - 8IE2 (.%', y) ayg (.iL‘, y) (56)

12 8564 nxay ay4 1;77731

mit geeigneten Zwischenpunkten n, € [z —h,x + h] und n, € [y — h,y + h]. Also konnen
wir den Laplace-Operator durch den Differenzenquotienten

u(z + h,y) +ulx — h,y) +u(z,y 4+ h) +u(z,y — h) —4u(z,y)
h2
fir alle (z,y) € Q, h € Hy, (5.8)

AhU(.’L’, y) =

approximieren, wobei die Menge
Hyy:={he€Rso : 2+ hel0,1], z—hel0,1], y+he[0,1], y—h € [0,1]}

beschreibt, fiir welche Schrittweiten in einem Punkt (x,y) € Q der Differenzenquotient
ausgewertet werden kann.
Damit konnen wir (5.6]) in der kompakten Form

h2
|Apu(z,y) — Au(z,y)| < €|u]479 fir alle (z,y) € Q, h € Hy, (5.9)
schreiben. Hier ist
9"ty
|u’47ﬂ = max{’ W oo UM E NO; V+M = 4}

eine aus einer Variante der Maximum-Norm entstandene Halbnorm, die die Ableitungen
vierter Ordnung einbezieht und sich deshalb gut eignet, um die Restterme der Taylor-
Entwicklung zu beschrinken.

Gegeniiber dem Differentialoperator A bietet der Differenzenoperator Ay den Vorteil,
dass er lediglich Werte der Funktion in einzelnen Punkten benotigt. Unser Ziel ist es,
diese Eigenschaft auszunutzen, um das Gebiet €2 durch eine endliche Punktmenge zu
ersetzen, die sich fiir die Berechnung im Computer wesentlich besser eignet.

Definition 5.3 (Gitter) Sei N € N, und sei

1
h = N+l
Q= {(ih,jh) : i,j€{l,...,N}} CQ,
09y, = {(ih,0), (ih, 1), (0, jh), (1,5h) : i,j € {0,...,N +1}} C 99,
Q) = ), U O,

Wir nennen Qp, 0Q, und Q, Gitter fir die Gebiete Q, 02 und Q.
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5 Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen

Abbildung 5.1: Gitter fiir N =9

Wenn wir die Abschétzung (5.9) auf das Gitter €, einschrinken, erhalten wir

h? ,
| = Anu(z,y) = f(z,y)] = | = Apulz, y) + Au(z,y)| < llullyq  firalle (z,y) € Q,

also liegt es nahe, nach Losungen der Gleichung —Aju = f zu suchen, da wir hoffen
diirfen, dass wir so die Losung u approximieren kénnen. Da bei der Auswertung des
Differenzenoperators Aju in einem Punkt (z,y) € Q4 nur Werte in Punkten auf j, ver-
wendet werden, bietet es sich an, Funktionen zu untersuchen, die nur in diesen Punkten
definiert sind:

Definition 5.4 (Gitterfunktionen) Seien ), und Q, Gitter. Die Riume

G(Qp) :=A{up : uy ist eine Abbildung von Qp, nach R},
G(Q) :== {up : wy, ist eine Abbildung von Qj, nach R}

bezeichnen wir als die Réume der Gitterfunktionen auf €, beziehungsweise Q. Den
Raum

Go(Qn) = {un, € G() = up(z,y) =0 fir alle (z,y) € O}

bezeichnen wir als den Raum der Gitterfunktionen mit homogenen Dirichlet-Rand-
werten.

Offenbar ist Ay, eine lineare Abbildung von G(;) nach G(Q), und wir kénnen dem
Gleichungssystem ((5.5)) die folgende Approximation gegeniiberstellen:
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Wir suchen eine Gitterfunktion uy, € Go(Qy,), die
—Apup(z,y) = f(z,y) fir alle (z,y) € Qp, (5.10)
erfiillt.

Da dieses Gleichungssystem statt auf einer kontinuierlichen Menge 2 auf einer diskreten
Punktmenge €;, gegeben ist, bezeichnet man das System als eine Diskretisierung
der Potentialgleichung . Da bei dieser Technik alle Differentialoperatoren durch
Differenzenquotienten endlich vieler Funktionswerte auf dem Gitter ersetzt werden, triagt
sie den Namen Finite- Differenzen- Verfahren.

Es stellt sich natiirlich die Frage nach der Losbarkeit des diskreten Systems. Wir
konnen leicht nachpriifen, dass —Ay eine lineare Abbildung von G(£2),) nach G(y) ist
und dass

dim GO(Qh) = dim G(Qh) = N2

gilt. Fiir den Nachweis der eindeutigen Losbarkeit des Gleichungssystems geniigt
es deshalb, die Injektivitdt der Abbildung —A; nachzuweisen.

Ein fiir diesen Zweck sehr niitzliches Hilfsmittel ist das folgende Stabilitédtsresultat fiir
die Maximumnorm:

Lemma 5.5 (Maximumprinzip) Sei v, € G(Q) eine Gitterfunktion, die
—Apvp(z,y) <0 fir alle (x,y) € Qp,
erfillt. Dann existiert ein Randpunkt (xo,yo) € 0Qp, mit
vp(z,y) < vp(zo,yo) fiir alle (z,y) € Qu,
die Gitterfunktion nimmt thr Mazimum also auf dem Rand des Gitters an.
Beweis. Wir definieren die Menge der Nachbarpunkte durch
N(z,y) == {(z — h,y),(x + h,y), (x,y — h), (z,y + h)} fiir alle (x,y) € Q.
Den Abstand eines Gitterpunkts zum Rand des Gitters bezeichnen wir mit

_ falls (z,y) € 0y,
5:Qh—>N0, (m,y)»—> . . . ( y) h
1+ min{d(z,y") : («/,¥') € N(z,y)} ansonsten.
Wir bezeichnen das Maximum der Funktion v, mit
m:= max{vh(:c,y) : (ﬂf,y) € Qh}

und werden nun per Induktion beweisen, dass

(vp(z,y) =mAd(xz,y) < d) = I(xo,y0) € O, : vp(T0,Y0) =M
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5 Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen

fiir alle d € Np und (x,7) € Qp, gilt. Daraus folgt offenbar unsere Behauptung.

Der Induktionsanfang d = 0 ist einfach: Falls ein Gitterpunkt (z,y) € €, mit
vp(z,y) = m und 6(x,y) = d = 0 existiert, folgt aus der Definition der Abstandsfunkti-
on bereits (z,y) € 0y, wir haben also mit (zg,yo) = (x,y) den gesuchten Randpunkt
gefunden.

Sei nun d € Ny so gewiihlt, dass die Behauptung gilt. Sei (z,y) € €, ein Gitterpunkt
mit 0(x,y) = d+1 und vy, (2, y) = m. Dann gilt insbesondere (z,y) € Q;, und wir erhalten

Ah (e, y) = > hTPu(a,y) = —Apva(a,y) <0,
(2',y")EN (z,y)

Z h_Q(/Uh(xa y) - Uh(x/7 y/)) < 0.
(z',y)EN(2,y)

Da m = vp(z,y) das Maximum der Gitterfunktion vy ist, kann jeder der Summanden
auf der linken Seite dieser Ungleichung nicht negativ sein. Da die Summe nicht positiv
ist, diirfen wir schliefen, dass jeder der Summanden gleich null sein muss, also gilt

m = vp(xz,y) = vp(z, y) fiir alle (2/,y") € N(z,y).

Da 0(z,y) = d + 1 gilt, muss ein (z/,y') € N(x,y) mit §(z’,y') = d existieren, und da
wir gerade bewiesen haben, dass vy, (2',y") = m fiir alle (2/,y) € N(z,y) gilt, kénnen wir
die Induktionsvoraussetzung anwenden, um den Beweis abzuschliefen. ]

Das Maximumprinzip garantiert bereits die Injektivitéit des Differenzenoperator —Ay,:

Falls fiir zwei Gitterfunktionen ugl) und ug) die Gleichung Ahug) = Ahuf) gilt, kbnnen

wir Lemma auf v, = ugll) — uf) anwenden und folgern, dass beide Funktionen sich
nur unterscheiden kénnen, falls sie sich auf dem Rand unterscheiden. Diesen Fall schliefit
die Dirichlet-Randbedingung gerade aus, also muss ugl) = uf) gelten. Damit ist Ay, auf
der Menge der Gitterfunktionen mit Dirichlet-Randbedingungen injektiv, also bijektiv,
also ist das diskrete Problem eindeutig l6sbar.

Da Lemma lediglich voraussetzt, dass —Apup nicht echt positiv ist, kénnen wir
neben der Losbarkeit des diskreten Problems sogar die folgende Stabilitédtsaussage ge-
winnen, die garantiert, dass kleine Stérungen der rechten Seite des Systems nicht
zu sehr verstéirkt werden:

Lemma 5.6 (Stabilitét) Seiuy € Go(Qn) eine Gitterfunktion mit homogener Dirich-
let-Randbedingung. Dann gilt

1
lunlloosn < gl AUl
Insbesondere ist Ay, eine injektive Abbildung.

Beweis. (vgl. [6l Theorem 4.4.1]) Den Ausgangspunkt unseres Beweises bildet die Funk-
tion

w: Q — Rso, (x,y)Hg(l—x),
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die |w|s o = 0 erfiillt, so dass aus
—Aw(z,y) =1 fir alle (z,y) € Q
dank insbesondere auch
—Apwp(z,y) =1 fiir alle (z,y) € Qy,

mit der Gitterfunktion wy, := wlg, € G(4) folgt.
Wir bezeichnen Minimum und Maximum der Funktion —Apuy, mit

a = min{—Apup(z,y) : (x,y) € Q},
B = max{—Apup(z,y) : (z,y) € Q}

und setzen

“Z = wpf.
Wir stellen fest, dass
—Ahu;[(:c,y) = —Apwp(z,y)B =0 fiir alle (z,y) € Qp,
gilt, also muss insbesondere auch
—Ap(up — ) (z,y) = —Apup(z,y) — B <0 firr alle (z,y) € Qp,

gelten. Dank Lemma existiert ein Randpunkt (zg,yo) € 9 mit

up(x,y) — u;f (z,y) < un(zo,y0) — uj (zo, yo) fiir alle (z,y) € Q4.

Nach Voraussetzung gilt up,(zo,yo) = 0, also folgt
up(z,y) < u;(x,y) — u;(:ro,yo) fir alle (z,y) € Q.

Aus einer einfachen Kurvendiskussion erhalten wir 0 < w(x,y) < 1/8 fiir alle (z,y) € Qp,
also kénnen wir

1
up(z,y) < gﬂ fir alle (z,y) € Qp,

folgern. Wir kénnen dieselbe Argumentation auf —uy anwenden: Da —uy, von oben durch
—a beschréinkt ist, erhalten wir

up(z,y) > —« fiir alle (x,y) € Qp,

| =

also insgesamt
1 1
lunlloogn < g max{lal, [B]} = SllAnunlloon,

und das ist die gewiinschte Abschéitzung. [
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Wie schon bei der Fehleranalyse allgemeiner Einschrittverfahren (vgl. Satz und
der Extrapolationstechnik (vgl. Satz konnen wir auch in diesem Fall die Konver-
genz eines Naherungsverfahrens beweisen, indem wir die Stabilitétsaussage des Lem-
mas mit einer Konsistenzaussage kombinieren. Im aktuellen Kontext erfiillt die Feh-
lerabschétzung diesen Zweck: Wenn wir mit 4y, := ulg, die Einschréinkung der
exakten Losung auf das Gitter €y, bezeichnen, folgt aus und die Abschétzung

| = Aptin = frlloo,, = | = Antin — flay, lloo,0n
. h?
= || = Antn + (Au)lay, o0, < g|u\4,ﬂ~ (5.11)

Ahnlich wie bei Einschrittverfahren ist es angemessen, unsere Diskretisierung aufgrund
dieser Abschitzung als von zweiter Ordnung konsistent zu bezeichnen. Indem wir Kon-
sistenz und Stabilitdt kombinieren, kénnen wir die Konvergenz der diskreten Losung up,
gegen die Einschrankung der exakten Losung 4; beweisen:

Satz 5.7 (Konvergenz) FEs gilt

2
= |, < T5lulasr

Beweis. Wir kombinieren Lemma [5.6| mit ((5.11]) und erhalten

. 1 R
|un — tn 00,0, < gHAhUh — Aptin oo,
2

1 R
= g” — fn = Aptin oy, < §E|u!4,9-

Wenn doch alle Konvergenzbeweise so einfach wéren. [

Wenn wir also das lineare Gleichungssystem 16sen konnen, diirfen wir auf eine
Niherung der exakten Losung hoffen, die wie h? konvergiert. Um das System praktisch zu
16sen, bietet es sich an, geeignete Basen fiir die Riume G(Qy) und G(£2},) zu withlen und
—A}, in diesen Basen auszudriicken. Eine naheliegende Wahl ist die Basis (b(”’w))(v’w)eg N
der Funktionen, die in (v, w) gleich eins und in allen anderen Punkten gleich null sind,
denn diese Funktionen bilden offensichtlich eine Basis des Raums Go(€). Durch Ein-
schrankung auf €, erhalten wir auch eine Basis des Raums G(€3,), und in diesen Basen
wird —A, durch eine Matrix L € R®»*?: ausgedriickt, deren Eintréige durch

4h™2  fallsv =z, y = w,

~h™2 falls|v—x|=h, y=w,

() @), (ww) 7= fiir alle (z,y), (v, w) € Oy,

~h%2 fallsv=uz, |y —w|=h,

0 ansonsten

gegeben sind. Wenn wir die Gitterfunktionen uy und fj, ebenfalls in den entsprechenden
Basen ausdriicken, erhalten wir Vektoren up, f;, € R, mit denen die diskrete Potenti-

algleichung (5.10)) die Form
Lyuy, = f, (5.12)
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annimmt. Da eindeutig losbar ist, gilt dasselbe auch fiir .

Die Matrix Ly ist in diesem Fall besonders gutartig: Ein Blick auf die Koeffizienten
zeigt, dass Ly, = L} gilt, die Matrix ist also symmetrisch. Indem man Lemma auf
Teilmengen des Gitters 25, anwendet, ldsst sich nachweisen, dass nicht nur die Matrix
L, sondern auch ihre sémtlichen Hauptuntermatrizen regulér sind, so dass die Existenz
einer LR-Zerlegung gesichert ist, mit deren Hilfe sich das System einfach 16sen
liele. Es lasst sich sogar beweisen, dass Ly, positiv definit ist, so dass auch eine effizientere
Cholesky-Zerlegung zum Einsatz kommen koénnte.

Fiir grofle Werte von N ist dieser Ansatz allerdings nicht sehr effizient, da er die be-
sondere Struktur die Matrix Ly, nicht ausnutzt: Jede Zeile oder Spalte der Matrix enthélt
nach Definition hochstens fiinf von null verschiedene Eintridge. Matrizen mit der Eigen-
schaft, dass nur wenige Eintridge pro Zeile und Spalte von null abweichen, bezeichnet
man als schwachbesetzt, und diese Eigenschaft lédsst sich beispielsweise ausnutzen, um
die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor besonders effizient durchzufiihren oder
das lineare Gleichungssystem besonders schnell zu 16sen.

Finite-Differenzen-Verfahren eignen sich besonders gut fiir die Behandlung von Diffe-
rentialgleichungen auf einfach geformten Gebieten wie dem hier untersuchten Einheits-
quadrat. Die Behandlung komplizierterer Gebiete macht einerseits den Einsatz kom-
plizierterer Techniken wie der Shortley- Weller-Diskretisierung erforderlich und erhtht
andererseits die Komplexitit der entstehenden Algorithmen betréchtlich.

5.3 Parabolische Differentialgleichungen und die
Linienmethode

Parabolische Differentialgleichungen koénnen als Kombination von elliptischen und
gewohnlichen Differentialgleichungen interpretiert werden: In einer Zeitvariablen verhélt
sie sich wie eine gewochnliche Differentialgleichung, in den verbliebenen Ortsvariablen
wie eine elliptische. Ein typisches Beispiel ist die Warmeleitungsgleichung, die wir bereits
in Abschnitt kennen gelernt haben. Auf dem zweidimensionalen Gebiet = (0, 1)2,

das wir bereits im vorigen Abschnitt verwendet haben, nimmt sie die Form

ou 0?2 9%u

a(t,m,y) = f(t,z,y) + T;;(t,x,y) + a—yQ(t,m,y) fiir alle t € [a, b], (5.13)
(z,y) € Q
an, hinzu kommen eine Anfangsbedingung
u(a, z,y) = up(z,y) fiir alle (z,y) € Q
und der Einfachheit halber homogene Dirichlet-Randbedingungen
u(t,z,y) =0 fiir alle t € [a,b], (z,y) € 00

auf dem Rand 0N des Gebiets 2.
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Die Idee der Linienmethode besteht darin, die Orts- und die Zeitvariable separat zu
diskretisieren, in der Regel wird dabei zuerst die Ortsvariable behandelt. Dazu schreiben
wir v und f nicht mehr als Funktionen in drei gleichberechtigten Variablen, sondern als
Abbildungen, die jedem Zeitpunkt ¢ € [a,b] Funktionen u(¢) und f(¢) in den Ortsvaria-
blen zuordnen. Die Gleichung lasst sich dann in der Form

o (t)(x,y) = f(O) (2, y) + Au(t)(z,y) fiir alle ¢ € [a,b], (z,y) € Q
einer gewohnlichen Differentialgleichung in dem Raum
C3(Q) :={uecC(Q) : ulg e C*Q), ulsg =0}

schreiben, der neben den Differenzierbarkeitsvoraussetzungen auch die Dirichlet-Rand-
werte der Lésung beschreibt.
Damit die rechte Seite diese Randbedingungen erfiillt, miissen wir

f(t) € C3(Q) fiir alle ¢ € [a, b]
fordern und den Differentialoperator zu

Au(z,y) falls (z,y) € Q, ~

Apu(z,y) == { fir alle (z,y) € Q2

0 ansonsten

fortsetzen. Die Warmeleitungsgleichung ([5.13)) nimmt dann die Gestalt der gewohnlichen
Differentialgleichung

() = f(t) + Aou(t), u(a) = up, fiir alle t € [a, b] (5.14)

mit Werten in dem Raum C3(Q) an.

Da dieser Raum unendlich-dimensional ist, miissen wir ihn durch einen endlich-
dimensionalen Raum ersetzen, um ein praktisch durchfiithrbares Verfahren zu erhalten.
Dafiir bietet sich der Raum Gy(€2;,) an, den wir im vorangehenden Abschnitt kennen
gelernt haben. Wenn wir C3(Q) durch Go(Q,) ersetzen, liegt es nahe, auch Ay als
Approximation des Differentialoperators A zu verwenden, allerdings miissen wir dann
auch in diesem Fall dafiir sorgen, dass geeignete Randbedingungen sichergestellt sind:
Wir setzen

Apwp(z,y) falls (z,y) € Qp,

fiir alle wy, € Go(Q4), (z,y) € Q
0 anderenfalls h o(€), (z,y) h

AO,hwh(x7y) = {

und approximieren die Gleichung (5.14]) durch die semidiskrete Gleichung
up(t) = fu(t) + Do pun(t), up(a) = uo,n, fiir alle ¢ € [a, b], (5.15)
bei der die Gitterfunktionen

uoh = uolg, € Go(Qn), fu(t) = f(®)lq, € Go(C) fiir alle ¢ € [a, b]
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5.3 Parabolische Differentialgleichungen und die Linienmethode

die Funktionen up und f(¢) ersetzen und die Losung uy, hoffentlich eine N&herung der
exakten Losung u in den Gitterpunkten sein wird.

Die Gleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung in dem endlich-
dimensionalen Raum Gg(€)y,), die wir mit den in den vorangehenden Kapiteln vorge-
stellten numerischen Verfahren behandeln kénnen.

Zu klaren bleibt dabei, ob sich sicherstellen lésst, dass die Losung der semidiskreten
Gleichung (5.15)) eine Naherung der Losung der urspriinglichen Gleichung ((5.14]) ist.

Dazu untersuchen wir die Ableitung des Fehlers
ep . [a, b] — Go(Qh), t— uh(t) — u(t)\Qh,
und erhalten

en(t) = up(t) —u'(t)|g, = fu(t) + Dopun(t) — f(t)lg, — Doult)lq,
= Agpun(t) — Aopu(t)]g, + Aonult)lg, — Aou(t)lg,
= Ao n(un(t) —ult)lg,) + Aopult)lg, — (Aoult))lg,
= Ag pen(t) + (1) fiir alle ¢ € [a, 1],

wobei die Gitterfunktion
Yh : [a,b] = Go(), t = Do pult)]g, — (Aoult))lg,

den rdumlichen Diskretisierungsfehler in jedem Gitterpunkt beschreibt. Da nach Vor-
aussetzung

en(a) = up(a) = u(a)ls, = uon — uolg, =0

gilt, haben wir gezeigt, dass sich der Fehler e, als Losung der gewthnlichen Differenti-
algleichung

en(t) = Ao pen(t) +(t), ep(a) =0 fiir alle ¢ € [a, b] (5.16)

darstellen lasst. Falls es uns also gelingt, diese Gleichung zu lésen und die Norm der
Losung abzuschétzen, haben wir auch eine Schranke fiir den Fehler gefunden.

Lemma 5.8 (Stabilitdt) Sei v,o € Go(Q), und sei v, € C([a,b],Go(Q)). Die
gewdohnliche Differentialgleichung

vy, (8) = Yn(t) + Ao pon(t) vp(a) = vho, fiir alle t € [a, b] (5.17)

besitzt genau eine Ldsung, und diese Ldsung erfillt die Abschdtzung

t
[on()llco.0n < lvn0lloc.0 +/ [178(8)lloo,2, ds fir alle t € a, b].
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Beweis. Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Gleichung folgen dank der
Lipschitz-Stetigkeit der rechten Seite aus Satz

Wir beweisen die Abschétzung fiir die Norm der Losung, indem wir die gewthnliche
Differentialgleichung mit dem impliziten Euler-Verfahren approximieren und ausnutzen,
dass die Ndherungslosungen nach Folgerung |3.19| gegen die kontinuierliche Losung kon-
vergieren.

Sei t € [a,b]. Um vy (t) mit Hilfe des impliziten Euler-Verfahrens zu approximieren,
wéhlen wir m € N und legen Zeitschrittweite und Zwischenpunkte durch

t—a

J = , t;:=a+10 fiir alle i € {0,...,m}
m

fest. Die Ndherungslosung des impliziten Euler-Verfahrens fiir die Schrittweite § ist dann
gegeben durch

ﬁh(to) = Uh,O, (I — 5A0,h)?~1h(tz’+1) = @h(tz’> + (5’yh(ti+1) fﬁl“ alle 4 S {0, e, — 1}.

Zuniéchst beweisen wir eine Variante der Stabilititsaussage des Lemma [5.6] fiir den Ope-
rator I — dA¢ p. Sei up, € G(Qp,). Wir wihlen (z,y) € Qj, so, dass up(x,y) maximal ist.
Dann folgt

(I =880 p)un(@,y) = up(w,y) + k> > (unlz,y) — un(2',y)) > un(w,y),
(x’,y’)EN(:v,y) >0

also ist das Maximum der Gitterfunktion uy beschrinkt durch das Maximum der Git-
terfunktion (I — dAg p)up. Indem wir dieses Resultat auch auf —uj, anwenden, folgt

lunlloo,0, < 1 — 0A04)un|0o.0, fiir alle 6 € Rx>g, up € G(Qn). (5.18)
Fiir das implizite Euler-Verfahren folgt daraus
[on(tis )]l < I0R(E0)]loc, s + 0llVn(tis1) |0, flir allei € {0,...,m—1}.

Mit einer einfachen Induktion erhalten wir

(2
19 (t) oo, < llonollocgn + 6 Im(Es)lloo, fiir alle 7 € {0,...,m}.
j=1
Nach Mittelwertsatz der Integralrechnung finden wir fiir jedes j € {1,...,m} ein n; €

[tjfl’ t]']a das
L
/ () lloo.0n ds = Aln (1) oo

ti—1

erfiillt, also folgt

108 () loo, 25 < llvn,0lloo.p + Z/ 170.(8)lloo, 22, ds + 0 (l1vn (£5) oo, = [70(15)l00.021)
=17t

94



5.3 Parabolische Differentialgleichungen und die Linienmethode

t
— lonollso, + / () lloo., ds
a
(¢ — @) max{ () ooy — I lsos, : J € {Lo...,m}}.

Fiir m — oo, also § — 0, konvergiert die linke Seite dieser Ungleichung nach Folge-
rung [3.19| gegen vp,(t). Da die Funktion ¢ — ||74(t)|c0,, stetig auf dem kompakten
Intervall [a,b] ist, ist sie auch gleichméBig stetig, wir kénnen also fiir jedes € > 0 ein
m € N so finden, dass |74 (t5)|lcc,0 — |70 (7)., < € gilt. Damit konvergiert der letzte
Summand der rechten Seite fiir m — oo gegen null und die Aussage ist bewiesen. ]

Mit Hilfe dieser Abschétzung kénnen wir eine Konvergenzaussage fiir die Losung iy,
des semidiskreten Problems (5.15) entwickeln.

Satz 5.9 (Konvergenz) FEs gilt

lun(t) = (®)lg, e, < & / fu(s) 4.0 ds fiir alle t € [a,b].

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass die durch definierte Gitterfunktionen
en(t) gerade den Unterschied zwischen der exakten Losung u und der N#herungslosung
uy, beschreibt.

Aus der Abschitzung des raumlichen Diskretisierungsfehlers folgt

h% ..
e ®llso., < G la(®)]ag fiir alle ¢ € [a, b],
und dank Lemma [5.8| erhalten wir damit die gesuchte Fehlerschranke. n

Bemerkung 5.10 (Steife Differentialgleichung) FEs ist zu betonen, dass fiir den Be-
weis der zentralen Hilfsaussage des Lemmas von entscheidender Bedeutung ist, dass
ein implizites Fuler- Verfahren verwendet wird. Man kann beweisen, dass die Figenwerte
des rdumlichen Differenzenoperators Ay p, strikt negativ sind und dass der betragsgrofste
von ihnen sich néherungsweise proportional zu h™2 verhdlt, wihrend der betragskleinste
ndherungsweise konstant ist. Damit sind wir in der Situation einer steifen Differenti-
algleichung des in Abschnitt [{.5 besprochenen Typs, und wie wir bereits gesehen haben,
empfehlen sich fiir diese Gleichungen implizite Verfahren.

Im Fall des Beweises des Lemmas[5.8 profitieren wir davon, dass wir dank des implizi-
ten Fuler-Verfahrens die Stabilitdtsabschitzung verwenden kénnen, um die Fort-
pflanzung des Fehlers aus vorangehenden Zeitschritten besonders elegant unter Kontrolle
zu bringen.
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6 Variationsformulierungen und das
Finite-Elemente-Verfahren

Mit dem Finite-Differenzen-Verfahren haben wir in Abschnitt[5.2]bereits eine Moglichkeit
kennen gelernt, um elliptische Differentialgleichungen zu behandeln. Diese Technik ist
relativ einfach, aber auch nicht allzu flexibel: Die Behandlung allgemeiner Geometrien
ist schwierig, und die theoretische Untersuchung fithrt in unserem Fall nur zu guten
Abschétzungen, wenn die Losung viermal differenzierbar mit gleichméfig beschrankten
Ableitungen ist.

Wir befassen uns in diesem Kapitel mit einem sehr viel flexibleren Ansatz fiir die Be-
handlung partieller Differentialgleichungen: Die Differentialgleichung wird in eine Varia-
tionsformulierung tiberfithrt, die mit einem Skalarprodukt in einem geeignet gewéhlten
Hilbertraum korrespondiert. Die Idee der Galerkin-Diskretisierung besteht darin, diesen
Hilbertraum durch einen endlich-dimensionalen Teilraum zu ersetzen, in dem die Variati-
onsformulierung einem linearen Gleichungssystem entspricht. Die Losung des Gleichungs-
systems definiert eine Approximation der Losung der Variationsformulierung und damit
auch der urspriinglichen Differentialgleichung. Bei der Wahl des endlich-dimensionalen
Teilraums hat sich das Finite- Elemente- Verfahren bewédhrt, das das zugrundeliegende
Gebiet in kleine Teilgebiete (die besagten finiten Elemente) zerlegt und auf jedem dieser
Teilgebiete einen polynomiellen Ansatz verwendet. Diese Konstruktion hat zur Folge,
dass einerseits das resultierende lineare Gleichungssystem eine giinstige Struktur besitzt
und andererseits die Analyse der Approximationseigenschaften relativ elegant durch-
gefiihrt werden kann.

6.1 Variationsformulierung

Wir untersuchen die neu zu entwickelnden Techniken wieder am Beispiel der Potential-
gleichung, allerdings diesmal auf einem allgemeinen offenen zusammenhéngenden Poly-
gongebiet 0 C R? mit einer rechten Seite f € C(£2). Wir verwenden wieder homogene
Dirichlet-Randbedingungen, suchen also eine Funktion

ue CH(Q) ={ue () : ulo € C*R), uloo =0},
die die Gleichung

—Au(z) = f(x) fiir alle z € Q (6.1)
erfiillt. Der Laplace-Operator ist im d-dimensionalen Raum durch
d
0? 0? 0?
A=Y S =S +.. . +—
— ox?  0x3 o
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6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

gegeben, fiir d = 2 fillt diese Definition offenbar mit der aus Abschnitt zusaminen.
Im Gegensatz zu diesem Abschnitt fassen wir jetzt die Koordinaten zu einem Vektor
r € ) zusammen, um den Schreibaufwand zu reduzieren.

Um die Gleichung analysieren zu konnen, iiberfithren wir sie in eine Variations-

formulierung, indem wir mit Funktionen v € C'(£2) multiplizieren und integrieren. Falls
(6.1)) gilt, muss auch

/ v(z)Au(x) dr = / v(x)f(x)dz fiir alle v € C(Q) (6.2)
Q

Q

gelten. Statt also die Giiltigkeit der Gleichung in allen Punkten des Gebiets zu fordern,
multiplizieren wir sie mit Testfunktionen v und fordern, dass die Integrale auf beiden
Seiten der Gleichung iibereinstimmen. Die punktweise Identitét beider Seiten wird also
durch gewichtete Integralmittelwerte ersetzt.

Trotzdem konnen wir uns iiberlegen, dass beide Formulierungen gleichwertig sind,
sofern uns ,,geniigend viele“ Testfunktionen zur Verfiigung stehen: entspricht der
Gleichung

/ v(x)(f(x) + Au(x))dx =0 fiir alle v € C(Q),
Q
und indem wir v := f + Awu einsetzen, folgt

/ (f(2) + Au(x))? dz = 0
Q

und damit insbesondere ((6.1]).

Die Formulierung ist nur wohldefiniert, falls u zweimal stetig differenzierbar ist.
Unser Ziel ist es nun, diese Voraussetzung abzuschwéchen, indem wir die linke Seite der
Gleichung partiell integrieren. Dazu bendtigen wir eine Verallgemeinerung der partiellen
Integration fiir mehrdimensionale Polygongebiete €.

Lemma 6.1 (Greensche Formel) Seien u,v € C(Q) mit ulg,v|lo € C1(2) gegeben.
Sein : 00 — R? eine Abbildung, die jedem Randpunkt einen in das Aufere des Gebiets
weisenden Normaleneinheitsvektor zuordnet. Seii € {1,...,d}. Dann gilt

ou ov
/ﬂv(az)am (x)dx = — o (x)u(z) dx + /89 v(s)u(s)ni(s) ds.

Das rechte Integral ist dabei ein Kurvenintegral und im Sinne eines Lebesgue-Integrals
zu tnterpretieren, da der Faktor n; in unserem Fall nur stickweise konstant ist.

Beweis. Ein allgemeiner Beweis wiirde hier zu weit fithren, deshalb sei nur kurz darauf
verwiesen, dass sich die Aussage aus der Produktregel und dem Gaufischen Integralsatz
ergibt, der beispielsweise in [3], 9] bewiesen wird.
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Zur Veranschaulichung der Gleichung beschrinken wir uns auf den Fall des Einheits-
quadrats Q = (0,1)? und i = 1. Indem wir das zweidimensionale Integral durch eindi-
mensionale Integrale ausdriicken und letztere partiell integrieren folgt

/ ( 8x1 d:L‘ = / / x1, xz (:Ul, xg) dl’l d:l?z

= /1 (_/ o — (21, z2)u(w1, x2) do1 + v(1, 22)u(l, 2) —v(O,m)u(O,m)) dxo

/ / 8%1 {L'l,xg (.’L‘l,xg)dxlde
1
+/ v(1, z2)u(l, x2) dxg—/ v(0, z2)u(0, x2) dxa.
0 0

Auf dem linken Rand des Einheitsquadrats ist (—1,0) der duflere Normaleneinheitsvek-
tor, auf dem rechten ist es (1,0), auf dem oberen (0,1) und auf dem unteren (0, —1), so
dass sich

1 1
—l—/ v(1, s)u(l, s)ni(s ds+/ v(0, $)u(0, s)n1(s) ds
0 0

ov
- anl()()dx-i-/ v(s)u(s)ni(s) ds

ergibt, und entsprechend kénnen wir auch mit ¢ = 2 verfahren. [

Mit Hilfe der Greenschen Formel kénnen wir (6.2)) partiell integrieren und erhalten

[ an=-3 [

—Z / o (9% (2) dw — /a 0() e (s)mils) ds.

Um die Randintegrale zu vermeiden, beschrinken wir uns auf Funktionen

ve CHO) ={ve ) : vlgeCHR), v|gg =0}

und erhalten

/(Au dx_Z/(% % z)dx fiir alle v € C}(Q).

Diese Formel konnen wir etwas kompakter schreiben, indem wir die folgende Abkiirzung
einfiithren:
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Definition 6.2 (Gradient) Seiu € C1(Q). Dann bezeichnen wir die Abbildung

)
Vu:Q — RY T — : )
()
als den Gradienten der Funktion wu.

Das Ergebnis der partiellen Integration liasst sich mit Hilfe des Gradienten als
— /Q v(x)Au(z) de = /Q (Vo(z), Vu(z))s dz fiir alle v € C3(Q)
zusammenfassen, und die Gleichung nimmt die folgende Form an:
/Q<Vv(a;), Vu(z)) dx = /Qv(x)f(x) dx fiir alle v € C3(Q).

Da in dieser Gleichung nur noch erste Ableitungen der Funktion u auftreten, kénnen
wir die Voraussetzungen an deren Differenzierbarkeit reduzieren und gelangen zu der
folgenden schwachen Formulierung:

Wir suchen eine Funktion u € CZ(Q), die

/ (Vo(), Vau(z))s de = / (@) f(z)dr  firalleve Q) (6.3)
Q Q

erfiillt.

Aus unserer Herleitung folgt, dass jede Losung der urspriinglichen Gleichung auch
eine Losung der schwachen Formulierung des Problems ist. Die Umkehrung gilt in der
Regel nicht, allerdings l4sst sich nachweisen, dass Losungen der schwachen Formulierung,
sofern sie existieren, eindeutig sind, so dass wir die klassische Losung erhalten, falls sie
existiert, und anderenfalls eine verallgemeinerte Losung.

Wir widmen unsere Aufmerksamkeit der linken Seite der Gleichung , die durch
die Abbildung

0 CHO) x CLQ) - R, (0, 1) > /Q (Vo(2), Vu(@))odz,  (6.4)

beschrieben wird. Diese Abbildung besitzt einige besondere Eigenschaften: Es gelten

a(v+ aw,u) = a(v,u) + aa(w,u),

a(v,u+ aw) = a(v,u) + aa(v, w) fiir alle u,v,w € CA(Q), a € R,
also ist a eine Bilinearform, es gilt

a(v,u) = a(u,v) fiir alle u,v € C3(Q),
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also ist a symmetrisch, und es gilt auch
a(u,u) >0 fiir alle u € C3(Q) \ {0},

also ist a positiv definit. Dass a(u,u) > 0 fiir alle u € C}(Q) gilt, folgt dabei aus
der Positivitit des Integrals. Falls ein u € C}(2) mit a(u,u) = 0 gegeben ist, folgt
nach Definition Vu = 0, also muss u konstant sein. Da u die homogenen Dirichlet-
Randbedingungen erfiillt, kénnen wir auf u = 0 schliefen.

Eine symmetrische positiv definite Bilinearform wird als Skalarprodukt bezeichnet, und
Skalarprodukte sind in der Regel mit Hilbertrdumen assoziiert. Falls es uns also gelingen
sollte, a als Skalarprodukt auf einem geeignet gewahlten Hilbertraum zu identifizieren,
konnen wir darauf hoffen, mit Hilfe der in diesen Rdumen zur Verfiigung stehenden
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen die Losbarkeit der Variationsformulierung unter-
suchen zu konnen. Die entscheidende Hiirde dabei ist die Vollstdndigkeit des Raums: In
dem Beweis fiir die Existenz einer Losung wird diese Losung als Grenzwert einer Cauchy-
Folge konstruiert, also muss sichergestellt sein, dass wir in einem Raum arbeiten, in dem
Cauchy-Folgen einen Grenzwert besitzen.

6.2 Sobolew-Raume

Es stellt sich die Frage, wie wir einen Hilbertraum konstruieren kénnen, auf dem unsere
Bilinearform a ein Skalarprodukt ist. Da a eine Bilinearform auf einem Funktionenraum
ist, bietet es sich an, bei der Suche mit dem Raum der quadratintegrablen Funktionen
zu beginnen, einem der grundlegenden aus Funktionen bestehenden Hilbertrdume.

Definition 6.3 (L%(Q)) Wir bezeichnen mit
LQ(Q) ={u:Q =R : u Lebesque-messbar, u? Lebesgue-integrierbar}
den Raum aller quadratintegrablen Funktionen. Wir versehen ihn mit dem Skalarprodukt
(u,vyr2 == /Qu(a:)v(a:) dx fiir alle u,v € L*(Q),

und der Norm

1/2
lu|| g2 == </ u(z)? dx) =/ (u,u)e2 fiir alle w € L*(Q).
Q

Wie 4iblich werden dabei Funktionen miteinander identifiziert, die sich nur auf einer
Nullmenge unterscheiden.

Wie man sieht lisst sich unsere Bilinearform a mit Hilfe des L2?-Skalarprodukts in der
Form

a(v,u) = (Vou,Vu) 2 fiir alle u, v € C¢(Q)
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darstellen, wir miissten also ,,nur noch® kléren, unter welchen Bedingungen die partiellen
Ableitungen einer Funktion u Elemente des Raums L?() sind.

Um diese Frage allgemein untersuchen zu kénnen, bietet es sich an, die folgende ein-
heitliche (und kompaktere) Notation fiir partielle Ableitungen zu verwenden:

Definition 6.4 (Multiindizes) Wir bezeichnen die Menge
Myi=N§ = {01, va) ¢ V1o va € No}

als die Menge der d-dimensionalen Multiindizes, eines ihrer Elemente v € My nennen
wir einen Multiindex. Fir jeden Multiindex v € My nennen wir

V=14 ...+ 1y

seinen Betrag und
oV
" Qavt ... Oxv

den zugehdrigen partiellen Ableitungsoperator.

0¥ :

Um die Ableitung einer Funktion aus L?*(Q) zu definieren, greifen wir wieder auf
die Idee zuriick, mit einer Testfunktion zu multiplizieren und partiell zu integrieren.
Damit wir Ableitungen beliebig hoher Ordnung definieren kénnen, verwenden wir als
Testfunktionen Elemente des Raums

CP () :={u e C™®(Q) : der Triager von u ist eine kompakte Teilmenge von Q}.

Dabei sei daran erinnert, dass der Trdger einer Funktion der Abschluss der Teilmenge
des Definitionsbereichs ist, auf dem sie nicht gleich null ist.

Fiir ein v € My, eine Funktion u € C"/(Q) und eine Funktion ¢ € C§°(Q) erhalten
wir durch wiederholtes partielles Integrieren die Gleichung

/ o playu(e) di = (—1)¥ / ()0 u(x) d,
Q Q

und diese Gleichung koénnen wir einsetzen, um eine Verallgemeinerung des Ableitungs-
begriffs zu definieren: Falls eine Funktion w € L%(Q) existiert, die fiir alle ¢ € C5°(9)
die Rolle der Ableitung d,u in der obigen Gleichung spielen kann, kénnen wir sie als
verallgemeinerte Ableitung verwenden.

Definition 6.5 (Schwache Ableitung) Sei v € L?(Q) und sei v € My. Falls eine
Funktion w € L*(Q) existiert, die

/ " o(x)u(z) de = (—1)1V! / o(x)w(z) dx fir alle ¢ € C§°(2)
Q Q

erfillt, nennen wir w die v-te schwache Ableitung der Funktion u und bezeichnen sie
mit O¥u := w.
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Man kann nachweisen, dass der Raum C§°(€2) eine dichte Teilmenge des Raums L?(Q)
ist, und damit folgt aus dieser Definition bereits, dass die schwachen Ableitungen einer
Funktion eindeutig definiert sind, sofern sie existieren. Aus dieser Eindeutigkeit folgt
insbesondere, dass die schwache Ableitung mit der klassischen Ableitung tibereinstimmt,
falls die klassische Ableitung existiert, die schwache Ableitung kann also als Fortsetzung
des Ableitungsoperators auf eine Teilmenge des Raums L?()) interpretiert werden.

Es liegt nahe, in Anlehnung an die Rdume der differenzierbaren Funktionen nun
R#aume schwach differenzierbarer Funktionen zu definieren.

Definition 6.6 (Sobolew-Raum) Sei m € Ny. Der Raum
H™Q) :={u e L*(Q) : fir alle v € My mit |v| <m ezistiert 3"u € L*(Q)}
heifit Sobolew-Raum m-ter Ordnung. Mit dem durch

(v,uygm = Z (0"v, 0" u) 12 fir alle v,u € H™(Q)

IIEMd
[v|<m

definierten Skalarprodukt und der durch

ull gm = <U,U>11q/31 fiir alle w € H™(Q)

definierten Norm ist H™(Q)) ein Hilbertraum.

Die Vollstindigkeit des Sobolew-Raums H™(f2) folgt aus der des Raums L?(12): Falls
(ug)een eine Cauchy-Folge in H™ () ist, muss (0" us)sen fiir jedes v € My mit [v| < m
eine Cauchy-Folge in L?((2) sein, also einen Grenzwert besitzen. Dass diese Grenzwerte
gegen die schwachen Ableitungen derselben Funktion konvergieren, folgt aus der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung und Definition

Fiir die Analyse der Bilinearform a bietet sich der Sobolew-Raum H' () an, allerdings
wiire sie auf diesem Raum nicht positiv definit: Die konstante Funktion ist in H'(f)
enthalten, und wenn wir sie in a einsetzen, erhalten wir null. Also kann a auf diesem
Raum nur positiv semidefinit sein.

Die Losung dieses Problems kennen wir gliicklicherweise schon: Wie schon im Fall des
Problems miissen wir die homogenen Dirichlet-Randbedingungen ausnutzen. Das
,schwache Gegenstiick des Raums Cg(Q) miissen wir dabei, da uns die Einschrinkung
auf 9 fiir Funktionen aus H'(Q) nicht zur Verfiigung steht, indirekt definieren:

Definition 6.7 (Homogene Randbedingungen) Sei m € Ny. Der Raum
Hy'(Q) :={ue H™(Q) : u ist Grenzwert einer Folge in C5°(2)}

heifst Sobolew-Raum m-ter Ordnung mit Dirichlet-Randwerten. Als abgeschlossene Teil-
menge des Hilbertraums H™(Q) ist er ebenfalls ein Hilbertraum.
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6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

Abbildung 6.1: Illustration des Beweises der Friedrichs-Ungleichung

Auf Sobolew-Ri#umen mit Dirichlet-Randwerten kénnen wir die L?(2)-Norm einer
Funktion durch einen Term beschrénken, der nur von ihren schwachen Ableitungen und
der Form des Gebiets abhéngt:

Lemma 6.8 (Friedrichs-Ungleichung) Wir definieren die H'-Halbnorm durch

1/2

|u| g = Z (0¥ u|2 fiir alle uw € H(Q).
veEMy
lv|=1
Es existiert eine Konstante Cq € R>q, die nur von dem Gebiet 2 abhingt und

lullL2 < Calulm fiir alle u € H&(Q)

erfillt. Insbesondere sind auf dem Teilraum HE(Q) die H'-Halbnorm und die H'-Norm
dquivalent, denn es gilt

lulgn < Jlull g < (C3 + 1)V |ul fiir alle u € H(Q).
Beweis. Sei r € Rs so gewéhlt, dass
QCQ:=[-rr]?

gilt. Wir untersuchen zunéchst ein beliebiges v € C5°(€2). Da u und seine Ableitungen
auf dem gesamten Rand 9f2 gleich null sein miissen, kénnen wir die Funktion durch null
auf den einschlieBenden Wiirfel  fortsetzen.

Fiir alle z € Q definieren wir z, € R41 so, dass

()
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6.2 Sobolew-R&dume

gilt, und wir setzen

(1)

und folgern aus z € Q2 C (AZ, dass auch & € Q gelten muss. Aus unserer Voraussetzung
folgt u(z) = 0, und mit Hilfe des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrechnung und
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir

1

u@) =@+ [ Sy |

-r -r

(1) (1 (o)
([ (i) s)

Damit haben wir die Werte der Funktion u durch ihre Ableitung ausgedriickt, und indem
wir {iber das gesamte Intervall integrieren folgt

2
ol = [wwpar <o [ [ (Ghwed) v
2
—2r// ( y,azk) dydm—2r/ // < y,m) dy dzy dx.
—r \ 0y [—rrld=t J—r J—r
(2r) / / <8u y,x*) dy dz, = (2r)? Ou

(%1
so dass die Aussage fiir alle u € C§°(£2) mit der Konstanten Cg := 2r bewiesen ist.
Sei nun u € H{ (). Nach Definition existiert eine Folge (u¢)$2; in C§°(€2), die in der
H!-Norm gegen u konvergiert. Sei € € R~g, und sei uy € C§°(2) so gewiihlt, dass

1

ou
1— *
3y (y, v4) dy

1/2

< (2r)?Julip,

[l — gl < e
gilt. Dann folgt

lull g2 = llue — we +ull g2 < lluellp2 + [Ju —wel 2 < 2r|ug| g + €

=2r|u —u+ ug| g + € < 2rfulgr + 2r|u — wg| g1 + € < 2r|ulg + 2re + €,

und da e beliebig gewihlt war, muss die Behauptung auch fiir u € H}(Q2) gelten.
Die Definition der H'-Norm besagte gerade

lullFn = llulliz + D 197ullFe = llullZs + [l fiir alle u € H'(9),
veEMy
lv|=1
so dass die Norméquivalenz offensichtlich ist. [
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6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

Die H'-Halbnorm ist fiir uns vor allem von Interesse, weil
lul3 = a(u,u) fiir alle u € HL(Q)

gilt, wir haben also soeben bewiesen, dass die von unserer Bilinearform a induzierte
Norm zu der H!'-Norm #quivalent ist. Insbesondere muss dann H}(2) auch beziiglich
dieser Norm vollsténdig sein, also ein Hilbertraum.

6.3 Existenz und Eindeutigkeit

Wir haben gezeigt, dass H{(2) mit dem durch a gegebenen Skalarprodukt ein Hil-
bertraum ist. Unsere Aufgabe besteht nun darin, zu zeigen, dass daraus bereits die
Losbarkeit unserer Variationsgleichung in diesem Raum folgt. Dazu bendtigen wir einige
allgemeine Aussagen iiber Hilbertriume, die wir fiir einen beliebigen reellen Hilbertraum
V mit dem Skalarprodukt (-,-)y und der Norm || - ||y beweisen.

Lemma 6.9 (Grundlagen) Seien u,v € V' gegeben. Dann gelten die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung
(u, 0T < [l [0l (6.5)

und die Parallelogramm-Gleichung
lu %+ llu = olf = 2([ull + [0]). (6.6)

Beweis. Beide Aussagen ergeben sich aus der Beziehung zwischen Norm und Skalarpro-
dukt. Im Falle der Cauchy-Schwarz-Ungleichung haben wir
0 < flu—Ml} = (u— v, u— )y = (u,u)y — Mo, u)y — Mu,v)y + A2 (v, )y
= [l — 2X\(w, v)v + N?|j0][3- (6.7)
Da die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir v = 0 trivial ist, brauchen wir nur den Fall

v # 0 zu untersuchen. Wir wihlen A so, dass die rechte Seite der Ungleichung (6.7)

minimal wird, also als

A\ = <U7U>V
ol
und erhalten ) ) )
0< uffy — 28ty ety e L)y
ol Tl ol

und durch Multiplikation mit ||v||? folgt das gewiinschte Ergebnis.
Die Parallelogramm-Gleichung ldsst sich direkt nachrechnen: Es gilt

lu+vlff = (u+v,ut+v)v = ulf + 20w, o)y + 07,
lu = vlf} = (u—v,u—v)v = ul} — 20u, o)y + [0},

o[l + [l = o[l = 2lullf, + 2ol
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6.3 Existenz und Eindeutigkeit

Definition 6.10 (Konvexe Menge) Eine Menge U C V' heifit konvex, falls
I-=Nu+lwelU fir alle u,v € U, X €[0,1]

gilt, falls also die Verbindungslinie zweier Elemente der Menge vollstindig in der Menge
enthalten ist.

Lemma 6.11 (Bestapproximation) SeiU C V konvex, abgeschlossen und nicht leer,
sei w € V. Dann existiert genau ein w € U mit

|lw—wlly < ||lw—ully fir alle w e U.
Damit ist w die beste Approzimation des Vektors w in der Menge U.

Beweis. Da U nicht leer ist, ist
6 :=inf{[|lw—uly : weU} (6.8)

eine wohldefinierte reelle Zahl. Nach Definition des Infimums als gréfite untere Schranke
der Menge konnen wir fiir jedes € > 0 ein u € U mit ||lw — ul|y < 6 + € finden. Es stellt
sich die Frage, ob wir einen Grenzwert fiir ¢ — 0 finden kénnen.

Nehmen wir an, dass u,v € U Approximationen des Vektors w sind. Wir méchten den
Abstand zwischen diesen beiden Vektoren abschétzen. Mit Hilfe der Parallelogramm-
Gleichung erhalten wir

o —ullf = (w —u) - (w = v)Iy
= 2(|w — ull} + lw = vl}) = |(w = w) + (w = )|}
Fiir den letzten Term gilt
I(w = u) + (w = V) [} = 2w = 2(u +v)/2[[}, = 4]lw — (u+v)/2][5.

Da U konvex ist, muss (u + v)/2 € U gelten, also folgt mit Gleichung die
Abschétzung
I(w =) + (w = o)} = 4fw — (u+v)/2[} > 467,

so dass wir insgesamt
lo = ullf < 2(lw = ul} + w = vl[}) - 46° (6.9)

bewiesen haben.
Nach Definition des Infimums in (6.8)) muss eine Folge (wy)52, mit

|w — w3 < 6% 427" fiir alle n € Ny (6.10)

existieren. Wir werden nun nachweisen, dass es sich dabei um eine Cauchy-Folge handelt.
Sei € € R gegeben, und sei ng € Ny so gewihlt, dass 27" < €2/4 gilt. Dann folgt aus

der Ungleichung
0 — wil < 2w — wa [} + w0 — wie[3) — 467 < 267 4 277 4+ 67 4 277) — 4o?
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6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

=227 427 < 2(2770 £ 270) < 4e? /4 = € fiir alle n,m € Nxp,.

Also ist (wy, )5, eine Cauchy-Folge in der abgeschlossenen Teilmenge U des vollsténdigen
Raums V und muss damit einen Grenzwert w € U besitzen. Durch Grenziibergang

n — oo in ((6.10)) folgt

Jw —wlly <9,

also nach auch ||w —w|ly = 4.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit wihlen wir ein v € U mit ||w — v|ly = 0 und folgern

aus , dass
[@ =]} = 2(|w =@} + [lw —ol[}y) —46° = 2(6* + %) — 46° = 0

gelten muss, also v = w. |

Lemma 6.12 (Approximation im Teilraum) Sei U C V ein Teilraum, sei w € V
und w € U. Es gilt

|lw—wlly < ||lw—ully fir allew e U (6.11)
genau dann, wenn
(v,w—w)y =0 fir allev e U (6.12)
gilt.

Beweis. Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis beginnen, stellen wir fest, dass fiir alle
v € U und X € R die Gleichung

lw = (@ + M)} = ((w = @) = Av, (w — @) = Ao)y
— o — @ — 2w, w — @)y + A oll? (6.13)
gilt. Diese Gleichung beschreibt, ob sich eine Nidherung w verbessern lisst, indem man

ein geeignetes Vielfaches eines Vektors v € U hinzuaddiert.
Gelte zunéchst (6.12)). Sei u € U. Wir setzen in (6.13]) v := u—w sowie A := 1 ein, um

lw = ullfy = llw = (@ = )[I} = [lw = B} - 2(v,w = D)y + [[v][}
= [lw =@l + ol = v — @]

zu erhalten. Daraus folgt (6.11)).
Gelte nun (6.11). Sei v € U. Fiir v = 0 ist (6.12)) trivial, also beschranken wir uns auf

den Fall v # 0. Wir minimieren die rechte Seite der Gleichung (6.13)), indem wir

(v,w — WYy

A=
oI},
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6.3 Existenz und Eindeutigkeit

setzen und folgern mit u := w + Av € U aus (6.11]) die Ungleichung

lw =@} < flw —ullf = w = (@ + X))l

= |lw =@}, = 2M(v,w — @)y + N?|lv[|},

) 2
S P A S A R U AL AT
0I5/ oI5
. (v, w — w)?
Ully
also muss (v, w —w)y = 0 gelten. ]

Folgerung 6.13 (LotfuBpunkt) Sei U C V ein abgeschlossener Teilraum, sei w € V.
Dann ezistiert genau ein w € U mit

(v,w—w)y =0 fiir alle v € U.

Beweis. Da U als Teilraum insbesondere konvex und nicht leer ist, existiert nach Lem-

ma genau ein w € U, das (6.11]) erfiillt. Lemma zufolge ist dieses w das einzige
Element des Teilraums, das die Gleichung (6.12)) erfiillt. ]

Wenn wir uns die rechte Seite des Variationsproblems (6.3]) ansehen, stellen wir fest,
dass es sich um eine stetige Abbildung handelt, die jeder Testfunktion v einen Wert aus
dem Korper zuordnet. Derartige Abbildungen bezeichnet man als Funktionale:

Definition 6.14 (Dualraum) Fine stetige lineare Abbildung A : V. — R bezeichnen
wir als Funktional. Der Raum aller Funktionale

Vii={\:V =R : X stetig und linear}

heifit der Dualraum des Raums V. Wir versehen ihn mit der durch

[Allv = SHP{W : UGV\{O}} fiir alle X € V'
14

definierten Dualnorm.
Fiir jedes beliebige u € V' definiert
A (V) == (v, u)y fir allev e V
eine lineare Funktion, die dank der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auch
Au(v)] = [0, w)v| < [|vllv[lullv fiir alle v € V

erfiillt, also stetig ist. Damit gilt A\, € V' mit |[Ay|[v/ < |Jully. Unser Ziel ist es nun, zu
beweisen, dass jedes Funktional A € V' auf diesem Weg konstruiert werden kann.

109



6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

Satz 6.15 (Riesz) Fiir jedes A € V' existiert genau ein u € V. mit
Av) = (v,u)y fiir alle v € V.

Fiir dieses uw gilt | M|y = |Jul|v.
Diese Eigenschaft ist dquivalent dazu, dass der Riesz-Isomorphismus

!/
\If\/ZV—>V, ui—><-,u>v,
ein 1sometrischer Isomorphismus ist.

Beweis. Sei A € V'. Falls A\ = 0 gilt, kénnen wir u = 0 setzen und sind fertig.
Sei nun also A # 0. Wir bezeichnen den Kern des Funktionals A mit

U:={veV : \v)=0}=1x1{0})

und stellen fest, dass U als Urbild der abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen
Abbildung A abgeschlossen sein muss.

Da X # 0 gilt, kénnen wir ein w € V mit A(w) # 0 finden. Wie wir in Folgerung [6.13
gezeigt haben, gibt es eine Approximation w € U, die

(v,w—w)y =0 fiir alle v € U (6.14)

erfiillt. Den richtigen Kern scheint das Funktional (-,w — w,)y also zu haben, jetzt
miissen wir nur noch fiir die richtige Skalierung sorgen. Dazu setzen wir u := a(w — wy)
und wollen o € R so bestimmen, dass

Mw) = (w,u)y = afw,w— @)y = alw— B w— By = oflw—a|%

gilt, wobei die vorletzte Gleichung aus (w,w — w)y = 0 folgt. Wegen A\(w) # 0 gilt
w ¢ U, wihrend wir w € U nach Konstruktion haben, so dass insbesondere w # w und
damit ||w — wl|y # 0 gilt. Demnach sind
A A ~
a::%, u::(iw%(w—w)#O
lw — |, lw — i,
wohldefiniert. Nun miissen wir lediglich nachpriifen, dass dieses u unseren Wiinschen
entspricht.
Wir stellen zunéchst fest, dass aus w € U bereits A(w) = 0 folgt und wir

/\(u) - )\(71022)\(’11) — '&7) = )\(71022/\(111) _ L}:
lw — @3 [w — @} Jw— @2
w)? w 2
- MHUJ — ol = (M”w - Wv) = lul? £0  (6.15)

erhalten. Sei nun ein v € V fixiert. Wir zerlegen es in einen Anteil in Richtung des
Vektors v und einen Rest
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6.3 Existenz und Eindeutigkeit

der wegen
A(v)
Au)

im Kern U des Funktionals enthalten ist. Mit (6.14]) sowie (6.15]) folgt

A(vo) = Av) —

AMu) = A(v) — A(v) =0

M), M@ M) _
Syt = o,y + 55 (v = Tl = SAm) = Aw).

(v,u)yy = (vg +

Damit besitzt u die geforderte Eigenschaft.
Wie bereits gesehen folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (6.5)) die Ungleichung

A)] = [{v, wpv| < lvllvlully fiir alle v €V,
also insbesondere ||A||y: < ||ully. Aus (6.15) folgt |[A||y+ > ||ully, also haben wir die
Gleichung ||A||y+ = |lul|v bewiesen.

Zu zeigen bleibt noch die Eindeutigkeit des Vektors u. Sei dazu ein Vektor u € V
gegeben, der ebenfalls

(v, u)yv = A(v) fir allev eV
erfiillt. Indem wir v := u — U einsetzen, folgt
0=Av) = Av) = (v,u)y — (v,0)y = (v,u— W)y = (u—1,u— )y = ||u—7a||¥,

also u = u. n

Mit Hilfe des Darstellungssatzes kénnen wir nun Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung des Variationsproblems untersuchen. Wir setzen dazu die in definierte
Bilinearform auf den Sobolew-Raum H& (Q) fort, indem wir die partiellen Ableitungen
durch ihre schwachen Gegenstiicke ersetzen:

a: Hy(Q) x HY(Q) — R, (v,u) — /Q<Vv(x),Vu(x)>2 dx. (6.16)

Aus der Friedrichs-Ungleichung folgt, dass
lul g1 = Va(u,u) fiir alle u € H ()

eine Norm auf dem Raum H}(Q) ist, also bildet dieser Raum mit dem Skalarprodukt
a einen Hilbertraum. Um Satz [6.15 anwenden zu kénnen, schreiben wir die rechte Seite
des Variationsproblems ([6.3)) in der Form eines Funktionals

M HNQ) = R, v /Qv(x)f(;r) dz,

und erhalten die folgende schwache Formulierung des Variationsproblems:
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6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

Wir suchen eine Funktion u € V := H}(Q), die
a(v,u) = A(v) fir allev e V (6.17)
erfiillt.

Der Darstellungssatz ldsst sich direkt anwenden:

Folgerung 6.16 (Existenz und Eindeutigkeit) Sei \ ein stetiges Funktional. Dann
besitzt die schwache Formulierung des Variationsproblems genau eine Lisung u €
H(9).

Beweis. Aus Lemma folgt, dass a auf dem Raum V = H}(Q) ein Skalarprodukt ist,
dessen Norm zu der Sobolew-Norm &quivalent ist. Also ist V" auch mit dem Skalarprodukt
a ein Hilbertraum. Mit Satz erhalten wir die Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung w € V des Problems . [

In der Praxis ist man h&ufig daran interessiert, die Bilinearform a lediglich fiir die Defi-
nition des Variationsproblems einzusetzen, aber fiir Stabilitdts- und Fehlerabschétzungen
mit der {iblichen Sobolew-Norm || - ||z anstelle der von a induzierten Norm zu arbeiten.
Die Beziehung zwischen beiden Normen beschreibt man dabei in der Regel durch die
Begriffe der Stetigkeit und der Elliptizitdt:

Definition 6.17 (Stetigkeit und Elliptizitét) Eine Bilinearform a auf einem Hil-
bertraum V' heif$t stetig, falls eine Konstante Cs € R>q existiert, die

la(v,u)| < Csllv|lv||ullv fiir alle v,u eV (6.18)

erfillt. Die Bilinearform heifit elliptisch, falls sie stetig ist und eine Konstante Cr € R>g
existiert, die

a(u,u) > Cgllull? fir allew eV (6.19)

erfillt. Wir bezeichnen Cg und Cg als die Stetigkeits- beziehungsweise Elliptizitatskon-
stante der Bilinearform.

Beispiel 6.18 (Potentialgleichung) Wir untersuchen die durch definierte Bi-
linearform a, die bei der Behandlung der Potentialgleichung auftritt.

Indem wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung erst auf das euklidische und dann auf das
L?-Skalarprodukt anwenden, folgt

ja(v, u)| =

/(Vv(x)vviﬁ(w))zdx </ IVo(z)ll2| V()2 dz
Q Q

<(/ \|w<x>||%dm)l/2 ([Ivuizas) -
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6.3 Existenz und Eindeutigkeit

1/2 1/2
= D 0"v(2)]3dz > 1107 u(@)|3 dx
veMy veEMy
lv|=1 lv|=1
1/2 1/2
<[ D 0"v()]3dz > 1107 u(@)|3 dx
veEMy veMy
lv|<1 lv[<1
= olgillullg fir alle v,u € Hy(<),

also ist a stetig mit der Stetigkeitskonstanten Cg = 1.
Die Bilinearform besitzt auch die Eigenschaft, dass

a(u,u)z/(Vu( ), Vu(x dx—/ |Vu(z)|3 da
Q
= Z 107 u(z)||3 dx = |ul?p fiir alle w € Hy ()

veMy
lv|=1

gilt. Mit der Konstanten Cq € Rxo aus Lemma [6.8 folgt

lull? = llull72 + ulfp < Cilulf + lulfn
= (C& + V|ulpn = (CE + Da(u,u) fiir alle u € Hy(Q),

also ist a auch elliptisch mit der Elliptizititskonstanten Cp = 1/(C3 + 1).

Lemma 6.19 (Lax-Milgram) Seia : V x V — R eine symmetrische elliptische Bi-
linearform, und sei A\ € V' ein stetiges Funktional. Dann ezistiert genau ein u € V
mit

a(v,u) = A(v) fir alle v €'V, (6.20)
und dieses Element erfillt die Stabilititsabschdtzung
1
Jully < = All-
Beweis. Wir definieren die Energienorm durch
lulla == v a(u,u) fir alle w € V (6.21)
und stellen fest, dass aus der Stetigkeit

ulla = Valu,u) < \/Csllul|z = C&ully fiir alle w € V

und aus der Elliptizitét

ulla = Va(u,u) > /Crllul? = CY2|lullv fiir alle w € V (6.22)
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folgen, also ist || - || dquivalent zu || - ||y, Damit ist V" auch mit dem Skalarprodukt a ein
Hilbertraum, und wir kénnen den Satz [6.15] von Riesz anwenden, um genau ein u mit

a(v,u) = A(v) fir allev € V (6.23)

zu finden. Es bleibt nur noch die Stabilitdtsabschéitzung zu zeigen. Fiir u = 0 ist sie
trivial, also konzentrieren wir uns auf den Fall u # 0. Wir setzen v = u in die Gleichung

(6.23) ein und erhalten dank ((6.22))
[A(w)
lullv

\ 1
< |l v
lully < Z- A llullv

1 1 1 1
2 L2 = _ <
Julf < &=l = gatuw) = F-Mu) < &=

Da wir u # 0 vorausgesetzt haben, kénnen wir auf beiden Seiten durch |ju|y dividieren
und erhalten die gewiinschte Abschitzung. ]

Bemerkung 6.20 (Ladyschenskaja-Babuska-Brezzi-Bedingung) Die Vorausset-
zung der Symmetrie der Bilinearform a ist nicht fiir die Existenz einer Lésung des
Variationsproblems erforderlich. Wir konnen allgemein den Operator

AV =V, ur a(-,u),
einfithren und das Variationsproblem in der dquivalenten Form einer Gleichung
Au =\

in dem Dualraum V' formulieren. Falls a stetig ist, folgt aus unmittelbar, dass
der Operator A ebenfalls stetig ist. Wir interessieren uns fir die Frage, ob A eine stetige
Inverse besitzt.

Die Ladyschenskaja-Babuska-Brezzi-Bedingung (LBB-Bedingung) (gelegentlich auch
kurz als inf-sup-Bedingung bezeichnet)

inf av. u)

— = >, 6.24
w0y 3 Tolv Il (6.24)

st daquivalent zu
| Awlly: > v||lu|lv fir alle w €'V, (6.25)

impliziert also insbesondere die Injektivitit des Operators A. Falls A stetig ist, kann man
mit einem Cauchy-Folgen-Argument relativ einfach aus folgern, dass das Bild von
A ein abgeschlossener Teilraum des Dualraums V' ist.

Es ist noch zu kldren, ob A auch surjektiv ist. Nach dem Satz von Riesz ist
das dquivalent dazu, dass \Il‘j-lA surjektiv ist. Da das Bild von A abgeschlossen und Wy,
ein isometrischer Isomorphismus ist, ist auch das Bild von \I/‘_/IA abgeschlossen. Wire
dieses Bild nicht der gesamte Raum V, kionnte man mit Folgerung einen Vektor
v € V\ {0} konstruieren, der senkrecht darauf steht. Um das auszuschliefsen fordern wir

a(v,u)

sup

fir alle v e V \ {0}.
wev\joy llullv
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In Kombination mit folgt aus dieser Bedingung die FExistenz des inversen Opera-
tors A7t - V! — V, und durch Einsetzen in erhalten wir, dass er stetig ist mit
JA v < 1/7.

Fiir elliptische Bilinearformen sind unsere Bedingungen mit v = Cg offenbar erfiillt.

6.4 Galerkin-Verfahren

Da wir nun wissen, dass die schwache Form des Variationsproblems eine Losung
besitzt, stellt sich die Frage, wie sich diese Losung, wenigstens approximativ, berechnen
lasst.

Die Idee des Galerkin-Verfahrens besteht darin, einen endlich-dimensionalen Teilraum
Vi €V zu wihlen und nach einer Losung des folgenden Variationsproblems zu suchen:

Wir suchen eine Funktion u, € V}, die
a(vp, up) = A(vp) fiir alle v, € V}, (6.26)
erfiillt.

Die Schreibweise uy, fiir die Losung ist dadurch begriindet, dass in der Regel der Raum V3,
mit Hilfe eines Gitters mit einer (geeignet verallgemeinerten) Schrittweite h konstruiert
wird.

Falls a elliptisch ist, folgt aus V;, C V und dem bereits bekannten Lax-Milgram-
Lemma direkt, dass auch das auf den Raum V} eingeschriankte Variationsproblem
genau eine Losung besitzen muss.

Um diese Losung zu berechnen, bietet es sich an, eine Basis (¢;);cz des Raums V}
zu wahlen. Dabei ist Z eine Indexmenge, deren Méchtigkeit gerade der Dimension des
Raums entspricht. Fiir jedes ¢ € 7 ist ¢; € V}, dann eine Funktion aus einem passenden
Sobolew-Raum, beispielsweise im Fall unseres Modellproblems aus H&(Q)

Die gesuchte Losung up € Vj kénnen wir in der Basis durch einen Koeffizientenvektor
x € R? darstellen, also in der Form

up = Zgojxj. (627)

jeT

Indem wir mit den Testfunktionen entsprechend verfahren, erhalten wir das folgende
Resultat:

Lemma 6.21 (Lineares Gleichungssystem) Der die Lisung u, € Vj des Varia-

tionsproblems gemdyf beschreibende Koeffizientenvektor x € RT ist die
Losung des linearen Gleichungssystems

Ax="D (6.28)
fiir die durch

aij := a(pi, ¢5) fiir allei,j €T (6.29)
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6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

definierte Matriz A € RT*T und den durch
bi := A(pi) fir allei € T
definierten Vektor b € R,
Beweis. Sei x € RT gemif definiert, und sei ¢ € Z. Dann gilt
(Ax)i =Y aya; =Y alps o))z =a | oY ez | =ales,un) = Mepi) = bi,
JET JET JET

also ist x auch Losung des linearen Gleichungssystems (6.28]).
Sei nun x € R? eine Losung dieses Gleichungssystems, und sei u;, € Vj, geméif (6.27)
definiert. Sei v, € V3. Da (¢;)icr eine Basis des Raums V}, ist, existiert ein Koeffizien-

tenvektor y € R mit
Vb= il

1€

und wir erhalten

a(ve,up) = Y yialpi, o)z = Y yiaiz; = > yi ¥ agz; = > yi(Ax);

ijeT ijez i€ jeI ieT
= yibi =Y _yipi) = A (Z %‘?ﬁ) = A(va).
= ieZ =

Da wir diese Gleichung fiir beliebige vy, € V}, bewiesen haben, muss uj eine Losung des
diskreten Variationsproblems (6.26]) sein. |

Durch die Wahl einer Basis haben wir also das Variationsproblem auf ein dquivalentes
lineares Gleichungssystem zuriickgefiihrt, und Existenz und Eindeutigkeit der Losung
beider Probleme sind direkt aneinander gekoppelt.

Bemerkung 6.22 (Positiv definit) Falls a symmetrisch ist, gilt
aij = alpi, p;) = alpj, i) = aji fir alle i,j € T,

also ist die Matriz A symmetrisch.
Falls a elliptisch ist, gilt fiir jeden Vektor x € R die Gleichung

(x, Ax)o = Z TiQi;xj = Z zia(pi, pj)x

1,J€T 4,J€T
=a Z@zwza Z‘P]xj = uhvuh) > CEHuhHV
1€ JET

mit der gemdyfs definierten Funktion wup. Also ist A positiv definit und damit
insbesondere reguldr.
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Mit Hilfe des Gleichungssystems konnen wir die Losung des diskreten Varia-
tionsproblems praktisch berechnen, sofern uns eine geeignete Basis (p;)icz zur
Verfiigung steht, also bleibt nur noch die Frage zu kliaren, wie sich die Niherungslosung
up € Vi des Problems zu der Losung u € V des urspriinglichen Problems
(6.20) verhalt. Diese Frage lisst sich beantworten, indem wir in eine Testfunktion
vy, € Vi, C V einsetzen: Es gelten

a(vp,u) = f(vp), a(vp,up) = f(vp) fiir alle v, € Vp,,
und indem wir beide Gleichungen subtrahieren folgt
a(vp,u—up) =0 fiir alle vy, € V},. (6.30)

Diese Beziehung ist unter dem Namen Galerkin-Orthogonalitit bekannt. Ein Vergleich
mit Lemma [6.12] zeigt, dass uy, gerade die beste Approximation der Losung u beziiglich
des a-Skalarprodukts ist. Indem wir wieder die Sobolew-Norm anstelle der problemspe-
zifischen Norm einsetzen, erhalten wir die folgende Abschétzung:

Lemma 6.23 (Céa) Seia : V xV — R eine symmetrische elliptische Bilinearform,
und sei A € V' ein stetiges Funktional. Sei uw € V die Losung des Variationsproblems

, und sei up, € Vy, die Losung des diskreten Variationsproblems . Dann gilt
Cs "
|lu —up|ly < C—EHu—vhHV fir alle vy, € Vy,

der Fehler der Lisung des diskreten Variationsproblems kann also durch den Fehler der
bestmdglichen Approximation der Lisung u in dem Raum uyp, abgeschitzt werden.

Beweis. Sei vy, € V,. Wir erhalten

1 1
lu = unllt < F—alu —un,u—up) = =—alu — vy + vy — up, u — up)
CE CE
1

= —a(u—vp,u—up) + =alvy — up,u — up).

CE CE

Da vy — up € Vj, gilt, ist dank der Galerkin-Orthogonalitét (6.30) der zweite Summand
gleich null, so dass nur

1
lu —up[f < ool —vn,u—up)
E
bleibt. Aufgrund der Stetigkeit der Bilinearform folgt
1 Cs
lu—unll} < Z=a(u—vp,u—up) < =>|lu—vp|lv|lu—unllv,
CE CE

und indem wir bei Bedarf durch ||u — wuy||y dividieren, erhalten wir das gewiinschte
Ergebnis. |

117



6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

6.5 Interpretation als Minimierungsproblem
Falls die Bilinearform symmetrisch und positiv definit ist, falls also
a(u,v) = a(v,u) fiir alle u,v € V
sowie
a(u,u) >0 fiir alle w € V'\ {0}

gelten, lidsst sich das Galerkin-Verfahren auch als Minimierungsproblem interpretieren:
Jedem Element des Hilbertraums V' ordnen wir eine Energie zu:

1
g:V =R, U ia(u,u)—)\(u).

Der Name ,Energie“ liegt darin begriindet, dass ¢ im Fall der Potentialgleichung in
Bezug zu der physikalischen Energie des elektrostatischen Felds steht.

Satz 6.24 (Energieminimierung) Sei a symmetrisch und positiv definit. u € V ist
genau dann Lésung der Variationsaufgabe

a(v,u) = A(v) fir alle v €'V, (6.31)
wenn es ein globales Minimum der Energie ist, falls also

g(u) < g(w) fir alle w e 'V (6.32)
gilt.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zu dem des Lemmas [6.9]
Seien u,v € V sowie a € R fixiert. Da a eine symmetrische Bilinearform ist, gilt

g(u—av) = 1a(u —av,u —av) — ANu — av)
1 o o a?
= §a(u,u) — §a(v,u) — Ea(u, v) + ?a(v,v) — AMu) + a(v)
o2
=g(u) — a(a(v,u) — A(v)) + 7(1(1},1}). (6.33)

Sei nun zunéchst u Losung der Variationsaufgabe (6.31)). Sei w € V. Wir wenden (/6.33))
auf =1 und v = u — w an und erhalten

2
«
g(w) = g(u — av) = g(u) + —-a(v,v) 2 g(u),
da a positiv definit ist und deshalb a(v,v) > 0 gilt.
Gelte nun umgekehrt (6.32)). Sei v € V. Fiir v = 0 folgt (6.31)) sofort, sei also im
Folgenden v # 0. Um den gréfitmoglichen Nutzen aus (6.33]) ziehen zu kénnen, wihlen
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wir « so, dass die rechte Seite moglichst klein wird. Durch Kurvendiskussion ergibt sich,
dass das Minimum fiir

a(v,u) — A(v)

@ a(v,v)

angenommen wird. Indem wir (6.33)) auf w = v — av anwenden, erhalten wir

(a(v,u) — A(v))?
2a(v,v)

g9(u) < g(u —av) = g(u) — < g(u)

und folgern, dass a(v,u) = A(v) gelten muss. ]

Die Idee des Galerkin-Verfahrens besteht einfach darin, das Minimum der Energie g
nicht in V, sondern in dem Teilraum V}, zu suchen. Offenbar kann das Minimum der
Energie auf V;, C V nicht kleiner als das Minimum auf V' sein.

Der Unterschied der Energien fiir v und uy lisst sich als MaB fiir die Genauigkeit der
Approximation verwenden, denn da beide Losungen der entsprechenden Variationspro-
bleme sind, gilt

1 1
g(un) = g(u) = Salun, un) = Mun) — Fa(u, u) + Au)
1 1 1
= i(a(uhjuh) — AMuy)) — iA(uh) - §a(u, u) + au,u)
= —alun,u) + sa(uu) = Jau - w,u)
= —galun,u) + ga(u,u) = Falu —up, ),
und mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitét (6.30]) folgt
1 1
g(up) —g(u) = §a(u — Up,u) = §a(u — Up, U — Up,).

Die Differenz der Energien entspricht also gerade dem halben Quadrat der Energienorm

|lu — up||q des Fehlers (vgl. (6.21)).

6.6 Eindimensionale finite Elemente

Das Céa-Lemma besagt, dass wir auf eine gute Ndherung der Losung w des Variati-
onsproblems hoffen diirfen, falls wir einen endlich-dimensionalen Raum V}, finden
konnen, in dem so eine Naherung existiert. Aus einer Existenzaussage erhalten wir also
eine Approximationsaussage.

Unser Ziel ist es nun, einen geeigneten Raum V) zu konstruieren. Zur Motivation
untersuchen wir zunéchst den eindimensionalen Fall: Fiir ein Intervall Q = (a,b) kon-
strujeren wir einen endlich-dimensionalen Teilraum V}, des Sobolew-Raums V' = H{(Q).
Ein einfacher Ansatz besteht darin, das Intervall (a,b) in gleich groie Teilintervalle zu
zerlegen: Wir wéhlen n € N und setzen

b—a

h = , x; = a+ih fir alle i € {0,...,n+ 1}.
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6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

Wir definieren eine Vorstufe Vh des gesuchten Raums, indem wir fordern, dass eine
Funktion uj, € Vj auf jedem Teilintervall (z;,z;4+1) ein Polynom der Ordnung m € N
sein muss:

Vi = {ue L*(Q) : Ul (2 2,,1) € Iy fiir alle 4 € {0,...,n}}.

Unser Ziel ist es, einen Teilraum V;, C 17;1 N HY(Q) zu konstruieren. Dazu miissen wir die
Frage untersuchen, welche Funktionen des Raums \7h eine schwache Ableitung besitzen.

Seien dazu cin v, € Vj, und eine Testfunktion ¢ € C5°(82) gewéhlt. Sei i € {0,...,n}.
Da vp|(z, 2, ,,) ein Polynom und damit insbesondere stetig differenzierbar ist, erhalten
wir durch partielle Integration

Tij41—€
—/ o (x)vp(z) dr = p(xiv1 — €)vp(zip1 — €) — (i + €)vp(z; + €)
Ti+e

Tjy1—€
—|—/ o(z)vy,(x) do fiir alle € € (0, (xi4y1 — 74)/2).
x;+e

Durch Grenziibergang folgt

Tit1
— / o (x)vp(z) dr = (ziv1) im vp (2541 — €) — @(2;) lim vy (x; + €)
T e—0 e—0

' Tit1
+/ o(z)v),(z) d.
T
Falls wir die Randterme in den Griff bekommen kénnten, wire also eine Funktion w €
L?(£2) mit

w‘(ﬂﬁiw’vwﬂ = U;L’(Ii,l’i+1) fir alle 7 € {1, RN n}

eine naheliegende Wahl fiir die schwache Ableitung der Funktion vy,.
Wir erhalten

- /Q o (z)vp,(x) do = g— /x + ¢'(x)on(2) do

= Z o(Tit1) im vp (241 — €) — @(z;) im vy (z; + €)
=1 e—0 e—0
n Tit1
+3 [ et do

i=1"%
= (b) lim vy, (b — €) — p(a) lim vy (a + €)

e—0 e—0

n—1

+ pzip1)(Um o (zips — €) = op(zips +e)) (6.34)
=1

—i—/ﬂcp(a:)w(m) dx.
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Da der Triager der Testfunktion ¢ kompakt in der offenen Menge Q = (a,b) ist, muss
v(a) =0 = ¢(b) gelten. Wenn wir den Sprung der Funktion vy mit

[vp] () := lim vy (z — €) — lim v (z + €) fiir alle z € Q
e—0 e—0

bezeichnen, nimmt die Gleichung (6.34)) die Form

n—1

- [ Y@@ e = [ s de+ Y o))

i=1
an. Also kann w nur dann die schwache Ableitung der Funktion vy sein, wenn
[vp](zit1) =0 fir alled € {1,...,n—1}

gilt. Offenbar ist das genau dann der Fall, wenn vy, stetig ist. Indem wir die Dirichlet-
Randbedingungen einbeziehen, erhalten wir den Raum

Vi i={ue L2(Q) U (gy,w000) € Ui fiir alle i € {1,...,n},
u € Cla,b], u(a) =0 =u(b)}.

Wir haben bereits bewiesen, dass jede Funktion dieses Raums eine schwache Ableitung
in L2(Q) besitzt, es gilt also V;, € H'(Q), und dass die schwache Ableitung in jedem
Teilintervall mit der klassischen Ableitung iibereinstimmt.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, eine geeignete Basis (¢;);ez fiir den Raum V}, zu
finden. Diese Basis sollte nicht nur den Raum V), aufspannen, sondern sie sollte auch dazu
fithren, dass sich das resultierende Gleichungssystem moglichst einfach 16sen lésst.
Entscheidend fiir dieses System ist die Matrix A, deren Eintrige im eindimensionalen
Fall durch

a;j = a(pi, pj) = / gog(x)cp;(:n) dx fir allei,j7 € T
Q

gegeben sind. Wir stellen fest, dass a;; nur dann einen von null verschiedenen Wert
annehmen kann, wenn sich die Trdger von ¢; und ¢; iiberschneiden. Falls es uns gelingt,
die Basisfunktionen so zu wéhlen, dass ihre Triger moglichst klein sind, sich also mit den
Trégern von moglichst wenigen anderen Basisfunktionen iiberschneiden, wird die Matrix
A sehr viele Nulleintréige enthalten. Diese Eigenschaft ist sehr erstrebenswert:

e Nulleintrédge brauchen wir nicht zu berechnen, also sparen wir Zeit.

e Nulleintrige brauchen wir auch nicht abzuspeichern, also sparen wir auch Spei-
cherplatz.

e Eine genauere Untersuchung zeigt, dass auch Losungsverfahren fiir das Gleichungs-
system (/6.28) davon profitieren, wenn nur wenige Matrixeintrige von null abwei-
chen.
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6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

Abbildung 6.2: Basisfunktion ¢;

Wir beschrianken uns bei der Konstruktion auf den Fall m = 1, unsere Funktionen sollen
also stiickweise linear auf jedem Teilintervall sein. In diesem Fall muss fiir beliebige
Funktionen v, € V}, die Gleichung

Tr — Iy Ti+1 —

vp(z) = vp(Tip1) + vp(z;)  fiir i € {0,...,n}, z € [z;, xiy1]

Ti+1 — T4 Tit1 — T4
gelten, die Funktion ist also vollstdndig durch ihre Werte in den Punkten z; bestimmt.
Insbesondere ist die Funktion auf einem Intervall [x;, z;11] gleich null, wenn sie in dessen
Endpunkten gleich null ist. Deshalb konstruieren wir die Basisfunktionen so, dass sie in
genau einem Punkt x; von null verschieden sind, denn dann besteht ihr Tréiger nur aus
den beiden unmittelbar benachbarten Intervallen.

Also setzen wir Z := {1,...,n} und verwenden die Basisfunktionen
92121;11 fiir x € [l‘z;l, $i]7
. Ty —XT . . B
vi(x) == ﬁl_% fir x € [z, xi41], fir alle x € Q, i € 7.
0 ansonsten

Dabei ist durch die Wahl der Indexmenge Z sicher gestellt, dass alle Basisfunktionen die
Randbedingungen ¢;(a) = ¢;(b) = 0 erfiillen. Fiir diese Funktionen gelten

vi(z) #0= 2 € (-1, Tit1) firallei e Z, x € Q,
1 fallsi=34
wi(zj) = { ase=a fiir alle 4,5 € Z.
0 ansonsten

Insbesondere stellen wir fest, dass sich die Tréger zweier Basisfunktionen ¢; und ¢; nur
dann iiberschneiden kénnen, wenn |i — j| < 1 gilt. Also ist A eine Tridiagonalmatrix und
lésst sich deshalb besonders einfach handhaben.

Bei der Konstruktion der Eintrage der Matrix bietet es sich an, auf die einzelnen
Intervalle zuriick zu greifen: Auf jedem Intervall [z;,x;41] sind hochstens die beiden
Basisfunktionen ¢; und ;11 von null verschieden, so dass wir nur die Integrale

. Tit1
al(fl)L = / go'iJrl,(x)goéJm(x) dx fiir alle v, u € {0, 1}
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zu berechnen brauchen, um anschliefend

aé% + agifl) falls j = 1,
falls j =74+ 1
aiy =4 0 pls =t fiir alle i, j € T
ajg falls j =4 — 1,
0 ansonsten

zu erhalten. Wir kénnen also die Gesamtmatrix A aus den Elementmatrizen A e R2*2

zusammensetzen, indem wir die Beitrage der einzelnen Teilintervalle aufsummieren.
Um die Berechnung der Elementmatrizen weiter zu vereinfachen, fithren wir sie auf

Berechnungen auf dem Einheitsintervall zuriick: Mit Hilfe der Transformation

D, : [0,1] = [z, ziy1], T x+ (Tigp1 — )2,

erhalten wir

) Tit1
o= [ @) ) da

1
- /0 B(2)] 0o (Bi(8)) o (@i(E)) d i alle v, 1 € {0,1).

Wir fiithren lokale Basisfunktionen ein, die durch

$o : [0,1] = R, T 11—z,
$1:10,1] = R, T T
gegeben sind und
G () = i (Pi(2)) fir alle £ € [0,1], v € {0,1}

erfiillen. Es gilt insbesondere

B (@) = Py (@(2)) 2 (2) fiir alle & € [0,1], v € {0,1},

1

so dass wir aus
/
(I)Z-:$Z'+1—£Bi:h

unmittelbar

A~ A
%}ix) = ol (®i(2)) fiir alle # € [0,1], v € {0,1}

erhalten und die Eintrige der Elementmatrix in der Form
‘ 1
IS / A, / A~ A
ol = [ 1@ @)k (@l di

1 /1
= h/o @, (2) @), (&) dit fiir alle v, u € {0,1}
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darstellen konnen. Damit ist es uns gelungen, die Elementmatrix vollsténdig auf Grofien
auf dem Referenzintervall [0,1] zuriick zu fithren. Da ¢ = —1 und ¢} = 1 gelten, folgt

y 11 -1
() = =
A _h<—1 1)’

und wir konnen die Gesamtmatrix aus den Elementmatrizen zusammensetzen, um

|
-1 2
zu schlielen. Selbstverstéindlich hiatten wir die Eintrage dieser Matrix auch direkt be-
rechnen konnen, allerdings bietet der beschriebene Weg iiber Elementmatrizen und das

Referenzintervall den groflen Vorteil, dass er sich auf sehr viel allgemeinere Situationen
iibertragen lésst.

6.7 Mehrdimensionale finite Elemente

Sei nun d € {2,3}. Wir wenden uns dem Fall zu, dass Q C R? ein d-dimensionales
Gebiet ist. Um die Darstellung iibersichtlich zu halten, beschrianken wir uns auf ein
Polygon- beziehungsweise Polyeder-Gebiet, das sich als Vereinigung disjunkter Dreiecke
oder Tetraeder darstellen lasst.

Definition 6.25 (Simplex) Sei o € {0,...,d}. Eine Menge w C R? bezeichnen wir
als o-dimensionalen Simplex, falls es Punkte to, ..., ty € R% so gibt, dass w die konveze
Hiille dieser Punkte ist, falls also

g
w—{Zaiti Doag, ..., 0, €[0,1], a0+...+a0§1} (6.35)
i=0

gilt. Offenbar spielt die Reihenfolge der Punkte to,...,t, € R% keine Rolle, so dass w
durch die Menge der Eckpunkte t = {to,...,t,} vollstindig definiert ist.
Die Menge aller Eckpunktmengen, die o-dimensionale Simplizes beschreiben, bezeich-
nen wir mit
To:={t : #t=0+1, t CRY}.

Fiir jede Menge ¢t = {tg,...,ts} € T, schreiben wir den korrespondierenden Simplex
als
Wy = {Zapp : ap €[0,1] fir alle p € ¢, Zap < 1} )
pEt pEt

Um partiell integrieren zu kénnen, benotigen wir eine Beschreibung des Randes eines
Simplex. Wir stellen fest, dass fiir jedes p € t die Menge t \ {p} die Eckpunkte der
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Abbildung 6.3: Beispiele fiir Simplizes, die keine Triangulationen bilden

Seitenfléiche des Simplex wy beschreibt, die dem Punkt p gegeniiber liegt. Diese Menge ist
ein (o — 1)-dimensionaler Simplex, und wir kénnen den vollstindigen Rand des Simplex

w¢ durch
Owy = U Wi\ {p}
pEt

beschreiben, und sein Inneres durch

th = Wt \ awt.

Definition 6.26 (Triangulation) SeiQ C RY ein Gebiet, und sei T C Ty eine endliche
Menge. Wir fordern, dass
O=|]Jw, (6.36)
teT
gilt, dass also Q als Vereinigung der Simplizes dargestellt werden kann.
Wir fordern auch, dass

wrNws =10 fir allet,s € T, t # s (6.37)

gilt, dass also die Simplizes in T, abgesehen von ihren Rindern, disjunkt sind.
Wir fordern aufSerdem

wNws 0 = w Nws = wins fiir alle t,s € T. (6.38)

Zwei Simplizes aus T sollen also entweder identisch sein, iiber eine gemeinsame Seiten-
fliche, Kante oder einen gemeinsamen Punkt verfiigen, oder disjunkt sein.
FEine Familie T, die diese Voraussetzungen erfiillt, bezeichnen wir als Triangulation

des Gebiets ).

Die Triangulation des Gebiets €2 kann nun die Rolle der Zerlegung in Teilinterval-
le iibernehmen, mit der wir im eindimensionalen Fall gearbeitet haben. Bevor wir
stiickweise polynomiale Funktionen definieren konnen, sollten wir zunéchst Polynome
auf R? definieren. Dazu greifen wir wieder auf Multiindizes zuriick: Wir setzen

v

V=l fiir alle z € RY, v e My
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und definieren fiir m € Ny den Raum der d-dimensionalen Polynome durch

I,

=span{zr — 2" : ve My, |v|<m}.

So gehort beispielsweise ein konstantes Polynom zu II¢, ein lineares Polynom wie z;
oder 2x1 + x3 zu H‘li und ein kubisches Polynom wie xlx% + x% zZu Hg. Wir definieren den
Raum der stiickweise linearen Funktionen durch

Vi i={ue L*Q) : ul,, € O¢, ue CQ), ulgg = 0}.

Wie schon im eindimensionalen Fall miissen wir sicher stellen, dass die Elemente des
Raums V), schwach differenzierbar sind.

Lemma 6.27 (Schwach differenzierbar) Jede Funktion vy, € Vj, erfiillt v, € HY(Q),
und ihre schwachen Ableitungen sind gegeben durch

0" vp)w, = 0" (Vh|w,) firallete T, ve Mgy, |v|=1.
Beweis. Fiir jedes Tupel t € T bezeichnen wir mit
ng : Owy — R?
die Abbildung, die jedem Randpunkt den dufleren Normaleneinheitsvektor zuordnet.

Sei vy, € Vp, und v € My mit |v| = 1 gegeben. Dann muss ein ¢ € {1,...,d} mit v; =1
existieren und somit

0
0" =
axi
gelten. Wir definieren wy, € L?(Q2) durch
9 )
Whw, = (‘T’ci(vh‘w’f) fiir alle t € T..

Fiir eine Testfunktion ¢ € C5°(§2) erhalten wir per partieller Integration

- [ewm@an=3 - [ o

teT
0
- ; /wt () 0z, vp(z) do — teZT /am o(z)vp(x)ng;(z) da

N /Q pla)wn(e) dv - Z Z o(x)vp(x)ng () do.

teT pet “Wi\{p}

Unsere Aufgabe besteht darin, nachzuweisen, dass der zweite Summand verschwindet.
Dazu untersuchen wir die Menge der Seitenflichen (beziehungsweise im zweidimensio-

nalen Fall Kanten)
E:=JJe\ ).
teT pet
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6.7 Mehrdimensionale finite Elemente

iiber die summiert wird. Wir zerlegen die Menge der Fliachen in Randflichen
Eext :={e € E : w. C 0N}

und innere Flachen
B =F \ Eext.

Fiir eine Randfliche e € Eet muss wegen we C 0f2 die Funktion ¢ auf w, verschwinden,
also verschwindet auch der entsprechende Summand.

Falls e € Eit eine innere Fliche ist, muss es Seitenfliche mindestens zweier Simplizes
sein, und nach konnen es auch nur genau zwei Simplizes sein. Fiir jedes e €
FEint konnen wir deshalb t.,s. € T mit t, # s, und e C t,, s, fixieren. Der duflere
Normalenvektor des Simplex wy, auf der Fléche we ist gerade der innere Normalenvektor
des Simplex wg, auf dieser Fliche, es gilt also

ne, () = —ng, () fiir alle x € we.

Daraus folgt

Z Z / o(x)vp (z)ny () do

teT pet Y “i\{p}

- Z </w p(@)vn (@), i(x) do +/

e€R Wt

o(z)vp(x)ns, () da:)

=) / o(x)vop () (ny, (7) + ng_(x)) dz = 0,

eEEint We
und unser Beweis ist vollsténdig. ]

Also kénnen wir das diskrete Variationsproblem auf diesem Raum V}, formu-
lieren und nach einer Losung suchen. Um das Gleichungssystem konstruieren
zu koénnen, brauchen wir geeignete Basisfunktionen. Wie schon im eindimensionalen
Fall sind wir auch hier daran interessiert, diese Funktionen so zu wihlen, dass ihre
Trager moglichst klein sind, und wie im eindimensionalen Fall stellen wir fest, dass eine
stiickweise lineare Funktion v, € V}, durch ihre Werte in den Eckpunkten jedes Simplex
bereits eindeutig bestimmt ist. Wir bezeichnen die Menge der Eckpunkte mit

N = Ut
teT

und zerlegen sie wieder in Randpunkte und innere Punkte
Next :={p € N : p € 00}, Nint ;= N\ Next ={pEN : peQ}.

In Randpunkten sind die Funktionen des Raums V}, nach Definition immer gleich null,
also bietet es sich an, je eine Basisfunktion fiir jeden inneren Punkt zu definieren. Wir
setzen

7 := Nint

127



6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

NN
b o

Abbildung 6.4: Stiickweise lineare Basisfunktion im zweidimensionalen Fall

und definieren die Basisfunktionen durch

1 falls i =p,

wi(p) = fiir alle i € Z, p € N.
0 ansonsten

Wieder stellt die Wahl der Indexmenge sicher, dass die homogenen Dirichlet-Randbedin-
gungen erfiillt sind, und die Basisfunktion ¢; kann nur auf denjenigen Simplizes t € T
von null abweichen, fiir die ¢ € ¢ gilt:

vi(z) # 0= es existiert ein t € T mit & € w, firallei e Z, z € Q
Nach Konstruktion muss auch

1 fallsti=3
0i(j) = { aus =1 fir alle i, € Z
0 ansonsten

gelten, so dass die von uns definierten Funktionen ¢; linear unabhéngig sein miissen.
Bei der Berechnung der Matrixeintrige haben wir im eindimensionalen Fall auf die
einzelnen Intervalle zuriickgegriffen, in die wir das Intervall ) zerlegt hatten. Im allge-

meinen Fall verwenden wir stattdessen die Simplizes: Auf einem Simplex ¢ € T sind nur
die Basisfunktionen ; mit ¢ € ¢ von null verschieden, so dass wir die Integrale

o) ::/ (Ver(@), Voo ()2 da fiir alle 4, € ¢
wt

berechnen und die Gesamtmatrix in der Form

a;j = Z ag-) fir alle?,j7 €7
teT
i,jet
darstellen zu kénnen. Um den Eintrag a;; zu bestimmen, geniigt es also, die Beitréige
aller Simplizes, die ¢ und j enthalten, aufzusummieren.

Bemerkung 6.28 (Assemblierung) In der Praxis geht man in der Regel so vor, dass

man fir jeden Simplex t € T der Triangulation die Elementmatriz A® berechnet und
thre Fintrdage dann den korrespondierenden Eintrigen der Gesamtmatriz A hinzufigt:
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6.7 Mehrdimensionale finite Elemente

forte T do
Berechne die Elementmatriz A®
fori,j €t do

ifi1€Z und j €7 then a¢j<—aij+a(t-)

ij
Dieser Zugang bietet den Vorteil, dass besonders einfache Datenstrukturen verwendet

werden konnen und die fir die Berechnung der Elementmatrizen erforderlichen Hilfs-
grofien nur fir jedes Element einmal berechnet werden miissen.

Wie im eindimensionalen Fall kénnen wir die Berechnung der Elementmatrizen auf
ein Einheitssimplex

Oi={zeR? : z; >0firalleic {1,...,d}, 1 +... +z4 <1}

zuriickfithren, der von den Punkten

0 1 0
R 0 . 0 R :
tO = 3 ty = . ) td = )
: 0
0 0 1
aufgespannt wird. Fiir ein ¢ € T numerieren wir dazu die Eckpunkte durch, indem wir
{to,...,tq} =t setzen, und definieren die Transformation
d
By — wy, B to+ Y @it — to),
i=1

von w auf wy. verwenden. Nach Transformationsformel gilt
of) = [ (Veita), Vpa))ada
= / | det D®(2)|[(Vpi(P(2)), Vi (P4(2)))2 di fiir alle ¢, € ¢. (6.39)

Da @, eine affine Transformation ist, ist D®; und damit auch det D®; konstant, so
dass wir die Berechnung dieser Grofle aus dem Integral herausziehen kénnen. Die Basis-

funktionen fiihren wir wieder auf Basisfunktionen auf dem Referenzelement zuriick, die
durch

(ﬁo:@—}R, T—1—-21—...— 24,
Oy — R, T Ty, fir alle v € {1,...,d}

definiert sind und

1 fallsv =
{ ats ¥ = fiir alle v, u € {0,...,d}

0 ansonsten
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6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

erfiillen. Daraus folgt
@V(fu) =1, (tp) = prpo (I)t(fu)7
@I/O(p;l(tll) = @tu(tu) fir alle v, € {07'-‘7d}a

und da die Funktionen auf w; affin sind, kénnen wir aus der Identitéit in den Eckpunkten
bereits

o1, = Py o®; ! fir alle v € {0,...,d}
schlieflen. Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir
Ver, (2) = Doy, ()" = (Do 0 &' D(@77)(2))" = D(®; 1) (2)" (D 0 @71
= D(®; 1) (2)*V, 0 ;! fir alle v € {0,...,d}, x € wy,
und da uns dank Umbkehrsatz
D(®; Y (z) = (D®,) 1 (®; ! (x)) fiir alle = € w;
zur Verfiigung steht, folgt
Vo, (x) = DO (07 (x)) Vi, (9 (2)) fir alle v € {0,...,d}, = € w;.

Hier verwenden wir die Abkiirzung (A~1)* = A=*. Indem wir diese Gleichung in (6.39))
einsetzen, ergibt sich die Darstellung

ol = [ 1ot D& (@) (D®:(2) " V2, 0). Di(2) " Vip,(@))2 di

w

fir alle v, u € {0,...,d}.

In unserem Fall ist ®; eine affine Abbildung, also ist D®; konstant, und damit sind es
auch det D®; und D®, ™. Fiir einen stiickweise polynomialen Ansatzraum muss damit
der Integrand ein Polynom sein, so dass sich die Eintrdge der Elementmatrix relativ
einfach mit einer Quadraturformel berechnen lassen.

6.8 Analyse des Approximationsfehlers

Fiir die Abschiatzung des Approximationsfehlers verwendet man in der Regel das Céa-
Lemma [6.23] also die Ungleichung

lu —up|lv < —ZHu — upllv fir alle vy, € Vp,

die die exakte Losung u in Bezug zu der N&herungslosung uy setzt.

In der Regel geniigt es, die Existenz einer Funktion v, € V}, nachzuweisen, die w hin-
reichend gut approximiert, um, abgesehen von der Konstanten, dieselbe Eigenschaft fiir
die mit Hilfe des Gleichungssystems und der Formel praktisch berechenbare
Funktion uy zu erhalten.
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6.8 Analyse des Approximationsfehlers

Abbildung 6.5: Regelmissige Triangulation. Je ein Dreieck aus 77 und 75 ist rot bezie-
hungsweise blau markiert.

Reduktion auf das Referenzelement

Da wir an dieser Stelle nicht auf die Details der Approximationstheorie in Sobolew-
Réaumen eingehen konnen, beschrinken wir uns darauf, einen besonders einfachen Fall
zu behandeln: Wir untersuchen wieder das Einheitsquadrat © = [0,1]? und legen ein
N € N fest, das die Auflésung der zu konstruierenden Triangulation bestimmt. Wir
definieren die Menge der Punkte durch

TN+ jh
Ni={zij; : i,j€{0,...,N+1}}, Ning :=A{zij : i, €{1,...,N}}.

1 .
h: xij = <2h> fir alle 4,5 € {0,..., N + 1},

Fiir die Triangulation des Gebiets €2 verwenden wir zwei Typen von Dreiecken:

Ty = {{zij Tiv1j, Tigr} 4,5 €{0,..., N},
Ty = {{zit1,j41, Tij+1, Tt} 6,5 €{0,..., N},
T:=T,UT5.

Die resultierende Triangulation ist in Abbildung dargestellt. Sie hat den groflen
Vorteil, dass alle auftretenden Dreiecke zu dem Referenzdreieck

LD:{:UERQ D, >0, o+ 20 < 1}

kongruent sind, auflerdem lassen sich die Abbildungen von @ auf ein Element w; beson-
ders einfach darstellen: Falls t € T3 gilt, existieren 7,5 € {0,..., N} mit

t =A{xij, Tiy1j Tijra}s
und wir kénnen die Abbildung

Dy 0 — wy, i’l—>$ij+hi',
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6 Variationsformulierungen und das Finite-Elemente-Verfahren

verwenden. Fiir ¢ € T3 finden wir nach Definition 7, j € {0,..., N} mit
t = {Zit1j41, Tij+1, Tit1,5}
und wir kénnen mit
P 0 — wy, T iy j41 — h,

arbeiten. In beiden Fillen ist die Berechnung der Ableitungen offenbar sehr einfach, es
gilt

D®, = hl, Dd* = h7l, det D®;, = h? fiir alle ¢t € T,

D®, = —hl, D®;* = —h7 0, det D&, = h? fiir alle t € Th.
Als néchstes miissen wir untersuchen, wie sich die Ableitungen von Funktionen unter

diesen Transformationen verhalten. Seien also w € L?(Q2) und v € My so gegeben, dass
O’w € L*(Q) existiert. Wir definieren

Wy = w o Oy fir allet e T
und stellen mit Hilfe der partiellen Integration und der Transformationsformel fest, dass

die schwachen Ableitungen 0¥, € L?() fiir alle ¢t € T existieren und die Gleichungen

hivl(ov ) falls t € T,
6%_{ (07w) o @y alsvedn fiir alle £ € T

(=h)IV(0¥w) o ®;  ansonsten.

erfiillen. Durch Einsetzen in die Definition folgt

e =" llwlull72 = £ llde] 7, (6.40a)
terT teT
2 _ 2 _ A2
lwlz = Z W, [ = Z W[ g1 (6.40b)
teT teT
wits = [l g2 = 72 e, (6.40c)
teT teT

wir konnen also alle Normen durch Summen von Normen auf dem Referenzelement
darstellen.

Lokale Interpolation per Sobolew-Einbettungssatz

Wie bei Fehlerabschétzungen fiir die Taylor-Entwicklung oder die Interpolation miissen
wir auch im Fall der finiten Elemente voraussetzen, dass die zu approximierende Funk-
tion hinreichend oft differenzierbar ist. In unserem Fall lasst sich beweisen, dass eine
Konstante Cyz € Rg so existiert, dass fiir jede rechte Seite f € L?(Q) die Losung
u € HL() der Aufgabe auch u € H%(Q) und die Abschitzung

[ullz> < Crgll £l 2 (6.41)
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6.8 Analyse des Approximationsfehlers

erfiillt. Derartige Regularititsaussagen gelten auf konvexen Gebieten, bei nicht-konvexen
Gebieten gilt noch u € H%(Q), wobei a € (0,1) ein von den AuBenwinkeln
abhédngender Parameter ist.

Um die Approximation v konstruieren zu kénnen, greifen wir auf ein Resultat der
Theorie der Sobolew-Raume zuriick: Der FEinbettungssatz von Sobolew besagt, dass in
unserem Fall H2(Q2) C C(f) gilt, dass also jede Funktion aus H?((2) stetig ist (genauer
gesagt sich hochstens auf einer Nullmenge von einer stetigen Funktion unterscheidet),
und dass eine Konstante Cy, € R+ existiert, die

[v]lco,02 < Coolv]] a2 fiir alle v € H?(Q)

erfiillt. Der Raum H?() ist demnach stetig in C(€2) eingebettet. Also kénnen wir Funk-
tionen aus H2(Q) punktweise auswerten und so stiickweise interpolieren, indem wir den
Lagrange-Interpolationsoperator

I, s HA(Q) — Vi, v Zv(i)gpi,
1€

definieren. Hierbei ist (i) so zu verstehen, dass der stetige Repriisentant der Aquiva-
lenzklasse v im Punkt i € R? ausgewertet wird. Da Jj, in den Raum V}, abbildet, muss
infolge des Céa-Lemmas

Cs ~
lu —unlly < FE"U = Tnlu]llv

gelten, so dass wir ,nur noch® die rechte Seite dieser Abschitzung beschrinken miissen.
Dazu greifen wir wieder auf das Referenzelement zuriick: Wir definieren

e:=u—Jplul, é:=eod, firallet € T

und erhalten dank (6.40a}) und (6.40Db))

lu = Saledl = llel = llelz= + lel3n = Y W2lleallFe + lecf3n-
teT

Fiir alle ¢t € T ist (Jpfu])|w, gerade das lineare Lagrange-Interpolationspolynom der
Funktion u, also muss Jp,[u] o ®; das Interpolationspolynom der Funktion 4; = uo ®; auf
dem Referenzelement @ sein. Wenn wir den Interpolationsoperator auf & mit

3:H(0) — I, v v(lo)po + v(E1) @1 + v(la) P,

bezeichnen, folgt
ér=eod, = (u—Tpfu]) o ®y = Gy — Iy,

wir miissen also lediglich die lineare Lagrange-Interpolation auf dem Referenzelement w
analysieren, allerdings in der ,,Sprache* der Sobolew-R&aume.

133
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Lokale Approximation per Bramble-Hilbert-Lemma

Dazu verwenden wir ein weiteres Hilfsmittel aus der Theorie der Sobolew-Riume: Das
Bramble-Hilbert-Lemma ist eine Verallgemeinerung der Taylor-Entwicklung fiir schwach
differenzierbare Funktionen und besagt in unserem Fall, dass eine Konstante Cl}, € Rsg
so existiert, dass fiir alle v € H?(&) ein Polynom vy € 17 existiert, das die Abschéitzungen

[v = woll 2 < Conlv]a
erfiillt. Dieses Resultat wenden wir nun fiir ¢ € T auf 1 an: Wir finden ug € I3 mit
llar — Goll g2 < Conl|l| g2 (6.42)

und stellen fest, dass R
Jap] = g

gilt, da die Lagrange-Interpolation eine Projektion auf den Raum der jeweiligen Polyno-
me ist. Also folgt auch

iy — 3[iiy] = @y — tip — Iay — o] = (I — 3)[dy — o).

Mit dem Einbettungssatz von Sobolew finden wir eine Konstante 550 € R+, die von ¢
unabhéngig ist und

(I =3[ = doll 2 < [ =T r2ec@)llte = ollocw < I = T 120(@) Csolliie — o]l 2
erfiillt. Mit Hilfe des Bramble-Hilbert-Lemmas folgt

[ = Tt ll 2 = (T = I)[de = do]ll 2 < CoollI = Tl r2ec(@)llts — tioll 12

< CaoChnll I = 3|2 ooyl — dol g2,

und da die zweiten Ableitungen des linearen Polynoms g gleich null sind, erhalten wir
schliefflich

i = 3]z < Coliulgz,  Co = CosConll = Bl 2oy fiirallet e T.
Entsprechend kénnen wir auch

i — 3l < Chltulpz,  C1 = CsoChilll = T e co) fiir alle t € T
zeigen und erhalten mit und die Abschitzung

lelfz =12 Y _léllze < C3h? Y _laulzys = CER*A2 Y lanlzye = Cih*|ulyps,  (6.43)

teT teT teT
wéhrend sich mit (6.40b) und (6.40c) die Abschétzung
lel2n = leddn < OPY lul3e = CIR2h™2Y " 3 = CRh?[ul%pe, (6.44)
teT teT teT
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ergibt. Diese Schlusstechnik, bei der sich h-Potenzen durch das unterschiedliche Verhal-
ten der unterschiedlichen Ableitungen unter Skalierung des Gebiets ergeben, spielt eine
entscheidende Rolle in vielen Bereichen der Theorie der finiten Elemente und wird héufig
als Skalierungsargument (engl. scaling argument) bezeichnet.

Durch Kombination der Teilergebnisse ((6.43)) und ((6.44)) folgt

ot = 3nfulllzs = \JllelZa + lelZ < /O3 + CFh2Jul

= h\/COQh2 +012”U/‘H2

In unserem Fall gilt h < 1, also haben wir schliellich
|w — Tn[u]ll g1 < hy/CZ + CFlul g fiir alle v € H?()

bewiesen. Mit dem Céa-Lemma und (6.41)) folgt

Cs
lu —up| g < c

S /C3+ AT, (6.45)
E

der Diskretisierungsfehler wird also proportional zu A fallen, wenn wir das Gitter verfei-
nern.

Fehlerabschitzung fiir die L>-Norm per Aubin-Nitsche-Lemma

Ein zu h proportional fallender Fehler ist nicht befriedigend, wenn wir bedenken, dass
der Fehler des einfachen Finite-Differenzen-Verfahren geméfl Satz proportional zu h?
fallt. Allerdings ist zu beachten, dass die Aussage nicht nur eine Schranke fiir den
Fehler der Funktion darstellt, sondern auch fiir ihre Ableitung.

Falls uns die Konvergenz der L2-Norm geniigt, kénnen wir mit einem eleganten Trick
eine wie h? fallende Fehlerschranke gewinnen.

Lemma 6.29 (Aubin-Nitsche) Sei Capx € Rsg so gegeben, dass fir jede rechte Seite
f € L*(Q) die Losung u € H(Q) des Problems und die Léosung up, € Vj, des
Problems die Fehlerabschdtzung

lu = unllr < Capxhl|fl] 2 (6.46)
erfillen. Dann gilt auch
lu—upll L2 < CsCRph®(|fl 2-

apx

Beweis. Die Idee dieses Beweises besteht darin, ein geschickt gewihltes Hilfsproblem zu
untersuchen: Wir definieren das Funktional

p: L2(Q) — R, v / v(z)(u(x) — up(z)) de,
Q
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und suchen nach Funktionen w € H}(Q) und wy, € V}, die die Variationsgleichungen

a(w,v) = p(v) fiir alle v € HJ(Q),
a(wp,vp) = w(vp) fir alle vy, € V},

l6sen. Da a symmetrisch ist, erfiillen auch die Losungen dieser Probleme
lw — wp||g1 < Capxhllu — upl|r2-
Infolge der geschickten Wahl des Funktionals i erhalten wir
||lu — UhH%2 = p(u —up) = alw,u — uy),
mit der Galerkin-Orthogonalitét (vgl. (6.30) folgt
lu = up||72 = a(w — wp,w = up),
und dank der Stetigkeit ergibt sich
lu = unll7e < Csllw — whll g llw = up .-
Nun kénnen wir die Fehlerabschétzung fiir v und w einsetzen, um
lu = unlZ2 < CsCapxhllu — unllr2Capxhll fll 2 = CsCopch®|lu — un 2| 1| 2

zu erhalten, und daraus folgt die Behauptung.
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7 Losungsverfahren fiir schwachbesetzte
Matrizen

Sowohl bei der Finite-Differenzen- als auch bei der Finite-Elemente-Methode entstehen
Matrizen A € RT*T, bei denen jede Zeile nur wenige von null verschiedene Eintrige
enthélt. Das hat zur Folge, dass sich das Matrix-Vektor-Produkt Ay fiir beliebige Vek-
toren y € R” sehr effizient berechnen lisst, und diese Eigenschaft kénnen wir ausnutzen,
um die linearen Gleichungssysteme, die sowohl bei elliptischen als auch parabolischen
Problemen auftreten, schnell zu losen.

Unsere Aufgabe besteht darin, das System

Ax=Db (7.1)

zu l6sen. Wir beschrinken uns auf den Fall, dass die Matrix A symmetrisch und positiv
definit ist, dass also

A* = A, (Ay,y)2 >0 fiir alle y € R \ {0}

gilt. In allen von uns betrachteten Modellproblemen sind diese Voraussetzungen erfiillt,
und dasselbe gilt auch fiir viele in der Praxis auftretende Probleme.

7.1 Gradientenverfahren

Wir gehen wie in Abschnitt vor und bringen das lineare Gleichungssystem ([7.1)) in

die Form eines Minimierungproblems, indem wir die Funktion
T 1
f:R" >R, X §<X,AX>27<X,b>2,

definieren und feststellen, dass sie ihr Minimum gerade fiir die Losung des Systems (7.1
annimmt:

Lemma 7.1 (Minimierungsproblem) Seien x,y € RZ. Dann gilt
f(x) < f(x+ Ay) fir alle A € R (7.2)

genau dann, wenn
(y,b—Ax)2 =0 (7.3)

erfillt ist.
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7 Losungsverfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

Insbesondere ist x genau dann eine Losung des linearen Gleichungssystems , wenn
f(x) < f(z) fiir alle z € R® (7.4)

gilt. Da genau eine Losung besitzt, muss somit f genau ein globales Minimum
besitzen.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass

FGxe+Ay) = 3 (c+ Ay, Alx + Ay))a — {x + Ay, bl

2
= ()~ My b~ Ax)a + 2 (v, Ay), (75)

fir alle A € R gilt.
Nehmen wir nun an, dass (7.2) gilt. Fiir y = 0 ist die Aussage (7.3)) trivial, sei also
im Folgenden y # 0 vorausgesetzt. Indem wir
\ = <y7b - AX>2
(v, Ay)2

in ((7.5) einsetzen, erhalten wir

(y,b— Ax>% (y,b— Ax>%
(y,Ay)2 2(y,Ay)2

und da ([7.2)) vorausgesetzt ist, folgt

fx+Ay) = f(x) - 2y Ay |

= %) -

0<(y,b—Ax)3 <0,

also gerade (|7.3]).
Gehen wir also nun davon aus, dass ([7.3)) gilt. Dann folgt aus (7.5)) direkt
)\2

da die Matrix A positiv definit ist. Also folgt ([7.2]).

Sei nun x eine Losung des Gleichungssystems (7.1), und sei z € RT Dann gilt ins-
besondere ([7.3)) fiir den Vektor y := z — x, und wie wir bereits gezeigt haben folgt
daraus

fx) < f(x+y) = f(z)

Um die letzte Folgerung zu beweisen, setzen wir voraus, dass x die Minimalitétsbedin-
gung ([7.4) erfiillt. Wir wéhlen y := b — Ax und folgern, dass auch (7.2 gelten muss.
Aus der bereits bewiesenen Aquivalenz zu (7.3 folgt

Ib — Ax||3 = (y.b — Ax)> =0,

also ist x Losung des Gleichungssystems ((7.1)). [ ]
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7.1 Gradientenverfahren

Statt nach einer Losung des linearen Gleichungssystems zu suchen, kénnen wir
also auch das Minimierungsproblem zu losen versuchen.

Dazu gehen wir iterativ vor: Ausgehend von einer Niherung x(© € RZ der Losung
konstruieren wir eine verbesserte Niherung x(!) € RZ, daraus eine weitere Niherung
x(2) e RZ, bis wir eine ausreichend hohe Genauigkeit erreicht haben. Im Gegensatz zu
Verfahren wie der Gauf-Elimination wird dieser Prozess im Allgemeinen nicht die ex-
akte Losung nach endlich vielen Rechenschritten bestimmen, aber er wird sie beliebig
zu anndhern. Das reicht fiir unsere Zwecke allerdings vollig aus: Die Losung des linea-
ren Gleichungssystems beschreibt in unserer Anwendung eine Niaherung der Losung der
kontinuierlichen Differentialgleichung, und den durch die Diskretisierung eingefiihrten
Fehler konnen wir auch durch exaktes Losen des Gleichungssystems nicht reduzieren.

Wir bezeichnen die Folge der Naherungslosungen mit (x(m))meNo und den erwiinschten
Grenzwert mit x* € RZ, definiert durch

Ax* =b.

Unsere Aufgabe besteht darin, zu einer Niherung x(™ € RZ eine verbesserte Niherung
x(m+1) e RT zu konstruieren.

Wir 16sen diese Aufgabe in zwei Schritten: Zunéchst wahlen wir eine Suchrichtung
p(™ e R? aus, entlang derer wir die Lésung verbessern wollen. Dann bestimmen wir die
optimale Schrittweite A™) € R. Beide zusammen definieren die nichste Néherung

x(m+1) Z x(m) | \(m)p(m).

Um die Wahl der Suchrichtung analysieren zu kénnen, bietet es sich an, dass Residuum
r(™ .= b — Ax(™ fiir alle m € No

zu definieren. Indem wir li auf x(™ und p(™ anwenden, erhalten wir

2

PO 4 ApU™) = F(x™) = Ap(™, b — Ax)5 + 2 (p™), Ap(™),
)\2

— f(x(m)) _ )\<p(m), r(m)>2 + ?<p(m)’ Ap(m)>2'

Falls X\ hinreichend klein ist, konnen wir den dritten Term vernachléssigen, miissen also

lediglich dafiir sorgen, dass
<p(m)’ r(m)>2

moglichst groff wird. Aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wird das Skalarprodukt
maximal, wenn seine Argumente linear abhéngig sind, also diirfte

p(m) . p(m)

eine gute Wabhl fiir die Suchrichtung sein.
Der néchste Schritt besteht darin, die optimale Schrittweite zu bestimmen. Damit

x(mHD) — x(m) | \(m)p(m)
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7 Losungsverfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

optimal ist, muss
Fx™ L ARy < r(x(m) 4 \p(m) fiir alle A € R (7.6)
gelten. Aus Lemma [7.1] folgt, dass das dquivalent zu
0= (p"™),b— Ax™ 4 XM pmy), — (pm) M)y, _ (pm) (™) Apm)),
ist, und indem wir nach A" auflésen folgt

A0 <p(m)7r(m)>2

~ (plm), Ap(m)),’ (7.7)

und fiir die von uns gewahlte Suchrichtung schliellich

() x(m)y (LRI

Am) — = .
(0 A7)y (£0m), Ax),

Damit ist unser ersters Iterationsverfahren vollsténdig definiert.

Definition 7.2 (Gradientenverfahren) Die durch

(SR (F
\m) . ) o Ary,  falls r(m) £ 0,
0 ansonsten,

x(m+1) . y(m) 4 3 (m)y.(m) fiir alle m € Ny

definierte Folge von Ndiherungslosungen bezeichnen wir als die Folge der Iterierten des
Gradientenverfahrens.

Der Name des Verfahrens ist darauf zuriick zu fithren, dass —r(™) gerade der Gradient
V £(x(™)) der zu minimierenden Funktion ist.

Falls (™) = 0 gilt, muss x(™ nach Definition bereits eine Losung des Gleichungssy-
stems sein, also brauchen wir das Verfahren nicht weiter durchzufiihren.

Anderenfalls impliziert die Optimalitdtsbedingung , dass

FOD) < f(x0)

gelten muss, die Naherungslosungen kénnen in diesem Sinne nur besser werden.

Um das Verfahren effizient durchfithren zu koénnen, bietet es sich an, darauf zu ach-
ten, dass die in der Regel zeitaufwendige Multiplikation mit der Matrix A nur einmal
pro Iterationsschritt durchgefiithrt wird. Dieses Ziel lidsst sich erreichen, indem wir die
Hilfsvariable

alm .= Ar(™ fiir alle m € N
einfithren und
(™) — p — Ax(TD = p — Ax(™) — A Ap(m™)
= r(m) _ \(m)z(m) fiir alle m € Ny

fiir die Berechnung ausnutzen. Es ergibt sich der folgende Algorithmus:
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7.1 Gradientenverfahren

r < b — Ax;
while ||r||2 zu gro do begin
a<+ Ar;
A [/ a)os
X ¢ X + Ar;
r<r—Jia
end

Eine bemerkenswerte Eigenschaft dieses Verfahrens besteht darin, dass es lediglich Ska-
larprodukte, Linearkombinationen und die Auswertung der Matrix A fiir einen gegebe-
nen Vektor erfordert. Etwa bei Finite-Differenzen-Verfahren sind alle Eintrége der Matrix
A a priori bekannt, so dass die Auswertung fiir einen beliebigen Vektor erfolgen kann,
ohne die Matrix explizit speichern zu miissen. Dadurch wird nicht nur sehr viel Spei-
cherplatz gespart, sondern auch die Geschwindigkeit des Algorithmus verbessert, weil
auf modernen Computern Zugriffe auf den Hauptspeicher hiufig sehr viel langsamer als
Rechenoperationen ausgefiihrt werden.

Wir sind natiirlich daran interessiert, eine quantitative Konvergenzaussage zu erhal-
ten. Eine Norm, mit der sich die Konvergenz des Gradientenverfahrens besonders gut
analysieren ldsst, ist die Energienorm, die durch das Energieskalarprodukt definiert wird:

(v, x)a = (y, Ax)2, %[ := v {x,%)4 fiir alle x,y € R”.
Diese Norm passt besonders gut zu unserem Problem, weil

[x — x*[|4 = (x — x*, A(x — x*))y = (x, AX)g — 2(x, AX*)y + (x*, AX*)y
= (x, Ax)y — 2(x,b)g + (x*, Ax") = 2f(x) + ||x*|%4 fiir alle x € R?

gilt, bis auf den konstanten Term ||x*||% stimmen also das Quadrat der Energienorm und
die von uns minimierte Funktion iiberein, und insbesondere bedeutet eine Minimierung
der Funktion f auch eine Minimierung der Energienorm.

Wir sind daran interessiert, die Entwicklung des Fehlers

e = x* — x(™ fiir alle m € Ny (7.8)
zu untersuchen. Da Ax* = b gilt, erfiillt er die Gleichung
Ae™ =b — Ax(M) = p(m) fiir alle m € Ny,
und nach Definition der Iterationsvorschrift entwickelt er sich geméif
e(m+1l) — yx _ (m+1) _ v o (m) _ \(m)p(m)
=™ — \(m Ae(™) fiir alle m € Np.
Wir haben A(™) gerade so gewiihlt, dass

FxmIDY = (x4 Xy < p(x(m) 4 \p(m) fiir alle A € R

141



7 Losungsverfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

gilt, und wie wir bereits gesehen haben, ist das dquivalent zu
eI = x0T — x5 = 27 (< Y) + 1% 1%
< 27 () 4+ 2r) o[ = [ = %) = ar
= [le/™ —XAe™ |4 fiir alle A € R. (7.9)

Mit Hilfe einer Eigenwertanalyse ldsst sich aus dieser Abschitzung eine Aussage iiber
die Konvergenz des Fehlers gewinnen:

Lemma 7.3 (Konvergenz) Seien a, 5 € Ry so gewdhlt, dass o(A) C [a, 5] gilt, dass
also alle Figenwerte zwischen diesen Schranken liegen. Dann gilt

_p-a
 B+a

(m+1)) <1 fiir alle m € Ny.

e 4 < olle™ ]|, 0:

Insbesondere konvergieren die Niherungslosungen x(™ gegen die ezakte Lisung x*.

Beweis. Da A symmetrisch ist, ist die Matrix auch orthogonal diagonalisierbar, es exi-
stieren also eine orthogonale Matrix Q € RZ*Z und eine Diagonalmatrix D € RZ*Z
mit

A =QDQ", Q' Q=1L
Sei m € Ny. Wir bezeichnen mit
(™ .= Q*e™
den in die Eigenvektorbasis transformierten Fehler. Nach gilt

le™ V% < et — AAe™ |13 = [[(T - AA)e™)|
= (I—=XA)e™ A(I—AA)e™),

= (Q(I-D)Q*e™,QDQ*Q(I - AD)Q*e(™),
= (I - AD)e"™) , D(I — AD)&(™),.

Da D eine Diagonalmatrix ist, miissen Eigenwerte (u;);e7 mit
dii = Wi, Wi € o, B fir allei € Z

existieren, und wir erhalten

e D% < 37 ma(l = M) (™) = D piga () (™)’

€L €T
fiir die Hilfsfunktion

9o, Bl = R, = (1= )2
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7.1 Gradientenverfahren

Unsere Aufgabe besteht darin, den Parameter A € R so zu wéhlen, dass gy auf [«, ]
moglichst geringe Werte annimmt. FEin Blick auf die zweite Ableitung der Funktion legt
nahe, dass sie ihr Maximum nur in den Randpunkten o und 8 annehmen kann. Aus

(@) < (B) = 120X+ a® 2 <1 26X+ %N\ <= —2a +a’)\ < —26+ 3%\
2 _2AB=a)

B+a pBZ—a? —

folgt, dass das Maximum fiir A < A\g := 2/(5 + «) im linken und anderenfalls im rechten

Randpunkt angenommen wird. Aufgrund der Abschitzungen

Jgr(0) = 2a(0r 1) < 22007 F L 5,070

= 2B -a) < (B -\ =

<0 fiir alle)\<i

B+a B+ B+ a
9 _ 26—a—-0 _ .8~ )
5%([?) =26(BA—1) ZMW B+ >0 fiir alle A > e

fallt das Maximum monoton, bis wir Ay erreichen, um dann wieder monoton zu wachsen.

Also ist
2

B+ a
die bestmogliche Wahl ist. So erhalten wir

B B 200 2_ B+a— 2« 2_ -« 2_ 9
gx(ﬁ)—gx(a)—<1—6+a> —(5+a ) _<B+a) =0
und schlieflich

le™ DI < D7 migalu) (&™) < 0 Y pui(e™)? = 0* @™, D)y
1€ i€l

= 2(Q*e™ DQ*e™), = g*(el™, Ael™)y = P?[le™ 3.

Die gewiinschte Konvergenzaussage folgt, indem wir die Wurzel aus dieser Abschétzung
ziehen. [

A=

Die bestmogliche Wahl fiir die Parameter « und S in dieser Konvergenzaussage sind
offenbar der kleinste und grofite Eigenwert der Matrix A. Mit Hilfe der orthogonalen
Diagonalisierung lassen sich diese optimalen Parameter durch

1
= AT B =1Al2
A2
darstellen, und die Schranke der Fehlerreduktion nimmt so die Form
_B-a_Bla—1_|Ap)A -1 _r(A)-1 2
B+a Bla+1l |Al2]|A72+1  ka(A)+1 ko2(A) +1

an, das Gradientenverfahren wird also um so langsamer konvergieren, je grofler die Kon-
ditionszahl ro(A) der Matrix A ist. Das ist ein sehr ungiinstiges Verhalten, da bei der
Behandlung partieller Differentialgleichungen in der Regel die Konditionszahl wichst,
wenn die Dimension des Gleichungssystems wéchst, so dass wir bei gréfieren Matrizen
langsamere Konvergenz erwarten miissen.
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7.2 Verfahren der konjugierten Gradienten

Die relativ schlechten Konvergenzeigenschaften des Gradientenverfahrens sind auf
schlecht gewiihlte Suchrichtungen zuriickzufithren: Wir wihlen A" gerade so, dass die
Optimalitatsbedingung

0= <r(m)7b _ A(X(m) + )\(m)p(m)))2 - <r(m)’ b— Ax(m+1)>2 - (r(rrn)’r(m+1)>2

gilt. Da wir in jedem Schritt das Residuum als Suchrichtung wéhlen, stehen alle Such-
richtungen senkrecht aufeinander. Das bedeutet beispielsweise fiir ein zweidimensionales
Problem, dass alle geradzahligen und alle ungeradzahligen Suchrichtungen jeweils vonein-
ander linear abhéngig sein miissen, wir werden also immer wieder in derselben Richtung
zu optimieren versuchen.

Im folgenden nennen wir eine Iterierte x(™ optimal beziiglich einer Richtung p®,
falls

Fx™) < F(x™ 4+ Ap®) fiir alle A € R

gilt, falls sich also x(™ nicht durch zu Hinzuaddieren eines Vielfachen der Richtung p®
verbessern lisst. Nach Lemma ist das genau dann der Fall, wenn

0= <p(e)’ b — AX(m))Q

gilt. Unser Ziel ist es nun, die Suchrichtungen so zu wihlen, dass eine einmal beziiglich
einer Richtung erreichte Optimalitét nicht wieder verloren geht. Nach dem ersten Schritt
des Gradientenverfahrens ist durch die Wahl der Schrittweite A(©) sichergestellt, dass x()
optimal beziiglich der im vorangehenden Schritt verwendeten Richtung p(® = r(© ist.
Die néchster Iterierte ist von der Form

x@ = x4 A0,

und falls wir sicherstellen wollen, dass auch sie noch optimal beziiglich der Suchrichtung
p@ ist, miissen wir dafiir sorgen, dass

0= (p©, b—-Ax®); = (p@ b - AD + AWpDy),
= (P9, b — AxD); — AW (p© ApW),

erfiillt ist. Da x(!) optimal beziiglich p(©) ist, fillt der erste Term weg und wir erhalten
0= /\(1)<p(0),Ap(1)>2.
Da A = 0 zu keiner Verbesserung der Iterierten fithren wiirde, muss also
0=(p'”, Ap™M); = (p¥,pV) 4

gelten, die Suchrichtung p™) muss beziiglich des Energieskalarprodukts senkrecht auf
p(® stehen. Solche Richtungen bezeichnet man als zueinander konjugiert.
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Diese Beobachtung legt es nahe, dafiir zu sorgen, dass alle Suchrichtungen konju-
giert zueinander sind, denn dann ist sichergestellt, dass die Iterierte x(™ beziiglich aller
vorangehender Suchrichtungen p@. ... p™ D optimal ist. Indem wir das Orthogona-
lisierungsverfahren von Gram und Schmidt jeweils auf das Residuum r(™) anwenden,
erhalten wir

—_

- () p(m)
(m) . pm) _ N~ PO A "
p'"=r ;:O @, p0) p fiir alle m € {0,...,mg}. (7.10)
Hier gibt die Konstante
mo = min{m eNp : p(m) — ()}

an, nach wievielen Schritten wir keine neue Suchrichtung mehr finden kénnen. Aus ((7.10)
folgt aus p(™0) = 0 allerdings

r(m0) ¢ span{p®, ... pmo—b},

und da x(m0) optimal beziiglich aller vorangehenden Suchrichtungen ist, muss es damit
auch beziiglich der Richtung r(™0) optimal sein, so dass

)3 = (el 7)), — (570, b — A7), =

folgt. Also muss x("0) = x* gelten. Kurz gesagt: Falls wir keine neue Suchrichtung mehr
konstruieren kénnen, miissen wir auch keine weiteren Schritte mehr durchfiihren.

Fiir die praktische Umsetzung des Verfahrens ist die Definition unpraktisch,
denn ihre direkte Auswertung erfordert m Skalarprodukte und Linearkombinationen, so
dass der Aufwand von Schritt zu Schritt wachsen wiirde. Gliicklicherweise ldsst sich die
Orthogonalisierung etwas eleganter gestalten.

Definition 7.4 (Krylow-Raum) Sei z € RT. Wir bezeichnen mit
K (z = :=span{z, Az,..., A"z} fir alle m € Ny
den m-ten Krylow-Raum zu dem Startvektor z und der Matriz A.
Lemma 7.5 (Teilrdume) Fiir alle m € {0,...,mg — 1} gilt
span{p(o), e p(m)} = span{r(o), .. ,r(m)} = ICm(r(O)).

Beweis. Aus der Definition der Suchrichtungen p® folgt mit einer einfachen Induktion

span{p(o), ... ,p(m_l)} - span{r(o), ... ,r(m_l)} fiir alle m € {0,...,mg — 1}. (7.11)
Wie im Falle des Gradientenverfahrens gilt

rH) — b — A(x™) 4 X p(m)) = (M) \07) A p(m) fiir alle m € N,
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7 Losungsverfahren fiir schwachbesetzte Matrizen

also erhalten wir mit ([7.11]) und einer weiteren einfachen Induktion auch
span{r(o), e r(m_l)} - lCm(r(O)) fiir alle m € {0,...,mp — 1}. (7.12)

Sei nun m € {0,...,mg — 1}. Da die Vektoren p(*,...,p™ beziiglich des Energies-
kalarprodukts paarweise senkrecht aufeinander stehen und nach Definition der Zahl mg
keiner von ihnen gleich null ist, miissen sie linear unabhéngig sein, also gilt

dimspan{p®, ..., p™} =m +1,
und aus der Definition des Krylow-Raums erhalten wir
dim K,y (r@) < m + 1,

so dass wir durch Kombination der Inklusionen ([7.11)) und (7.12)) auf die gewiinschte
Identitat der drei Teilrdume schlieflen diirfen. ]

Wir wihlen m € {0,...,mg — 1} und ¢ € {0,...,m — 2}. Aus Lemma 7.5 folgt
ApY) € {Az : z€ K (rD)} €Kiy (r?) = span{p®, ... pl+V)}.

Da x(™) optimal beziiglich der Suchrichtungen p@, ..., p(™ Y ist und £+ 1 < m —1
vorausgesetzt ist, erhalten wir

0=(ApY¥, b— Ax(™), = (Ap®) r(™), = (x(™ p®) , = (p® (),

indem wir im letzten Schritt die Symmetrie der Matrix A ausnutzen. Dank dieser Glei-
chung verschwinden fast alle Summanden aus der Gleichung ((7.10)), so dass lediglich

) r© falls m = 0, fiir all I 1}
= — m alle €,..., -
p r(m) _ % (m=1) " ansonsten o " o

iibrig bleibt. Diese Formel lisst sich effizient verwenden.

Definition 7.6 (Verfahren der konjugierten Gradienten) Die durch

(m) (m—1)
m) _ ("™ Ap )2 (m—1)
(=1, Aptn-1), P

(p™) | r(m)),
<p(m), Ap(m)>27
x(MH) = x(m) 4 X)) fiir alle m € {0,...,mo— 1}

r ansonsten

(m) r©) falls m =0,
p\" =

Am .

definierte Folge von Niherungslosungen bezeichnen wir als die Folge der Iterierten des
Verfahrens der konjugierten Gradienten.
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Das Verfahren der konjugierten Gradienten wird hiufig auch als cg- Verfahren bezeich-
net, nach dem englischen conjugate gradients.
Indem wir diesmal

a™ .= Ap(™ fiir alle m € {0,...,mg — 1}

definieren, kénnen wir auch das Verfahren der konjugierten Gradienten mit einer einzigen
Matrix-Vektor-Multiplikation pro Iterationsschritt durchfiihren:

r<—b—-Ax; p<+r;
while ||r||2 zu grofl do begin
a <+ Ap;
A <r,a>2/<p, a>2;
X ¢ X+ Ap;
r<r—Ja;
p = (r,a)2/(p, a)s;
P T —pup
end

Bei der Analyse des Richardson-Verfahrens haben wir die Konvergenzrate abgeschétzt,
indem wir uns die Optimalitdt der Schrittweite zunutze machten. Fiir das cg-Verfahren
erhalten wir die folgende wesentlich stéirkere Aussage:

Lemma 7.7 Fir die wieder gemdp (7.8) definierten Fehler des cg-Verfahrens gilt
€™ 4 < |Ip(A)e @] 4 fir alle m € Ng und p € II,,, mit p(0) = 1.

Beweis. Sei m € Ny, und sei p € II,,, mit p(0) = 1 gegeben. Dann existieren Koeffizienten
Y0y« -+ Ym € R mit

p(§) = ZVZ&Z fur alle £ € R.
=0

Aus p(0) =1 folgt durch Einsetzen in die Gleichung direkt 79 = 1, und wir erhalten

m m—1 m—1
H(A) = 206® + 3" Al = 6@ 1+ 3" 5y AT — 60 4 3 o AHO),
(=1 =0 /=0
Wir setzen )
c:=xm —xO0 _ Z Yo Al
=0

Da x(™ — x(0 ¢ span{p®,...,p™ D} nach Konstruktion gilt, folgt mit Lemma
auch die Beziehung
ce span{p(o), e ,p(m_l)}.
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Da x(™) optimal beziiglich der Richtungen p@, ..., p(m=D ist, muss es auch beziiglich
c optimal sein, und es folgt

le™ 1% = 2/ (x"™) + [Ix*|A < 2f (x"™ +¢) + |x*|% = [le™ — ell%

m—1 2

x* —x0 4 Z Y1 Alr©
£=0

= [lp(A)e .
A

=[x = —eff} =

Aus der Optimalitdt des Fehlers konnen wir durch geschickte Wahl des Polynoms p
eine explizite Konvergenzaussage erhalten:

Satz 7.8 (Konvergenz) Seien o, € Ryg so gewdhlt, dass o(A) C [«, 8] gilt. Dann
folgt

m VBJa -1
e 4 < 2 —[[e@| 4, e VBla—1
14 c*™ VB/a+1

Beweis. Wir diskutieren hier nur die grundlegende Idee. Mit Hilfe der Abbildung

fiir alle m € Np.

t—a«
D —|—-1,1 t— 2 -1
[, 8] = [-1,1], Gt
wird das m-te Tschebyscheff-Polynom T, € II,, so transformiert, dass
_ Tpoo
P o 5(0)

auf [a, ] besonders kleine Wert annimmt. Die Skalierung sorgt dafiir, dass p(0) = 1 gilt.
Durch eine detaillierte Analyse des Ausdrucks 7,,, o ®(0) folgt die Behauptung. ]

Bemerkung 7.9 FEs lisst sich einfach nachpriifen, dass

2¢ 08—«

1+ f+a

gilt, im ersten Schritt wird also das cg-Verfahren genauso gut beziehungsweise schlecht
wie das Gradientenverfahren sein.

Fiir die bestmogliche Wahl der Parameter «, 5 € R folgt

VB/a—1  /ra(A)—1
VBla+1  \/ra(A)+1’

die Konditionszahl geht also in die Konvergenzaussagen des cg-Verfahrens nur iiber die
Quadratwurzel ein, so dass die Konvergenzgeschwindigkeit wesentlich weniger empfind-
lich auf eine Verschlechterung der Kondition des Gleichungssystems reagiert.
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