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1 Einleitung

Viele Gesetzméfigkeiten in den Natur-, Ingenieur- und auch Wirtschaftswissenschaften
werden mit Hilfe mathematischer Gleichungen beschrieben: Die auf Newton zuriickge-
henden Axiome der klassischen Mechanik werden in der Regel mit Hilfe von Differen-
tialgleichungen ausgedriickt, das Verhalten einfacher Schaltungen mit Hilfe der Kirch-
hoff’schen Gesetze, wihrend bei der Modellierung des zu erwartenden Gewinns eines
Aktienpakets Integrale zum Einsatz kommen.

In einfachen Fillen lassen sich diese Gleichungen per Hand l6sen, in der Praxis ist
es jedoch wesentlich hiufiger nicht moglich: Entweder lédsst sich die Losung nicht in der
iiblichen Weise in geschlossener Form darstellen, oder es sind schlicht zu viele Variablen
im Spiel.

Die numerische Mathematik (oder kurz Numerik) beschéftigt sich mit der Frage, wie
derartige Probleme moglichst schnell gelést werden kénnen. Dabei ist die Wahl des rich-
tigen Verfahrens von entscheidender Bedeutung: Ein lineares Gleichungssystem mit der
Cramer’schen Regel aufzulGsen ist zwar theoretisch machbar, fithrt in der Praxis aber
schon bei relativ kleinen Problemen zu einem inakzeptablen Zeitaufwand. Das Gauf’sche
Eliminationsverfahren dagegen ist wesentlich effizienter und kann auf modernen Com-
putern auch noch Systeme mit 10000 Unbekannten in vertretbarer Zeit behandeln.

Ein weiterer wichtiger Gesichtspunkt ist die Genauigkeit der Berechnung: Bei Be-
rechnungen auf Grundlage von Messdaten treten immer auch Messfehler auf, die das
Ergebnis der Berechnung verfilschen. Bei der Modellierung eines physikalischen Prozes-
ses wird man in der Regel von vereinfachenden Annahmen ausgehen und so einen Mo-
dellfehler einfithren, der ebenfalls das Ergebnis veréndert. Schliefllich kommen bei der
Durchfiihrung der Berechnung auf einem Computer auch noch Rundungsfehler hinzu.
Um die Qualitdt des Ergebnisses beurteilen zu kénnen, miissen wir also auch untersu-
chen, welche Genauigkeit wir iiberhaupt erwarten diirfen.

Viele numerische Verfahren bieten die Moglichkeit, einen Kompromiss zwischen Ge-
schwindigkeit und Genauigkeit einzugehen: Falls wir wissen, dass unsere Messfehler oh-
nehin nur eine Genauigkeit von 3% des Ergebnisses zulassen, ist es unkritisch, auch die
Berechnung so weit zu vereinfachen, dass sie einen zusétzlichen Fehler von héchstens 1%
hinzufiigt, dafiir aber wesentlich schneller ausgefiihrt werden kann. Deshalb werden viele
der im Rahmen dieser Vorlesung vorgestellten Verfahren Naherungsverfahren sein, bei
denen wir sowohl Zeitbedarf als auch Genauigkeit analysieren.

In diesem Kapitel werden wir zunichst einige einfache Algorithmen kennen lernen,
mit deren Hilfe sich Aufgaben, die auf den ersten Blick sehr rechenintensiv sind, sehr
elegant und schnell 16sen lassen.
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1.1 Beispiel: Sortieren

Als Beispiel dafiir, welchen Einfluss die Wahl des Algorithmus auf den Aufwand
fir das Losen eines Problems hat, untersuchen wir die einfache Aufgabe, n Zahlen

ai,as,...,ay € R zu sortieren. Es soll also ein sortierter Vektor
as
L |
a=| .|, a1 <ax<...<ap
an

konstruiert werden, der dieselben Eintréige wie der urspriingliche Vektor enthélt, fiir den
also

{al,...,an} = {dl,...,dn}
gilt. Ein besonders einfacher Algorithmus zur Behandlung dieser Aufgabe ist das bub-
blesort-Verfahren: Fiir jedes ¢ € {1,...,n — 1} wird a; mit a;11 verglichen, und falls

a; > a;+1 gelten sollte, werden die beiden Eintrédge getauscht. Dieses Vorgehen wird
wiederholt, bis alle Eintrige in der richtigen Reihenfolge vorliegen.

procedure bubblesort(n, var a);

repeat
o+ 0;
forie{l,....,n—1} do
if a; > a;11 then begin { Falsch sortiert }
h <« a;11; ajy1 < a;; a; < h; { Vertauschen }
oc+—o+1
end

until 0 =0 { Alles richtig sortiert }

Die Funktion wird mit dem Vektor a = (aq, ..., a,) aufgerufen und iiberschreibt ihn mit
dem aufsteigend sortierten Vektor a = (ay,...,an).

Dieser Sortieralgorithmus ist zwar einfach, allerdings l4sst sich nachweisen, dass er fiir
absteigend angeordnete Eingabevektoren 2n(n — 1) ~ 2n? Rechenoperationen benétigt,
er wird also fiir groffle Datenmengen sehr lange arbeiten. Deshalb suchen wir nach einer
schnelleren Variante.

Erfolgreich in diesem Bereich sind “divide and conquer”-Verfahren (lateinisch “divide
et impera”, deutsch “teile und herrsche”), die auf der Idee beruhen, ein Problem in kleine
Teilproblem zu zerlegen, die sich einfacher 16sen lassen, um dann aus den Losungen der
Teilprobleme eine Losung des Gesamtproblems zu rekonstruieren.

Als Beispiel soll hier das mergesort-Verfahren vorgestellt werden. Zur Vereinfachung
der Darstellung beschrinken wir uns auf den Fall, dass die Linge der Vektoren eine
Zweierpotenz ist, dass also n = 2P fiir ein p € Ny gilt. Den zu sortierenden Vektor a
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konnen wir in zwei Halften

b1 ai cl /241

ba as C2 Ap /242
b=1 . = I c=| . = )
bn/2 QAn /2 Cn/2 Qn

zerlegen. Wir gehen davon aus, dass wir die kleineren Teilvektoren b und c sortieren,
dass wir also sortierte Vektoren

bl é1
| b o ) | e o )
b=1 [, b<b<...<b,pn c= ;o <& <. <y
bn/z é11/2

praktisch konstruieren kénnen. Sobald uns diese Vektoren zur Verfiigung stehen, ldsst
sich einfach der kleinste Eintrag des Vektors a berechnen, denn es gilt

min{ay,...,an} = min{bi,...,by/a,c1,. .., Cp/a}

= min{gl, ce ,l;n/g,él, .. 'aén/Q} = min{lsl,él}.

Wir miissen lediglich priifen, ob 131 kleiner oder grofler als ¢; ist. Im ersten Fall ist 131
der erste Eintrag a; des gesuchten sortierten Vektors a, im zweiten Fall ist es ¢;. Fiir
die Berechnung des zweitkleinsten Eintrags bietet es sich an, den bereits berechneten
kleinsten Eintrag aus unserer Menge zu entfernen und erneut nach dem Minimum zu
suchen. Entsprechend kénnen wir auch die folgenden Eintriige des Ergebnisvektors a auf
den Vergleich von jeweils nur zwei Zahlen zuriickfithren.

procedure mergesort(n, var a);
if n > 2 then begin
my < n/2; mg < n—my;
for i € {1,...,m1} do b; + aj;
for i e {1,...,ma} do ¢; < aitm,;
mergesort(mq, b);
mergesort(ma, c);
i1, k+1; £+ 1,
while i <n do begin
while £ <mj and ( £ =mg + 1 or by < ¢; ) do begin
a; < by; k<—k+1;, 1+1+1
end;
while ¢ <mg and ( Kk =m; + 1 or ¢y < by, ) do begin
a; <—cp; CL+—L0+1; i+i+1
end
end
end
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Abbildung 1.1: Prinzip des Mergesort-Algorithmus

Anschaulich gehen wir so vor, dass wir jeweils die ersten Eintrige der beiden sortierten
Teilvektoren b und € vergleichen, den kleineren der beiden in das Ergebnis iibernehmen
und aus dem urspriinglichen Vektor streichen, bis a vollstéindig gefiillt ist. Dabei gibt k
jeweils den ersten noch giiltigen Eintrag in dem Vektor b an, wiahrend ¢ dieselbe Rolle
fiir den Vektor € spielt und ¢ den néichsten zu bestimmenden Eintrag des Ergebnisvektors
a festlegt.

Ist dieser Algorithmus nun schneller als der vorige? Zur Beantwortung dieser Frage
bezeichnen wir den Rechenaufwand, der fiir einen Vektor der Linge n erforderlich ist,
mit R,. Da unser Algorithmus fiir n = 1 nichts tut, gilt

Ry =0.

Fiir n > 2 werden die Vektoren b und c angelegt, dafiir fallen insgesamt n Kopierope-
rationen an. Dann werden die Teilprobleme sortiert, mit R,,, Operationen fiir das erste
und R,,, Operationen fiir das zweite. Um die beiden Teilvektoren zusammenzusetzen
sind n Vergleiche und n Kopieroperationen erforderlich, also kommen 2n Operationen
hinzu. Insgesamt erhalten wir die Formel

Ry, =3n+ Ry + Ry,

Wir werden nun induktiv beweisen, dass R,, = 3nlogy n gilt. Fiir n = 1 haben wir R =0
bereits festgestellt, wir miissen also nur n > 1 untersuchen. Sei nun n so gewéhlt, dass
die Behauptung fiir R,, gilt. Da wir uns auf Zweierpotenzen beschrinken, miissen wir
lediglich Rs, untersuchen. Nach unserer Formel gilt

Ro,, = 6n+ 2R, = 6n + 6nlogyn = 6n(1 + logyn) = 3(2n) logy(2n),

und damit ist der Induktionsbeweis vollstindig und die Behauptung gilt fiir alle Pro-
blemgroflen n = 2P mit p € Ny. Unser neuer Algorithmus benétigt also lediglich eine zu
nlog, n proportionale Anzahl von Operationen anstelle einer zur n? proportionalen, so
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dass beispielsweise das Sortieren von n = 22° ~ 1000000 Zahlen mit 60000000 Ope-
rationen statt mit 1999998 000000 Operationen erfolgt, der zweite Algorithmus ist in
diesem Fall um einen Faktor von mehr als 33 000 schneller.

1.2 Beispiel: Schnelle Fourier-Transformation

Wir untersuchen die Berechnung der Fourier-Transformation eines Vektors x € C" mit
geradem n € N. Sie ist gegeben durch

Zo Zo
n—1 -,
X1 o . T
X = ) , Ty = E xje*%”’]/", X:= .
Jj=0
Tn—1 Tn—1

Wenn wir die n Werte des Vektors X in dieser Weise berechnen, miissen fiir jeden minde-
stens n Multiplikationen durchgefiihrt werden, so dass mindestens n? Rechenoperationen
erforderlich werden. Die Berechnung lasst sich wesentlich schneller durchfiithren, wenn
wir die Struktur der in der Formel auftretenden Koeflizienten ausnutzen: Wir zerlegen
die Summe in eine Summe {iber gerade Indizes j = 2k und eine Summe iiber ungerade
Indizes 7 = 2k + 1 und erhalten

n—1 n/2—1 n/2—1
i‘y _ Z xue—Qﬂzw/n _ Z kae—QTerk/n + Z $2k+1e—27rw(2k+1)/n
7=0 k=0 k=0
n/2—1 n/2—1
— Z x2ke—2mvk/(n/2) + e—27rw/n Z $2k+16—27rwk/(n/2)' (11)
k=0 k=0

Falls v € {0,...,n/2 — 1} gelten sollte, stellen wir fest, dass die erste Summe gerade die
Fourier-Transformierte des Vektors der geraden Indizes ist,

Zo 21 Yo
n/is— ~
L2 R o - U
vim | D e Y meren g T
: =0 A.
Tn—2 Yn/2-1

wéhrend sich die zweite Summe als Fourier-Transformierte des Vektors der ungeraden
Indizes entpuppt, also als

1 20
n/2—1 A
I3 . N Z1
VRS _ , 2y = E e 2Tk (n/2) Z:=
: k=0
Tp—1 Zn/2—-1

In diesem Fall konnen wir also statt einer Fouriertransformation fiir einen Vektor der
Linge n zwei Fouriertransformationen fiir Vektoren der Linge n/2 durchfithren und
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anschlieflend die Ergebnisse kombinieren, um das Ergebnis zu berechnen: Geméafl (|1.1])
gilt die Gleichung

By =, + e 2"/nz, fiir alle v € {0,...,n/2 — 1}.

Falls dagegen v € {n/2,...,n — 1} gilt, konnen wir die Periodizitit der komplexen
Exponentialfunktion ausnutzen: Es gelten

e—27ril/k/(n/2) _ 6—27ri(u—n/2)k:/(n/2)’ e—?ﬂ'iu/n _ _6—27Ti(y—n/2)/n

)

und wir kénnen (1.1)) in der Form

n/2-1 n/2—1
&, = Z yk€—27ril/k/(n/2) +e—2m’u/n Z Zke—27ri1/k/(n/2)
k=0 k=0
n/2—1 n/2—1
— Z yk672ﬂ'i(ufn/2)k/(n/2) _6727ri(1/7n/2)/n Z Zk672m'(1/7n/2)k/(n/2)
k=0 k=0

=Yy—nj2 — e_%i(”_”/Q)/”éy_n/g fiir alle v € {n/2,...,n — 1}
schreiben und so ebenfalls auf Grundlage der Hilfsvektoren y und z berechnen.

Falls wir voraussetzen, dass auch n/2, n/4 und so weiter gerade sind, falls also n =
2P fiir ein p € Ny gilt, konnen wir diese Rechenvorschrift rekursiv anwenden, um den
besonders schnellen Algorithmus von Cooley und Tukey fiir die Berechnung der Fourier-

Transformation zu erhalten:

procedure fft(n, x, var X)
if n =1 then
."i‘(] = X0
else begin
for k € {0,...,n/2 — 1} do begin
Yk < T2k; 2k < T2k+1
end;
fft(n/2, y, ¥);
fft(n/2, z, z);
for v € {0,...,n/2 — 1} do begin
v 6—27riu/n;
Ty < Yu + 7'21/; ju—&—n/? — Yy — 721/
end
end

Wir haben bereits gezeigt, dass der Algorithmus das richtige Ergebnis berechnet, wir
konnen aber auch zeigen, dass er das schneller als der urspriingliche Ansatz tut: Dazu
bezeichnen wir mit R, die Anzahl der arithmetischen Operationen, die fiir eine Vek-
torlange von n € N benétigt wird. Fiir n = 1 ben6tigt unser Algorithmus keine arith-
metischen Operationen (Kopiervorgéinge zidhlen wir nicht mit), es gilt also Ry = 0. Fiir

10



1.2 Beispiel: Schnelle Fourier-Transformation

ein gerades n € N fallen zwei rekursive Aufrufe fiir Vektoren der Linge n/2 an, also ein
Aufwand von 2R, /5, und in der Schleife iiber » muss n/2-mal der Faktor v berechnet
werden, wofiir jeweils zwei Operationen anfallen, und es miissen jeweils zwei Multiplika-
tionen, eine Addition und eine Subtraktion durchgefithrt werden, um 2, und 2, /> zu
bestimmen. Insgesamt fallen also

arithmetische Operationen an. Ausgehend von Ry = 0 konnen wir diese Gleichung
auflosen und erhalten R,, = 3nlogyn, der rekursive Algorithmus arbeitet also mit ei-
nem Aufwand, der fast proportional zu n ist.

11






2 Lineare Gleichungssysteme

2.1 Beispiel: Differentialgleichung

Fiir eine gegebene Funktion f € C[0, 1] mochten wir eine Funktion v € C1[0,1] finden,
die die Differentialgleichung

—u"(t) = f(t) fiir alle t € (0,1) (2.1)
mit den Randbedingungen
u(0) =0, u(1) =0

erfiillt. Da die Losung aus einem unendlich-dimensionalen Funktionenraum stammt und
sich deshalb nicht in der endlichen Speichermenge, die einem Computer zur Verfiigung
steht, darstellen lasst, gehen wir zu einer Naherungslosung iiber: Fiir ein n € N ersetzen
wir das kontinuierliche Intervall [0, 1] durch die durch

t; = hi, h:=

fir alle i € {0,...,n+ 1}

gegebene diskrete Punktmenge {to,...,t,+1}. Wir sind nur noch daran interessiert, die
Werte der Losung in diesen Punkten zu berechnen, also

x; = u(t;) fir alle i € {0,...,n+ 1}.

Die Werte ¢ und x,41 brauchen wir nicht zu berechnen, weil sie bereits durch die
Randbedingungen

xo = u(tp) = u(0) =0, Tpt1 = u(tpy1) =u(l) =0

festgelegt sind

Um ein praktisch l6sbares Problem zu erhalten, miissen wir die Ableitung in der
Differentialgleichung durch etwas ersetzen, das sich mit Hilfe der Werte xq,...,Zpt1
berechnen lasst. Nach Definition der Ableitung gelten

u(t; —ul(t;
Ul(tz) ~ ( H‘l)h ( 7/)’
und indem wir die erste Approximation in die zweite einsetzen folgt

W (1) ~ u(tiv1) — 21;1(2%') tulti-1) (2.2)

13



2 Lineare Gleichungssysteme

Durch Einsetzen in unsere Differentialgleichung erhalten wir

—Tip1 + 2T — i1

2 ~ —u(t;) = f(t;) fir alle : € {1,...,n}.

Wir kénnen also Ndherungen der Werte x; berechnen, indem wir das lineare Gleichungs-
system

—Tjy1 + 2T — Tj—1

% = f(t;) fir allei e {1,...,n}
mit n Gleichungen und den n Unbekannten Z1, ..., Z, auflosen. Damit folgt u(t;) = x; =~
Z;, wir haben also eine Ndherung der Losung in den Punkten t4,...,%, gefunden, die

sich ohne explizite Kenntnis der Funktion u berechnen lésst.
Zur Vereinfachung fassen wir die Unbekannten und die rechte Seite zu Vektoren zu-
sammen und stellen das Gleichungssystem durch eine Matrix dar:

2 -1 zy AGY
1 e e I f(t2)

A = % 1 o ) X 1= 52 , b := 52 . (2.3)
—1 2 -i'n f(tn>

Damit haben wir eine Matrix A € R™ und einen Vektor b € R™ und suchen einen Vektor
x € R, der die Gleichung
Ax=Db

16st. Die Losung der Gleichung kénnen wir dann als Ndherung der Losung der Diffe-
rentialgleichung interpretieren. Da sie die kontinuierliche Punktmenge [0, 1] durch die
diskrete Punktmenge {tg,t1,...,t,+1} ersetzt, bezeichnet man sie als Diskretisierung

der Differentialgleichung (2.1)).

Bemerkung 2.1 (Genauigkeit) Fulls u viermal stetig differenzierbar ist, kénnen wir
die Taylor-Entwicklung um t; in Kombination mit dem Zwischenwertsatz verwenden, um

u(tH_l) — 2uh(2tZ) + U(ti—l) _ u”(ti) + Eu(4) (77)

mit einem Punkt n € [ti—1,tiy+1] 2zu beweisen. Unsere Niherung der zweiten Ableitung
sollte unter diesen Bedingungen also relativ genau sein, falls das Quadrat der Schrittweite
h klein im Verhdlinis zu der vierten Ableitung ist.

Bemerkung 2.2 (Verallgemeinerung) Differenzenquotienten der Form lassen
sich erheblich verallgemeinern, um partielle Differentialgleichungen aus vielen verschie-
denen Anwendungsgebieten (Elektrostatik und -dynamik, Stromungsdynamik, Struktur-
mechanik) zu behandeln. Besonders erfolgreich ist die Methode der finiten Elemente, die
sich besonders gut fiir die Behandlung komplizierter Geometrien eignet.

14
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2.2 Allgemeine Aufgabenstellung

Wir interessieren uns fiir Verfahren, mit denen sich allgemeine lineare Gleichungssysteme
der Form

a1121 + a12x2 + . .. + a1y = by,

a2121 + agx2 + . .. + a2y = ba,

an1T1 + Ap2T2 + ... + AppTyn = by

16sen lassen. Wie zuvor verwenden wir die Matrix A € R™*" und die Vektoren x,b € R",
gegeben durch

aill ai19 N AT il b1
as1 a2 ... a2y T2 bo

A_ = s X = s b g s
apl an2 ... Gnpp Tn bn

um die Gleichung in der kompakten Schreibweise

Ax=Db (2.4)
darstellen zu koénnen. Im Folgenden werden wir Matrizen immer mit Grofibuchstaben
A L, ...bezeichnen, wihrend wir fiir ihre Eintradge die entsprechenden Kleinbuchstaben
aij, ljk, ... verwenden.

2.3 Dreiecksmatrizen

Bevor wir uns allgemeinen linearen Gleichungssystemen zuwenden, untersuchen wir
zunéchst zwei wichtige Spezialfille:

Definition 2.3 (Dreiecksmatrizen) Seien L, R € R"*". Fulls
lij=0 fir alle i < j
gilt, nennen wir L eine untere Dreiecksmatrix. Falls
rij =0 fiir alle i > j
gilt, nennen wir R eine obere Dreiecksmatrix.

Ob eine Dreiecksmatrix regulér ist, ldsst sich besonders einfach nachpriifen: Eine be-
liebige quadratische Matrix ist genau dann regulér, wenn ihre Determinante ungleich

15
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null ist, und die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gerade das Produkt ihrer Diago-
nalelemente: Fiir eine untere Dreiecksmatrix L € R™ ™ und eine obere Dreiecksmatrix
R € R™*" gelten

n n

det(L) = [ ] tus, det(R) = [ [ rus

i=1 =1

also sind beide Matrizen genau dann regulédr, wenn alle Diagonalelemente ungleich null
sind.

Lineare Gleichungssysteme mit reguléren Dreiecksmatrizen lassen sich besonders ein-
fach auflosen. Fiir die Herleitung der entsprechenden Algorithmen zerlegen wir die Auf-
gabe wieder in kleinere Teilaufgaben: Wir fithren Teilmatrizen

122 121
L**: 3 L*lz

ln2 lnn lnl

und Teilvektoren

ein und schreiben das zu l6sende Gleichungssystem Lx = b in Blockform:

l11 1\ 1. . (b
(o 0.) () =me= (i)

Durch Einsetzen der Teilvektoren und -matrizen sieht man leicht, dass beide Gleichungen
dquivalent sind. Blockmatrizen und -vektoren lassen sich genau wie ,,normale* Matrizen
und Vektoren multiplizieren, so dass wir aus der Blockform der Gleichung die Beziehung

b1\ (I T\ 1171
b. N L., L.. X N L.iz1 + Li.x.

erhalten. Komponentenweise gesehen ergeben sich die Gleichungen
lllxl == bl7 L*lml + L**X* == b*7
von denen sich die erste einfach auflosen ldsst: Da L als reguldr vorausgesetzt ist, gilt

l11 # 0, so dass wir die Gleichung
b1

r1 = —
li1

erhalten. Da wir 21 nun kennen, kénnen wir die zweite Gleichung in die Form

L..x. = b, — L.z

16
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bringen und stellen fest, dass wir wieder ein lineares Gleichungssystem mit einer unteren
Dreiecksmatrix erhalten haben, allerdings diesmal mit lediglich n — 1 Unbekannten. Falls
n > 1 gelten sollte, kénnen wir die beiden Schritte (Division durch das Diagonalelement,
Subtraktion einer Spalte von der rechten Seite b) auf immer kleiner werdende Matrizen
anwenden, bis x, berechnet ist. Wir erhalten den folgenden Algorithmus:

procedure forward_subst(n, L, var b, x);
for j =1 to n do begin
zj < bj/lij;
forie{j+1,...,n} do
bi — bi — lijxj
end

Wie man sieht wird zunéchst x1 berechnet, dann wird von b, der Vektor L,iz; sub-
trahiert und anschlieBend zu dem durch L., definierten Teilproblem iibergegangen. Die
Variable j gibt dabei jeweils den Index des linken oberen Elements der gerade behan-
delten Teilmatrix an.

In praktischen Implementierungen wird man in der Regel auf den zusétzlichen Vek-
tor x verzichten und den Vektor b im Zuge des Verfahrens mit den Komponenten des
Losungsvektors iiberschreiben.

Aus naheliegenden Griinden bezeichnet man dieses Verfahren mit dem Namen
Vorwiértseinsetzen.

Fiir obere Dreiecksmatrizen kénnen wir dhnlich vorgehen. Wir verwenden die Zerle-

gung
(%) () == ()
T'nn In bn,

mit passend definierten Teilvektoren und -matrizen und erhalten die Gleichungen
TanTn = by, R..xs + Rapzy, = by,

die wir in die Form
Ty, = by /Ton, R..x. = b, — R.,z,

bringen koénnen, die sich dhnlich wie zuvor direkt in einen Algorithmus {ibersetzen lisst:

procedure backward_subst(n, R, var b, x);
for j = n downto 1 do begin
zj <= bj/1jj;
forie{l,...,j—1} do
bi — bi — T
end

In diesem Fall gibt j jeweils den Index des rechten unteren Elements der gerade behan-
delten Teilmatrix an. Auch hier lésst sich der zusétzliche Vektor x einsparen, wenn man

17



2 Lineare Gleichungssysteme

die Eintrége des Vektors b mit dem Ergebnis iiberschreibt. Es {iberrascht nicht, dass
dieser Algorithmus unter dem Namen Riickwdirtseinsetzen bekannt ist.

Natiirlich miissen wir uns auch in diesem Fall wieder die Frage stellen, wie grof3 der
Rechenaufwand unserer Algorithmen ist. Traditionell werden dabei lediglich die arith-
metischen Operationen mit reellen Zahlen gezdhlt und nicht Kopiervorginge oder Ma-
nipulationen der Indizes. In diesem Sinne benotigt das Vorwértseinsetzen

n n n—1
| | | =1
j§:1(1+2(n—j)) :n—|—2j§:1(n—j) :n+2J§:O] :n+QT =n

Operationen, und dasselbe Ergebnis erhalten wir auch fiir das strukturell sehr dhnliche
Riickwértseinsetzen. Da bei beiden Operationen jeweils

N nn+1) _ n?
Y = >
; 2 2
i=1

Matrixeintrage verarbeitet werden miissen, ist dieser Rechenaufwand kaum weiter zu
reduzieren, der Algorithmus darf also als effizient angesehen werden.

2.4 LR-Zerlegung

Unser Ziel ist es nun, das Losen des allgemeinen linearen Gleichungssystems auf das
Losen unterer und oberer Dreiecksmatrizen zuriickzufiihren, denn diese Aufgaben lassen
sich mit den bereits diskutierten Verfahren einfach losen. Die Idee besteht darin, die
Matrix als ein Produkt aus einer unteren und einer oberen Dreiecksmatrix darzustellen:

Definition 2.4 (LR-Zerlegung) Sei A € R™™" eine Matriz. Sei L € R™*™ eine untere
und R € R™ ™ eine obere Dreiecksmatriz. Falls

A=LR (2.5)
gilt, bezeichnen wir das Paar (L,R) als eine LR-Zerlegung der Matriz A.

Falls uns eine LR-Zerlegung zur Verfiigung steht, konnen wir das Gleichungssystem
in der Form
b=Ax=LRx

schreiben und mit dem Hilfsvektor y = Rx auf die Gleichungen
b = Ly, y = Rx

zuriickfithren, die sich durch Vorwiérts- und Riickwértseinsetzen einfach auflésen lassen.
Also wenden wir uns der Aufgabe zu, zu einer gegebenen Matrix A eine LR-Zerlegung
zu konstruieren. Dazu zerlegen wir die beteiligten Matrizen wieder in Teilmatrizen

a2 ... Q2p as
A, = s A*l = 5 Al* = (CL12 cee aln) 5

aAn2 ... Qpp an1

18



2.4 LR-Zerlegung

loo l21
L** = : ; L*l — )
ln? lnn lnl
99 ... Top
R.. = o], R1*=(T12 Tln)
T'nn

und stellen die definierende Gleichung ({2.5)) in der Form

air A\ . (I ri1 R

dar. Komponentenweise gelesen ergeben sich aus dieser Gleichung die Beziehungen

ain = lira, (2.6a)
A1 = Liarn, (2.6b)
Ay =11 Ry, (2.6¢)
A = LRy + LR, (2.6d)

die wir der Reihe nach auflésen kénnen. Wir gehen dazu fiir den Augenblick davon aus,
dass aj; # 0 gilt, und stellen fest, dass I;; = 1 und r1; = a1 die erste Gleichung (2.6a))
erfiillen. Da wir diese beiden Zahlen nun kennen, kénnen wir die Gleichungen (12.6b)) und

auflosen:
L =Aa/mr, Ri. = Ay
Mit diesen Vektoren bringen wir die vierte Gleichung in die Form
A — LRy = LRy

und stellen fest, dass es uns wieder gelungen ist, ein Problem der Dimension n auf ein
gleichartiges Problem der Dimension n — 1 zu reduzieren: Die Matrizen Ly, und R,
ergeben sich aus der LR-Zerlegung der Matrix A, — L. R..

Bei der praktischen Umsetzung dieser Konstruktion ist es wichtig, den zur Verfiigung
stehenden Speicher moglichst geschickt auszunutzen. Da wir in der Regel die Matrix A
nicht mehr bendtigen, sobald wir ihre Zerlegung kennen, kénnen wir den von ihr benutz-
ten Speicher mit den Daten der Zerlegung iiberschreiben: Die erste Zeile kénnen wir mit
R, iiberschreiben, die erste Spalte kann L,; aufnehmen, der Koeffizient /11 muss nicht
gespeichert werden, weil er nach Definition immer gleich eins ist. Entsprechend kénnen
wir A, mit der Matrix A, — Ls1Rq, iiberschreiben und erhalten als Zwischenergebnis

11 12 e T1n
lor  aze —lairiz ... ag, —loiry
lnl an2 — lnl'r12 oo Qpp — lnl'rln
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2 Lineare Gleichungssysteme

Mit der rechten unteren Teilmatrix konnen wir nun in derselben Weise verfahren, um die
néchsten Zeilen und Spalten der Faktoren L und R zu konstruieren, bis wir schliellich
das Ergebnis

11 T12 e T1in

lor 122 . :
o ) (27)
. ’ Tn—1,n

lpp .. ln,n—l T'nn

konstruiert haben, das die vollsténdige LR-Zerlegung in sehr kompakter Form beschreibt.

Man konnte diesen Algorithmus rekursiv umsetzen, so wie wir es bei dem mergesort-
Algorithmus und der schnellen Fourier-Transformation getan haben, aber in diesem Fall
ist es einfacher und effizienter, eine Variable k einzufiihren, die angibt, welche Zeile
und Spalte der Matrizen L und R als néchstes zu berechnen ist. Dann erhalten wir die
folgende Rechenvorschrift:

procedure Ir_decomp(n, var A);
for k =1 to n do begin
forie{k+1,...,n} do

ik 4 Ak / gk { lix = aw/rr }
fori,je{k+1,...,n} do
A5 <= Q35 — QikQLj { Qij < Q35 — lik"”kj }

end

Natiirlich miissen wir auch in diesem Fall untersuchen, wie hoch der Rechenaufwand ist.
Indem wir zéhlen, wieviele Rechenoperationen in den Schleifen auftreten und wie oft sie
durchlaufen werden, erhalten wir

n

n—1 n—1
S (k) 42— k) =3 koY k=D ynn=DEn 1)
k=0 k=0

— 2 6
~_3n(n—1)+2n(n—1)2n—-1) n(n—1)(4n+1)
N 6 N 6
_n(dn®—4dn+n-1) 2 4
= 6 < 37’L

Operationen. Der kubische Rechenaufwand wird dadurch relativiert, dass wir ihn nur
einmal fiir jede Matrix betreiben miissen: Sobald die LR-Zerlegung vorliegt, erfordert
das Losen fiir eine beliebige rechte Seite nur noch quadratischen Aufwand.

Der Aufwand ldsst sich weiter reduzieren, wenn wir besondere Eigenschaften der Ma-
trix ausnutzen konnen. Ein Beispiel ist die Tridiagonalmatrix, die wir in unserem Bei-
spiel kennen gelernt haben: Da a3; = a41 = ... =apy =0und a13 = a4y = ... =
a1, = 0 gelten, miissen wir in unserem Algorithmus diese Werte nicht beriicksichtigen
und konnen den ersten Schritt mit nur drei Rechenoperationen ausfithren. Da auch die
verbleibende Teilmatrix tridiagonal ist, stellen wir fest, dass insgesamt nicht mehr als
3n Operationen erforderlich sind. Entsprechend konnen wir auch das Vorwiérts- und
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2.4 LR-Zerlegung

Riickwértseinsetzen mit jeweils nicht mehr als 3n Operationen durchfiihren, erhalten
also einen Losungsalgorithmus, dessen Rechenaufwand linear mit der Matrixdimension
wichst. Viel effizienter kann ein Algorithmus nicht sein, der n Koeffizienten des Ergeb-
nisvektors x berechnet.

Jetzt konnen wir uns einem Punkt widmen, den wir bisher vernachléssigt haben:
Unsere Konstruktion ist nur durchfiithrbar, falls a1; # 0 gilt, denn bei der Berechnung
von L,; wird durch ri; = a1y dividiert. Da der Algorithmus auch auf Teilmatrizen
angewendet wird, muss sicher gestellt sein, dass auch bei allen auftretenden Teilmatrizen
diese Bedingung erfiillt ist.

In diesem Zusammenhang wird hiufig der Fehler begangen, nicht zwischen den Dia-
gonalelementen der Matrix A und den Diagonalelementen der Matrizen A, zu unter-
scheiden. Diese Unterscheidung ist allerdings wichtig: Wenn wir die Beispiele

5=(2 3) °=(2 o

untersuchen, stellen wir fest, dass nach dem ersten Schritt unseres Algorithmus B, = 0
und C,, = —4 gelten. Im ersten Fall besitzt also B,, eine Null auf der Diagonalen,
obwohl B das nicht tut. Im zweiten Fall besitzt zwar C eine Null auf der Diagonalen,
aber C,, nicht.

In der Praxis sind wir natiirlich daran interessiert, ein Verfahren zu benutzen, das fiir
alle reguldren Matrizen A funktioniert. Beispielsweise ist das System

£96)-0

problemlos l6sbar und die Matrix auch regulér, aber da der linke obere Eintrag gleich null
ist, konnen wir keine LR-Zerlegung finden. Es gibt allerdings einen einfachen Ausweg:
Wir tauschen die erste und zweite Zeile des Systems, um

o 2) ()=

zu erhalten. Die in diesem System auftretende Matrix besitzt eine LR-Zerlegung. Wir
diirfen also hoffen, dass wir durch das Umordnen der Zeilen der Matrix zu einem allge-
mein einsetzbaren Verfahren kommen.

Definition 2.5 (Permutationsmatrix) Sei P € R™ ™. Fualls in jeder Zeile von P
genau ein Eintrag gleich eins und alle anderen gleich null sind und falls dasselbe auch
fiir jede Spalte gilt, heiffit P Permutationsmatrix.

Bemerkung 2.6 (Permutation) Unter einer Permutation versteht man eine Abbil-
dung © : {1,...,n} — {1,...,n}, die bijektiv ist, also lediglich eine Umordnung der
Zahlen von 1 bis n beschreibt.

Wenn P eine Permutationsmatrixz ist, konnen wir

() =i fiir alle i,5 € {1,...,n} mit p;j =1
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2 Lineare Gleichungssysteme

definieren. Da jede Spalte der Matriz P nur genau eine Eins enthdlt, ist m wohldefi-
niert. Da jede Zeile nur genau eine Fins enthdlt, ist m auch injektiv und damit eine
Permutation. Fiir einen beliebigen Vektor x € R™ gilt

Tr(1)
Px = : ,

Lr(n)

also beschreibt die Matriz P gerade die Umordnung der Zeilen des Vektors entsprechend
der zugehorigen Permutation .

Lemma 2.7 (Permutationsmatrizen) Seien P,Q € R"™ "™ Permutationsmatrizen.
Dann ist auch ihr Produkt PQ eine Permutationsmatriz.

Beweis. Sei i € {1,...,n}. Da P eine Permutationsmatrix ist, existiert genau ein je
{1,...,n} mit pi; =1.DaQ ebenfalls eine Permutationsmatrix ist, existiert genau ein

ke {1,...,n} mit @ =1, und wir erhalten

1 falls k =k,

(PQ)ir = Zpiqu'k =qy, = {0 fiir alle k € {1,...,n},
j=1

ansonsten

also enthélt die i-te Zeile des Produkts nur genau eine Eins und ist ansonsten gleich null.
Entsprechend konnen wir mit den Spalten verfahren. ]

Unser Ziel ist es nun, mit Hilfe einer geeigneten Permutation LR-Zerlegungen fiir
beliebige reguldre Matrizen zu konstruieren. Man spricht von einer LR-Zerlequng mit
Pivotsuche oder einer pivotisierten LR-Zerlequnyg.

Satz 2.8 (LR-Zerlegung mit Pivotsuche) Sei A eine regulire Matriz. Dann exi-
stiert eine Permutationsmatriz P € R™ "™ so, dass die Matriz PA eine LR-Zerlegung
(L,R) besitzt, dass also

PA =LR

mit einer unteren Dreiecksmatriz L und einer oberen Dreiecksmatrix R gilt.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber n € N. Fiir n = 1 setzen wir p1; = 1,
l11 = 1 und 711 = a11 und sind fertig.

Sei nun n € N so gegeben, dass die Behauptung fiir alle Matrizen A e R("—1)x(
gilt. Sei A € R™™. Um den bereits bekannten Zugang anwenden zu kénnen, miissen wir
dafiir sorgen, dass der Eintrag a1 nicht gleich null ist. Dieses Ziel erreichen wir, indem
wir ein k € {1,...,n} mit

n—1)

lagi| > |aji] fiir alle j € {1,...,n}
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2.4 LR-Zerlegung

wahlen und mit Hilfe einer Permutationsmatrix die k-te Zeile mit der ersten Zeile ver-
tauschen. Dazu verwenden wir P € R™*™ mit

1 fallsi=yj, ¢ & {1,k},
Dij =41 fallsi=1, j=koderi=k, j=1, fir alle 4,5 € {1,...,n},
0 ansonsten
denn diese Matrix leistet genau das Geforderte. Nun untersuchen wir die Matrix
A = PA.

Da a11 = axy das betragsgrofite Element der ersten Spalte ist, kann es nur gleich null
sein, wenn die gesamte Spalte gleich null ist. Das wére aber ein Widerspruch zu der
Regularitdt von A, also muss a1 # 0 gelten. Somit kénnen wir wie zuvor verfahren,
indem wir

~ fan A =~ (ln s (rin Ras

einfithren, wieder
lig =1, 11 = Q11 = Ak, L. = A /ann, Ry = Ay,
setzen und nach einer LR-~Zerlegung der Teilmatrix
B:= A, — LaRy.

suchen. Im Allgemeinen braucht eine derartige Zerlegung nicht zu existieren, aber
falls wir zeigen konnen, dass B regulér ist, konnten wir uns auf die Induktionsvor-
aussetzung berufen, um immerhin eine pivotisierte LR-Zerlegung zu finden. Dank des
Determinanten-Multiplikationssatzes erhalten wir wegen P! =P und det(f’) = —1 die
Gleichung

0 # det(A) = det(P~ 1) det(A) = — det(A) = — det
A*l A**

_ li ri1 Ra) _
= —det <L*1 I> det ( B ) = -7 det(B),

also muss B € R=DX("=1) preoylir sein. Nun diirfen wir die Induktionsvoraussetzung
anwenden, die die Existenz einer Permutationsmatrix Q € R~ D*(=1) ynd einer LR~
Zerlegung (L., Ryy) mit

ai A1*>

garantiert. Mit Hilfe dieser Matrizen kénnen wir nun die gesuchte Zerlegung konstruieren:
Wir setzen

o 1 5 L l11 11 Ri.
P._< Q) 3 L (QL*l L) R._< R**>
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2 Lineare Gleichungssysteme

und erhalten

PA

(" o)Pa=(" o) (&% A7) =(an, arn)

_ ( L1111 l11R14 ) _ ( liirn l11R1« >
QL*lrll QB + QL*lRl* QL*lrll LR + QL*lRl*

(I rin Raie)

Nach Lemma 2.7 ist P als Produkt zweier Permutationsmatrizen auch eine Permutati-
onsmatrix, also ist der Induktionsbeweis vollstéandig. ]

Fiir das Losen eines linearen Gleichungssystems ist die pivotisierte LR-Zerlegung ge-
nauso niitzlich wie die urspriingliche: Wir erhalten

Ax=b < PAx=Pb < LRx=Pb <= Ly =Pb, Rx=y

und koénnen das System wie zuvor mit Vorwérts- und Riickwértseinsetzen auflésen.

Der Algorithmus fiir die Berechnung der Zerlegung muss nur geringfiigig modifiziert
werden: Wir miissen fiir jede Teilmatrix den betragsgrofiten Eintrag der k-ten Spalte
berechnen und dann die Zeilen von A und L vertauschen.

procedure Ir_pivot(n, var A, p);
for k=1 to n do begin
i < k; { Finde maximales Element }
forie{k+1,...,n} do
if |a;x| > |a;, k| then i, < i;

Pr i*;
for j € {1,...,n} do begin { Tausche Zeilen }
Y Ak Qkg 5 Qg Qg Y
end;
forie{k+1,...,n} do
Qik 4= ik [ Ak { lik < air/rer }
fori,je{k+1,...,n} do
Qij = Qij — QikOkj { aij < aij — ligre; }
end

Der Algorithmus protokolliert in dem Vektor p, welche Vertauschungen wiahrend der Be-
rechnung durchgefithrt wurden, damit sie spéter auch fiir die rechte Seite b durchgefiihrt
werden konnen.

Da wir nur arithmetische Operationen zéhlen, ist der Rechenaufwand der LR-
Zerlegung mit Pivotsuche nicht hoher als der der gewdhnlichen LR-Zerlegung, und auch
das Auflosen des Gleichungssystems mit Vorwérts- und Riickwértseinsetzen wird nicht
aufwendiger.
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2.5 Fehlerverstiarkung

2.5 Fehlerverstarkung

Die LR-Zerlegung mit Pivotsuche erméglicht es uns, beliebige lineare Gleichungssysteme
zu l6sen, sofern die Matrix regulér ist. Allerdings haben wir bisher einen Punkt nicht
beriicksichtigt, der fiir die Praxis von erheblicher Bedeutung ist: Der Computer rechnet
nicht mir ,,echten® reellen Zahlen, sondern mit Approximationen, die nur endlich viele
Stellen aufweisen kénnen. Damit wird bei fast jeder Rechenoperation ein zusétzlicher
Fehler, der sogenannte Rundungsfehler, eingefiihrt, und wir sollten unsere Algorithmen
so entwerfen, dass diese Fehler sich nicht so weit verstirken, dass sie das Ergebnis un-
brauchbar machen.

Da die detaillierte Analyse der bei den bisher diskutierten Algorithmen auftretenden
Fehlerfortpflanzung relativ aufwendig ist, beschrinken wir uns hier darauf, lediglich die
Verstirkung eines Fehlers auf der rechten Seite des Gleichungssystems zu analysieren.
Wir verwenden dazu die durch

n 1/2
llyll2 :== (Z y?) fiir alle y € R"™ (2.8)
i=1

definierte euklidische Norm, die anschaulich als ein Maf} fiir die Lénge eines Vektors
interpretiert werden kann.

Lemma 2.9 (Norm des Matrix-Vektor-Produkts) Sei A € R™*" gegeben. Dann
sind

as(A) = min{[[Aylls : y € R", [lylls = 1}, (2.92)
Ba(A) i= max{|Aylls : y € R", [lylls = 1} (2.9b)

wohldefinierte nicht-negative Zahlen und erfiillen
az(A)]z]|2 < ||Az|l2 < S2(A)]|z]|2 fiir alle z € R™. (2.10)
Falls A injektiv ist (falls also sein Kern nur den Nullvektor enthdlt), gilt as(A) > 0.
Beweis. Die Einheitssphére
Si={y €R" ¢ |lyl2 =1}

ist beschréinkt und abgeschlossen, also nach dem Satz von Heine-Borel auch kompakt.

Da die Abbildung
[ R" = Rxo, y = [|Ayll2,
stetig ist, muss auch

f(9) ={f(y) : yeSt={lAylz2 : y R, [lyll2=1}
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2 Lineare Gleichungssysteme

kompakt sein. Demzufolge besitzt sie ein Minimum « und ein Maximum [, und beide
sind endlich und nicht-negativ.
Sei nun z € R". Falls z = 0 gilt, ist (2.10) offenbar erfiillt. Anderenfalls ist y := z/||z||2

ein Vektor mit ||y|l2 = ||z||2/]|z]l2 = 1, so dass wir (2.9)) verwenden kénnen, um
A)lzll2 < ||A — A2 s
ag(A)]zlls < [|Ayll2flz]2 = Z||2HZH2 = [[Az2,
12(]2

Pa(A)llzll2 > [|[Ayl2llzlls = [[Azll27—= = [| Azl

]2

zu erhalten, also ([2.10]).

Sei nun A injektiv. Sei y € R" ein Vektor mit |y||2 = 1, fiir den das Minimum in
(2.9a) angenommen wird. Da A injektiv und y # 0 ist, muss auch Ay # 0 gelten, also

OCQ(A) = ”AyH2 > 0.

Die Zahlen as(A) und [2(A) beschreiben also, wie sich die Léngen von Vektoren
verandern, wenn sie mit der Matrix A multipliziert werden. Mit Hilfe dieser Grofien
lassen sich Aussagen dariiber treffen, wie sich Storungen der rechten Seite b auf die
Losung x des Gleichungssystems auswirken.

Lemma 2.10 (Stoérung der rechten Seite) Sei A € R"*" eine regulire Matriz. Sei-
en b,b € R™ gegeben, sei b # 0, und seien x,xX € R™ die Lisungen der Gleichungssy-
steme

Ax = b, AX = b.

Dann gilt N
b — bl
b2

1% — X[l2

%12

Beweis. Mit (2.10) erhalten wir

k2 (A) mit ko(A) =

az(A)llx — x|z < [A(x ~X) |2 = || Ax — AX]|2 = [[b — |2,
B2(A)[Ixl2 = [[Ax[l2 = [[bll2 > 0,

so dass wir schliellich mit

1% — X[l az(A)[lx — X[l Ib — bll2
o = ke(A) < kp(A) ="
1|2 Ba2(A)[1x]2 b2
das angestrebte Ergebnis erhalten. |

Diese Abschitzung bedeutet, dass der relative Fehler der Losung sich durch das Pro-
dukt aus dem relativen Fehler der rechten Seite und der Konditionszahl ko(A) abschétzen
lasst. Wenn wir also daran interessiert sind, eine moglichst gute Nédherung der Losung
zu berechnen, sollten wir versuchen, die Konditionszahl moéglichst klein zu halten.
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Definition 2.11 (Spektralnorm) Die Abbildung

Az
|- fl2: R™™ = Rsp, A max{ HHzHEQ z €R™\ {0}} = B(A),  (211)

ist eine Norm auf dem Raum R™*™ die als die Spektralnorm bezeichnet wird. Sie ist
mit der euklidischen Norm || - ||2 vertraglich, erfillt also

1Ay < [|A]2]ly ]2 fir alle A € R™™ y € R". (2.12)

Mit Hilfe der Spektralnorm lassen sich auch Storungen der Matriz messen und ihre
Auswirkung abschétzen. Ein niitzliches Hilfsmittel ist die folgende Aussage:

Lemma 2.12 (Neumannsche Reihe) Sei X € R"™ " eine Matriz mit ||X|2 < 1.
Dann ist I — X requldr und es gilt

1
1T =X) "2 < i (2.13)
1—[IX]l2
Beweis. Sei m € N. Dann gilt
m m m
I-X)) XF=)"XF-) XM =1-Xx" (2.14)
k=0 k=0 k=0
Aus (2.12) und (2.11)) folgt mit einer einfachen Induktion
X< < XI5 fiir alle k € Ny,
also erhalten wir wegen || X||2 < 1 auch
: my — k < < )
Jim || XM =0, Z [P Z X115 Z X5 = ‘X” (2.15)

die zweite Abschitzung dank der geometrischen Summenformel. Somit ist die Reihe der
Xk absolut summierbar. Wir bezeichnen ihren Grenzwert mit

o
Y =) X~
k=0
Dank (2.15)) gilt lim,;,—00 X" = 0, und damit folgt aus ([2.14))

I-X)Y ZX’“: lim (I-X)) X*= lim I-X" =1,

m—00 m—o0

also ist Y die Inverse der Matrix I — X. Die Abschitzung von ||(I — X)7 !z = [[Y]|2
folgt unmittelbar aus (2.15]). ]
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2 Lineare Gleichungssysteme

Bemerkung 2.13 (Stérung der Matrix) Mit Hilfe des Lemmas lasst sich un-
tersuchen, wie die Ldsung eines linearen Gleichungssystems auf die Storung der Matriz
reagiert. Seien dazu Matrizen A, A € R™" so gegeben, dass A reguldr ist und

IAT A= A)2 <1

gilt. Indem wir Lemma auf X = A7HA - A) anwenden, folgt unmittelbar, dass A
ebenfalls requldr ist.

Fiir einen beliebigen Vektor b € R™ existieren deshalb Lisungen x,x € R™ der Glei-
chungssysteme

Ax =Db, Ax = b,
und mit und folgt

- & < AT A=A
ST [A(A- A,

[1x]2, (2.16)

der relative Fehler lisst sich also beschrdnken.

Bemerkung 2.14 (Konditionszahl) Falls A € R"*" regulir ist, erhalten wir durch
Substitution z = Ay in die Gleichung

1

a?(A) = ||A_1H27

so dass sich die Konditionszahl als

ra(A) = || All2| A7l

darstellen ldsst. Indem wir (2.12) mit (2.16) kombinieren, folgt

Ix—%lo . (A |A-Al

N A=Al ||All2
x| 1 - ()42 Al

der relative Fehler der Losung ist also fiir geringe Storungen der Matriz im Wesentlichen
beschrinkt durch das Produkt der Konditionszahl und des relativen Fehlers der Matriz.

2.6 QR-Zerlegung

Fiir eine LR-Zerlegung (L, R) der Matrix A ist das System dquivalent zu
Ly = b, Rx=y.

Dank Lemma erhalten wir fiir Storungen der rechten Seite die Abschitzung

1% — |2

l1x[|2

ly = ¥ll2

Hb—ng
lyll2

< r2(R) o

< k2(R)ko(L)

28



2.6 QR-Zerlegung

Aus folgen unmittelbar
az(A) = az(L)az(R), Ba2(A) < B2(L)B2(R), r2(A) < Ko(L)k2(R),

das Losen mit Hilfe der LR-Zerlegung kann also zu einer ungiinstigeren Fehlerfortpflan-
zung fiihren.

Unser Ziel ist es, eine Zerlegung der Matrix A zu finden, mit deren Hilfe sich das Glei-
chungssystem #hnlich einfach wie mit der LR-Zerlegung 16sen lésst, die aber die Kon-
ditionszahl moglichst unverdndert lasst. Da die Konditionszahl von der Norm abhéngt,
bietet es sich an, nach Transformationen Q € R™*"™ zu suchen, die die Norm unveréndert
lassen, fiir die also

1Qyl> = vz fiir alle y € R” (2.17)

gilt. Im Allgemeinen sind solche Transformationen nur schwer zu beschreiben, im Fall
der euklidischen Norm koénnen wir allerdings deren besondere Eigenschaften ausnutzen:
Wenn wir das durch

n
(y,z)2 == Zyz‘zi fir alle y,z € R"
i=1
definierte euklidische Skalarprodukt verwenden, gilt

n
lyll5 = ny =(y,y)2 fiir alle y € R",
i=1

die Norm l&sst sich also durch das Skalarprodukt darstellen. Eine niitzliche Eigenschaft
des Skalarprodukts besteht darin, dass es mit dem Transponieren von Matrizen ver-
traglich ist: Wir haben

(By,z)s = (y,B*z), fir alle Be R™™, y e R™, z € R", (2.18)

wobei B* die transponierte Matrix zu B bezeichnet. Damit lidsst sich die gewiinschte
Eigenschaft (2.17) in die Form

(v, y)2 = llyll3 = 1Qy3 = (Qy,Qy)2 = (y. Q" Qy)2 fiir alle y € R"

bringen, und aus dieser Gleichung ldsst sich schliefen, dass Q*Q = I gelten muss.

Definition 2.15 (Orthogonale Matrix) FEine Matriz Q € R™ ™ heifit orthogonal,
falls Q*Q =1 gilt, falls also thre Inverse und ihre Transponierte tibereinstimmen.

Unser Ziel ist es nun, die Matrix A mit Hilfe einer orthogonalen Transformation Q
auf obere Dreiecksgestalt zu bringen, denn aus A = QR folgt insbesondere

az(A) = min{[|Ayfls : y € R", [ly[l2 =1}
=min{||QRyl}> : y €R", [ly[2 =1}
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2 Lineare Gleichungssysteme

=min{|Ryll2 : y € R", [[yl2 = 1} = a2(R),
B2(A) = ... = (2(R),
Ka(A) = Ba(A)/az(A) = B2(R)/a2(R) = r2(R),

also wird die Konditionszahl und damit die Fehlerverstarkung durch diese Transforma-
tion nicht verschlechtert werden.

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel: Fiir einen Vektor y € R? suchen wir eine
orthogonale Matrix Q € R?*2, die seine zweite Komponente eliminiert, es soll also

0=(Qy)2 = q21y1 + 2292 (2.19)

gelten. Wir verwenden dazu eine Rotationsmatriz

Q:<C 3>7 A4t =1,

—S C

denn fiir diese Matrix gilt

2, 2
s~ _ [C —S c s\ _[ct+8" cs—sc)
QQ_(S c)(—s c)—(sc—cs 32—|—02)_I’

sie ist also orthogonal. Thren Namen verdankt sie der Tatsache, dass sich ein Winkel ¢
finden lasst, fiir den ¢ = cos ¢ und s = sin ¢ gelten, und dass die Anwendung der Matrix
gerade eine Rotation der Ebene um diesen Winkel beschreibt.

Unser Ziel ist es, die Parameter ¢ und s so zu wéhlen, dass gilt, also

0= —sy; + cyo.

Dieses Ziel ldasst sich einfach erreichen, indem wir

Y1 Y2
ci=—, §i=—
T T

setzen und den Skalierungsfaktor r so wéhlen, dass

2 2
_|_
1:c2+82=7y1r2y2, r:j:\/y%~l—y§

gilt. Wenn wir » mit Hilfe dieser Gleichung berechnen, kénnte es Schwierigkeiten geben,
falls y? oder y2 zu grofl sind, um sich noch im Rechner darstellen zu lassen.
Stattdessen verwenden wir zusétzlich zu Sinus und Cosinus den Tangens

S _
Ti=—-=2=
c N
aus dem sich per
2, 2 2 2 1
s=Te, l=s"+c" = (74 1), c=+t——
2 +1
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2.6 QR-Zerlegung

die beiden anderen Grofien rekonstruieren lassen, allerdings mit Ausnahme des Vorzei-
chens, das fiir unsere Zwecke gliicklicherweise auch keine Rolle spielt. Dieser Zugang
funktioniert gut, wenn |7| < 1, also |y2| < |y1], gilt, denn dann sind alle auftretenden
Werte klein genug, um keine Schwierigkeiten mehr zu verursachen. Anderenfalls verwen-
den wir den Cotangens und erhalten

c 1
T::*:@, §=t——mx, c=TSs.
S Y2 2 +1

Insgesamt steht uns nun ein niitzliches Hilfsmittel zur Verfiigung:
Definition 2.16 (Givens-Rotation) Seiy € R?, und seien

T=y/y, c=1/VTiP+ 1, s=T1c  falls [y1] > |y2|, y1 # 0,
T=1y1/y2, s=1/VT2+1, c=71s falls |y1| < |y2],
c=1,s=0 ansonsten, also falls y1 = yo = 0.

o= (% )

als die Givens-Rotation zu dem Vektor y. Wie wir bereits gesehen haben, ist sie eine
orthogonale Matriz und erfillt
cy1 + sy2
Qy = ( Y 0 Y ) ;

kann also verwendet werden, um zweidimensionale Vektoren auf die erste Koordinaten-
achse zu drehen und so eine Komponente des Vektors verschwinden zu lassen.

Dann bezeichnen wir

Mit Hilfe von Givens-Rotationen kénnen wir eine beliebige Matrix A € R™*™ auf obere
Dreiecksgestalt bringen. In einem ersten Schritt zeigen wir, dass wir in einem beliebigen
Vektor alle Eintréage bis auf einen eliminieren kénnen:

Lemma 2.17 (Elimination) Seiy € R"™. Dann ezistiert eine orthogonale Matriz Q €

R™ "™ s0, dass
I e

Beweis. Per Induktion iiber n. Fiir n = 1 setzen wir ¢1; = 1 und v = y; und sind fertig.
Sei nun n € N so gewihlt, dass die Behauptung fiir alle Vektoren z € R"~! gilt, und
sei y € R™. Geméfl Definition finden wir Zahlen ¢, s,4 € R, die die Gleichungen

cyrtsyn \ _ (¢ s\ () _ (7
—sy1 + cyn —s ¢) \Un 0

fir ein v € R mit |y| = |lyll2 gilt.
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2 Lineare Gleichungssysteme

und ¢? + s2 = 1 erfiillen. Wir zerlegen den Vektor y in der Form

Y1 Y2
Y=1v5+«|), Y« =
Yn Yn—1
und erhalten A
c s Y1 cy1 + SYn v
—S ¢/ \Un —8Y1 + CyYn 0

Dank der Induktionsvoraussetzung finden wir eine orthogonale Matrix Q e R(n=1)x(n—1)

und ein v € R mit
o(7)_ (7
a(5) =)

Nun setzen wir

und erhalten insgesamt
~ c S Y1 A v
1 1 0
—S c Un 0

Als Produkt orthogonaler Matrizen ist auch Q orthogonal, also ist der Induktionsbeweis
abgeschlossen, und aus ||y||2 = [|Qyl|2 = || folgt der Rest der Behauptung. ]

Mit Hilfe dieser Aussage konnen wir die Existenz einer QR-Zerlegung sogar fiir nicht-
quadratische Matrizen beweisen:

Satz 2.18 (QR-Zerlegung) Sei A € R™*™. Dann existieren eine orthogonale Matrix
Q € R™*™ ynd eine obere Dreiecksmatriz R € R™*™ mit

A =QR. (2.20)

Beweis. Wir bringen zunéchst die erste Spalte in die gewiinschte Form: Nach Lemma [2.17]

existiert eine orthogonale Matrix Q € R™*™ g0, dass
ail
~ ' (v
am1

fiir ein v € R gilt.
Von diesem Zwischenergebnis ausgehend kénnen wir nun die Behauptung per Induk-
tion iiber n € N beweisen. Fiir n = 1 setzen wir Q = Q und sind bereits fertig.
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2.6 QR-Zerlegung

Sei nun n € N so gewiihlt, dass die Aussage fiir alle Matrizen B € R*("=1) mit £ € N
gilt, und sei A € R™*™. Geméafl unserer Vorbereitung gilt

A (7 Al*
an- (7 1)
fiir geeignete Teilmatrizen A, € R*(=1) ynd A,, € Rm=Dx(=1) Falls m — 1 = 0

oder n — 1 = 0 gelten, sind wir damit bereits fertig. Anderenfalls benutzen wir die
Induktionsvoraussetzung, um eine orthogonale Matrix P € R(m~1x(m=1) 7y finden, die

mit einer oberen Dreiecksmatrix Ry, € R?=DX(=1) orfijllt. Wir definieren

~. (1
und erhalten

*_1 A_l 'YAI*_’YAl*__'YAl*_
aa-(tp)ars(tp) (0 R) 0 Pk me (R
also folgt A = QR. Als Produkt orthogonaler Matrizen ist Q ebenfalls orthogonal, und

R ist eine obere Dreiecksmatrix. ]

Zur Tllustration untersuchen wir eine Matrix A € R**3. Wir stellen sie in der Form

>

I
X X X X
X X X X
X X X X

dar, wobei ,,x“ fiir einen moglicherweise von null verschiedenen Eintrag steht. In einem
ersten Schritt wenden wir eine Givens-Rotation Q4 auf die erste und vierte Zeile an,
um den Eintrag a4; zu elimieren und erhalten so

® &
AW = QuA = i

o X X
R X X ®

®

Hier markiert ,,®“ von null verschiedene Eintrige, die im letzten Arbeitsschritt verdndert
worden sind, und ,,0“ die in diesem Schritt entstandene Null.
Im néchsten Schritt benutzen wir eine Givens-Rotation Qg fiir die erste und dritte

(1)

Zeile, um den Eintrag as,” zu beseitigen und gelangen zu

Q¥ ® ®

A2 . AL [ x X
Qs1 0 ® ©

X X

33



2 Lineare Gleichungssysteme

Entsprechend behandeln wir ag) mit einer Givens-Rotation Qg1, die auf die erste und

zweite Zeile wirkt:

® ® ®
3) ._ @_|0 @ @
A = QoA = v
X X

In der zweiten Spalte diirfen wir nun Givens-Rotationen der Zeilen zwei bis vier verwen-
den, um ag) und az(;;) zu eliminieren, denn dabei gehen die Nulleintrdge in der ersten

Spalte nicht verloren:

X X X

) ._ 3) _ ® ®
A" = QpAY = < x|

0 ®

X X X

(5) . 4 _ ® ®

AV = Q3A 0 ®

X

(5)

Mit einer letzten Givens-Rotation Gys fiir den Eintrag a,; erhalten wir die gewiinschte

Dreiecksform:
X X

R:=QuA®=| ~

o ® X X

Damit haben wir das Ziel erreicht, es gilt

R = Q43Q32Q42Q21 Q31 Q41 A,
QZnglQSIQZQQ;,ZQZ?; R=A,

und Q ist als Produkt orthogonaler Matrizen selber orthogonal.

Bemerkung 2.19 (Kompakte Darstellung) Fiir die praktische Berechnung der QR-
Zerlegung widre es niitzlich, wenn wir die gesamte Zerlegung, wie schon bei der LR-
Zerlegung, in dem Speicher der urspringlichen Matriz unterbringen kénnten. Da eine
Givens-Rotation einen Matrizeintrag eliminiert, miissten wir dazu diese Rotation durch
eine einzige Zahl beschreiben.

Dazu nutzen wir aus, dass im Fall |yi1| > |y2|, y1 # 0 nach Definition c € Ryg
gilt, so dass wir dank s> + ¢ = 1 den Cosinus mit der Formel ¢ = V1 —s2 aus dem
Sinus s rekonstruieren konnen. Demzufolge gentigt es, s abzuspeichern. In diesem Fall
gilt |s| < |e|, also auch 1 = 5%+ % > 25% und damit |s| < \/1/2 < 1, so dass wir bei der
Berechnung der Wurzel der Null nicht zu nahe kommen.
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2.6 QR-Zerlegung

Im Fall |y1| < |y2| wiirden wir gerne wieder die Rollen von s und ¢ vertauschen, also
c abspeichern und s rekonstruieren, allerdings miissten wir uns dann noch zusdtzlich
merken, welcher der beiden Fille aufgetreten ist. Dieses Problem ldsen wir, indem wir in
diesem Fall nicht ¢, sondern 1/c speichern. Da |c| < \/1/2 < 1 gilt, folgt |1/c| > /2 > 1,
so dass keine Verwechselungsgefahr besteht.

Wir beschreiben die Givens-Rotation also durch die Zahl

$ falls ly1| = [yal, y1 # 0,
0:=1 1/c falls |y1| < |y2|,
1 ansonsten, also falls y1 = yo = 0.

und rekonstruieren s und ¢ mittels

s=p, c=+v1—352 falls o] < 1,
c=1/p, s=+v1—¢c% falls |o| > 1,
c=1,s8=0 ansonsten, also falls o = 1.

Die Zahl ;5, die die Givens-Rotation beschreibt, mit der der Eintrag a;; eliminiert wird,
konnen wir anschliefend in dessen Speicherplatz aufbewahren und erhalten analog zu

die Darstellung

11 T12 e T1n
021 T22
)
Tn—1,n
Onl1 --- Onn—1 Tnn

der QR-Zerlegung.

Nun koénnen wir einen Algorithmus angeben, der die QR-Zerlegung einer beliebigen
Matrix berechnet:

procedure qr_decomp(m, n, var A);
for k =1 to min{m,n} do
foriec {k+1,...,m} do begin
if a;;; = 0 then begin
o+ 1; c+1; s5+0
end else if |agi| > |a;;| then begin
T agfagr; 04+ T/VTEH 1, s e V1—s2
end else begin
T app/aik; 04— VTEH1/T; c 1/, s V1 —c2
end;
Akl < Cagk + SQik;  Qik < 0;
for j e {k+1,...,n} do begin
Q 4= QL5 Qg < ca+ Saz5; G5 < —Sa+ ca;
end
end
end
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2 Lineare Gleichungssysteme

Um die Anzahl der benttigten Rechenoperationen abzuschétzen fithren wir
v :=min{m,n}, w = max{m,n}

und erhalten die Schranke

14

> (12(m — k) + 6(m — k)(n — k)

k=1
=> (12(v = k) +12(m — v) + 6(v — k)* + 6(1 — v) (v — k)
k=1
=6v(r—1)+12m—-—viv+vrv-1)2r—-1)+3(u—vvir—1)
=6v(r—14+2m—2v)+v(v—1)2v —1+43p —3v)
< 6v(2m —v) +v*(3u —v) (2.21)

fiir die Anzahl der arithmetischen Operationen. Im Fall einer quadratischen Matrix gilt
v = pu = n und es ergibt sich die Schranke 6n? 4 2n3, die QR-Zerlegung benétigt also
fiir grole Matrizen ungefdhr dreimal soviele Rechenoperationen wie die LR-~Zerlegung.

Um das lineare Gleichungssystem Az = b mit Hilfe der QR-Zerlegung zu lésen, ver-
wenden wir

b =Ax = QRx = Qy, y = Rx.

Die zweite Gleichung kénnen wir wieder durch Riickwirtseinsetzen 16sen, fiir die er-
ste verwenden wir die Tatsache, dass die Transponierte einer orthogonalen Matrix ihre
Inverse ist, dass also

y=Q'b
gilt. Wir bendtigen demnach einen Algorithmus, mit dem wir die Transponierte der
Matrix Q unserer ) R-Zerlegung auf einen Vektor anwenden kénnen. Dazu miissen wir
lediglich der Reihe nach die Givens-Rotationen anwenden, die schon bei der Transfor-
mation auf Dreiecksgestalt zum Einsatz kamen:

procedure qr_transform(m, n, A, var b);
for k =1 to min{m,n} do
forie {k+1,...,m} do begin
0 < Qik;
if o =1 then begin
c+—1; s<+0
end else if [p| < 1 then begin
§¢ 0, c+1—3s2
end else begin
c+1/0; s+ V1—¢?
end;
a < by; by < ca+sb; by +— —sa+ cb;
end
end
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Der Algorithmus iiberschreibt b mit dem Vektor Q*b.

QR-Zerlegungen lassen sich auch mit Hilfe effizienterer Verfahren konstruieren, bei-
spielsweise mit Householder-Spiegelungen, die in einem Arbeitsschritt ganze Spalten der
Matrix eliminieren. Dadurch lédsst sich der Rechenaufwand auf ungefihr das Doppelte
des Aufwands der LR-Zerlegung reduzieren. Der Preis fiir die hohere Stabilitit der QR-
Zerlegung im Vergleich zur LR-Zerlegung besteht also in dem hoheren Rechenaufwand.
In der Praxis hingt der Zeitaufwand der Algorithmen auf modernen Computern eher
von der Anzahl und Reihenfolge von Speicherzugriffen ab, so dass eine gut implementier-
te QR-Zerlegung unter geeigneten Bedingungen #hnlich schnell wie eine LR-Zerlegung
ablaufen kann.

2.7 Ausgleichsprobleme

In vielen praktischen Anwendungen erhalten wir lineare Gleichungen, die sich nicht ex-
akt auflosen lassen. Als Beispiel untersuchen wir ein dberbestimmtes System, bei dem
wesentlich mehr Gleichungen als Unbekannte auftreten: Wir gehen davon aus, dass uns
Paare von Werten (t1,b1),. .., (tm, by) zur Verfiigung stehen und dass wir davon ausge-
hen diirfen, dass die Werte iiber eine Funktion zueinander in Beziehung gesetzt werden,
dass also

bi = y(ti) fir alle i € {1,...,m}

gilt, wobei y eine unbekannte Funktion ist, die wir bestimmen méchten.

Wir nehmen dazu an, dass sich y als Linearkombination bekannter Funktionen
Yl,-- -, Yn Mit n < m ergibt und bezeichnen die entsprechenden Faktoren mit xq, ..., x,,
so dass sich

y(t) = v1y1(t) + m2ya(t) + ... + Toyn(?)

ergibt. Durch Einsetzen folgt
bi = y(t;) = z1y1(ti) + 22y2(ti) + - .. + Ty (ts) fiir alle 7 € {1,...,m},

wir haben also m Gleichungen fiir die n Unbekannten z1,...,x,, und die Anzahl der
Gleichungen iibersteigt die Anzahl der Unbekannten.
Wir kénnen dieses Gleichungssystem kompakt ausdriicken, indem wir

by T vi(t) . ya(t1)
b = ) X = ) A= '
bm Tn yl(tm) cee yn(tm)

einfithren und zu der Gleichung
b= Ax

gelangen. Da in der Regel die gemessenen Werte by, ..., b, nicht perfekt zu unserem
Ansatz fiir y passen werden, empfiehlt es sich, nicht nach einer exakten Lésung zu suchen,
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2 Lineare Gleichungssysteme

sondern lediglich nach der besten, die moglich ist: Wir suchen nach einem x € R" derart,
dass

|Ax — b|2 < [|Az — b| fiir alle z € R” (2.22)

gilt, der Losungsvektor soll also derjenige Vektor sein, fiir den Ax eine optimale
Néherung von b ergibt. Derartige Aufgabenstellungen bezeichnet man als Ausgleichs-
probleme: Wir suchen x so, dass alle Gleichungen moglichst ,,gleich gut® erfiillt werden.

Anders als lineare Gleichungssysteme besitzen Ausgleichsprobleme immer eine Losung,
die allerdings nicht eindeutig bestimmt zu sein braucht. Um diese Eindeutigkeit sicher
zu stellen, fordern wir, dass A injektiv ist, dass also der Kern lediglich den Nullvektor
enthilt. In diesem Fall kénnen wir die Losung sogar direkt berechnen, indem wir uns
wieder eine QR-Zerlegung zunutze machen: Es gelte A = QR mit einer orthogonalen
Matrix Q € R™*™ und einer oberen Dreiecksmatrix R € R"*", Da Q orthogonal ist,
gilt Q* = Q! und wir erhalten

|Az — b|l2 = || QRz — QQ*b|2 = | Q(Rz — Q*b)||2 fiir alle z € R™.
Da sich die Norm unter orthogonalen Transformationen nicht &ndert, folgt daraus
||Az — b|2 = |Rz — Q*b||2 fiir alle z € R".

Da R eine obere Dreiecksmatrix ist, sind alle Zeilen unterhalb der ersten n gleich null,
wir konnen die Matrix also in der Form

~

R = <I0{>’ R € R™"

darstellen. Da R injektiv ist, muss auch R injektiv sein, und als quadratische Matrix
damit auch regulidr. Wir zerlegen den Vektor Q*b entsprechend und erhalten

Qb = <b>, BGR”, by € R™™™.
by
Ein Blick auf die Definition der euklidischen Norm (2.8 zeigt, dass
)2
¥ Rz—-b
R [
—bo

2

= |Rz — b3 + ||bo|13 fiir alle z € R"

gilt. Da R regulér ist, konnen wir den ersten der beiden Summanden minimieren, indem
wir das Gleichungssystem

~

Rx=b (2.23)

16sen. Der zweite der Summanden ist von z vollig unabhéngig, wird sich also auch nicht
reduzieren lassen. Mit dem durch ([2.23)) definierten x folgt

|Ax — bl|3 = [Rx — Q"b]|3 = |Rx — bl|3 + [[bo[[3 = [[bo][3
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< |Rz — b3 + ||bo||? = |[Rz — Q*b|j3 = ||Az — b|)3 fiir alle z € R™,

also haben wir die Losung des Ausgleichsproblems gefunden. Da das System
eindeutig losbar ist, ist x auch die eindeutige Losung des Ausgleichsproblems. Wir
haben also eine einfache Losungsstrategie gefunden: In einem ersten Schritt wird die
QR-Zerlegung berechnet, in einem zweiten das System durch Riickwirtseinsetzen
gelost.

Bemerkung 2.20 (Normalengleichung) FEs ist mdglich, das Ausgleichsproblem zu
losen, ohne auf eine QR-Zerleqgung zuriickzugreifen: Wir kénnen mit der requldren
Matriz R* multiplizieren, ohne das Ergebnis zu dndern, und erhalten

A*Ax = R*Q*QRx = R*Rx = R*Rx = R*b = (f){) <;’) - (?) Qb = A*b.
0

Die so erhaltene Gleichung
A"Ax =A"b
bezeichnet man als Normalengleichung, da sie anschaulich bedeutet, dass
0= (A"(Ax —b),z)2 = (Ax — b, Az) fir alle z € R"

gilt, dass also der Fehler Ax — b senkrecht auf dem Bild der Matriz A steht und damit
ein Normalenvektor auf diesem Teilraum ist.

Wenn man ausnutzt, dass die Matriz A*A symmetrisch ist und sich deshalb effizient
aufstellen ldsst, kann das Losen der Normalengleichung weniger Zeit erfordern als der
Zugang tber die QR-Zerlegung. Man kann allerdings nachrechnen, dass

ko (A*A) = ky(A)?

qgilt, so dass die Verwendung der Normalengleichung das Ristko einer ungtinstigen Feh-
lerverstirkung birgt. Fir die etwas héhere Geschwindigkeit ist also mdglicherweise eine
geringere Genauigkeit in Kauf zu nehmen.
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3 Eigenwertprobleme

3.1 Beispiel: Schwingende Saite

Eine Variante des linearen Gleichungssystems ist das Figenwertproblem. Als Beispiel
verwenden wir die Wellengleichung

2 2
gaz(w,t) = gtg(x,t) fur alle x € [0,1], t € R, (3.1)

die das Verhalten einer schwingenden Saite modelliert, auf die keine externen Krifte
einwirken. Die Funktion u beschreibt dabei die Auslenkung der Saite aus der Ruhelage:
Wenn wir uns die Saite im Ruhezustand als waagerecht liegend vorstellen, beschreibt
u(z,t), wie sehr sie in einem Punkt z zu einem Zeitpunkt ¢ nach oben ausgelenkt ist.
Um zu einem eindeutig l6sbaren Problem zu gelangen, miissen wir Randbedingungen
ergdnzen. Wir entscheiden uns dafiir, die Saite in den Punkten = 0 und = 1 in der
Ruhelage einzuspannen, verwenden also

u(0) =0, u(1) =0. (3.2)
Wir 16sen die Gleichung mit Hilfe einer Separation der Variablen: Mit dem Ansatz
u(x,t) = up(x) sinwt fir alle x € [0,1], t € R
nimmt die Form
ug(z) sinwt = —w?up(z) sinwt, fir alle z € [0,1], t e R
an, und indem wir den Sinus-Term eliminieren folgt
—uf(x) = wug(z) fiir alle z € [0, 1]. (3.3)

Es lasst sich nachweisen, dass diese Gleichung (mit den durch gegebenen Randbe-
dingungen) genau dann losbar ist, wenn w = 7/ fiir ein ¢ € Z gilt, und in diesem Fall
gilt gerade up(x) = sin(wx).

Wir sind allerdings daran interessiert, Gleichungen dieses Typs im Allgemeinen zu
losen. Dazu ersetzen wir wieder das Intervall [0,1] durch eine diskrete Punktmenge
{to,t1,...,tn,tnt1}, die Funktion ug durch einen Vektor x € R™ mit ug(t;) ~ z;, und
den Differentialoperator durch die Matrix A aus , so dass wir

Ax = w'x
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3 Eigenwertprobleme

erhalten. Die triviale Losung der Gleichung ist x = 0, jeden nicht-trivialen Losungsvektor
x # 0 bezeichnen wir als Eigenvektor zu dem Eigenwert \ = w?.

Im Allgemeinen untersuchen wir Eigenwertprobleme der Form
Ax = )x, x # 0, (3.4)

die in vielen Gebieten der Mechanik und Elektrodynamik eine Rolle spielen, weil sich mit
ihnen beispielsweise Resonanzphédnomene wie die schwingende Saite untersuchen lassen.

3.2 Vektoriteration
Wir kénnen Eigenwertprobleme einfach in die Form
(A-AI)x=0

eines linearen Gleichungssystems bringen, allerdings kénnen wir dieses System nicht mit
den zuvor behandelten Verfahren 16sen, weil uns erstens A in der Regel nicht bekannt ist
und zweitens fiir jeden Eigenwert A die Matrix auf der linken Seite nicht regulér ist, so
dass sich unsere bisherigen Techniken nicht anwenden lassen.

Ein alternativer Ansatz ist die Vektoriteration: Wir gehen zur Vereinfachung davon
aus, dass A = A* gilt, dass wir es also mit einer symmetrischen Matrix zu tun haben.
Derartige Matrizen lassen sich mit der Hauptachsentransformation auf Diagonalgestalt
bringen, genauer gesagt gibt es eine orthogonale Matrix Q € R™*" derart, dass

A1
Q*AQ = =D
An

gilt. Wir diirfen sogar die Reihenfolge der Diagonalelemente der Matrix beliebig vorgeben
und entscheiden uns fiir eine dem Betrag nach absteigende Sortierung, gehen also von

MEN (3.5)

aus. Die Vektoriteration wird durch die folgende Beobachtung motiviert: Wenn wir einen
Vektor X(©) € R™ mit der m-ten Potenz der Matrix D multiplizieren, erhalten wir neue
Vektoren

A%
M .= DMz =

: fiir alle m € Ny.
Am g0

Da die Eigenwerte dem Betrag nach absteigend sortiert sind, werden sich fiir grole Werte
von m die ersten Komponenten gegeniiber dem Rest durchsetzen.
Besonders einfach ist der Fall eines dominanten Eigenwerts: Falls

M| > el == Al (3.6)
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3.2 Vektoriteration

Z(x,y) ° y

X —ay

Abbildung 3.1: Definition des Winkels

gilt, diirfen wir davon ausgehen, dass |A;|”™ schneller als die Potenzen aller anderen
Eigenwerte wachsen wird, so dass die Vektoren X(™) in einem geeigneten Sinn gegen ein
Vielfaches des ersten Einheitsvektors

konvergieren diirften. Der erste Einheitsvektor ist offenbar gerade ein Eigenvektor zu
dem Eigenwert A1, also erhalten wir Konvergenz gegen einen Eigenvektor.

In der Praxis kennen wir D nicht und arbeiten stattdessen direkt mit der Matrix A:
Fiir einen gegebenen Anfangsvektor x(©) definieren wir

x(M .= Amx(0) fiir alle m € Ny (3.7)
und stellen fest, dass
Q'x™ = Q*A™x" = Q*A™QQ*x” = D"Q*x® fiir alle m € Ny

gilt. Es bietet sich an,
20 .= Q*x®

zu setzen und so
(M = Q*x(™) fiir alle m € Ny

zu erhalten. Die Vektoren x(™ kénnen wir dabei mit direkt berechnen, die Vektoren
x(™) dienen als Hilfsmittel fiir die Untersuchung der Konvergenz.

,Echte Konvergenz“ der Form x(M) — x* diirfen wir dabei nicht erwarten, denn selbst
wenn x(©) bereits ein Eigenvektor zu einem Eigenwert \; wire, wiirde x(™) = \mx(0)
gelten, die Lange des Vektors konnte sich also &ndern. Da die Lange von Eigenvektoren
keine Rolle spielt, bietet es sich an, einen Konvergenzbegriff zu verwenden, der sie nicht
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3 Eigenwertprobleme

beriicksichtigt. Ein niitzliches Hilfsmittel ist dabei der Winkel zwischen zwei Vektoren,
der durch

sinl(x,y):min{HXH_Wy”2 : aER} fir alle x € R™\ {0}, y € R"
X||2

definiert ist: Fiir das minimale « steht x — ay senkrecht auf ayy, so dass wir ein recht-
winkliges Dreieck mit Hypotenuse x und Kathete x — aiy erhalten (vgl. Abbildung .
Wie iiblich definieren wir Cosinus und Tangens durch

: sin Z(x,y)
CcOSs 4(){7 y) = \/1 - Sln2 A(Xay)7 tan Z(X,Y) = m

und erhalten das folgende Konvergenzresultat fiir unsere Iteration:

Satz 3.1 (Konvergenz) Der Vektor e := Qe ist ein Eigenvektor zu dem FEigen-
wert 1. Es gelte
tan Z(x(?), eV) < oo,

x©) soll also nicht senkrecht auf €V stehen. Dann haben wir

o]

tan Z(x(™), eM)) < (
A1

> tan Z(x(©), e() fir alle m € Ny.

Beweis. Die Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix ldsst nach (2.17)) die Norm
unverdndert, also gilt

tan Z(X™, 6M) = tan £(x™, M) fiir alle m € Np, (3.8)

so dass es geniigt, die transformierten Vektoren zu untersuchen. Fiir alle o € R gilt

(0)

und die Norm dieses Vektors ist offenbar gerade fiir o, := AJ*#; "’ minimal. Damit folgen

M) _ o ()2 n 1y 2m(5(0))2
sin? A(Q(m),’e\(l)) _ % A(a)ms 13 _ Diza |Ail |$2(0)| 7
ESRIE Y 22
A 21202
S 2O
sin2 /(R 81) 3, [2m (a2

cos? Z(x(m) g(1)) A [2m]20)2

cos? Z(ﬁ(m),é\(l)) =1 —sin? é(ﬁ(m)”é(l)) _

tan® Z(x™) &) = fiir alle m € N.
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Dank (3.5)) folgt daraus insbesondere

n m| 2 0 ™m n ~(0
D P ol R Y 9 i

tan? Z(x(™, M) = <
A 2|20 |2 A [2m (2012

Ao\ 2" ~(0) =
= ()\ZD tan? 4(x(0),e(1)) fiir alle m € Ny,
1

und mit (3.8]) erhalten wir das gewiinschte Resultat. ]

Bemerkung 3.2 (Diagonalisierbare Matrizen) Das Resultat des Satzes ldsst
sich auf diagonalisierbare Matrizen tbertragen: Falls eine requldre Matriz T € R™*"
so existiert, dass
A1
T AT = - =D
An

gilt, erhalten wir ein Konvergenzresultat fir die transformierten Vektoren X(™ =
T x(™) . Allerdings miissen wir anstelle von (@ Ungleichungen der Form

sin Z(x,y) < kao(T)sin £(X,¥), sin Z(X,y) < k2(T)sin Z(x,y)

in Kauf nehmen, wenn wir daraus Konvergenzaussagen fir den Winkel zwischen x(™)
und eV) := Te) herleiten wollen.

In der Praxis hat die bisher betrachtete Folge x(@ xM . den Nachteil, dass sie fiir
[Ad1] > 1 zu Vektoren mit sehr grofien und fiir |A;] < 1 zu Vektoren mit sehr kleinen
Eintrégen fithrt, die Schwierigkeiten mit dem im Rechner darstellbaren endlichen Zah-
lenbereich nach sich ziehen. Da uns nur das Verhéltnis der Komponenten zueinander,
beziehungsweise der Winkel zwischen x(™) und e, interessiert, konnen wir die Vektoren
so skalieren, dass dieses Problem ausgeschlossen ist. Wir erhalten die folgende Variante
der Vektoriteration:

y™ = Axm=D ) — g, x ) — ) ) i alle m e N (3.9)

Indem wir in jedem Schritt die Norm berechnen und durch sie dividieren, ist sicher ge-
stellt, dass die Vektoren x(),x() ... Einheitsvektoren sind, und damit sind ihre Kom-
ponenten insbesondere weder zu klein noch zu grofl. Die Vektoren aus und
unterscheiden sich lediglich durch die Skalierungsfaktoren, also bleibt die Aussage des
Satzes unverdndert giiltig.

Der bisherige Algorithmus hat den Nachteil, dass wir die Anzahl der Iterationsschritte
vorgeben miissen. Praktischer wire ein adaptiver Algorithmus, dem wir nur mitteilen,
wie genau die Ndherung mindestens sein sollte, und der dann die Anzahl der Iterations-
schritte automatisch steuert.

Eine Moglichkeit besteht darin, zu den Ndherungsvektoren einen genidherten Eigenwert
zu konstruieren und zu priifen, wie grof§ der Fehler der definierenden Gleichung fiir
diese Werte ist.
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3 Eigenwertprobleme

Definition 3.3 (Rayleigh-Quotient) Der Rayleigh-Quotient zu einer Matriz A ist
gegeben durch

(Ax,X)2

Ayg :R"\ {0} = R, X — .
(x,X)2

Falls x € R™ \ {0} ein Eigenvektor der Matrix A zu einem Eigenwert A € R ist, gilt

(Ax,x)2  (Ax,x)2 B
Aa(x) = (x,x)2  (x,%)2 _)\<x,x>2 =A

der Rayleigh-Quotient reproduziert also zu einem gegebenen Figenvektor den passen-
den Eigenwert. Um auch eine Aussage fiir Ndherungen von Eigenvektoren zu erhalten
bendétigen wir das folgende Hilfsmittel:

Erinnerung 3.4 (Cauchy-Schwarz) Fiir das Skalarprodukt gilt die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

[, y)2| < [[x[l2]lyll2 fiir alle x,y € R". (3.10)

Mit Hilfe dieser Ungleichung ldsst sich die Genauigkeit der durch den Rayleigh-
Quotienten berechnen Niherung des Eigenwerts wie folgt abschéitzen:

Lemma 3.5 (Rayleigh-Quotient) Seix € R"\{0} eine Niherung eines Eigenvektors
e € R" der Matrix A fir den Figenwert A € R. Dann gilt

|[Aa(x) — Al < [JA — M|z sin Z(x, e).
Beweis. Da e ein Eigenvektor ist, gilt insbesondere
(A —M)ae = Aae — Aae =0 fiir alle o € R,

und wir erhalten mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und (2.12)) die Abschéitzung

A A -
Aao) A = | A2 ()| (A~ ADx,x)

(x,x)2  (x,%)2 112

_ (A = AD(x —ae), x)a| _ [[(A = AI)(x — ae)|la[|x]]2

13 - 13

A - I —

< H Alllz|jx = aefl, fiir alle a € R.

[P
Durch Wahl des optimalen « € R folgt die Behauptung. [

Fiir symmetrische (oder allgemeiner fiir normale) Matrizen lésst sich diese Abschétzung
erheblich verbessern:
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3.3 Inverse Iteration

Bemerkung 3.6 (Quadratische Konvergenz) Fulls A = A* gilt, konnen wir
(A = M)(x — ae), x)s = (x — ae, (A — AT)x)s

ausnutzen, um auch im zweiten Argument ae abzuziehen und so zu der verbesserten
Abschdtzung
[Aa(x) — A < ||A = M||osin® Z(x, e)

zu gelangen. In diesem Fall kann die Ndiherung des Eigenwerts also unter Umstdnden
wesentlich schneller als die des Eigenvektors konvergieren.

Indem wir mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten eine Naherung des Figenwerts berech-
nen, kénnen wir die Vektoriteration so gestalten, dass sie erst beendet wird, wenn eine
gegebene Genauigkeit erreicht ist:

procedure power_adaptive(e, A, var x);
v Ixll2; x < x/7;
y — Ax;
A <Y7X>2;
while [|[Ax — y|[2 > €|ly||2 do begin
v llyllss x<y/v
y + Ax;
A <~ <y,X>2
end

Um mit moglichst wenigen Matrix-Vektor-Multiplikationen auskommen zu kénnen, ver-
wenden wir das in y gespeicherte Produkt Ax in diesem Algorithmus mehrfach: Fiir
die Berechnung des Rayleigh-Quotienten, fiir die Priifung auf Konvergenz, und fiir die
Bestimmung der n#chsten Iterierten. Bei der Berechnung des Rayleigh-Quotienten im
Inneren der Schleife kénnen wir uns die Division durch ||x||3 sparen, weil nach unserer
Konstruktion x zu diesem Punkt ein Einheitsvektor ist.

3.3 Inverse lteration

Die Vektoriteration eignet sich fiir die Berechnung des grofiten Eigenwerts, in der Praxis

ist man allerdings héufig eher an den kleinsten Eigenwerten interessiert, beispielsweise

an der niedrigsten Frequenz eines Systems, bei der Resonanzeffekte zu erwarten sind.
Falls A regulér ist, konnen wir

Ax = Mx — x=)MTx < %x =A%

ausnutzen: Jeder Eigenvektor der Matrix A zu einem Eigenwert A ist auch ein Eigenvek-
tor der Matrix A~! zu dem Eigenwert 1/A. Damit ist insbesondere der betragskleinste
Eigenwert von A gerade der Kehrwert des betragsgrofiten Eigenwerts von A1, so dass
wir ihn mit Hilfe der inversen Iteration berechnen konnen, die durch

y™ = A= Ix(m=0 ) — iy, (M) = y(m) /o (m) fiir alle m € N
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3 Eigenwertprobleme

gegeben ist. Da uns die Inverse A~! in der Regel nicht zur Verfiigung steht, bestimmen
wir y(™) als Losung des linearen Gleichungssystems

beispielsweise mit Hilfe einer LR~ oder QR-Zerlegung.

Mit Vektoriteration und inverser Iteration kénnen wir die gréofften und kleinsten Ei-
genwerte berechnen, also stellt sich die Frage, ob sich auch Eigenwerte zwischen beiden
Extremen behandeln lassen. Dazu modifizieren wir die inverse Iteration: Falls u € R kein
Eigenwert der Matrix A ist, ist die Matrix A — ulI regulédr. Falls A € R ein Eigenwert
von A mit Eigenvektor x € R™ ist, gilt

Ax =X x <<= (A—u)x=(\—p)x
—= x=N-p)(A—-u)x

1
A—p

= x = (A — ul)"'x,

also ist 1/(\ — p) ein Eigenwert der Matrix (A — uI)~!. Der betragsgroite Eigenwert
dieser Matrix korrespondiert also mit dem Eigenwert der Matrix A, der p am néchsten
liegt. Wir kénnen uns also aussuchen, an welchen Eigenwerten wir interessiert sind, und
diese Eigenwerte gezielt berechnen.

Das resultierende Verfahren

y™ = (A = D)X At =yt X =y O /40 iy alle m € N

triagt den Namen inverse Iteration mit Shift, und der die ,, Verschiebung* der Eigenwerte
beschreibende Parameter p wird als Shift-Parameter bezeichnet.

Bei der Umsetzung der inversen Iteration zeigt sich, dass es sehr niitzlich ist, dass
wir das Losen linearer Gleichungssysteme in eine relativ zeitaufwendige Vorbereitungs-
phase, in unserem Fall die Berechnung der LR- oder QR-Zerlegung, und eine effiziente
eigentliche Losungsphase zerlegt haben. Deshalb brauchen wir die Zerlegung nur ein-
mal zu berechnen und kénnen dann beliebig viele Iterationsschritte mit relativ geringem
Aufwand durchfiihren.

procedure invit_adaptive(e, p, A, var x);
Berechne eine Faktorisierung der Matrix A — ul;
v xlls x <+ x/7
Lose (A — ul)y = x;
A <y7 X>2;
while [[A\x — y||2 > €|ly||2 do begin
vyl x<y/v
Lose (A — ul)y = x;
A <y7 X>2
end
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Bei diesem Algorithmus ist zu beachten, dass A nun gegen einen Eigenwert der Ma-
trix (A — pI)~! konvergieren wird, so dass der korrespondierende Eigenwert der ur-
spriinglichen Matrix A mit Hilfe der Formel 1/X + u rekonstruiert werden muss.

Die Untersuchung der Konvergenz der inversen Iteration lédsst sich auf die der Vekto-
riteration zuriickfithren: Wir setzen wieder voraus, dass A = A* gilt und sich die Matrix
mit einer orthogonalen Matrix Q € R™*" diagonalisieren lisst, dass also

Q*AQ =D = diag(\1, ..., \n)

gilt. Da wir die Vektoriteration auf (A — pI)~! anwenden, miissen wir die Eigenwerte
nun geméf
A —pl <Ae—p[ <. <A —

anordnen und Voraussetzen, dass genau ein einfacher Eigenwert 1 am n#chsten liegt. Wir
bezeichnen Wieder mit e( € R™\ {0} einen Eigenvektor der Matrix A zu dem Eigenwert
A1 und mit X = Q*x(©) die Transformation des Anfangsvektors.

Folgerung 3.7 (Konvergenz) Es gelte
tan Z(x(, e < 0.

Dann erfiillen die Iterierten der inversen Iteration mit Shift die Abschitzung

A

tan Z(x(™, e < (;)\1 ND tan Z(x(@ e(V) fiir alle m € No.
y —

Beweis. Da die Eigenwerte der Matrix (A — pI)~! durch

U B 1
A—pl T A —p T |A wl

gegeben sind, folgt die Aussage direkt aus Satz [

Der grofie Vorteil der inversen Iteration mit Shift besteht darin, dass man durch ge-
schickte Wahl des Parameters p die Konvergenzgeschwindigkeit verbessern kann: Je
ndher p dem FEigenwert A; ist, desto schneller wird die Folge gegen den Eigenvektor
konvergieren.

Falls x("™ schon eine relativ gute Niherung eines Eigenvektors ist, diirfen wir laut Lem-
ma darauf hoffen, dass A A(x(m)) eine gute Naherung des entsprechenden Eigenwerts
ist. Da eine gute Niherung eines Eigenwerts auch ein guter Shift-Parameter ist, bietet
es sich an, pu(™ = Ay (X(m_l)) zu verwenden, und wir erhalten die Rayleigh-Iteration:

(
y(™) — (A — )1 1), xm = Y fiir alle m € N.
[y (m)]|2

Da der Shift-Parameter nicht mehr von m unabhéngig ist, muss in jedem Schritt der
Iteration ein anderes lineares Gleichungssystem gelost werden:
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procedure invit_rayleigh(e, u, A, var x);
v ixlles x = x/7s
Lose (A — ul)y = x;
A (y,x)2; pe 1/ A+
while ||[Ax — y||2 > €||y|l2 do begin
v llyllss x <y /%
Lose (A — ul)y = x;
A=y, x)a;  pe1/A+p
end

In diesem Algorithmus ist A jeweils der Rayleigh-Quotient der Matrix (A — pI)~!
also eine Niherung eines ihrer Eigenwerte. Aus dieser Néherung rekonstruieren wir mit
der bereits erwihnten Formel 1/\+ 1 eine Niherung des korrespondierenden Eigenwerts
der Matrix A, der uns dann im néchsten Schritt der Iteration als Shift-Parameter dient.
Da sich der Shift-Parameter in jedem Schritt des Verfahrens &éndert, konnen wir nicht
mehr die fiir das Losen des linearen Gleichungssystems erforderlichen Operationen aus
der zentralen Schleife heraushalten, so dass ein Schritt der Rayleigh-Iteration wesentlich
zeitaufwendiger als einer der einfachen inversen Iteration werden kann.

Allerdings besitzt die Rayleigh-Iteration auch einen sehr erheblichen Vorteil: Falls uns
bereits eine hinreichend gute Naherung zur Verfiigung steht, konvergiert sie besonders
schnell.

Satz 3.8 (Konvergenz) Seien (x(™),,cn, die Vektoren der Rayleigh-Iteration. Falls

_ A1 — A2
tan /(x(™ 1),e(1) <0 :.= ‘7
( ) - QHA_)\IIHQ

gilt, erhalten wir die Fehlerabschdtzung

tan é(x(m),e(l)) < 72HA — Al

tan? Z(x(m1 ey,
SIS ( )

Insbesondere erhalten wir tan Z(x™),eM)) < 0, so dass sich die Abschitzung wiederholt
anwenden ldsst.

Beweis. Gelte tan Z(x(™m~1) eM)) < 0. Aus Lemma erhalten wir so

A= p™] <A = T tan Z(xTD eM) < A = Ng|/2,
Ao — 1™ > g = M| = (A — 1™ > [\ = Aal/2.

Aufgrund der Folgerung [3.7] ergibt sich

A1 — ™) a lA — A\I||2 _

tan / X(m),e(l) < ‘7‘5&114 x(m D,e(l) < = A pan? /(x(™ 1),e(1) ,
( >_\/\2—u(m)| ( )_P\l—&\/? ( )
und das ist bereits die zu beweisende Aussage. [
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Die quadratische Konvergenz der Rayleigh-Iteration kann sehr niitzlich sein, falls uns
gute Ausgangsvektoren zur Verfiigung stehen. Falls beispielsweise

A= Aol
tan(x©) ey < M =A2l
( ) - 4||A — )\11”2

gilt, erhalten wir mit einer einfachen Induktion

(m) )y « 1M1= Ao
tan(x'™ e'") < A = Ml

jeder Schritt potenziert also die Genauigkeit, so dass wir sehr schnelle Konvergenz erwar-
ten diirfen, sobald eine hinreichend gute Niéherung des Eigenvektors berechnet wurde.

fir alle m € Ny,

3.4 Orthogonale lteration

Die bisher besprochenen Verfahren setzen voraus, dass der betragsgrofite Eigenwert ein-
fach ist. Da das in der Praxis oft nicht gewahrleistet ist, verallgemeinern wir nun die
Vektoriteration so, dass auch mehrfache Eigenwerte behandelt werden kénnen.

Wir beschrénken uns auf den Fall der Vektoriteration, Varianten wie die inverse und
die Rayleigh-Iteration lassen sich entsprechend konstruieren. Anstelle von setzen
wir nun voraus, dass fiir ein k € {1,...,n — 1} die Ungleichungskette

Ml > > > st > > Al (3.11)

gilt, es muss also erst der Betrag des k-ten Eigenwerts echt grofier als der des (k+ 1)-ten
Figenwerts sein. Insbesondere sind k-fache Eigenwerte zugelassen.

Unter dieser schwécheren Voraussetzung kénnen wir nicht mehr Konvergenz gegen
einen Eigenvektor zu A; erwarten, stattdessen gegen einen Vektor aus dem durch die
Eigenvektoren e, ... e € R" zu den ersten k Eigenwerten g, ..., A\ aufgespannten
Teilraum. Fiir unsere Zwecke ist es praktisch, den Teilraum durch eine Matrix E*®) zu
beschreiben, deren Spalten eine Basis dieses Teilraums sind, fiir die also

BildE® = span{e(l), cee e(k)}
gilt. Bei der Konvergenzanalyse werden wir wieder auf den Winkel unserer Vektoren zu
diesem Teilraum zuriickgreifen, den wir durch
Ix — Yal|

sin Z(x,Y) = min {
1|2

: ae]R{k} fiir alle x € R™ \ {0}, Y € R™*¥

definieren. Mit Cosinus und Tangens des Winkels verfahren wir entsprechend, erhalten
also wieder

in/Z(x,Y
cosZ(x,Y) = \/1 —sin? Z(x,Y), tan Z(x,Y) = m.
Indem wir wie zuvor von Q*AQ = D ausgehen und mit
(M) = Q*x(™), E® = Q*E® fiir alle m € Ny

rechnen, nimmt das Konvergenzresultat von Satz [3.1] die folgende Form an:
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Satz 3.9 (Konvergenz) FEs gelte
tan Z(x(¥, E®)) < .

Dann haben wir

fan £ (x(™), E®) < (Mﬁ') tan £(x0), E®) ir alle m € N,
k

Beweis. Wir fithren den Beweis wie fiir Satz allerdings wéhlen wir statt « diesmal
einen Vektor a € R¥, der

0
~ 0
gm _gF g —
X a= - (0)
A1 %41
Amg )
erfiillt, da R
BildE®) = R* x {0}
nach Voraussetzung gilt. Der Rest des Beweises ldsst sich wie zuvor durchfiihren. [

Unter den abgeschwiichten Voraussetzungen wird also x(™) gegen den durch die Ei-
genvektoren der k betragsgrofiten Eigenwerte aufgespannten Teilraum konvergieren. Da
dieser Teilraum k-dimensional ist, konnte man die Vektoriteration fiir k& Vektoren gleich-
zeitig durchfithren und hoffen, dass sich so eine Basis des Teilraums finden lisst. Es
bietet sich an, diese Vektoren zu Matrizen X(™ € K"** zusammen zu fassen, fiir die
dann die einfache Vektoriteration die Form

xX(m) — Ax(m=1) fiir alle m € N

annimmt: Alle Spalten der Matrix X (™1 werden mit A multipliziert und zu einer neuen
Matrix X("™) zusammengefasst.

Natiirlich sollten wir hier auch wieder darauf achten, dass die Vektoren nicht zu grofie
oder zu kleine Koeffizienten enthalten, eine Skalierung empfiehlt sich also. Allerdings
wiirde eine Skalierung alleine noch nicht ausreichen, um zu einem sinnvollen Ergebnis
zu gelangen: Falls etwa |A;| > |A2] gilt, werden alle Spalten unseres bisherigen Verfah-
rens gegen denselben Eigenraum E(M) konvergieren und damit insbesondere ihre lineare
Unabhéngigkeit einbiiflen, so dass der Grenzwert keine Basis mehr sein wird. Deshalb
miissen wir nicht nur dafiir sorgen, dass alle Vektoren normiert sind, wir miissen auch
dafiir sorgen, dass sie linear unabhéngig bleiben.

Diese Aufgabe kénnen wir mit bereits bekannten Mitteln l6sen: Wir berechnen eine
QR-Zerlegung

QMR = x(m) fir alle m € R™.
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3.4 Orthogonale Iteration
Da R(™) eine obere Dreiecksmatrix mit & Spalten ist, muss es eine Matrix R(m) ¢ Rkxk

so geben, dass
R(m)
m _ (R
== (%)

gilt. Indem wir die orthogonale Matrix Q™) in

Q™ — (Q(m) S_m)) , Q(m) e R, Q(LM) c Rx(n—Fk)
zerlegen, erhalten wir so
m A m ﬁ(m) A (M) (m -
X — (qom Qig<())zq<mﬂ> fir alle m € N
also muss insbesondere
Bild Q™ D Bild X(™ fiir alle m € Ny

gelten. Da QU™ orthogonal ist, stehen seine Spaltenvektoren auch paarweise senkrecht
aufeinander, also beschreiben die Spalten der Matrix Q™ eine Orthonormalbasis eines
Raums, der das Bild der Matrix X("™) enthlt. Falls X("™) injektiv sein sollte, miissen
aufgrund eines einfachen Dimensionsarguments sogar beide Teilrdume iibereinstimmen.

Die Idee der orthogonalen Iteration besteht darin, nach jedem Iterationsschritt die
Matrix Q™ per QR-Zerlegung zu berechnen und so dafiir zu sorgen, dass die lineare
Unabhéngigkeit garantiert bleibt. Der Rayleigh-Quotient, den wir bisher fiir die Beur-
teilung der Genauigkeit der Approximation verwendet haben, wird in diesem Fall durch
die Rayleigh-Ritz-Matrix

A = (QM)*AQ™ fiir alle m € Ny
ersetzt, und wir erhalten ein Abbruchkriterium der Form
|AQM™) — QUIAIM| < edn(AQ™),

wobei &g eine praktisch berechenbare Niherung der in (2.9)) definierten Groe «g sein
soll. Der resultierende Algorithmus hat die folgende Form:

procedure orthoit_adaptive(e, A, var X);
Berechne Qf{ = X;
Y « AQ;
A~ Q*Y;
while |QA — Y|z > ed2(Y) do begin
Berechne Qﬁ =Y;
Y AQ;
A+~ Q*Y;
end;
X Q
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3 Eigenwertprobleme

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, dass es sich um eine relativ einfache Verallgemei-
nerung der Vektoriteration handelt: Statt mit einzelnen Vektoren wird mit k-spaltigen
Matrizen gearbeitet, und statt die Iterierten zu Einheitsvektoren zu machen, werden
Orthonormalbasen verwendet. Das Ergebnis ist eine Basis des von den Eigenvektoren
zu den k betragsgrofiten Eigenwerten aufgespannten Teilraums. Mehrfache oder eng bei-
einander liegende Eigenwerte fithren bei dieser Technik nicht mehr zu Problemen, und
der Rechenaufwand pro Schritt verhilt sich wie nk?, ist also fiir moderate Werte von k
akzeptabel.

3.5 QR-Iteration

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, alle Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix
zu berechnen. Dazu untersuchen wir die Matrizen Q™ der orthogonalen Iteration etwas
genauer. Die Matrizen der orthogonalen Iteration sind durch die Gleichung

QMR = AQ(™—1) fiir alle m € N

definiert. Wir wihlen ein ¢ € {1,...,k — 1} und untersuchen, welche Eigenschaften die
ersten ¢ Spalten dieser Matrizen aufweisen. Préziser formuliert zerlegen wir die Matrizen
in der Form

~

Q™ = (ng) A(m)) ) Qém) e R™, Qim) e R0 fiir alle m € N,

*

und interessieren uns fiir das Verhalten der Matrizen ng). Da R(™ eine obere Drei-
ecksmatrix ist, gilt

_ Rm /MY _
R = (RM E{:n)> , Ry eR RV e REOXF=0 fiir alle m € Ny,

und wir erhalten
(Angm AQMY ) — (Q(m D Q&m&)) — AQM-D — QMR(M
- (@™ o) (ﬁ%) g%:;)
(ng ROV QURM™ 4+ QMR ) ‘
Der linken Spalte dieser Gleichung entnehmen wir
AQ™ Y = Q™R fiir alle m € N,

die ersten £ Spalten der Matrizen Q(m) werden also so berechnet, als wiirden wir eine
orthogonale Iteration mit nur diesen Spalten durchfiithren. Insbesondere kénnen wir die
Konvergenzaussage des Satzes anwenden, falls

Al >0 > A > Aer1] = > A
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3.5 QR-Iteration

gilt, um zu folgern, dass Qém) gegen eine orthonormale Basis des durch die Eigenvekto-
ren zu den ¢ betragsgrofiten Eigenvektoren aufgespannten Raums konvergiert. Genauer
gesagt: Wir diirfen auf

|AQE™ — QA < ¢ <|)"§\+|1|> fiir alle m € N
¢

fiir geeignete Matrizen Agm) € R und eine Konstante C' € R>q hoffen, und da aus

insbesondere

folgt, erhalten wir
1QI™)*AQI™ 1 < Q™) Q™A™
+ @) (AQY™ — Q™A™
= 1@ (AQY™ — Q™ AI™)I2
< |AQ™ — Q™A™ |,

§0<W+1|> fiir alle m € N.
|\l

Unter diesen Bedingungen muss also der linke untere Block der Matrix

Alm) . (Q(m))*AQ(m) _ <(§em))*AQem) ( gm))*AQim)>

gegen null konvergieren. Falls sogar
|A1’ > ‘/\2’ > ... > ’/\k‘ (3.12)

gelten sollte, wird diese Matrix gegen eine obere Dreiecksmatrix konvergieren, an der
wir Eigenwerte und Eigenvektoren relativ einfach ablesen kénnen.

Unsere Aufgabe, alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A zu berechnen, lasst
sich aufgrund dieser Beobachtung relativ einfach 16sen: Wir verwenden die orthogonale
Iteration mit k& = n Vektoren, beispielsweise mit Q(O) = I. Bei dieser Wahl ist sicher
gestellt, dass simtliche Eigenrdume im Bild der Matrix Q(O) vorkommen. Sofern die Vor-
aussetzung erfiillt ist, werden dann die Matrizen A(™ gegen obere Dreiecksform
konvergieren, so dass wir ihre Eigenwerte und Eigenvektoren einfach bestimmen koénnen.
Da Q(m) in diesem Fall wieder eine quadratische orthogonale Matrix ist, muss

QoM A (GIm)* = A
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3 Eigenwertprobleme

gelten, so dass wir die Eigenwerte und Eigenvektoren der urspriinglichen Matrix A aus
denen der Matrix A (™ rekonstruieren kénnen.

Fiir den Algorithmus wiire es sehr hilfreich, wenn uns die Matrix A(™ zur Verfiigung
stehen wiirde, denn wie bereits gesehen lédsst sich an ihr einfach ablesen, wie gut die durch
die Matrix Q(m) beschriebene Approximation der Eigenvektoren bereits konvergiert ist.
Besonders giinstig wire es, wenn wir A+ direkt aus A(™ berechnen kinnten, denn
dann liele sich Speicherplatz sparen.

Um dieses Ziel zu erreichen fithren wir orthogonale Matrizen Q™) € R™*" ein, die
den Wechsel zwischen den einzelnen orthonormalen Basen geméf

Q(m) = Q(m_l)Q(m) fir alle m € N
beschreiben. Mit dieser Wahl erhalten wir
Alm) — (Q(m))*AQ(m) - (Q(m))*(Q(m—l))*AQ(m—l)Q(m)
= (QM)y*Alm=1gm) fiir alle m € N.
Natiirlich miissen wir auch dazu in der Lage sein, die Matrizen Q™) aus den Matrizen
A=) direkt zu bestimmen. Nach Definition gilt
Q(m)ﬁ(m) - AQ(m—l),
Q(m—l)Q(m)ﬁ(m) - AQ(m—l),
Q(m)ﬁ(m) - (Q(m—l))*AQ(W—D7
QMR = A(m—1) fiir alle m € N,
also lisst sich QU™ bestimmen, indem wir eine gewshnliche QR-Zerlegung der Matrix
A(™=1) berechnen. Die néchste Iterierte ergibt sich in diesem Fall aus
A = (Qm)y* Am=1Qm) — (Q(m))*Q(m)ﬁ(m)Q(m)
=R™Q  fiir alle m € N,
wir miissen also lediglich die beiden Faktoren der QR-Zerlegung in vertauschter Reihen-

folge wieder multiplizieren. Damit haben wir eine einfache Variante der QR-Iteration
erhalten:

procedure qrit_simple(var A, Q),
while A nicht obere Dreiecksmatrix do begin
Berechne QR = A;
A+RQ Q+«QQ
end
In der Praxis wird auch dieser Algorithmus mit geeigneten Shift-Techniken kombiniert,
die die Konvergenz erheblich verbessern kénnen. Um den Rechenaufwand zu reduzieren
wird haufig auch auf die Deflationstechnik zuriickgegriffen, bei der bereits konvergierte
Teile der Matrix von der Iteration ausgenommen und so die Rechenzeit reduziert und die
Konvergenzgeschwindigkeit weiter gesteigert werden. Moderne Implementierungen der
QR-Iteration 16sen Eigenwertprobleme mit einem zu n* proportionalen Rechenaufwand.
Falls A symmetrisch ist, geniigt ein wie n® wachsender Aufwand.
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

4.1 Beispiel: Beurteilung eines Sparvertrags

Als Beispiel fiir ein nichtlineares Gleichungssystem untersuchen wir das Problem, einen
Sparvertrag zu bewerten: Eine Bank bietet uns an, dass wir iiber eine Laufzeit von j
Jahren jeweils einen Betrag b einzahlen und dafiir am Ende der Laufzeit eine Summe von
s erhalten. Wir interessieren uns dafiir, welchem Zinssatz dieser Sparvertrag entsprechen
wiirde.

Zum Vergleich gehen wir von einem normalen Sparkonto aus, auf das wir in jedem
Jahr einen Betrag b einzahlen und das in jedem Jahr mit einem Zinssatz z € R+ verzinst
wird. Zu Beginn der Laufzeit haben wir b eingezahlt und noch keine Zinsen erhalten,
unser Guthaben beléduft sich also auf

g():b.

Nach einem Jahr erhalten wir bz an Zinsen und zahlen weitere b ein, so dass wir nun
iiber ein Guthaben von

Gi=go+z290+b=(1+2)go+0b

verfiigen. Entsprechend geht es weiter, wir erhalten
b falls k = 0,
g = o fiir alle k € {0,...,j}.
b+ (1+2)gk—1 anderenfalls

Mit einer einfachen Induktion ldsst sich beweisen, dass

k
gk = b1+ 2) fiir alle k € {0,...,5}
=0

gilt, und mit Hilfe der geometrischen Summenformel

k
> d= il
i=0 ¢-1
erhalten wir die geschlossene Formel
1 k+1 _ 1
gk:bL fiir alle k € {0,...,j}.
z
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

Wenn wir also iiber j Jahre bei einem Zinssatz z sparen, erhalten wir ein Guthaben von

(14 2)7H —1
gj =b—""".

z

Die Bank bietet uns nun an, uns nach derselben Laufzeit einen Betrag von s auszuzahlen.
Um dieses Angebot mit dem Sparbuch zu vergleichen, miissen wir also den Zinssatz z
berechnen, fiir den
(14 2)7tt -1

z
gilt. Wir formen das System etwas um und erhalten

s=g;j=">

%+1:(1+2)j+1, O:(1+z)j+1—%—1.

Unsere Aufgabe besteht also darin, eine nicht-negative Nullstelle z des Polynoms

fle) = (L4ay - 22 -1

zu finden, damit wir beurteilen kénnen, ob der Sparvertrag tatsichlich giinstiger als ein

gewohnliches Sparkonto ist. Diese Aufgabe ist fiir j > 3 nicht mehr einfach in geschlos-

sener Form zu l6sen, stattdessen sollte ein numerisches Verfahren zum Einsatz kommen.
Im Allgemeinen untersuchen wir nichtlineare Gleichungssysteme der Form

Gegeben eine stetige Funktion f: R” — R", finde x* € R” mit

Fx) = 0.

4.2 Bisektionsverfahren

Wir untersuchen zunéchst den eindimensionalen Fall: Seien a,b € R mit a < b gegeben,
und sei f € Cla,b] eine Funktion. Unser Ziel ist es, eine Nullstelle z* € [a,b] dieser
Funktion zu finden, also eine Losung des Nullstellenproblems

f(z®) =0.

Derartige Probleme lassen sich h&ufig nicht in endlich vielen Rechenschritten 16sen, also
verwenden wir einen alternativen Ansatz: Wir suchen lediglich nach einer Ndherungs-
losung, die sich in endlich vielen Schritten bestimmen lédsst. Dabei méchten wir natiirlich
dafiir sorgen, dass diese Naherung hinreichend genau ist, wir wollen also den Fehler
kontrollieren kénnen.

Eine besonders einfache Technik ist das Bisektionsverfahren, das in jedem Schritt den
Fehler mindestens halbiert. Um dieses Verfahren anwenden zu kénnen, gehen wir davon
aus, dass die Vorzeichen von f(a) und f(b) unterschiedlich sind. Aus dem Mittelwertsatz
fiir stetige Funktionen folgt dann, dass ein z* € [a,b] mit f(z*) = 0 existieren muss.

Wie der Name schon andeutet, besteht die Idee des Bisektionsverfahrens darin, das
Intervall zu unterteilen: Wir bezeichnen mit © = (a+b)/2 seinen Mittelpunkt und unter-
suchen das Vorzeichen von f(x). Falls es sich von dem Vorzeichen von f(a) unterscheidet,
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4.2 Bisektionsverfahren

erfiillt auch das Intervall [a, 2] unsere Voraussetzungen, so dass wir unsere Suche nach
der Nullstelle mit diesem Intervall fortsetzen kénnen. Anderenfalls, also falls f(a) und
f(z) dasselbe Vorzeichen besitzen, muss sich das Vorzeichen von f(z) von dem von f(b)
unterscheiden. Also erfiillt dann das Intervall [z, b] die Voraussetzungen, und wir setzen
unsere Suche in diesem Intervall fort.

In beiden Fillen ist das neue Intervall halb so grof§ wie das urspriingliche, wir haben
also den Abstand zu der Nullstelle halbiert.

Wenn wir mit a(™ und 5™ die Grenzen der im m-ten Schritt verwendeten Intervalle
bezeichnen, léasst sich das Verfahren kompakt in der Form

(a®,6®) = (a,b),

a(™ 4 p(m)

—

(a(m+D) pm+Dy {(a(m), M) falls f(a™)f(z(™) <0,
(™) p(m))  anderenfalls

2(m) —
fir alle m € Ny

zusammenfassen. Die Bedingung f(a(™)f(z(™)) < 0 ist dabei gerade #quivalent dazu,
dass sich die Vorzeichen der beiden Faktoren unterscheiden, dass also eine Nullstelle im
Intervall [a(™), 2(™)] existieren muss.

Wenn wir die Werte der Funktion f im linken und rechten Endpunkt des jeweils
aktuellen Intervalls speichern, kénnen wir das Bisektionsverfahren so organisieren, dass
nur eine Auswertung der Funktion pro Schritt erforderlich ist:

procedure bisection(f, €, var a, b);
fa = fla); fo < f(b);
while b — a > ¢ do begin
x < (a+b)/2;
fo  f(2);
if f,fz < 0 do begin
b < Z; fb — fac
else begin
a1z, fos fz
end
end

Falls dieser Algorithmus mit f(a)f(b) < 0 aufgerufen wird, berechnet er ein Intervall der
Lénge hochstens e > 0, das eine Nullstelle enthélt. Da die Lénge des Intervalls in jedem
Schritt halbiert wird, sind dafiir gerade

m := [logy((b—a)/e)]
Schritte erforderlich, da

€
b—a

(B — ™) = (b= )27 < (b= a)27 5=/ = (5 — )

=€
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

gilt. Dafiir benotigen wir m 4 2 Auswertungen der Funktion f und 2m Rechenoperatio-

nen, der Algorithmus wird also relativ schnell eine relativ gute Genauigkeit erreichen.
Da [a(™ b(™)] eine Nullstelle enthalten muss, kann der Intervallmittelpunkt z(™)

hochstens eine Abstand von (6™ — a(™)/2 zu dieser Nullstelle haben, also folgt

(m) _ .x <E
|z a:\_z.

Wir konnen mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung relativ einfach

()
2

€

[f@™) = @) = f@)] < |f ()] [« — 27| <

fiir einen Zwischenpunkt 1 € [a(™), b(™)] folgern. Natiirlich kénnen wir alternativ auch
einfach f(x(™)) direkt berechnen.

Gegeniiber anderen Algorithmen fiir das Losen von Nullstellenproblemen bietet das
Bisektionsverfahren den Vorteil sehr hoher Stabilitdt: Jeder Schritt muss das Intervall
halbieren, und jedes so konstruierte Intervall muss eine Nullstelle enthalten. Leider lésst
es sich nur auf reellwertige Funktionen auf geeigneten Intervallen anwenden.

4.3 Aligemeine Fixpunktiterationen

Das Bisektionsverfahren berechnet eine Folge von Niherungslosungen 2™, die zuneh-
mend genauer werden und insbesondere gegen die exakte Losung x* konvergieren. Algo-
rithmen, bei denen aus einer Ndherung mit Hilfe einer geeigneten Rechenvorschrift eine
verbesserte Niherung gewonnen wird, bezeichnet man als [Iterationsverfahren.

Wir interessieren uns hier fiir eine relativ allgemeine Form dieser Verfahren:

Definition 4.1 (Iteration) Sei U C R" eine abgeschlossene Teilmenge, und sei
&:U—=U

eine stetige Abbildung. Dann bezeichnen wir ® als Iteration oder Iterationsabbildung
auf U.

Eine gut gewahlte Iteration sollte eine Folge von Ndherungslosungen eines zu 16senden
Problems berechnen:

Definition 4.2 (Folge der Iterierten) Seix") € U. Die durch
x(M D) = §(x(M) fiir alle m € Ny
definierte Folge (x(m))meNO nennen wir die Folge der Iterierten zu dem Startwert x(©).

Wir sind daran interessiert, eine Iteration so zu konstruieren, dass die Folge der Ite-
rierten gegen die gesuchte Losung x* konvergiert. Natiirlich wiinschen wir uns, dass die
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4.3 Allgemeine Fixpunktiterationen

Anwendung der Iteration eine Naherungslosung verbessert, zumindest jedoch sollte sie
sie moglichst nicht verschlechtern. Insbesondere sollte

o(x*) =x"

gelten, damit wir die Losung nicht wieder verlassen, sobald wir sie gefunden haben. Die
Losung muss also ein Fizpunkt der Iteration ® sein.

Beispiel 4.3 (Nullstellensuche) (vgl. [1, Beispiel 5.7]) Wir suchen nach einer Null-
stelle z* € [1,2] des Polynoms

6

plx)=2"—z— 1.
Es gelten p(1) = —1 und p(2) = 61, also muss in diesen Intervall mindestens eine
Nullstelle existieren. Diese Nullstelle erfillt
0= (z*)% —z* -1, ¥ = (%)% — 1,

also bietet es sich an, ®1(x) := 2% — 1 als Iteration zu verwenden. Wir untersuchen, wie
sich der Fehler ™) — z* im Laufe der Iteration verhdlt, mit Hilfe des Mittelwertsatzes

der Differentialrechnung: Es gilt
2D — %] = (@1 (™)) — @1 (27)| = @1 (n)] 2 — 27|
fir ein n € [1,2], und aus ®|(n) > 6 folgt
’x(m+l) _ .Z'*‘ > 6‘$(m) - 1'*|,

der Fehler wird also mit jedem Schritt des Verfahrens mindestens um den Faktor sechs
wachsen.
Wir kénnen alternativ auch

0= (z*)% —z* -1, ()0 = z* + 1, = Vo +1

verwenden und die Iteration ®o(x) := v/x + 1 benutzen. Auch fiir sie gilt ®o(x*) = x*,
aber ihre Ableitung erfillt

1
|25 (2)| = 6(33 +1)7%/6 < fir alle x € [1, 2],

=

so dass wir 1
204D — | = @ )| [20) = | < Tla™) o]

fir einen Zwischenpunkt n € [1,2] erhalten. Diese Iteration ist offensichtlich wesentlich
attraktiver, weil sie den Fehler in jedem Schritt um einen Faktor sechs reduziert.

Es reicht also nicht aus, eine Iteration zu finden, die die gesuchte Losung x* als Fix-
punkt besitzt, wir miissen auch dafiir sorgen, dass die Folge der Iterierten konvergiert.
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

Abbildung 4.1: Wirkung einer Kontraktion

Satz 4.4 (Fixpunktsatz von Banach) Sei ® eine Iteration auf einer abgeschlossenen
Menge U C R™. Sei L € [0,1) so gegeben, dass

|®(x) — ®(y)]| < Llx —y] fiir alle x,y € U (4.1)

gilt. Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft bezeichnet man auch als Kontraktion. Dann
besitzt ® genau einen Fizpunkt, und die Folge der Iterierten konvergiert fir jeden Start-
wert x© € U gegen diesen Fizpunkt. Den Fehler kénnen wir durch

Lm

(™) — x*|| < - LHX(l) —xO, (4.2a)

1
I — x| <

<5 lﬂﬂm%—ﬂmﬂﬂ| fiir alle m € Ny (4.2b)

abschdtzen und so die Qualitdt einer Niherung beurteilen.

Beweis. Sei x(9) € U, und sei (X(m))meNo die zugehorige Folge der Iterierten.
Wir zeigen zunéchst

[xmH) — xM)) < L x™ — xO)] fiir alle m € Ny. (4.3)

Der Induktionsanfang m = 0 ist trivial. Gelte nun die Ungleichung fiir ein m € Ngy. Dann
folgt aus (4.1) und der Induktionsvoraussetzung die Abschitzung

Jm2) = D = ) — @) | < LD - x|

< LLm ) = xO) = L - xO),

und der Induktionsbeweis ist vollstdndig.

Sei nun n € N. Dann folgt aus (4.3)) die Abschitzung

n—1 n—1
Hx(m+n) _ X(m)H _ Z(X(erﬂJrl) _ X(eré)) < Z Hx(m+f+1) _ x(erZ)H
=0 =0
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4.3 Allgemeine Fixpunktiterationen

n—1 n—1
<DL = x O = L —x O Y L
=0 =0

und mit der geometrischen Summenformel

n—1
1—-L" 1
Lt = <
D P
=0

erhalten wir die Abschéitzung

Lm
1-L

[x(mFm) — x(m)|| < Ix®) — %O fiir alle n € N. (4.4)

Fiir jedes beliebige € € Ry finden wir demnach ein my € N mit

Lmo
1-L

Ix —x@ <e,

und fiir alle m € N>, und alle n € N gilt

m mo

(1) _ O <
T =xPl s

”X(m+n) _ X(m)H < ||X(1) _ X(0)|| <e,
so dass wir feststellen diirfen, dass die Folge der Iterierten eine Cauchy-Folge ist. Da U
eine abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen Raums ist, muss diese Cauchy-Folge
einen Grenzwert x* € U besitzen. Da ® stetig ist, muss dieser Grenzwert auch
(x*) = lim ®x") = lim xm) = x*
m—o0 m—r0o0

erfiillen, er ist also der gesuchte Fixpunkt. Um nachzuweisen, dass er auch der einzige
ist, wéhlen wir ein y* € U mit ®(y*) = y. Dann gilt

Ix* —y*ll = [2(x") — @(y")[| < Llx" =y,

also insbesondere
(1-L)[x*—y* <0.

Da 1 — L echt positiv ist, muss ||x* — y*|| = 0 gelten, also auch x* = y*, also ist x* der
einzige Fixpunkt.

Die Fehlerabschitzung erhalten wir, indem wir in (4.4) zu dem Grenzwert
n — oo iibergehen. Fiir den Nachweis der Fehlerabschétzung @ verwenden wir die
Dreiecksungleichung wie folgt: Fiir alle m € Ny gilt

o) = 7 = ) = D) D) s < ) — D] D) e

=[x = D]+ @) — B < [0 — x| L — 7],
und indem wir den zweiten Term auf die linke Seite bringen folgt

(1= L) = x| < [ — < F,
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

so dass wir den Beweis abschliefen kénnen, indem wir durch 1 — L dividieren. [

Die Fehlerabschitzung bezeichnet man als A-priori-Abschdtzung, weil sie bereits
eine Aussage iiber den zu erwarteten Fehler trifft, bevor wir die entsprechende Iterierte
iiberhaupt berechnet haben. Derartige Abschéitzung sind niitzlich, um vorherzusagen,
wieviele Schritte ein iterativer Algorithmus héchstens brauchen wird.

Die Fehlerabschitzung bezeichnet man dagegen als A-posteriori- Abschitzung,
weil sie eine Aussage iiber den Fehler der m-ten Iterierten trifft, sobald sie berechnet
wurde. Abschitzungen dieses Typs sind hilfreich, um wihrend der Durchfithrung eines
iterativen Algorithmus festzustellen, ob die berechnete Ndherung bereits genau genug
ist und der Algorithmus beendet werden kann.

Wir kénnen Satz [£.4] auch auf unser Beispiel [4.3] anwenden: Die Iteration @4 erfiillt

1
|2(2) = ®2(y)| = [P2(n)] & —y| < £l —y| fiir alle z,y € [1,2],

wobei 1 € [1,2] wieder von z und y abhéingige Zwischenpunkte sind. Demzufolge ist ®
auf U = [1, 2] eine Kontraktion mit L = 1/6. Da ®3 monoton ist, garantieren

Dy(1) = V2 > 1, 0y(2) = V3 <2,

dass @y das Intervall [1,2] auf sich selbst abbildet, also kénnen wir Satz anwenden.

4.4 Newton-Verfahren

Wir kommen nun zuriick zu der urspriinglichen Aufgabe, eine Nullstelle zu finden. Sei
dazu U C R" eine offene Menge, und

f:U—>R"
eine stetige Funktion, die eine Nullstelle x* € U besitzt, so dass

F(x) =0 (4.5)

gilt. Unser Ziel ist es nun, eine Iteration ® zu konstruieren, die diese Nullstelle als
Fixpunkt besitzt und zu einem moglichst schnell konvergierenden Verfahren fiihrt.

Zur Motivation untersuchen wir zunéchst den Fall n = 1. Mit Hilfe des Satzes von
Taylor erhalten wir

f"(m)

0=f@") = f@)+ f'(2)(@" —2) + =7 (" =)’ (4.6)
fiir ein 9 € [z, 2*]. Wir nehmen an, dass f'(z) # 0 gilt, und dividieren durch diesen Wert,
um

_ f(x) * f”(ﬂ) * _0\2
O—f,(x)—l—x w—i—zf,(x)(x )
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4.4 Newton-Verfahren

£(m) WX e

Abbildung 4.2: Geometrische Interpretation des Newton-Verfahrens

zu erhalten. In dieser Gleichung kénnen wir f(x) und f’(x) praktisch berechnen, wihrend
z* und f”(n) unbekannt sind, und indem wir alle berechenbaren GréBen auf die linke

Seite bringen folgt
fl@) . ()

@ " T

Falls |z* — x| klein ist, diirfen wir also davon ausgehen, dass die linke Seite eine gute
Naherung der Nullstelle z* ist.

(z* —x)2 (4.7)

Definition 4.5 (Newton-Verfahren) Sei U C R, und sei f € C*(U) mit 0 ¢ f'(U).
Dann ist

f(z)
f'(zx)’

die Rechenvorschrift des eindimensionalen Newton-Verfahrens.

¢:U >R, T T — (4.8)

Das Newton-Verfahren lisst sich geometrisch interpretieren (vgl. Abbildung : In-
dem wir den dritten Term auf der rechten Seite der Gleichung wegfallen lassen,
approximieren wir die Funktion f durch ihre Tangente im Punkte x. Die Nullstelle die-
ser Tangente ist dann die néchste Iterierte ®(z).

Um zu zeigen, dass ® eine Iteration ist, miissen wir nachweisen, dass es eine Selbst-
abbildung ist. Das ist nur sicher gestellt, wenn wir uns auf einer Menge bewegen, die
hinreichend nahe an z* ist, damit der zweite Term in nicht stort.

Lemma 4.6 (Konvergenz) Seir € Ryg gegeben, sei U := (x* — r,x* + 1), und gelte
o feC*U),
o |1/f(z)| < C fir allex € U,
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

o |f"(x)] < Cy fiir alle x € U und

2
o r < Ty

Dann ist die in (@ definierte Abbildung ® eine Selbstabbildung auf dem Intervall U,
und es gilt

‘| < C1Cy

|®(x) — |z — 2*|? fir alle x € U. (4.9)

Beweis. Aus (4.7)) folgt
R V)l
[®(z) — 2| = |z
2[f' ()|
fiir einen Zwischenpunkt n € U, und dank unserer Voraussetzungen erhalten wir

CiCy 5  C1Cy 2
7 < r
2 - 2 Ci0Cy —

2 < C1Cy

2
< x|

2% —

|P(x) —2*| <

T,

also insbesondere ®(z) € U. ]

Insbesondere wird das Newton-Verfahren konvergieren, falls der Startwert (9 in dem
Intervall U liegt. Die Folge der Iterierten konvergiert um so schneller, je ndher die Ite-
rierten der Losung liegen: Falls beispielsweise

‘x(O) —Tls C1Cy
gelten sollte, erhalten wir
2 — 57 < %’x(o) o< 4021027
0@ — o] < D20~ < 2
2® — 27 < %,w(z) e 2562(116‘2’
und mit einer einfachen Induktion folgt
R 22" fiir alle m € Ny,

C1Cs

der Fehler wird also sehr schnell reduziert, insbesondere deutlich schneller als bei kon-
ventionellen Fixpunkt-Iterationen, bei der jeder Schritt nur eine Reduktion um einen
festen Faktor L bewirkt.

Diese besonders schnelle Konvergenz verdanken wir der Tatsache, dass auf der rechten
Seite der Abschétzung das Quadrat des urspriinglichen Fehlers auftritt. Verfahren,
die derartige Konvergenzabschitzungen der Form

19 () — x*[| < Clx — x7||?
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4.4 Newton-Verfahren

erfiillen, bezeichnen wir als quadratisch konvergent. Sie bieten uns die Mo6glichkeit, sehr
genaue Naherungen der Losung x* in relativ wenigen Iterationsschritten zu bestimmen.

Natiirlich sind wir daran interessiert, die ermutigenden Ergebnisse von dem eindimen-
sionalen Fall auf den Fall beliebiger Dimension zu iibertragen. Wir fixieren eine Naherung
x € R™ und beschreiben das Geradenstiick von x zu der Losung x* durch die Funktion

v :[0,1] — R"™, t— x+t(x* —x),

mit deren Hilfe wir es uns ersparen konnen, im n-dimensionalen Raum arbeiten zu
miissen. Stattdessen untersuchen wir die Funktion f nur noch entlang des durch ~ be-
schriebenen Geradenstiicks, beschrinken uns also auf die Hilfsfunktion

g:[0,1] —» R", t— f(v(t)).

Die beiden Hilfsfunktionen besitzen die folgenden Eigenschaften:

7(0) = x, 7(1) = x7, (4.10a)
9(0) = f(x), g9(1) = f(x¥), (4.10Db)
v (t) = x* — x, g (t) = Df(y(t)(x* —x) fir alle ¢ € [0, 1]. (4.10c)

Die letzte Gleichung ldsst sich leicht mit Hilfe der Kettenregel nachpriifen, die ersten
beiden folgen direkt aus der Definition.

Bei der Herleitung des mehrdimensionalen Newton-Verfahrens gehen wir wie bei der
der eindimensionalen Variante vor, verwenden aber den Hauptsatz der Integral- und Dif-
ferentialrechnung anstelle des Satzes von Taylor, um hohere Ableitungen zu vermeiden:
Den Ausgangspunkt bildet die Gleichung

1
0= 7)) =g(1) = 9(0) + | g(0)at.
0
Im Allgemeinen steht uns ¢'(¢) nicht zur Verfiigung, da in seiner Definition die unbe-

kannte Losung x* vorkommt. Wir kénnen allerdings als Approximation ¢’'(0) verwenden
und erhalten

1 1 1
o=g<0>+/0 g(t)dt:g<o>+/0 g<o>dt+/0 ¢ (t) — ¢ (0) dt
1
g0+ 5O+ [ ()~ g0t

0

Durch Einsetzen von und ergibt sich

1

0= f(x) + DF(x)(x" —x) + /0 J(t) — g'(0) dt.

Wir zuvor mochten wir den zweiten Term auf der rechten Seite verwenden, um x* zu

approximieren. Dazu gehen wir davon aus, dass die Jacobi-Matrix D f(x) regulér ist,
und multiplizieren die Gleichung mit ihrer Inversen, um

1
0= Df(x) ™ f(x) + X" —x+ Df(x)"" /0 J(t) — g'(0) dt
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

zu erhalten. Indem wir die praktisch berechenbaren Terme wieder auf die linke Seite
bringen, folgt

1
x — Df(x)"'f(x) =x" + Df(x)~ /0 g'(t) —g'(0)dt. (4.11)

Falls der zweiten Term auf der rechten Seite klein ist, kénnen wir die linke Seite als
N&herung der Nullstelle x* verwenden.

Definition 4.7 (Newton-Verfahren) Sei U C R", und sei Df(x) fir alle x € U
reguldr. Dann ist

$:U — RY, X x — Df(x) 71 f(x), (4.12)
die Rechenvorschrift des mehrdimensionalen Newton-Verfahrens.

Nach Definition und (4.11)) gilt

1

B(x) — x* = Df(x)"" / J(t) — g/(0) dt.

0

also miissen wir diesen Term beschridnken, um eine Konvergenzaussage zu erhalten. Dazu

untersuchen wir zunéchst den Integralterm, der dank (4.10c) die Form

1 1
/ §(t) — ¢ (0) di = / (DF(4(1)) — DF((0))) (x* — ) dt
0 0

besitzt. Das Produkt aus der Matrix D f(y(t)) —Df(7(0)) und dem Vektor x* —x kénnen
wir mit Hilfe der Grole 52 aus (2.9) abschétzen, erhalten also

I(Df(v(t)) = Df(7(0))) (x* = x)[| < B2 (Df(7(t)) — Df((0))) [[x* — x||.

Wenn wir quadratische Konvergenz erhalten wollen, miissen wir aus dem ersten Faktor
einen weiteren Term der Form ||x* — x|| herausziehen. Das gelingt uns relativ einfach,
wenn wir voraussetzen, dass die Jacobi-Matrix Lipschitz-stetig von ihrem Argument
abhéngt.

Indem wir das in Lemma verwendete Intervall U durch eine Kugel

Kx*r)={xeR" : [[x—x"|| <7}
ersetzen, erhalten wir die folgende verallgemeinerte Form unserer Konvergenzaussage:

Satz 4.8 (Konvergenz) Seir € Ry gegeben, sei U := K (x*,r), und gelte
o f e CYUR"),
e Bo(Df(x)7Y) < C fiir allex € U,

o Bo(Df(x) = Df(y)) < Collx =yl fir alle x,y € U,
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4.4 Newton-Verfahren

2
S C1Cy

Dann ist die in definierte Abbildung ® eine Selbstabbildung auf der Kugel U, und
es gilt

LA

C1Cq

|B(x) — x*|| < Ix — x*||? fiir alle x € U.

Beweis. Sei x € U. Aus (4.11) und unserer zweiten Voraussetzung folgt

[ -0 a.

Wir wenden die Dreiecksungleichung fiir Integrale an und erhalten

1
H<I>(X)—X*HSHDf(x)‘1 [ a0 -goa <c:

1 1
[ (x) —x*|| < 01/0 lg'(t) — g'(0)]| dt = 01/0 (Df(v(#) = DF(v(0)))(x" = x)]| dt

1
< 01/0 Ba(Df(7(t)) — Df(7(0)))[Ix" — || dt.
Nun benutzen wir die dritte Voraussetzung und finden

Ba(Df(y(t)) = Df(7(0))) < Cally(t) = (0)[| = Callx + t(x* — x) — x| = Cat[|x" —x]],

so dass sich insgesamt die Abschitzung

C10y
||x
2

F x|l

1 1
|B(x) — x*|| < 01/ Oat|x* — x| dt = C105|x* — XHQ/ tdt =
0 0

ergibt. Die restlichen Aussagen folgen wie im Beweis von Lemma [4.6 [

Wir erhalten also auch im mehrdimensionalen Fall quadratische Konvergenz, sogar
unter etwas schwécheren Voraussetzungen, denn wir miissen nicht mehr fordern, dass f
zweimal stetig differenzierbar ist, stattdessen geniigt die Lipschitz-Stetigkeit der ersten
Ableitung.

Bemerkung 4.9 (Umsetzung) Die Durchfiihrung des Newton-Verfahrens gemdifS der
Formel erfordert die Berechnung der Inversen Df(x)~! der Jacobi-Matriz im
Punkt x. Wesentlich giinstiger und effizienter ist es, stattdessen ein lineares Gleichungs-
system mit den in Kapitel |4 vorgestellten Verfahren zu losen: Wenn wir die ndchste

Tterierte
x(m+D) = x(m) _ P f(xm) =1 p(x(m))

suchen, konnen wir auch
x(m+1) — y(m) 4 d(m)’ dm .— —Df(x(m))’lf(x(m))
verwenden und die Newton-Richtung d(™ € R™ als Lisung des linearen Gleichungssys-

tems
Df(x™)d™ = — f(x™)

bestimmen. Dieser Zugang ist in der Regel effizienter und numerisch stabiler als die
Berechnung der Inversen.
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

Bemerkung 4.10 (Gedampftes Verfahren) Bei Wahl eines Startwerts x©) der
nicht die Voraussetzungen des Satzes [{.§ erfiillt, beispielsweise weil die Konstanten Cy
und Co nicht bekannt sind, kann die Newton-Iteration divergieren. In diesem Fall hilft
es manchmal, die Newton-Richtung mit einem hinreichend kleinen Faktor zu multipli-
zieren, der dafir sorgt, dass der Fehler zumindest nicht gréiffer als im vorangehenden
Schritt werden kann. Man erhdlt das geddmpfte Newton-Verfahren

Df(xm)dm = _ f(xm), 1) s m) () q(om).

Es gibt verschiedene Strategien fiir die geschickte Wahl des Dampfungsparameters
o™ e R, die zu je nach Anwendung unterschiedlich guten Ergebnissen fiihren.
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5 Approximation von Funktionen

5.1 Beispiel: Computergrafik

Techniken, um aus einer mathematischen Beschreibung eines Objekts ein Bild des Ob-
jekts zu erzeugen, finden vielfiltige Anwendungen, seit Computer leistungsfihig genug
geworden sind, um sie in vertretbarer Zeit auszufithren: Maschinen werden per Com-
puter Aided Design (CAD) im Rechner interaktiv entworfen, bevor sie in der Realitét
hergestellt werden. Computersimulationen ahmen das Verhalten der Natur nach und
ermoglichen es, kostspielige Experimente durch wesentlich giinstiger Berechnungen zu er-
setzen. Und nicht zuletzt sorgen Computerspiele und Filme mit dreidimensionaler Grafik
fiir Unterhaltung.

Wihrend auch die moderne Computergrafik im Wesentlichen darauf basiert, schnell
sehr viele geeignet eingefirbte Dreiecke darstellen zu kénnen, wird fiir die Beschreibung
der durch diese Dreiecke dargestellten Geometrie in der Regel mit Kurven und gebogenen
Flachen gearbeitet, die wesentlich weniger Speicherplatz erfordern und bei Bedarf in eine
beliebig gute Approximation durch Dreiecke oder ebene Geradenstiicke umgerechnet
werden koénnen.

Abbildung 5.1: Kubische Interpolation

Ein Beispiel sind Spline-Kurven, bei denen kubische Polynome eingesetzt werden, um
eine Kurve im d-dimensionalen Raum durch Kontrollpunkte £y, ..., £, € R% zu beschrei-
ben, durch die die Kurve verlaufen muss.

Mit Hilfe geeigneter Algorithmen lassen sich solche Kurven auf dem Bildschirm darstel-
len und den Vorstellungen eines Ingenieurs oder Kiinstlers anpassen, mit einem Drucker
ausgeben oder als Bestandteil einer Computeranimation einsetzen. Die Technik ldsst sich
einfach erweitern, um gebogene Flichen darzustellen, und aus mehreren solchen Flichen
lassen sich komplexere Objekte zusammensetzen.
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5.2 Polynominterpolation

Wir sind daran interessiert, einen moglicherweise komplizierten Kurvenverlauf durch
einige Punkte zu beschreiben, die auf der Kurve liegen. Unsere Aufgabe besteht also
darin, aus diesen Punkten die Kurve zu rekonstruieren.

Wir beschranken uns hier auf die Polynominterpolation: Wir bezeichnen den Raum
der Polynome hochstens m-ten Grades mit

I, := span{1,z,2%, ..., 2™}
und suchen nach einer Losung der folgenden Interpolationsaufgabe:

Fiir gegebene Werte fo, ..., f,n € R und paarweise verschiedene Stiitzstellen
g, .- ., Tm € R finde ein Polynom p € II,,,, das

p(xi) = fi fir alle i € {0,...,m} (5.1)
erfiillt.

Bevor wir uns Gedanken iiber die konkrete Berechnung des Polynoms p machen, sollten
wir zunéchst klaren, ob die Interpolationsaufgabe iiberhaupt l6sbar ist.

Finen besonders eleganten Zugang bieten die Lagrange-Polynome: Fiir jedes ¢ €
{0,...,m} ist die Funktion

m
l;: R — R, x|—>H

k=0
JF#i

r — Tk
5.2
e (5.2)

ein Polynom hochstens m-ten Grades, es gilt also ¢; € II,,, da ¢; das Produkt von m
linearen Polynomen ist.
Lagrange-Polynome haben eine entscheidende Eigenschaft:

Lemma 5.1 (Lagrange-Eigenschaft) Falls xy,...,x,, paarweise verschieden sind,
gilt
1 llsi=3j
li(zj) = { Jalls 0 = j, fir alle i,5 € {0,...,m}. (5.3)
0 ansonsten

Beweis. Seien i,j € {0,...,m} gewahlt. Falls ¢ = j gilt, erhalten wir

E,(a:z) = ﬁ Ti — Tk = 1,

r;, — &
0 k
k1

also das gewiinschte Ergebnis.
Falls ¢ # j gilt, muss in dem Produkt ein Faktor mit k& = j vorkommen, und in diesem
Fall wird wegen x; — x, = 0 auch das gesamte Produkt gleich null sein. ]
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Lemma 5.2 (Lésbarkeit) Fir beliebige fo, ..., fm € R lost das Polynom
p=>_ frlk (5.4)
k=0

das Interpolationsproblem . Es ist die einzige Losung dieses Problems.

Beweis. Sei i € {0,...,m}. Dank (5.3) erhalten wir
plai) = fulrl(x:) = fili(xi) = fi,
k=0

da alle Summanden mit Ausnahme des i-ten gleich null sind.
Um zu zeigen, dass p die einzige Losung des Interpolationsproblems ist, untersuchen
wir die lineare Abbildung

q(xo)
® : 11, — R™H, q—

q(zm)

Wir haben bereits gezeigt, dass wir zu beliebigen Werten fy,..., f;n € R ein Polynom
mit finden konnen, also muss ® surjektiv sein.
Da II,, nach Definition hochstens (m + 1)-dimensional sein kann, muss die lineare
Abbildung @ infolge des Dimensionssatzes der linearen Algebra auch injektiv sein.
Falls nun ¢ € II,,, ein weiteres Polynom ist, dass

q(z;) = f; fiir alle i € {0,...,m}
erfiillt, muss fiir r := p — g gerade
r(z;) = pla;) —q(z) = fi— fi =0 fir alle 7 € {0,...,m}

gelten, also ®(r) = 0, und da ® injektiv ist, folgt daraus r = 0, also p = q. [

5.3 Auswertung per Neville-Aitken-Verfahren

Im Prinzip kénnten wir die Gleichung verwenden, um das Interpolationspolynom p
an beliebigen Stellen z € R auszuwerten. Allerdings ist dieser Ansatz nicht allzu effizient,
so dass es sich empfiehlt, nach Alternativen zu suchen.

Wir stellen fest, dass wir den Fall m = 0 besonders einfach behandeln kénnen: Ein
Polynom p € Ilj ist konstant, und p = fy ist die Losung der Interpolationsaufgabe. Die
Idee des Newille-Aitken- Verfahrens besteht darin, von konstanten Polynomen ausgehend
Polynome hoéheren Grades zu konstruieren, bis das gesuchte Polynom m-ten Grades
gefunden ist.
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Fiir alle 7,5 € {0,...,m} mit i < j existiert nach Lemma genau ein Polynom
Pij € Hj*i) das

pii(an) = fu fiir alle k € {i,...,j} (5.5)

erfiillt. Diese Polynome stehen zueinander in einer Beziehung, die sich fiir praktische
Berechnungen ausnutzen lésst:

Lemma 5.3 (Aitken-Rekurrenz) Seien i,j € {0,...,m} mit i < j gegeben. Dann
gilt

Xr — Xy

r; — X
pit1(z) + 2
Xq

— :L"pi,jfl(l') fiir alle x € R. (5.6)

(1) =
pij(z) z; — z;
Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion {iber j —¢ € N.

Seien Z’] € {07 . '7m} mit j —1=1 gegeben. Dann fOlgen pi+1,j = p]J = fj und
Pij—1 = Pii = [i, so dass wir
Lj— & Tj—x

pij(zi) = xj — m‘pi,j—1(ﬂcz‘) = fiy pij(Tj) = ﬁpi-l—l,j(xj) =
J ? 7 7

erhalten und bewiesen ist.

Sei nun n € N so gewihlt, dass fir j — i < n gilt. Wir wihlen 4,5 € {0,...,m}
mit j —i=n+1. Sei k € {i,...,5} Wir unterscheiden drei verschiedene Félle.

Falls k£ = i gilt, erhalten wir

Ty — T T — T
pij(T) = pij(zi) = fi = x; — xipi—i-l,j(xz’) + ﬁpi,j—l(xi)-
Falls k = j gilt, ergibt sich
l‘j — Ty l‘j — 33]‘
() = () = f— oy s
pij(zk) = pijj(z5) = f; 7 _xiszrl,J( i)+ SUj—l‘ipZ’J (@),

und fiir ¢ < k£ < j erhalten wir mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung p;41,; (zk) = fr
und p; j—1(xk) = fx, so dass

Tp— X +xj — Xk Tk — T4 Tj— Tk
c () = — — . () + i_1(xk),
pz,]( k) fk z; — fk x5 — xipz—i—l,]( k) T — @ Dij 1( k:)
folgt und (5.6 auch fiir j —i =n + 1 bewiesen ist. ]

Mit Hilfe der Aitken-Rekurrenz kénnen wir wie angedeutet vorgehen: Um das Inter-
polationspolynom p in einem Punkt z € R auszuwerten, bestimmen wir zunichst die
konstanten Polynome p;; = f;. Dann verwenden wir , um lineare Polynome zu
konstruieren, anschlieend quadratische, und in dieser Weise kénnen wir fortfahren, bis
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wir den Polynomgrad m erreicht haben und damit po,,(z) = p(x) berechnet ist. An-
schaulich lassen sich die Abh#ngigkeiten zwischen den einzelnen Werten, und damit die
Rechenvorschrift, in Form des folgenden Dreiecksschemas darstellen:

Jo = po,o(x)
N\
fi=pii(x) — poi(z)
N\ N\
fo=p22(x) — pra(x) — po2(z)
N\ N\ hS
f3=mp33(x) — p23(x) — p13(r) — pos(x)=p(x)

Unser Ziel ist es nun, diesen Algorithmus mit moglich geringem Speicherbedarf umzuset-
zen. Wir stellen fest, dass der Wert ps 3(z) nur fiir die Berechnung von ps 3(x) benotigt
wird, wir konnen also den Speicherplatz, den dieser Wert belegt hat, nun mit dem Wert
p2,3(z) tiberschreiben. Der Wert ps o(z) wird nicht mehr benétigt, sobald p23(x) und
p1,2(x) berechnet wurden, also kénnen wir den Speicherplatz fiir p; o(x) wiederverwen-
den. Entsprechend kénnen wir fortfahren und spaltenweise von links nach rechts und
innerhalb der Spalten von unten nach oben die Werte iiberschreiben, bis p(z) berechnet
wurde:

function neville(z, var f);

forn=1,...,m do
for j =m,...,n do begin
1475 —n;
fi = (@ —zi) fj + (x5 — @) fj-1) /(2 — w3)
end

return f,,

Die Variable n gibt in diesem Algorithmus gerade die Differenz j — ¢ = n an, also den
Grad der jeweils auszuwertenden Polynome. Die innere Schleife {iberschreibt f; mit dem
Wert p; j(x), indem die im vorangehenden Schritt in f; und fj_; gespeicherten Werte
von pit1,5(«) und p; j—1(z) kombiniert werden. In der inneren Schleife fallen gerade 7
Rechenoperationen an, insgesamt benétigt der Algorithmus

m m

Z7(m—n+1):z7n:;m(m+1)

n=1 n=1

Rechenoperationen, die Anzahl wichst also quadratisch mit dem Grad des zu berech-
nenden Polynoms.

5.4 Auswertung mit Newtons dividierten Differenzen

Ein quadratisch mit m wachsender Rechenaufwand ist akzeptabel, wenn wir das In-
terpolationspolynom p nur in wenigen Punkten auswerten wollen. Wenn wir dagegen
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5 Approximation von Funktionen

beispielsweise den Verlauf einer Kurve auf dem Bildschirm darstellen wollen, miissen
wir in der Regel das zugehorige Polynom sehr hiufig auswerten, also sind wir daran
interessiert, den Rechenaufwand pro Auswertung so weit wie moglich zu reduzieren. Das
ist moglich, falls wir geeignete Hilfsgréflen im Voraus berechnen, dhnlich der Vorgehens-
weise bei der Behandlung linearer Gleichungssysteme, bei der wir mit einer LR~ oder
QR-Zerlegung das Losen des Systems erheblich beschleunigen konnten.

Ein sinnvoller Zugang besteht darin, eine alternative Darstellung des Polynoms p
zu finden, die sich effizient auswerten ldsst. Die Newton-Darstellung beruht auf der
Beobachtung, dass fiir i,7 € {0,...,m} mit i < j die Gleichung

pij(x) =pij-1(x) +dij(x—a)...(x —xj_1) fiir alle x € R (5.7)
gelten muss, wenn wir die Konstante d; ; durch

fi = pij-1(z;)
(j — @) . (25 — 1)

dij =

definieren und so dafiir sorgen, dass die rechte Seite der Gleichung in dem Punkt x; den
richtigen Wert annimmt. Dass sie auch in den Punkten x;,...,z;_1 die richtigen Werte
annimmt, folgt daraus, dass p; j_1 es tut und der rechte Summand in diesen Punkten
gleich null ist.

Indem wir die Newton-Polynome

falls i = j
- Js fiir alle 4,5 € {0,...,m} mit i < j
i_;(x —xp) ansonsten

1
n;;: R =R, :1:»—>{
einfiihren, kénnen wir die Gleichung in der Form

pi7j(:L’) = pi,j_l(:r) + ni,j(a:)divj, fir alle x € R

darstellen, und mit einer einfachen Induktion iiber j — i € Ny erhalten wir

j
pij(x) =Y dignix(z) fiir alle 7 € R, (5.8)
k=i

Unser Ziel ist es nun, die Auswertung dieses Polynoms besonders effizient zu gestalten.
Dazu nutzen wir aus, dass

nij(z) = (x — z3)nip1;(z) fir allez € R, 4,7 € {0,...,m}, i <j
gilt, und erhalten aus (5.8)) mit i = 0 und j = m die Gleichung
p(x) = pom(z)

= doonoo(x) + Y _ dognos(z)
k=1
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5.4 Auswertung mit Newtons dividierten Differenzen

=dopo + (z — o) Z do,knl,k(ﬂ?) fiir alle z € R.
k=1

Die rechte Summe ist ein Polynom der Ordnung m — 1, so dass sich uns wieder die
Moglichkeit eroffnet, Polynome hoherer Ordnung aus solchen niedrigerer Ordnung zu-
sammen zu setzen: Wir definieren

5; = Zd()’kni,k fir alle ¢ € {0,...,m}
k=i

und stellen fest, dass s; € Il,,_; sowie sg = p gelten. Wie zuvor kénnen wir diese
Polynome mit Hilfe der Formel

si(x) = Zdo,kni,k(ﬂf) =do; + (v — x;) Z do,kNiv1,k(2)
p k=it1

=do; + (v — xi)siy1(2) fir allei € {0,...,m—1}, z € R

bestimmen, die sich ideal als Grundlage eines effizienten Algorithmus eignet: Wir bestim-
men zuerst s, (z) = dom, berechnen dann mit Hilfe der Formel s,,—1(z), und fahren so
fort, bis so(«) bekannt ist. Mit dem Vektor d = (do , . . ., do,m) lésst sich der Algorithmus
wie folgt zusammenfassen:

function eval newton(z, d);

S < dm;

for i = m — 1 downto 0 do
s d; + (x — x;)s;

return s

Die Variable s enthélt dabei zunéchst den Wert s,,(z), dann den Wert sp,—1(z), und so
weiter, bis so(x) = p(x) zuriickgegeben werden kann. Wir kénnen leicht erkennen, dass
der Algorithmus lediglich 3m Rechenoperationen benétigt, also wesentlich schneller als
die Methode von Neville und Aitken ist.

Es bleibt noch die Frage, wie sich die Grofien dy ; effizient berechnen lassen, die wir fiir
diesen Algorithmus bendtigen. Dazu fithren wir die folgende Sprechweise ein: Fiir jedes
Polynom ¢ € II,, existiert genau ein Satz von Koeffizienten ag, ..., a, € R, fiir den

q(x) = Z a;z’ fiir alle x € R
1=0

gilt. Dementsprechend bezeichnen wir fiir jedes i € {0,...,m} die Zahl a; als den i-ten
Koeffizienten des Polynoms gq.

Aus der Gleichung folgt, dass der (j — i)-te Koeffizient des Polynoms p; ; ge-
rade d;; ist. Fiir 4,5 € {0,...,m} mit ¢ < j existieren Koeffizienten ao,...,an € R,
bo,....,bjm—1 € Rund ¢g,...,cm_1 € R, die

j—i—1 j—i—1

j—1
pij(x) = Zaka:k, Pit1,5(x) = Z bt pij_i(x) = Z crpr®  fiir alle 2 € R
k=0 k=0 k=0
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5 Approximation von Funktionen

erfiillen. Durch Einsetzen in die Formel (5.6) der Aitken-Rekurrenz erhalten wir

j—i

E arz” = p;j(z) = pit1,5(z) + Pij—1(7)
— Tj — Ty Tj— T
k=0
j—i—1 j—i—1
T .
= E bkxk —
a;j — X; —
j—i—1 j—i—1
X5 x
+ J E ckxk — E ckxk
l‘j — Xy =0 :L'j — Xy =0
j—i—1 j—i—1
. Z b — CL k-i—l T Z .’L']Ck xzbk k’
T — Iy
k=0 7 !
Jj—1—1

b b
_Zkl ck1k+Z$JCk x”ﬂk fiir alle € R
_'r’L

und folgern per Koeffizientenvergleich, dass

bj—i—1 — Cj—i—1
Tj— Tj

Aj—j =
gelten muss. Mit Qi = d@j, bj,i,1 = diJrLj und Cj—i—1 = d’i,jfl erhalten wir

diir i —ds i
dyj = L Tl fiir alle 4,7 € {0,...,m}, i < j. (5.9)
Tj — Ty
Dieser Gleichung verdanken die Koeffizienten d; ; den Namen Newtons dividierte Diffe-
renzen. Wir konnen bei der Berechnung wie im Fall des Neville-Verfahrens vorgehen und
ein Dreiecksschema verwenden:

Jo=doyo
¢
fi=di1 — doa
¢ N\
fa=d22 — dip — dop
¢ N\ ¢
fa=d33z — daz — diz — dog

Bei der praktischen Umsetzung konnen wir wieder durch geschicktes Uberschreiben von
Variablen dafiir sorgen, dass nach dem n-ten Schritt die Werte d;_, ; in den Eintridgen
fj fir j € {m —n,...,m} vorliegen:
procedure newton_differenzen(x, var f);
for n =1to m do
for j = m downto n do begin
14 J—n
fi = (f5 = fi-1)/ (x5 — @)

end
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5.5 Approximation von Funktionen

Dieser Algorithmus iiberschreibt fo,..., fi, mit doo, ..., dom, und bendtigt dafiir

m m

Z3(m—n—|—1)zz3n:%m(m+l)

n=1 n=1

arithmetische Operationen, so dass sein Aufwand wieder quadratisch mit dem Grad m
anwéchst. Allerdings muss dieser Algorithmus nur einmal durchgefiihrt werden, um die
zu p gehorenden Koeffizienten zu berechnen, die Auswertung des Polynoms kann dann
in der bereits beschriebenen Weise mit 3m Operationen erfolgen.

5.5 Approximation von Funktionen

Interpolation wird in der Mathematik hiufig eingesetzt, um Funktionen zu approximie-
ren. Dabei ist man in der Regel nicht nur daran interessiert, das Polynom p zu finden,
sondern auch daran, abzuschétzen, wie gut es die urspriingliche Funktion approximiert.

Um diese Frage zu untersuchen wihlen wir ein nicht-leeres Intervall [a, b] sowie paar-
weise verschiedene Interpolationspunkte x, ...,z € [a,b] und untersuchen die folgende
Variante der Interpolationsaufgabe:

Sei f € Cla,b] gegeben. Gesucht ist ein p € II,,,, das
p(xi) = f(z;) fir alle 7 € {0,...,m} (5.10)
erfiillt.

Da diese Aufgabe ein Spezialfall der Aufgabe ist, tibertragen sich alle Aussagen
iiber Existenz und Eindeutigkeit der Losung, und auch die praktische Berechnung des
Polynoms p lasst sich mit den bisher besprochenen Verfahren effizient durchfiihren.

Mit Hilfe einer Variante des Mittelwertsatzes kénnen wir eine erste Abschétzung fiir
den Approximationsfehler gewinnen:

Lemma 5.4 (Interpolationsfehler) Sei f € C™*1[a,b], seip die Losung der Aufgabe
5.10}), und sei x € [a,b]. Dann ezistiert ein n € [a,b] mit

F D () ‘11
f(x)_p(gﬂ)—(55_370)-~(33—1’m)m' (5.11)
Beweis. (siehe [3]) Falls ein ¢ € {0,...,m} mit z = =z; existieren sollte, folgt aus der

definierenden Bedingung bereits f(x;) — p(z;) = 0, also ist die linke Seite der

Gleichung gleich null. Da auf dem Produkt auf der rechten Seite auch ein Term

x — x; auftritt, ist auch die rechte Seite gleich null, also gilt insbesondere die Gleichheit.
Sei nun z € [a,b] \ {zo,...,%m}. Wir untersuchen die Hilfsfunktion

g:[a,b] = R, y—= f(y) —py) — (y—x0)...(y — )R,

bei der wir R € R so wihlen, dass g(z) = 0 gilt. Das ist moglich, da nach Voraussetzung
(. —x0)... (¢ —xpm) # 0 gilt.
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5 Approximation von Funktionen

Wir stellen fest, dass auch
g(x;) = f(z;) — p(a;) — (w; —x0) ... (x; — )R =0 fir alle 7 € {0,...,m}

gilt, also besitzt g mindestens m + 2 paarweise verschiedene Nullstellen. Nach dem Satz
von Rolle muss dann ¢’ noch mindestens m + 1 paarweise verschiedene Nullstellen be-
sitzen, und mit einer einfachen Induktion folgt, dass die (m + 1)-te Ableitung g(™*1
immer noch mindestens eine Nullstelle 7 € [a, b] besitzen muss. Wir erhalten

0= g () = FHI () =™V (n) — (m+1)! R,
und da p € II,, nach Voraussetzung gilt, haben wir p(m+1)(77) = 0 und somit
Fem D ()
GRS
Da x nach Konstruktion eine Nullstelle der Funktion g ist, folgt

Fom U ()

0=yg(z) = f(z) —p(x) — (r —x0) ... (x —zp) 1)

und das ist die gesuchte Gleichung fiir den Fehler. [

Diese Darstellung des Interpolationsfehlers hat den Vorteil, eine Gleichung zu bieten
statt einer Abschédtzung, aber sie hat auch den Nachteil, dass die blole Existenz des
entscheidenden Zwischenpunkts 1 bewiesen wird, aber keine Aussage iiber seine konkrete
Position oder seine Abhéingigkeit von f und z.

Deshalb geht man in der Praxis zu Abschitzungen fiir den maximalen Fehler iiber:
Wir definieren fiir Funktionen g € C|a, b] die Mazimumnorm durch

191lo0,ja,) := max{lg(x)| : @ € [a,b]}

und schétzen in (5.11]) die rechte Seite durch diese Norm ab. Damit erhalten wir die von
x unabhingige Fehlerschranke

||f(m+l) ||oo,[a,b]

Hf _pHoo,[a,b] < HwHoo,[a,b} (m+ 1)‘ s (5'12)
bei der das Stitzstellenpolynom w € Il,;,+1 durch
wx) = (x—x0)...(r —xm) fiir alle x € R

definiert ist. Zwar haben wir so die Fehlergleichung durch eine Fehlerschranke ersetzt,
aber diese Schranke ist so formuliert, dass der Einfluss des Verfahrens von dem Einfluss
der interpolierten Funktion getrennt ist: Das Stiitzstellenpolynom hingt nur von der
Wahl der Interpolationspunkte ab, wihrend der zweite Faktor nur von dem Verhalten
der Funktion f abhingt. Damit ist es beispielsweise moglich, nach besonders guten
Interpolationspunkten zu suchen.
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5.5 Approximation von Funktionen

Beispiel 5.5 (Tschebyscheff-Interpolation) Fliir jedes Stiitzstellenpolynom gilt

b_a m—+1
> 2 .
follmgo 2 2 (57

Falls wir die Tschebyscheff-Interpolationspunkte

. bta, b-a % +1
= COS
i 2 2 Tom+2

fir alle 1 € {0,...,m}

fiir [a,b] verwenden, erhalten wir

b_ a m+1
. .
1] o0, ab] ( 1 ) ,

in diesem Sinn sind diese Interpolationspunkte also die bestmdgliche Wahl.

Es ist auch moglich, eine Fehlerabschatzung anzugeben, die es nicht erfordert,
zusétzliche Differenzierbarkeitsanforderungen an die Funktion f zu stellen:

Lemma 5.6 (Bestapproximation) Die Lebesgue-Konstante der Interpolation ist ge-

geben durch
Ay = max {Z |lk(z)| : x € [a, b]} .

k=0
Fiir das durch definierte Interpolationspolynom p € 11, gilt

Hf _pHoo,[a,b} < (Am + 1)Hf - QHOO,[a,b] fﬂ?" alle qc Hma

der Interpolationsfehler ldsst sich also durch den Fehler der bestmoglichen polynomiellen
Approzimation abschdtzen.

Beweis. Wir definieren den Interpolationsoperator

m

Jm @ Cla, b] — Iy, g Zg(xk:)gk’a
k=0

der gemif ([5.4) jeder Funktion g € C|[a, b] das Polynom J,,[g] € II,, zuordnet, das diese
Funktion in den Punkten x, ..., z,, interpoliert.
Fiir jede Funktion g € C|a, b] gilt

1Tml9llloc fay = max{[Im[g](x)] : x € [a,b]}

= max{ > gla)e(@)| : z € a, b]}

k=0
Smax{ 9] [0u(@)] - xe[a,b]}

k=0
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5 Approximation von Funktionen

< 19l ety maX{Z [lk(2)] = x € [avb]} = Arnl|gllos a0

k=0

wir konnen also das Maximum des Interpolationspolynoms durch das Maximum der
interpolierten Funktion abschétzen.

Sei nun ¢ € II,,,. Da ¢+ = 0 gilt, folgt aus (5.11]) insbesondere ¢ = J,,,[¢], und wir
erhalten

1f = Tl Flloo,fap) = IIF = @+ Tmla] — Ton[Fll oo fa
<N f = dllooap) + 1Tmla] = Tl f1lloo,fab]
= If = dlloo,jap) + [1Tmlf — dllloo,a
<Nf = dllooya) + Amllf = dlloofap) = (L + M) f = dlloo,fa,p)

und die gewiinschte Aussage ist bewiesen. [

Bemerkung 5.7 (Tschebyscheff) Falls wir Tschebyscheff-Interpolationspunkte ver-
wenden, erfillt die Lebesque-Konstante die Abschdtzung

2
Ap < =logm—+1)+1<m+1
s

(siehe [2]), wichst also nur sehr langsam mit dem Polynomgrad m. Man kann zeigen,
dass sich durch eine andere Wahl der Interpolationspunkte lediglich die Konstante vor
dem logarithmischen Faktor etwas reduzieren ldsst.

Bemerkung 5.8 (Steuerung des Fehlers) In der Regel sind wir daran interessiert,
den Interpolationsfehler nicht zu grof§ werden zu lassen. Wie wir an sehen, gibt
es 1m Wesentlichen zwei Mdglichkeiten, um sicher zu stellen, dass der Fehler unter
Kontrolle bleibt:

Falls f € C*®[a,b] gilt und die Ableitungen der Funktion nicht zu schnell wachsen,
diirfen wir darauf hoffen, dass der Fehler sinkt, wenn wir m erhéhen. Verfahren, die auf
diesem Weg den Fehler steuern nennt man Spektralverfahren oder p-Methoden.

Falls f dagegen nicht beliebig oft differenzierbar ist oder die Ableitungen schnell wach-
sen, konnen wir den Fehler mit Hilfe des Faktors ||wl|o (a4 2u Teduzieren versuchen.
Gemif3 Beispiel[5.5] lisst er sich nicht beliebig weit reduzieren, aber da

lw(@)| = |z — o] |z —x1]|... |2 — T
<(b-a)b—a)...(b—a)=(b—a)™ fir alle x € [a, b]
gilt, kénnen wir durch Wahl eines hinreichend kleinen Intervalls [a,b] auch fiir beliebig
gewdhlte Interpolationspunkte einen beliebig geringen Fehler erreichen. Verfahren, die

durch die Verkleinerung der Linge des Interpolationsintervalls den Fehler reduzieren,
bezeichnet man als h-Methoden.
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6 Numerische Integration

6.1 Beispiel: Wahrscheinlichkeiten

Die Losung mancher mathematischer Probleme erfordert es, Integrale von Funktionen
zu berechnen, deren Stammfunktion nicht explizit ausgewertet werden kann.

0.5 T T T T T

0.4 r .

0.3 | _

0.2 | _

Abbildung 6.1: Dichtefunktion der Normalverteilung

Ein Beispiel aus der Stochastik ist die Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines nor-
malverteilten Ereignisses: Das Integral

I L
Pla<az<b)=—— | e /?dz
- \/27r/a

gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der eine normalverteilte Zufallsvariable x einen Wert
zwischen a und b annimmt. Da keine Methode bekannt ist, mit der sich die Stamm-
funktion von e~ explizit berechnen lésst, wird dieses Integral in der Regel numerisch
approximiert.

Ahnliche Aufgaben treten auch bei anderen Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf, bei-
spielsweise bei der Analyse stochastischer Prozesse, mit denen das Verhalten von Akti-
enkursen modelliert wird, allerdings ist in diesem Fall der Integrand hiufig komplizierter
und das Integrationsgebiet nicht nur eindimensional.
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6 Numerische Integration

6.2 Quadraturformeln

Bei der numerischen Integration sind wir daran interessiert, die folgende Aufgabe mog-
lichst effizient zu 16sen:

Gegeben sind ein nicht-leeres Intervall [a,b] und eine stetige Funktion f €
Cla, b], zu approximieren ist das Integral

/ab f(@) da.

Um die Notation etwas abzukiirzen, schreiben wir das Integral als Abbildung, die jeder
Funktion f € C[a,b] ihr Integral zuordnet:

b
Ty : Clab] = R, f s Ty (f) = / f() de.

Da das Integral in der Regel als Verallgemeinerung der Summe definiert wird, bietet es
sich an, auch bei der numerischen Approximation von einer Summe auszugehen.

Definition 6.1 (Quadraturformel) Seien m € Ng, Punkte xo,..., 2y € [a,b] und
wo, - . ., Wy, € R gegeben. Dann definiert

m
Q[a,b] : C[CL, b] — R, [ Q[a,b](f) = szf(xz)v
i=0
eine Quadraturformel, die jeder Funktion f € Cla,b] eine Approzimation des Integrals
durch Funktionswerte in den Quadraturpunkten =z, ..., z, und mit den Quadraturge-
wichten wy, ..., w,, zuordnet.

Wir sind daran interessiert, Quadraturformeln zu finden, die mit moglichst wenigen
Funktionsauswertungen eine moéglichst hohe Genauigkeit erreichen.

Beispiel 6.2 (Mittelpunktregel) Fine besonders einfache Quadraturformel ist die
Mittelpunktregel, die fir das Intervall [—1,1] durch

Mgy C-11] = R, [ My (f) = 2£(0),

definiert ist. Um den Approximationsfehler abschitzen zu kionnen, setzen wir voraus,
dass f € C?[a,b] gilt. Dann folgt mit partieller Integration

1
TP = M) = [ 1@ de =210
0 - 1
:/ f(x)dx—f(O)-i—/ f(z)dz — £(0)
—-1 0
0 1
— _/ (z+1)f'(x)dx — /0 (z —1)f'(x) dx

-1
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6.2 Quadraturformeln

Abbildung 6.2: Idee der Mittelpunktregel: Die Flidche unter der Kurve wird durch ein
Rechteck angenihert.

0 T 2 / 1 T — 2 /
:/ (z +1) f,,(x)dx_@+/o ( 21) Paydr+ 1O

1 2 2
0 2 1 12
- /_1 —(x —; ) f(x)dx + /0 —(:c 5 D) 1" (z) du,

und mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung miissen n— € [—1,0] und ny € [0,1]

mit
0 T 2 0 T 2 " -
J A R e

1 2 _1 2 6
! (x - 1>2 " e ! (x - 1)2 _ f”(77+)
| S5 r@an = o) [ e = 5

existieren, so dass wir mit dem Mittelwertsatz fiir stetige Funktionen ein n € [n—,n4]
finden, das

i
L y(f) = Mz (f) = fT(ﬂ)
erfillt. Fir ein allgemeines Intervall ist die Mittelpunktregel durch
b+a
Misgy Cla,b] = R £ M (9= 0 =a)f (“5°)

gegeben, und fir jedes f € C*[a,b] existiert ein n € [a,b] mit

(b — a)3 "

—_— . 1
) (6.1)

Man sieht, dass die Mittelpunktregel durchaus eine gute Ndiherung des Integrals sein

kann, falls f"” und das Intervall [a,b] nicht zu grofi sind.

Tiay (f) = Mgy (f) =
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Wenn wir die Mittelpunktregel in der Form

b
Mgy (f) = (b—a)f <b42—a> 2/ f <b;a> dz fiir alle f € Cla, b)

schreiben, kbnnen wir ein allgemeines Konstruktionsprinzip ablesen: Wir haben die Funk-
tion f durch eine konstante Funktion approximiert, ndmlich durch das interpolierende
Polynom im Punkt (b+a)/2, und dann diese Funktion integriert, um eine Approximation
des Integrals zu erhalten.

Diesen Zugang konnen wir verallgemeinern: Wir gehen von paarweise verschiedenen
Interpolationspunkten xg, ..., z, € [a,b] aus. Fiir ein f € Cla,b] bezeichnen wir mit
p € II,;, das Polynom, das f in diesen Punkten interpoliert (vgl. ) und integrieren
es. Dank erhalten wir

m

b b b m b
| r@ae~ [ oo | > fe)b(a) do = 3 fle) | e

i=0
und dieser Ausdruck entpuppt sich bei ndherer Betrachtung als Quadraturformel.

Definition 6.3 (Interpolatorische Quadratur) Seien zg,...,z, € [a,b] paarwei-
se verschiedene Punkte, und seien ly, ..., Ly € I, die korrespondierenden Lagrange-

Polynome (vgl. (5.9)). Mit

b
wj 1= / li(x) dx fir alle i € {0,...,m}
erhalten wir die zu den Punkten xq, ..., x, gehdrende interpolatorische Quadraturformel
Q[a,b] : C[(I, b] - R, [ Q[a,b](f) = Zwlf(xl)
i=0

Ein besonders einfacher Zugang besteht darin, die Interpolationspunkte dquidistant
zu wéhlen, also das Intervall [a, ] in gleich grofle Teile zu zerlegen.

Beispiel 6.4 (Newton-Cotes-Quadraturformeln) Fiir jedes m € N definieren die
durch

X = a+ —b fir alle i € {0,...,m}
m m

gegebenen Interpolationspunkte eine interpolatorische Quadraturformel, die wir als
Newton-Cotes-Quadraturformel m-ten Grades bezeichnen. Die Newton-Cédtes-Formel
ersten Grades beispielsweise ist durch

P @) + 50),

gegeben und trigt auch den Namen Trapezregel (vgl. Abbz’ldung. Die Newton-Cétes-
Formel zweiten Grades wird auch als Simpson-Regel bezeichnet.

Oy : Cla,b] — R, [ Quy(f) =
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Abbildung 6.3: Idee der Trapezregel: Die Flidche unter der Kurve wird durch ein Trapez
angenghert.

Es stellt sich die Frage, wie wir dafiir sorgen konnen, dass ein Integral mit einer
hinreichenden Genauigkeit approximiert wird. Wie man an der Formel sieht, hiangt
der Fehler von der Ableitung des Integranden f und der Gréfie des Intervalls ab. Den
Integranden kénnen wir nicht &ndern, aber die Grofle des Intervalls ldsst sich reduzieren,
indem wir das Integral nicht auf dem gesamten Intervall [a, b] approximieren, sondern auf
Teilintervallen. Besonders einfach ist in diesem Fall wieder die dquidistante Unterteilung
in £ € N Intervalle, die durch

b—a
g )
definiert wird. Wir erhalten

h = yi == a+ih fir alle ¢ € {0,...,¢}

L

b Yi ¢ ¢
I[a»b](f) = / fz) de = Z/ f(z) de = ZI[yi—hyi](f) ~ Z Q[yi—lvyi](f)’
a ; i=1 i=1

i=1 Y Yi-1

wobei Qy, jeweils eine Quadraturformel auf dem Teilintervall [y;—1,y;] ist. Wir

i—1,Yi]
konnen leicht nachpriifen, dass
4
Q[a,b],e(f) = Z Q[yi—hyi](f) fiir alle f € Cla, b]
i=1

eine Quadraturformel ist, die wir als summierte Quadraturformel bezeichnen.

Beispiel 6.5 (Summierte Mittelpunktregel) Aus der Mittelpunktregel kinnen wir
in der beschriebenen Weise die summierte Mittelpunktregel konstruieren, die durch

¢ ¢
Miage(f) = ZM[yi_l,yi](f) _ hzf <%> fiir alle f € Cla,b]
=1 i—1
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6 Numerische Integration

definiert ist. Fir f € C®[a,b] erhalten wir durch Einsetzen der Gleichung die

Fehlergleichung
a)?

¢
Zia ) (f) = Mgy e(f) = 2463 Z

mit Zwischenpunkten n; € [y;—1,yi], und mit dem Mittelwertsatz fiir stetige Funktionen
folgt
(b—a)’

o) (f) = M o(f) = YW £ (n) (6.2)

mit einem n € |a,b]. Man sieht, dass wir jede beliebige Genauigkeit erreichen kinnen,
falls f" beschrdnkt ist und wir die Anzahl £ der Teilintervalle grof8 genug wéihlen. Asymp-
totisch ist zu erwarten, dass eine Verdoppelung der Anzahl der Teilintervalle den Fehler
viertelt.

Abbildung 6.4: Summierte Mittelpunktregel mit ¢ = 5.

6.3 Fehleranalyse

Um den Quadraturfehler allgemein analysieren zu kénnen, bietet es sich an, Quadra-
turformeln auf einem festen Referenzintervall zu definieren und daraus dann per Trans-
formation Quadraturformeln auf allgemeinen Intervallen zu gewinnen. Wir verwenden
wieder das Intervall [—1, 1] und wollen das Integral

1
Z:C[-1,1] =R, f=Z(f) = /_1f(x)dx

approximieren. Dazu gehen wir davon aus, dass eine Quadraturformel

mit Gewichten wy, ..., w, und Quadraturpunkten xq, ..., x,, gegeben ist.
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Die bisher diskutierten Quadraturformeln sind alle dazu in der Lage, Polynome
bis zu einem gewissen Grad exakt zu integrieren, beispielsweise lineare Polynome bei
Mittelpunkt- und Trapezregel.

Definition 6.6 (Exakte Quadraturformel) Sein € No. Wir nennen die Quadratur-
formel Q exakt von Grad n, falls

Q(p) =Z(p) fiir alle p € 11,

gilt, falls also Polynome bis zum Grad n exakt integriert werden.

Da nach Lemma das Interpolationsproblem genau eine Losung hat, muss die In-
terpolation eines Polynoms p € I, in den m 4+ 1 Punkten zg,...,x,, wieder p ergeben,
also sind interpolatorische Quadraturformeln mindestens von Grad m exakt.

Bemerkung 6.7 (Gauf3-Quadratur) Das Beispiel der Mittelpunktregel zeigt, dass in-
terpolatorische Quadraturformeln bei geeigneter Wahl der Quadraturpunkte auch von
Grad m+1 exakt sein konnen. Bei der Gau3-Quadratur ist es sogar maglich, Polynome
bis zu einem Grad von 2m + 1 exakt zu integrieren, und es ldsst sich zeigen, dass ein
noch héherer Grad mit m + 1 Quadraturpunkten nicht zu erreichen ist.

Die Eigenschaft der Exaktheit lasst sich ausnutzen: Wir approximieren den Integran-
den f durch ein Polynom p € II,, und wissen, dass p exakt integriert wird, so dass wir
lediglich den Approximationsfehler beschranken miissen. Den Fehler messen wir wieder
mit der Maximumnorm

||9||oo,[a,b] :=max{|g(z)| : = € [a,b]} fiir alle g € C|a, b].

Den Einfluss einer Storung des Integranden auf das Ergebnis der Quadraturformel
konnen wir wie folgt beschrénken:

Lemma 6.8 (Stabilitit) Wir nennen

m
Co = |wil
i=0
die Stabilitdtskonstante der Quadraturformel Q. Es gelten

QNI < Cell fllos (1,115 IZ(HI < 2[I flloo,1-1,1 fiir alle f € C[=1,1].

Beweis. Sei f € C[—1,1]. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir

QNI =D wif(a)| < D lwil 1F (@)l < Y lwil I flloo -1, = Collflloc,(-1,1)-
1=0 1=0 =0
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6 Numerische Integration

Aus der Monotonie des Integrals folgt dagegen

1 1
< [ 1@lde < [ 1o =20l

20| [ sw)do

Mit Hilfe dieser Stabilitdtsabschéitzung kénnen wir den Quadraturfehler allgemein
beschrianken:

Lemma 6.9 (Fehler auf dem Referenzintervall) Sei Q exakt von Grad n € Ny. Es
gilt

£+ oo, (1,1

1) fiir alle f € C"T1—1,1]. (6.3)

IZ(f) = QNI < (2+ Cq)

Beweis. Sei f € C™"1[—1,1]. Wir bezeichnen mit p € II,, das Taylor-Polynom n-ten
Grades im Entwicklungspunkt null, gegeben durch

L0
p(z) = Z:E“f i'(O) fur alle x € [-1,1].
=0 '

Nach dem Satz von Taylor existiert fiir jedes x € [—1,1] ein n € [-1,1], das

ARRI ) A PR

7(@) = (@) = e < T

erfiillt, also gilt insgesamt

£ oo 21,1
1f = Plloo,~1,1 < 1 1)

Da @ exakt von Grad n ist, gilt Q(p) = Z(p), und dank Lemma folgt daraus

1Z(f) = QNI = [Z(f) = Z(p) + Qp) — Q)| = |IZ(f —p) + Lp — /)|
<NZ(f =) + 1 =) < 2(f = pllso-1,1 + CQllf = Pllco-1,1]

£ Voo, 1,1y
(n+1)!

= 2+ CIIf = plloc-1,1 < 2+ Co)

Wie wir bereits gesehen haben, ist die Genauigkeit der Approximation von der Grofle
des Intervalls abhéngig. Um diese Abhéngigkeit genauer untersuchen zu kénnen, fithren
wir die Transformation

b+a b—a.

(D[a,b] : [_17 1] — I:azab:l; f,% — (I)[a,b} (i) = 2 _|_ 2 ‘,1:7
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6.3 Fehleranalyse
ein und erhalten mit der Transformationsformel fiir Integrale

T (7 / )= [ 100,00 J@@) ds

(f SRR fir alle f € Cla, b]. (6.4)

Indem wir das Integral durch die Quadraturformel ersetzen, konnen wir aus der Quadra-
turformel Q auf [~1,1] eine Quadraturformel Qj,; auf dem allgemeinen Intervall [a, b]
konstruieren:

Definition 6.10 (Transformierte Quadraturformel) Seien a,b € R mit a < b ge-
geben. Dann bezeichnen wir

Qluy : Cla,b] = R, e Quuy(f) = 22 Q(f 0 Bayy),

als die zu Q gehdrende transformierte Quadraturformel auf dem Intervall [a, b].

Offenbar gilt

Qun(f) = ) = 30 S (@) fa alle f € Cla, ),

i=0

die transformierte Quadraturformel verwendet also gerade die mit (b — a)/2 skalier-
ten Quadraturgewichte und die mit @, transformierten Quadraturpunkte der ur-
spriinglichen Quadraturformel.

Um aus Lemma eine Aussage fiir die transformierte Quadraturformel Qp,p zu
erhalten, miissen wir untersuchen, wie sich die Ableitungen der transformierten Funktion
[ o @[y verhalten.

Lemma 6.11 (Skalierung) Sei n € Ny, und sei f € C"[a,b]. Dann erfiillt fi=fo
Do € C"[-1,1] die Gleichung

. b—a\"
fM (@) = ( 5 “) F(@)4(2)) fiir alle & € [-1,1].
Beweis. Per Induktion iiber n € Ny. Fiir n = 0 ist die Aussage trivial. R

Sei nun n € Ny so gewihlt, dass die Aussage gilt. Sei f € C"[a,b] und f = fo Dpop)-
Mit der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

f(@) = <b ; a) ™o Do (1) fur alle Z € [-1,1],

und mit der Kettenregel folgt

For () = (b;a> (f™) 0 Bpey)'(2) = (b;a> PO (g () @1y ) ()
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b—a n+1
B ( 2 ) f(nH)((I)[a,b](fi’)) fir alle z € [—1,1].

Das ist die gewiinschte Aussage. [

Nun kénnen wir ausnutzen, dass die beiden Seiten der Gleichung (6.3]) sich bei der
Transformation des Intervalls unterschiedlich verhalten:

Lemma 6.12 (Quadraturfehler) Sei Q exakt von Grad n € Ny. Es gilt

b—a\""2 15 0]
2 (n+1)!

Zia,5) (f) = Qiap ()] < (2+Cq) ( fiir alle f € C"[a,b).

Beweis. Sei f € C""[a,b], und sei wieder fi=fo @[y die transformierte Funktion auf
dem Referenzintervall [—1,1].
Nach Transformationsformel (6.4) und Definition gilt

h—
Ziap) (f) = Qo () =

2
Wir wenden Lemma [6.9] an und erhalten

Yz(f) - 2(f)!.

b—alfOD lloo,[=1,1]
2 (n+1)!
Den letzten Faktor kénnen wir mit Lemma berechnen und erhalten

b—a <b — a>n+1 17D 0 g 4yl f-1.1]
2

1 Zia0) (f) = Qiap)(H) < (2+ Cq)

1 Ziap) (f) = Qlap) (H) < (2+ Cq)

2 (n+1)!
b n+2 (n+1) ola
= (24 Co) r-a M,
2 (n+1)!
indem wir im letzten Schritt ausnutzen, dass ®,;) eine bijektive Abbildung des Refe-
renzintervalls [—1, 1] auf [a, b] ist. ]

Diesem Lemma ldsst sich entnehmen, dass wir den Fehler beliebig reduzieren kénnen,
indem wir das Integrationsintervall verkleinern. Um trotzdem das urspriingliche Integral
zu berechnen, verwenden wir wie zuvor eine summierte Quadraturformel.

Definition 6.13 (Summierte Quadraturformel) Seien a,b € R mit a < b gegeben,
sei £ € N. Wir setzen

h—
h = ga, yj :==a+jy fir alle j € {0,..., 0}
und definieren mit
V4
Q[a,b],ﬁ : C[a? b} - R? f = Q[a,b],ﬁ = Z Q[yjfl,yj](f)a
j=1

die zu Q gehdrende summierte Quadraturformel auf dem £-fach unterteilten Intervall
[a,b]. Hier ist Qly,;_1.y;) Jeweils die aus Definition bekannte transformierte Quadra-
turformel auf dem Teilintervall [y;—1, y;].
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Satz 6.14 (Genauigkeit) Sei Q exakt von Grad n € Ny, sei £ € N. Es gilt

24+ CQ <b - a>n+2 ||f(n+1)||oo,[a,b]
2

Z10,5)(f) = Qlap),e(f)] < yoEs TR fiir alle f € C"[a,b].

Insbesondere kinnen wir jede beliebige Genauigkeit erreichen, indem wir £ hinreichend
grofl wahlen.

Beweis. Sei f € C"[a,b]. Wie in Definition setzen wir

h—
h = ga’ yj :==a+jh fiir alle j € {0,...,¢}.
Insbesondere gilt damit
yj —Yj—1=h=(b—a)/l fiir alle j € {1,...,/},

und mit der Dreiecksungleichung und Lemma erhalten wir

¢ ¢
1 Zi0.1(F) = Qlatle (DI = 1D Tiy 1 () = D Qi
=1 =1

¢
Zf[yj,l,ym = Qpyy ()

¢
Z 5105 (F) = Qyy1,) (F)]

14 n+2 (n+1)
Yi —Yj—1 | f Hoo,[yj—hyﬂ
(2+Ca) Z( ) (1)
J=1
Y4 n+2 (n+1)
b—a I.f |00, [a,8]
2 b b
= +CQ)Z< 20 ) (n+1)!

1

J
_2+Cq / (b— a>”+2 1F D o sy
N 2

yn+2 (n + 1)
. 2+CQ b—a 2 ||f n+1)||oo[ab
G 2 (n+1)! 7
also das gewiinschte Ergebnis. [

Wenn x, ...,z € [—1,1] die Quadraturpunkte und wy,...,w,, € R die Quadra-
turgewichte der Quadraturformel Q fiir das Referenzintervall [—1, 1] sind, ldsst sich die
korrespondierende summierte Quadraturformel auf einem Intervall [a, b] mit dem folgen-
den einfachen Algorithmus auswerten:
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function integrate(¢, a, b, f);

q <+ 0; h <+ (b—a)/t;

for j € {1,...,¢} do begin
y<+a+h(j—1);
for i € {0,...,m} do begin

x < y+h(z;+1)/2; g+ q+wif(x)

end

end;

return gh/2

Bemerkung 6.15 (Effizienz) Satz legt nahe, dass sich der Quadraturfehler pro-
portional zu 1/0"TY wverhalten wird, wenn wir die Anzahl £ der Teilintervalle erhéhen.
Da die Auswertung der summierten Quadraturformel ¢ Auswertungen der transformier-
ten Quadraturformel erfordert, ist die Anzahl der Rechenoperationen proportional zu
{(m+1).

Wenn wir also mit moglichst geringem Rechenaufwand eine hohe Genauigkeit errei-
chen wollen, empfiehlt es sich, Quadraturformeln zu verwenden, die von mdglichst hohem
Grad ezxakt sind, denn in diesem Fall gewinnen wir am meisten, wenn wir £ erhdéhen.

Allerdings erfordert Satz[6.1]), dass der Integrand f hinreichend oft differenzierbar ist.
Falls beispielsweise f nur zweimal differenzierbar ist, wird auch eine Quadraturformel
finften Grades keinen grofien Vorteil gegeniiber der Mittelpunktregel bieten.
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Aitken-Rekurrenz, [74]
Ausgleichsproblem, [3§|

Bisektionsverfahren,
Bubblesort, [6]

Cauchy-Folge,
Cauchy-Schwarz-Ungleichung,

Diskretisierung,
Divide and Conquer, [6]
Dividierte Differenzen, [7§]
Dreiecksmatrix,

Eigenvektor, [42]
Eigenwert,

FFT, [I0]
Fixpunkt,
Fixpunktsatz von Banach,

Givens-Rotation,

Interpolationsfehler, [79]
Interpolatorische Quadratur, [86]
Inverse Iteration, [7]

Iteration, [60]
Iterationsverfahren,

Konditionszahl,
Kontraktion,
Konvergenz, quadratisch,

Lagrange-Polynome, [72]
Lebesgue-Konstante,

LR-Zerlegung,
LR-Zerlegung mit Pivotsuche,

Maximumnorm,
Mittelpunktregel,

Neumannsche Reihe,
Newton-Cotes-Quadratur, [80]
Newton-Polynome, [76]
Newton-Richtung, [69)
Newton-Verfahren,

Newton-Verfahren, Konvergenz,

Normalengleichung,
Orthogonale Iteration,

Permutation,
Permutationsmatrix, [21]
Polynominterpolation, [72]

QR-Iteration, [50]
QR-Zerlegung, 32|

Quadratur, interpolatorisch,
Quadraturformel,
Quadraturformel, exakt,
Quadraturformel, induziert,
Quadraturformel, summiert,

Rayleigh-Iteration,
Rayleigh-Quotient, [46]
Rayleigh-Ritz-Matrix,
Riickwiirtseinsetzen, [17]

Simpson-Regel,
Spektralnorm,
Stabilitét, Interpolation,
Stabilitit, Quadratur,
Stiitzstellenpolynom,

Trapezregel,
Tschebyscheff-Interpolation,

Vektoriteration,
Vorwirtseinsetzen, [I7]

Wellengleichung,
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