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1 Einleitung

Wenn wir die uns umgebende Welt beschreiben wollen, erkennen wir schnell, dass es
Groflen gibt, die sich nicht einfach ,,abzéhlen“ lassen, beispielsweise die Lénge einer
Strecke, die Temperatur eines Korpers, der Salzgehalt des Meerwassers, oder die Hellig-
keit einer Lichtquelle.

Wihrend fiir abzédhlbare Groflen die diskrete Mathematik Algorithmen bietet, mit de-
nen sich viele zentrale Fragestellungen behandeln lassen, beispielsweise nach kiirzesten
Wegen in Graphen oder sparsamsten Einfirbungen von Landkarten, sind fiir nicht
abzéhlbare Grofien vollig andere Ansétze erforderlich.

Solche kontinuierlichen Groflen kann ein digitaler Computer beispielsweise iiberhaupt
nicht darstellen: Da ein Computer nur iiber einen Speicher endlicher Gréfe verfiigt, kann
er auch nur eine endliche Anzahl von Zustéinden annehmen. Also kann er insbesondere
nur endlich viele Werte darstellen.

Deshalb kénnen beispielsweise die reellen Zahlen nur approximiert, also nidherungs-
weise, dargestellt werden. Diese Darstellung kann so geschickt gestaltet werden, dass der
auftretende relative Fehler gering ist, so dass die Ergebnisse fiir praktische Anwendungen
ausreichend genau sind.

Ein Algorithmus, der mit reellen Zahlen arbeitet, muss natiirlich nicht nur das End-
ergebnis, sondern auch alle Zwischenergebnisse geeignet approximieren. Falls man dabei
ungeschickt vorgeht, kénnen sich die dabei auftretenden kleinen Fehler gegenseitig so
weit verstirken, dass ein vollig unbrauchbares Ergebnis entsteht. Eine wichtige Frage ist
deshalb die nach der Stabilitit eines Algorithmus, also danach, wie empfindlich er auf
die in Zwischenschritten auftretenden Approximationsfehler reagiert.

Allerdings gibt es Situationen, in denen auch ein sehr stabiler Algorithmus zu schlech-
ten Ergebnissen fithren kann, ndmlich wenn die auszufiihrende Berechnung sehr emp-
findlich auf unvermeidbare Stérungen der Eingabedaten reagiert. Bei solchen schlecht
konditionierten Aufgabenstellungen kann auch ein perfekter Algorithmus kein brauch-
bares Ergebnis ermitteln, in diesen Féllen lohnt es sich, iiber alternative Problemformu-
lierungen nachzudenken.

Die Tatsache, dass wir ohnehin keine exakten Ergebnisse erwarten diirfen, ist aber auch
eine Chance: Wir kénnen nach Algorithmen suchen, die nur die Genauigkeit erreichen,
die fiir eine konkrete Anwendung erforderlich ist.

Beispielsweise ist schon die Berechnung der Dezimaldarstellung der Quadratwurzel v/2
praktisch unmoglich, da diese Darstellung unendlich viele Ziffern hat, die ein Computer
nicht in endlicher Zeit bestimmen kann. In der Praxis geniigen uns allerdings in der
Regel wenige Nachkommastellen, und diese lassen sich mit geeigneten Algorithmen sehr
schnell bestimmen.

Von besonderer Bedeutung sind dabei iterative Verfahren: Ein Schritt des Verfahrens



1 FEinleitung

geht von einer Approximation der Losung aus und versucht, sie zu verbessern. Durch
eine geeignete Steuerung der Anzahl der Schritte konnen wir auf diese Weise theoretisch
jede beliebige Genauigkeit erreichen.

In der Praxis miissen haufig grofle Datenmengen verarbeitet werden, beispielsweise
sind bei einer Strémungssimulation Druck und Geschwindigkeit in vielen Punkten im
Raum zu bestimmen. Es stellt sich dann die Frage, wie diese Daten so dargestellt werden
konnen, dass typische Losungsalgorithmen sie effizient und schnell verarbeiten kénnen.
Dabei bedeutet ,effizient“, dass der theoretische Rechenaufwand moglichst gering ist,
wéihrend ,,;schnell“ bedeutet, dass der Algorithmus auf einem praktisch existierenden
Rechner in moglichst kurzer Zeit ausgefithrt werden kann.

Fiir die Untersuchung dieses zweiten Aspekts ist es erforderlich, den internen Aufbau
eines Rechnersystems zumindest in Grundziigen zu kennen. Beispielsweise sind Speicher-
zugriffe auf modernen Rechnern héufig sehr langsam im Vergleich zu Rechenoperationen,
so dass wir die bei vielen Prozessoren vorhandenen schnellen Hilfsspeicher geschickt ein-
setzen und moglichst viele Operationen pro aus dem Speicher gelesenem Datenelement
ausfiihren sollten.

Da heute auch schon sehr einfache Computer iiber Mehrkernprozessoren verfiigen,
ist auch die Parallelisierung numerischer Algorithmen von grofler Bedeutung fiir die
Reduktion der Rechenzeit, also die Verteilung einer aufwendigen Berechnung auf mehrere
Prozessorkerne, die moglichst unabhéngig voneinander arbeiten sollen.

Danksagung

Ich bedanke mich bei Dirk Boysen, Christina Borst, Alexander Dobrick, Sven Christo-
phersen, Nils Kriitgen und Janne Henningsen fiir Korrekturen und Verbesserungsvor-
schlage.



2 Lineare Gleichungssysteme

Eine der wichtigsten Problemklassen in der numerischen Mathematik sind die linea-
ren Gleichungssysteme. Viele zentrale Naturgesetze, beispielsweise das HOOKEsche Fe-
dergesetz der klassischen Mechanik, die MAXWELLschen Gleichungen der Elektrody-
namik oder die KIRCHHOFFschen Regeln fiir elektrische Schaltungen, fithren unmittel-
bar zu linearen Gleichungssystemen, wihrend andere wichtige Gesetze wie die NAVIER-
STOKES-Gleichungen der Stromungsmechanik sich mit Hilfe linearer Approximationen
ndherungsweise 16sen lassen.

Aufgrund der grofien Bedeutung dieser Gleichungssysteme iiberrascht es nicht, dass
es eine grofle Vielfalt an Losungsverfahren gibt, unter denen wir das fiir eine konkrete
Aufgabenstellung am besten geeignete auswihlen konnen.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit direkten Losungsverfahren, die — zumin-
dest theoretisch — mit einer endlichen Anzahl von Rechenoperationen die exakte Losung
eines linearen Gleichungssystems ermitteln.

2.1 LR-Zerlegung

Solange nur ein einziges lineares Gleichungssystem zu behandeln ist, kénnen wir das aus
der Schule bekannte GAuUsssche Eliminationsverfahren anwenden. Falls wir allerdings
mehrere Systeme

Az =10 (2.1)

mit derselben Matrix A, aber unterschiedlichen rechten Seiten b, 16sen miissen, empfiehlt
es sich, das Verfahren etwas umzuformulieren, ndmlich als Zerlegung in Dreiecksmatrizen.

Definition 2.1 (Dreiecksmatrizen) Seien L, R € R™*"™ Matrizen.
Wir nennen L eine linke untere Dreiecksmatrix, falls

i<j=>lj;=0 fir alle i,j € [1: n],
und wir nennen R eine rechte obere Dreiecksmatrix, falls
i>j=>mr;=0 fir alle i,5 € [1 : n].

Es ist iiblich, bei Matrizen Nulleintrige auszulassen, solange dabei keine Missverstdnd-
nisse auftreten kénnen, so dass wir Dreiecksmatrizen haufig in der Gestalt

L1 Tl ot Tin

by - Uy Tnn
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schreiben. Das Eliminationsverfahren iiberfithrt die Matrix A in eine obere Dreiecksma-
trix R, indem eine Reihe von Transformationen 71, ...,7T, angewendet werden:

T,---T1A=R.
Die Transformationen sind invertierbar, so dass wir auch
A=T7 T 'R

schreiben kénnen. Bei genauerer Betrachtung stellt sich heraus, dass die Matrix L :=
T L...T71 cine untere Dreiecksmatrix ist, wir haben also A = LR.

Definition 2.2 (LR-Zerlegung) Seien A, L, R € R™*"™ Matrizen.
Fualls L eine linke untere und R eine rechte obere Dreiecksmatrixz ist und

A=LR
gilt, nennen wir das Paar (L, R) eine LR-Zerlegung der Matriz A.

LR-Zerlegungen sind niitzliche Hilfsmittel fiir eine Vielzahl von Aufgabenstellungen.
Wir haben bereits gesehen, dass sie sich eignen, um lineare Gleichungssysteme zu
losen: Falls (L, R) eine LR-Zerlegung der Matrix A ist, ist das Gleichungssystem
dquivalent zu

Ar=b < LRx=b <= Ly =>bund Rz =y.

Falls wir also lineare Gleichungssysteme in Dreiecksgestalt 16sen konnen, kénnen wir
auch das allgemeine System 16sen.

Wir untersuchen zunéchst das System Ly = b mit einer beliebigen invertierbaren
unteren Dreiecksmatrix L € R"*". Wir zerlegen L, y und b in

{2 Lo Y2 ba
gnl £n2 e e’rm Yn bn

und erhalten damit die Gleichungen

l | Y1
we| T Tl )G )
gnl £n2 Enn Yn

mit deren Hilfe wir das System in Blockform kurz als

(?11 L**> <Zl> - <21> (2.2)



2.1 LR-Zerlegung

procedure forsubst(L, var b);
for k=1 to n do begin
b = br/lrk;
foric[k+1:n|do
b, <+ b; — fikbk
end

Abbildung 2.1: Vorwértseinsetzen zur Losung des linken unteren Dreieckssystems Ly =
b. Der Vektor b wird mit der Losung y tiberschrieben.

schreiben kénnen. Matrizen, die in dieser Form aus Teilmatrizen zusammengesetzt sind,
bezeichnen wir als Blockmatrizen. Mit ihnen lasst sich analog zu gewohnlichen Matrizen
rechnen, insbesondere ist die Blockgleichung dquivalent zu den Gleichungen

l11y1 = b, Layr + Lisys = by

Falls ¢11; # 0 gilt, konnen wir die linke Gleichung direkt auflésen und zu y;1 = by /013
gelangen. Das Einsetzen in die rechte Gleichung fiihrt zu

Das ist wieder ein lineares Gleichungssystem mit einer unteren Dreiecksmatrix L., aller-
dings hat sich die Dimension auf n—1 reduziert. Wir kénnen diese Reduktion fortfiihren,
bis wir ein eindimensionales System erreichen, das wir direkt 16sen kénnen.

Um moglichst nahe an der mathematischen Herleitung zu bleiben, kénnte man den
Algorithmus rekursiv formulieren. Da er aber besonders einfach ist, kénnen wir uns den
damit verbundenen Aufwand auch sparen und einfach eine Variable k& verwenden, die
angibt, welches die erste Zeile beziehungsweise Spalte von L., y. und b, ist.

Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung dargestellt, er ist naheliegender-
weise auch als Vorwdrtseinsetzen bekannt. Um Speicherplatz zu sparen, wird der Vektor
b nach und nach mit dem Ergebnis y iiberschrieben. Das ist moglich, weil wir by, ..., bg
nicht mehr benotigen, sobald die Koeffizienten y, ...,y berechnet wurden.

Fiir das zweite System Rz = y kénnen wir dhnlich vorgehen: Wir fiihren Teilmatrizen
und -vektoren

Tin oo T1n—1 T 1
Tn—1,n Tn—1,n—1 Tn—1 Yn—1

ein und erhalten

Tt Tlne1 T1n 71
R — : : 2 <R** R*n> (x)
'n—1n—1 | Tn—1,n Tn—1 T'nn In
T'nn Tn
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procedure backsubst(R, var y);
for kK = n downto 1 do begin
Yk < Yi/ ki
forie[l:k—1] do
Yi < Yi — TikYk
end

Abbildung 2.2: Riickwértseinsetzen zur Losung des rechten oberen Dreieckssystems
Rx = y. Der Vektor y wird mit der Losung z tiberschrieben.

so dass wir die Gleichung Rx = y kompakt als

(=)0
T'nn Tn Yn
schreiben kénnen. Die Block-Gleichung (2.4]) ist dquivalent zu

Riwxs + Ronxy, = Y TnnTn = Yn-

Aus der rechten Gleichung folgt direkt =, = yn/rnn, und die linke Gleichung nimmt
dann die Form

an, also die eines weiteren linearen Gleichungssystems mit einer rechten oberen Drei-
ecksmatrix R, das aber nur noch n — 1 Unbekannte aufweist. Wir kénnen unseren
Algorithmus nun rekursiv auf dieses kleinere Problem anwenden, bis wir bei einem Pro-
blem der Dimension eins angekommen sind, das wir direkt 16sen konnen. Auch hier
konnen wir uns eine ,echte* Rekursion ersparen, indem wir eine Variable k£ € [1 : n]
einfithren, die die Dimension des gerade aktuellen Teilproblems angibt. Wir beginnen
mit k = n, gehen ,rekursiv® zu k = n — 1 {iber, dann zu £ = n — 2, und so weiter. Auf
diese Weise kénnen wir den gesamten Algorithmus mit einer einfachen Schleife iiber k
formulieren.

Auch hier kénnen wir Speicherplatz sparen, indem wir die Komponenten des Eingabe-
vektors y mit denen der Lésung x iiberschreiben, da die Werte yx1, . .., Yy, nicht mehr
benétigt werden, sobald xg1,...,2, bekannt sind.

Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung zusammengefasst. Er ist aus na-
heliegenden Griinden als Riickwdrtseinsetzen bekannt.

Bemerkung 2.3 (Losbarkeit) Nebenbei haben wir mit unseren Algorithmen auch kon-
struktiv bewiesen, dass lineare Gleichungssysteme mit Dreiecksmatrizen sich eindeutig
losen lassen, falls alle Diagonalelemente ungleich null sind.

Man kann sich tberlegen, dass das micht nur eine hinreichende, sondern sogar eine
notwendige Bedingung ist.

10



2.2 Konstruktion der LR-Zerlegung

Bemerkung 2.4 (Rechenaufwand) Fiir die Bestimmung des Rechenaufwands nu-
merische Algorithmen werden traditionell nur Operationen mit reellen Zahlen gezihlt.
In dieser Zihlweise bendtigt der Rumpf der k-Schleife des Vorwdrtseinsetzens gerade
1+ 2(n — k) Operationen, so dass sich mit der GAUSSschen Summenformel insgesamt

- = . n(n —1)
;1—1—2(71—1{:):n+2kzln—k:n+22k:n+22:n2
= = k=0

Operationen ergeben. Fir das Riickwdirtseinsetzen erhalten wir dasselbe Ergebnis.

Ubungsaufgabe 2.5 (Matrix-Vektor-Multiplikation) Seien L, R € R™*" eine lin-
ke untere und eine rechte obere Dreiecksmatriz.

Entwickeln Sie einen Algorithmus, der einen gegebenen Vektor x € R™ mit dem Pro-
dukt Lx beziehungsweise dem Produkt Rx tberschreibt, ohne Hilfsspeicher (abgesehen
von Schleifenvariablen) zu bendtigen.

Ubungsaufgabe 2.6 (Rechteckige Dreiecksmatrizen) Wie kann der Begriff der
Dreiecksmatriz sinnvoll auf allgemeine Matrizen L, R € R™™™ dibertragen werden?

Angenommen, es steht ein Vektor T € R¥ mit k = max{n,m} zur Verfigung, in
dessen ersten m Fintrdgen der Vektor x gespeichert ist. Kinnen Sie analog zu der
Ubungsaufgabe einen Algorithmus angeben, der die ersten n Fintrdige des Vektors
T mit Lx beziehungsweise Rx iiberschreibt?

Ubungsaufgabe 2.7 (Left-looking substitution) Unser Algorithmus fir das Vor-
wdrtseinsetzen wird auch als right-looking substitution bezeichnet, weil alle ,rechts“
von dem aktuellen k liegenden Fintrdge der rechten Seite b sofort aktualisiert werden,
sobald yy, berechnet wurde. Diese Vorgehensweise hat beispielsweise auf Vektorrechnern
Vorteile, da sie sich gut fir die Parallelisierung eignet.

Auf manchen anderen Rechnern bevorzugt man die left-looking substitution, die durch

for k=1 ton do begin
forje[l:k—1] do
bk — bk — Ekjbj;
br, < bi/Cik
end

gegeben ist. Begriinden Sie, weshalb dieser Algorithmus ebenfalls den Vektor b mit der
Losung y des Gleichungssystems Ly = b iberschreibt.
2.2 Konstruktion der LR-Zerlegung

Nachdem wir nun davon tiberzeugt sind, dass eine LR-Zerlegung ein niitzliches Hilfsmit-
tel fiir die Behandlung linearer Gleichungssysteme sein kann, stellt sich die Frage, wie
sich eine solche Zerlegung praktisch konstruieren l&sst.

11



2 Lineare Gleichungssysteme

Fiir eine gegebene Matrix A € R™*"™ suchen wir also eine linke untere Dreiecksmatrix
L € R™™™ und eine rechte obere Dreiecksmatrix R € R™*"™ mit

A=LR. (2.6)

Wie zuvor kénnen wir A, L und R in Blockmatrizen zerlegen. Dazu definieren wir

a2 -+ Q2n a21
Av=1| 0 1], Aa=1| |, A= (a2 -+ ain),
an2 - dpn an1
la2 lo1
Ly = : .. > Ly = : )
£n2 to enn enl
T2 ot Top
R, = S Ric=(ri2 -+ 7T1n),
rnn

und schreiben ([2.6)) in der Blockdarstellung

a1 A\ (i rin Ris
A*l A** a L*l L** R** ’

an der wir die Gleichungen

ain = i, (2.7a)

1Ry, = Aw, (2.7b)

Liari = As, (2.7c)

L Ry + L Rus = As (2.7d)

ablesen konnen. Diese Gleichungen kénnen wir nun der Reihe nach auflosen: (2.7a)) wird
beispielsweise durch ¢1; = 1 und r1; = aj; erfiillt. Sobald uns ¢;; und r1; vorliegen,
koénnen wir (2.7b)) und (2.7¢) durch

1 1
EAhq L*l - A*la (2-8)

erfiillen, und (2.7d)) schlieflich fiithrt zu

Rl* -

L**R** == A** - L*1R1*7

der definierenden Gleichung fiir eine LR-Zerlegung der nur noch (n — 1)-dimensionalen
Matrix Ay — Ly R1%. Nun kénnen wir wie im Fall des Vorwértseinsetzens fortfahren,
bis nur noch eine eindimensionale Matrix {ibrig bleibt.

Der resultierende Algorithmus findet sich in Abbildung Wie schon im Fall des
Vorwirts- und Riickwértseinsetzens iiberschreibt er die Eintrige der Matrix A mit denen

12



2.2 Konstruktion der LR-Zerlegung

procedure Irdecomp(var A);
for k=1 to n do begin
foric[k+1:n]do
@ik < Qg [ Ak
fori,jelk+1:n]do
Qij < Qjj — Qi Qg
end

Abbildung 2.3: Berechnung der LR-Zerlegung A = LR. Der rechte obere Dreiecksan-
teil der Matrix A wird mit R iiberschrieben, der linke untere ohne die
Diagonale mit L.

der Matrizen L und R. Da wir die Diagonaleintrige der Matrix L gleich eins setzen,
brauchen sie nicht abgespeichert zu werden, so dass kein zusétzlicher Speicher benttigt
wird. Nach dem ersten Schritt ist A durch

11 12 e T1n
U1 age — o112 -+ azp — lo171y
o1 an2 —LpaT12 0 Gnn — CpiTin

iiberschrieben, am Ende der Prozedur durch

i iz T1ln
b1 T2 e+ T (2.9)
b Llum-1 Ton

An dieser Matrix kénnen wir L (wegen 17 = ... = {p,, = 1) und R unmittelbar ablesen.

Bemerkung 2.8 (Eindeutigkeit) Durch die Gleichung sind €11 und rq1 nicht
eindeutig definiert, wir kénnen eine der beiden Variablen frei (nwicht gleich null!) wéihlen
und die andere dann so anpassen, dass £11r11 = a11 gilt. Deshalb ist eine LR-Zerlegung
im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmi.

Wir kénnen allerdings Findeutigkeit herstellen, indem wir, wie oben geschehen, for-
dern, dass alle Diagonaleintrdge £11, ...,y der linken unteren Dreiecksmatrixz L gleich
eins sind. Man spricht dann von einer normierten linken unteren Dreiecksmatriz.

Bemerkung 2.9 (Existenz) Aus und folgt, dass bei der Konstruktion
der LR-Zerlegung Schwierigkeiten auftreten, falls £11 = 0 oder ri1 = 0 gelten, da sich
dann diese Gleichungen nicht mehr eindeutig l0sen lassen.

Wegen ist das genau dann der Fall, wenn a11 = 0 gilt, beispielsweise besitzt die

Matrix
01
= (1)

13
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keine LR-Zerlegung.

Da unser Algorithmus rekursiv arbeitet, treten entsprechende Probleme auf, wenn eine
der im Zuge des Algorithmus entstehenden Matrizen eine Null im linken oberen Koeffi-
zienten aufweise.

Es lisst sich zeigen, dass eine LR-Zerlegung einer invertierbaren Matrix A genau
dann ezistiert, wenn auch alle Hauptuntermatrizen A|j.p)x[1:m) mit m € [1 : n — 1]
tnvertierbar sind.

Bemerkung 2.10 (Rechenaufwand) Wir zihlen wieder nur Operationen mit reellen
Zahlen. Fiir jedes k € [1 : n] bendtigt der Rumpf der k-Schleife

(n—k) +2(n—k)?

Operationen, so dass insgesamt

n n—1

L —1 —1)(2n -1

Son—k+2n—k)?= k+2k2:n(n2 ) ol )6(” )
k=1 =0

:nn—l)(4n+1):n(4n2—3n—l)<gn3

6 6 -3

Operationen erforderlich sind. Die Berechnung der LR-Zerlegung hat also kubische Kom-
plexitit. Angesichts der Tatsache, dass die Matriz A durch nur n? Koeffizienten darge-
stellt ist, ist dieser Rechenaufwand unerfreulich hoch.

2.3 Basic Linear Algebra Subprograms

Die bisher diskutierten Algorithmen fiir die Behandlung linearer Gleichungssysteme
konnen wir im Prinzip unmittelbar implementieren. Allerdings ist zu befiirchten, dass
diese Implementierung nicht besonders gut sein wird: Moderne Prozessoren bieten eine
Reihe von Ansatzpunkten fiir die Verbesserung der Laufzeit, beispielsweise durch die
Ausnutzung von Caches oder durch Vektorisierung.

Beispielsweise konnen auf einem Prozessor, der die Befehlssatzerweiterung |[AVX| un-
terstiitzt, bestimmte Rechenoperationen mit einem einzigen Befehl auf mehrere Einga-
bewerte angewendet werden, so dass sich bei dafiir geeigneten Algorithmen die Laufzeit
erheblich reduzieren lasst. Allerdings muss dafiir die Implementierung mafigeschneidert
werden, beispielsweise kann die Linearkombination y < ax + y mit £loat-Vektoren
durch

void
axpy (int n, float alpha, const float xx, float =xy)
{

_ m256 v_alpha;

int i;

v_alpha = _mm256_broadcast_ss (&alpha);

for (i=0; i+7<n; 1+=8)

14
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2.3 Basic Linear Algebra Subprograms

_mm256_store_ps (y+i,
_mm256_add_ps (_mm256_load_ps (y+i),
_mm256_mul_ps (v_alpha,
_mm256_load_ps (x+1))));
for(; i<n; i++)
y[i] += alpha * x[i];
}

unter optimalen Bedingungen um den Faktor acht beschleunigt werden. Allerdings
miisste diese Funktion fiir jede neue Prozessorarchitektur und eventuell sogar fiir jede
neue Generation derselben Architektur angepasst werden, um die optimale Geschwin-
digkeit zu erreichen.

Es wire ineffizient, wenn jeder Anwender der numerischen linearen Algebra dazu ge-
zwungen wére, ein tiefes Verstindnis der Hardware zu erwerben, auf der sein Programm
laufen soll. Deshalb hat man sich im Laufe der Jahre auf eine Sammlung grundlegender
Funktionen geeinigt, die klein genug ist, um es Hardware-Spezialisten zu ermdoglichen,
hoch optimierte Implementierungen fiir jede Prozessorgeneration zur Verfiigung zu stel-
len, aber auch allgemein genug, um die wichtigsten Algorithmen der linearen Algebra
ausdriicken zu kénnen. Diese Sammlung von Funktionen trigt den Namen Basic Linear
Algebra Subprograms, in der Regel abgekiirzt als BLAS.

BLAS-Funktionen erwarten, dass Vektoren und Matrizen in einer bestimmten Weise
dargestellt werden: Ein Vektor z € R™ wird durch

e seine Dimension n,
e cinen Zeiger x auf ein Array von £loat- oder double-Variablen und

e cin Inkrement incx

dargestellt. Der Eintrag x; ist dann in x [1i*incx] zu finden, wobei wir davon ausgehen,
dass die Numerierung C-typisch mit ¢ = 0 beginnt und mit ¢ = n — 1 endet.
Eine Matrix A € R™™ wird durch

e ihre Dimensionen n und m,
e cinen Zeiger A auf ein Array von £loat- oder double-Variablen und

e cine leading dimension 1dA

dargestellt. Dabei wird fiir die Ubersetzung der zweidimensionalen Indizes der Matrix
in die eindimensionalen Indizes des Arrays A die column-major-Anordnung verwendet,
der Eintrag a;; ist also in A[i+3x1dA] zu finden.

Diese Art der Darstellung bietet allerhand Vorteile:

e Indem wir Zeigerarithmetik verwenden, kénnen wir eine in der k-ten Zeile und
l-ten Spalte beginnende Teilmatrix B einer Matrix A durch B=A+k+1*1dA mit
unverinderter leading dimension 1dB=1dA darstellen. Sofern der fiir das Produkt
verwendete int-Typ nicht iiberlduft, gilt nach den Regeln der Zeigerarithmetik
B[i+j*1dB] = A[k+1l#x1dA+i+3+1dB] = A[ (k+i)+ (1+j)*1dA].

15



2 Lineare Gleichungssysteme

e In derselben Weise konnen wir einfach auf Spalten- und Zeilenvektoren einer Ma-
trix zugreifen. Die k-te Zeile ist beispielsweise durch x=A+k mit incx=1dA cha-
rakterisiert, da x[ixincx] = A[k+i*1dA] gilt. Die k-te Spalte erhalten wir
entsprechend durch y=A+k*1dA mit incy=1.

BLAS-Funktionen werden in drei Stufen (engl. levels) unterteilt: Level 1 enthélt Funktio-
nen, die mit Vektoren arbeiten, beispielsweise fiir die Berechnung einer Linearkombina-
tion oder eines Skalarprodukts. Level 2 enthélt Funktionen, die mit Matrizen und Vekto-
ren arbeiten, beispielsweise fiir die Berechnung der Matrix-Vektor-Multiplikation. Level
3 enthélt Funktionen, die mit Matrizen arbeiten, unter denen die Matrix-Multiplikation
die mit groflem Abstand wichtigste ist.

Funktionen hoherer Stufen kénnen in der Regel durch Funktionen niedrigerer Stufen
ausgedriickt werden, so dass beispielsweise eine optimierte Implementierung der Matrix-
Vektor-Multiplikation auch zu einer besseren Effizienz der Matrix-Multiplikation fithren
kann.

Fiir die Zwecke der Vorlesung kénnen wir uns auf eine Handvoll zentraler Funktionen
beschrénken.

Aus der ersten BLAS-Stufe [3] bendtigen wir die Funktion

void
axpy (int n, real alpha, const real *x, int incx,
real xy, int incy);

die einen Vektor x € R™ mit einem Skalar o € R multipliziert und zu einem zweiten
Vektor y € R™ addiert, also die Operation y < ax + y ausfiihrt.
Dariiber hinaus brauchen wir die Funktionen

real
nrm2 (int n, const real *x, int incx);

real

dot (int n, const real *x, int incx,
const real xy, int incy);

die die euklidische Norm
n 1/2
zll2 = <Z |in2>
i=1

eines Vektors x € R™ und das euklidische Skalarprodukt

n
(@,y) = miy,
=1

zweler Vektoren z,y € R™ berechnen.
Schliefllich erfordern einige Algorithmen noch die Funktion

void
scal (int n, real alpha, real *x, int incx);
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die einen Vektor z € R™ mit einem Skalar o € R multipliziert, also die Operation x < ax
ausfiihrt.
Aus der zweiten BLAS-Stufe [2] bendtigen wir die zentrale Funktion

void
gemv (bool trans, int n, int m,
real alpha, const real xA, int 1dA,
const real xx, int incx, real x*y, int incy);

die eine Matrix A € R™ ™ mit einem Vektor x € R™ und einem Skalar oo € R multipli-
ziert und das Ergebnis zu einem Vektor y € R™ addiert, also die Operation y < aAz+y
ausfiihrt, falls trans == false gilt.
Falls dagegen trans == true gilt, wird z € R™ mit o und der transponierten Matrix
A* multipliziert und zu y € R™ addiert, es wird also y < aA*z + y ausgefiihrt.
Dariiber hinaus ist beispielsweise fiir die Konstruktion der LR-Zerlegung die Funktion

void

ger (int n, int m, real alpha,
const real xx, int incx,
const real xy, int incy,
real *A, int 1dA);

sehr niitzlich, die das Produkt xy* € R™*™ zweier Vektoren z € R"™ und y € R™
mit o € R multipliziert und zu einer Matrix A € R™*™ addiert, also die Operation
A < axy* + A ausfiihrt. Hier ist xy* eine Abkiirzung fiir die durch

(xy™)ij = xiy;4 firallei € [1:n], j€[l:m]

definierte Matrix. Derartige Rang-1-Updates treten bei der Behandlung von Matrixglei-
chungen haufig auf.

Gelegentlich arbeiten wir mit symmetrischen Matrizen, also mit Matrizen, bei denen
a;; = aj; gilt. In diesem Fall bietet es sich an, nur Eintrége mit ¢ < j, also oberhalb der
Diagonalen, oder ¢ > j, also unterhalb der Diagonalen, zu speichern und zu bearbeiten,
da die anderen Eintrdge durch die Symmetriebedingung festgelegt sind und sich die
Rechenzeit im Idealfall halbieren lédsst. Dann benttigen wir allerdings eine Variante der
ger-Funktion, die nur Eintrdge ober- oder unterhalb der Diagonalen verdndert:

void

syr (bool upper, int n, real alpha,
const real xx, int incx,
real *A, int 1dA);

Falls upper gesetzt ist, wird nur der Anteil der Matrix mit ¢ < j verdndert, ansonsten
nur der mit ¢ > j. Hinzuaddiert wird die Matrix azz™*.

Aus der dritten BLAS-Stufe [I] benttigen wir nur eine einzige Funktion:

void

gemm (bool transA, bool transB,
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int n, int m, int k, real alpha,
const real *A, int 1dA,

const real B, int 1dB,

real beta, real *C, int 1dC);

Diese Funktion multipliziert eine Matrix A € R™* mit einer Matrix B € R*¥*™ und
einem Skalar « € R und addiert das Ergebnis zu einer Matrix C' € R™"*™_ die zuvor mit
B € R skaliert wurde. Es wird also die Operation C' < a«AB + SC ausgefiihrt.

Falls transA == true gilt, wird die Matrix A durch ihre Transponierte A* ersetzt.
Dann ist n die Anzahl der Spalten und k die Anzahl der Zeilen der Matrix A.
Falls transB == true gilt, wird entsprechend die Matrix B durch ihre Transpo-

nierte B* ersetzt. Dann ist m die Anzahl der Zeilen und k die Anzahl der Spalten der
Matrix B.

2.4 Programmieren mit BLAS

Um einen Eindruck davon zu gewinnen, wie man mittels BLAS Aufgaben der linearen
Algebra l6sen kann, diskutieren wir zunéchst, wie sich die beiden Funktionen der zweiten
Stufe mit Hilfe derer der ersten Stufe ausdriicken lassen.
Die Matrix-Vektor-Multiplikation (gemv, general matriz-vector multiplication) l&sst
sich in der Form
for (i=0; i<n; i++)
for (j=0; J<m; J++)
ylixincy] += alpha x A[i+jx1dA] * x[Jjxincx];
schreiben. Die innere Schleife ist dann das euklidische Skalarprodukt zwischen der i-ten
Zeile der Matrix und dem Vektor x, so dass wir mit der Stufe-1-Funktion dot zu
for (i=0; i<n; i++)
y[ixincy] += alpha % dot(m, A+i, 1dA, x, incx);
gelangen. Wenn wir die i- und die j-Schleife vertauschen, stellen wir fest, dass wir n
Linearkombinationen ausrechnen miissen, und das kénnen wir mit der Stufe-1-Funktion
axpy erledigen:
for (j=0; Jj<m; J++)
axpy(n, alpha * x[jxincx], A+jx1dA, 1, y, incy);
Auf einem Intel®-Prozessor des Typs Xeon®E3-1220 v5 bendtigt die erste Fassung
fiir eine Dimension von 16384 ungefihr 3,14 Sekunden, wihrend die zweite mit 0,20
Sekunden ungefihr sechzehnmal schneller ist.
Fiir diesen erheblichen Geschwindigkeitsunterschied gibt es mindestens zwei Ursachen:

e (Caching: Moderne Prozessoren greifen nicht direkt auf den Hauptspeicher zu, son-
dern nur auf einen kleinen und schnellen Hilfsspeicher, den Cache, der Kopien be-
stimmter Daten aus dem Hauptspeicher aufnimmt. Im Cache sind mehrere aufein-
ander folgende Adressen zu einer cache line zusammengefasst, und bei Zugriffen auf
den Hauptspeicher werden grundsétzlich nur vollstéindige cache lines tibertragen.
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Durch die column-major order, in der BLAS Matrizen darstellt, ist es deshalb sehr
glinstig, eine Matrix spaltenweise zu durchlaufen, weil dann alle Eintrige einer
cache line genutzt werden, wihrend es bei zeilenweiser Vorgehensweise nur ein
Bruchteil wére.

o Vektorisierung: Viele moderne Prozessoren enthalten Rechenwerke mehrfach,
so dass sie eine arithmetische Operation fiir mehrere Eingabewerte simultan
durchfithren kénnen (SIMD, single instruction, multiple data).

Die axpy-Operation ist dafiir gut geeignet, weil sich die Komponenten des Vek-
tors simultan addieren lassen. Bei der dot-Operation in unserem Beispiel hingegen
liegen die Daten so im Speicher, dass es fiir den Prozessor schwierig ist, die Re-
chenwerke auszulasten.

Auch bei der Funktion ger, die wir als

for (i=0; i<n; i++)
for (j=0; j<m; J++)
A[i+jx1dA] += alpha * x[ixincx] *x y[Jxincy];

schreiben konnen, ergeben sich je nach Anordnung der Schleifen zwei Varianten, die
diesmal beide mit axpy realisiert werden: Falls wir die j-Schleife durch axpy ersetzen,
erhalten wir

for (i=0; i<n; i++)
axpy (m, alpha * x[ixincx], vy, incy, A+i, 1dA);

wahrend wir bei der i-Schleife zu

for (3=0; Jj<m; J++)
axpy (n, alpha * y[Jxincy], x, incx, A+jx1dA, 1);

gelangen. Fiir die Dimension 16 384 bendétigt die erste Variante 3,31 Sekunden, wihrend
der zweiten 0,24 Sekunden geniigen. Auch in diesem Fall liasst sich der Geschwindig-
keitsgewinn mit der Vektorisierung und der giinstigeren Reihenfolge der Speicherzugriffe
erklaren.

Analog zu der iiberlegenen zweiten Fassung kénnen wir auch die Funktion syr reali-
sieren:

if (upper)
for (j=0; j<n; J++)
axpy (j+1, alpha * x[j*incx], x, incx, A+3x1dA, 1);
else
for (3=0; j<n; Jj++)
axpy (n—-j, alpha * x[j*incx], xt+j*xincx, incx,
A+j+3x1dA, 1);

Wir miissen daiir sorgen, dass jeweils nur ein Teil des Vektors = zu einem Teil der
Matrix A addiert wird. Falls die symmetrische Matrix durch ihren oberen Dreiecksanteil
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dargestellt wird, brauchen wir lediglich die Dimension in dem axpy-Aufruf anzupassen.
Fiir den unteren Dreiecksanteil miissen wir auch j zu den beiden Zeigern addieren.

Die Matrix-Multiplikation (gemm, general matriz-matriz multiplication) der dritten
Stufe kann entsprechend durch die Funktionen der zweiten Stufe ausgedriickt werden.
Nachdem wir die Skalierung mit 8 separat ausgefithrt haben, kénnte eine direkte Imple-
mentierung die Form

for (1i=0; i<n; i++)

for (3=0; j<m; Jj++)
for (1=0; 1<k; 1++)
Cl[i+j%x1dC] += alpha % A[i+1x1dA] » B[l+j*x1dB];

annehmen. Wenn wir die i-ten Zeilen der Matrizen A und C mit A;, und Cj, bezeichnen,
entsprechen die beiden inneren Schleifen der Matrix-Vektor-Multiplikation Cj, < Ciy +
A« B beziehungsweise der transponierten Gleichung C7, < C7, + aB*A},, die wir mit
gemv realisieren kénnen:

for (i=0; i<n; i++)
gemv (true, k, m, alpha, B, 1dB, A+i, 1dA,
C+i, 1dcC);

Eine zweite Variante erhalten wir, indem wir die beiden dufleren Schleifen tauschen,
also erst iiber j und dann iiber ¢ und ¢ iterieren. Dann entsprechen die beiden inneren
Schleifen der Matrix-Vektor-Multiplikation der j-ten Spalte B,; der Matrix B mit der
Matrix A, die wir wieder mit gemv ausdriicken kénnen:
for (j=0; j<m; Jj++)
gemv (false, n, k, alpha, A, 1dA, B+jx1dB, 1,
C+ix1dc, 1);

Fine dritte und letzte Variante ergibt sich, wenn wir die Schleife iiber ¢ nach auflen
ziehen. Die Schleifen iiber ¢ und j entsprechen dann einem Rang-1-Update, bei dem das
Produkt der ¢-ten Spalte A,y von A und der f-ten Zeile By, von B zu der Matrix C
addiert wird. Mit der Funktion ger erhalten wir

for (1=0; 1<k; 1++)
ger (n, m, alpha, A+lx1dA, 1, B+1l, 1dB, C, 1dC);

Bei einer Dimension von n = 2048 bendttigt die erste Variante 101,58 Sekunden, die
zweite nur 6,49 Sekunden und die dritte 6,10 Sekunden. Auch in diesem Fall lassen sich
die Unterschiede damit erkldren, dass bei der zweiten Variante jeweils auf aufeinander
folgende Speicheradressen zugegriffen wird und sich die einzelnen Linearkombinationen
mit Vektoroperationen beschleunigen lassen, wihrend diese Optimierungen bei der ersten
Variante nicht greifen.

Aufbauend auf den BLAS-Funktionen kénnen wir uns unserer urspriinglichen Aufgabe
widmen, ndmlich dem Losen linearer Gleichungssysteme. Der erste Schritt besteht darin,
die LR-Zerlegung zu berechnen, die nach unserer Herleitung fiir

_(an A (It (1 R
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auf die vier Gleichungen
air = liiria, Aty = 11 Rax, A1 = Laria, Awx — L Riy = Lys Ry

fithrt. Wie bereits erwahnt, setzen wir £1;7 = 1 und r1; = a11, so dass aus der zwei-
ten Gleichung Rj. = Aj. und aus der dritten L.,; = Aj./r11 folgen. Die Skalierung
der Teilmatrix A, konnen wir mit scal durchfithren. In der von BLAS-Funktionen
verwendeten Datenstruktur kénnen wir eine in der k-ten Zeile und Spalte beginnende
Teilmatrix A, per Zeiger-Arithmetik als A+k+k*1dA konstruieren. Die Subtraktion des
Produkts L, R4 kann dann die Funktion ger iibernehmen. Insgesamt erhalten wir den
folgenden Algorithmus:

void
lrdecomp (int n, real xA, int 1dA)

{
int k;

for (k=0; k<n; k++) {
scal (n-k-1, 1.0 / A[k+k*1dA], A+ (k+1)+kx1da, 1);
ger (n-k-1, n-k-1, -1.0,
A+ (k+1)+kx1dA, 1, A+k+(k+1)+1dA, 1dA,
A+ (k+1)+ (k+1) »1dA, 1dA);

}

Dieser Algorithmus berechnet die LR-Zerlegung der Matrix A in der in gegebenen
Form. Fiir eine Matrix der Dimension n = 2048 wird die Zerlegung auf dem erwdhnten
Xeon@®-Prozessor in 2,47 Sekunden berechnet, ben6tigt also ungefihr ein Drittel der
Zeit, die der Prozessor fiir die Matrix-Multiplikation per ger braucht.

Wenn uns die LR-Zerlegung zur Verfiigung steht, miissen wir vorwérts einsetzen, um
Ly = b zu 16sen, und riickwiéirts einsetzen, um schliellich aus Rx = y die Losung z zu
erhalten. Da L eine normierte untere Dreiecksmatrix ist, also ¢; = 1 fiir alle ¢ € [1 : n]
gilt, ist das Vorwértseinsetzen besonders einfach: Mit

o 611 o bl Y
(o) @) ()

erhalten wir
Y1 = bl/gll = by, L.y« = by — Ly,

und letztere Operation kénnen wir mit axpy ausfithren, so dass sich die folgende Imple-
mentierung ergibt:

void
lsolve (int n, const real *L, int 1dL, real =*b)

{
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int k;

for (k=0; k<n; k++)
axpy (n-k-1, -b[k], L+ (k+1)+kx1dL, 1, b+ (k+1), 1);
}
Hier gibt k& wieder die Zeile und Spalte an, in der die gerade aktuelle Teilmatrix von L
beginnt, so dass L,; ab L+ (k+1) +k*1dL im Speicher zu finden ist.
Fiir das Riickwértseinsetzen ergibt sich aus

R <R** R*n) ’ _ (y*> ’ . <x*> 7
T'nn Yn Tn
unmittelbar
Tn = Yn/Tnns R = Ys — Runy,
und letztere Operationen kann auch wieder mit axpy ausgefithrt werden. Insgesamt

nimmt unsere Implementierung die folgende Gestalt an:

void
rsolve (int n, const real xR, int 1dR, real xDb)

{
int k;

for (k=n; k-——>0; ) {
blk] /= R[k+kx1dR];
axpy (k, -b[k], R+kx1dR, 1, b, 1);

}
erhalten. Hier bezeichnet k die letzte Zeile und Spalte der gerade aktuellen Teilmatrix,
so dass R., ab R+k*1dR im Speicher liegt.
Bemerkung 2.11 (Riickwiirts zdhlende Schleife) Die Schleife

for (k=n; k——>0; ) {
V2 I
}

durchlauft die Werte n — 1 bis 0: Wir setzen zu Beginn zwar k auf n und priifen, ob es
echt groBer als 0 ist, aber danach wird es sofort mit dem Postdekrement-Operator um eins
reduziert. Dadurch arbeitet diese Schleife auch korrekt, falls k eine unsigned-Variable
ist und deshalb keine negativen Werte annehmen kann.

2.5 Block-Algorithmen

Algorithmen der BLAS-Stufe 3 sind von besonderem Interesse, weil bei ihnen der
Speicherbedarf quadratisch von der Dimension der Matrizen abhéngt, der Rechenauf-
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wand aber kubisch, bei groflen Matrizen werden also mit den Koeffizienten relativ viele
Rechenoperationen durchgefiihrt.

Diese Eigenschaft bietet uns die Moglichkeit, den Cache-Speicher moderner Prozesso-
ren auszunutzen. Haufig ist der Cache in einer Hierarchie organisiert, beispielsweise ist
der first-level cache relativ klein und sehr schnell und der second-level cache erheblich
grofler und langsamer. Bei Mehrkernprozessoren teilen sich die Prozessorkerne héufig
einen third-level cache, der grofler und langsamer als der second-level cache ist und mit
dem sich der Datenaustausch zwischen den Kernen beschleunigen lésst.

Die Caches sind so konstruiert, dass sie fiir Programmiererinnen und Programmierer
transparent sind, wir kénnen also Programme schreiben, ohne uns mit den Caches zu
beschéftigen. Allerdings werden diese Programme dann unter Umstdnden nicht allzu
schnell laufen.

Um die Caches gut ausnutzen zu koénnen, sollten wir wissen, wie sie arbeiten. Ein
moderner Cache ist in cache lines von einigen Bytes organisiert, beispielsweise 64 bei
gingigen Intel- oder AMD-Prozessoren. Bei einem Lesezugriff auf den Speicher wird ei-
ne cache line vollstindig aus dem Hauptspeicher in den Cache iibertragen. Bei einem
Schreibzugriff wird (sofern wir keine speziellen Maschinenbefehle verwenden) ebenfalls
eine cache line in den Cache iibertragen, dort modifiziert, und dann entweder sofort
(write-through cache) oder spéter (write-back cache) zuriick in den Hauptspeicher ge-
schickt. Da grundsétzlich immer vollstdndige cache lines {ibertragen werden, kann bei-
spielsweise ein Schreibzugriff auf ein einziges Byte dazu fithren, dass 64 Byte aus dem
Hauptspeicher gelesen, modifiziert, und dann wieder in den Hauptspeicher geschrieben
werden.

Entsprechend teilt sich eine double-Variable in einem Array jeweils eine cache line
mit sieben weiteren. Falls wir also auf im Speicher hintereinander liegende Variablen
zugreifen, kann der Cache besonders effizient arbeiten.

Da ein Cache in der Regel kleiner als der Hauptspeicher ist, miissen sich mehrere
Adressen einen Platz im Cache teilen. Die einfachste Variante ist der direct-mapped
cache, bei dem beispielsweise die niedrigsten Bits der Hauptspeicher-Adresse verwendet
werden, um die Cache-Adresse zu ermitteln. Bei dieser Vorgehensweise gehort offenbar
zu jeder Hauptspeicher-Adresse genau eine Cache-Adresse, und bei ungiinstig verteilten
Daten kann es geschehen, dass die Daten sich gegenseitig aus dem Cache verdringen,
obwohl sie noch hiufiger gebraucht werden konnten (sog. cache thrashing).

Dieses Problem losen assoziative Caches, bei denen zu jeder Hauptspeicher-Adresse
eine (iiblicherweise geringe) Anzahl von Cache-Adressen gehort. Die meisten heute in
Prozessoren eingesetzten Caches sind assoziativ.

Zugriffe auf den Hauptspeicher sind erheblich langsamer als Zugriffe auf den Cache:
Falls Daten im first-level cache sind, kénnen sie bei aktuellen Prozessoren binnen 4
Taktzyklen dem Prozessor zur Verfiigung stehen. Daten im second-level cache benstigen
je nach Architektur 11-21 Taktzyklen, fiir den third-level cache sind es 30-65. Ein Zugriff
auf den Hauptspeicher erfordert 167-195 Zyklen, also mehr als das Vierzigfache eines
Zugriffs auf den first-level cache.

Da der Cache automatisch verwendet wird, brauchen wir lediglich unsere Algorithmen
so zu organisieren, dass moglichst selten auf den Hauptspeicher zugegriffen werden muss,
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dass also einmal in den Cache transferierte Daten moglichst oft genutzt werden.

Im Kontext der linearen Algebra haben sich dabei Blockverfahren als attraktiv er-
wiesen: Wir behandeln nicht alle Koeflizienten einer Matrix einzeln, sondern fassen sie
zu Blocken zusammen, also etwas grofleren Teilmatrizen. Als Beispiel dient uns die LR-
Zerlegung einer Matrix A € R"*"™.

Wir wahlenm € Nund 0 = ap < a1 < ... < ay, = n. Nun setzen wird n,, := o, —ay_q
fir alle v € [1 : m] und definieren Teilmatrizen A,, € R™ "™ durch

(Avp)ij = oy _1+i,0p_1+i firallei e [1:n,], j€[l:n,], v,pe[l:m],
so dass
A - Ain
A= : .. :
Aml ot Amm

gilt. Mit den Dreiecksmatrizen L, R € R™*™ konnen wir entsprechend verfahren, um

L1y Rin -+ Rim

zu erhalten. Indem wir wie in die erste Zeile und Spalte des Produkts
An - A L1y Ru -+ Rim
Aut o Awn) \Lwt o Lo " Rom
untersuchen, ergeben sich die Gleichungen
An = L1 R,
A1 = LRy fiir alle v € [2: m],

Ay = L1 Ry, fir alle p € [2:m],
Az — LotRia -+ Ao — Lot Ry, Lo Roy -+  Rom

Am2 - LmlRIQ te Amm - Lmlle Lm2 T me Rmm

aus denen wir wieder ein rekursives Verfahren konstruieren kénnen, das in Abbildung
zusammengefasst ist.

Dieser Algorithmus ist allerdings unvollstdndig: Wir wissen zwar aus dem vorange-
henden Kapitel, wie sich die LR-Zerlegung L. Rxx = Axx berechnen liasst, wir miissen
aber auch wissen, wie sich die Systeme LRy, = Ay, und L, Ry, = A, 10sen lassen.

Die erste Aufgabe haben wir im Prinzip bereits gelost: Ly ist eine untere Dreiecksma-
trix, also kénnen wir einfach jede Spalte des Gleichungssystems per Vorwértseinsetzen
behandeln. Im Interesse der Effizienz verwenden wir dabei die Stufe-2-Funktion ger
anstelle der Stufe-1-Funktion axpy, die wir in 1solve benutzt haben:
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procedure block Irdecomp(var A);
for K =1 to m do begin
Berechne die Zerlegung Ly Ryrx = Agx;
for p € [k+1:m] do
Lose Ly Riy = Arps
for ve[k+1:m] do
Lose LyxRix = Aur;
for v,p € [k+1:m] do
Al/,u < Al/u - Lw{R/{,u
end

Abbildung 2.4: Berechnung der LR-Zerlegung A = LR mit einem Block-Algorithmus.

void
block_lsolve(int n, int m, const real *L, int 1dL,
real xB, int 1dB)

int k;

for (k=0; k<n; k++)
ger (n-k-1, m, -1.0, L+(k+1)+k«1dL, 1, B+k, 1dB,
B+ (k+1), 1dB);
}

Die zweite Aufgabe ist auf den ersten Blick neu: Die obere Dreiecksmatrix R, ist gege-
ben, und L, mit

wa Rm@ = Al/l‘{

ist gesucht. Anders als bisher steht die Dreiecksmatrix also auf der rechten Seite des
Produkts. Gliicklicherweise lésst sich das leicht dndern, indem wir die Gleichung trans-
ponieren. Wir erhalten

R L} = A}

KKTUVK VK)

und da die transponierte Matrix R}, wieder eine untere Dreiecksmatrix ist, kénnen wir
auch dieses System durch spaltensweises Vorwiértseinsetzen behandeln.

In der konkreten Implementierung wére es natiirlich unattraktiv, die transponierten
Matrizen tatsédchlich explizit zu konstruieren und dafiir Speicher anzufordern. Stattdes-
sen wenden wir den Algorithmus block_1solve direkt auf die transponierten Matrizen
an, tauschen also lediglich Zeilen und Spalten.

Da R, keine normierte Dreiecksmatrix ist, miissen wir die Division durch das Dia-
gonalelement beriicksichtigen, die sich fiir eine ganze Spalte mit der Stufe-1-Funktion
scal realisieren lésst:

void
block_rsolve_trans (int n, int m, const real *R, int 1dR,
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real *B, int 1dB)
int k;

for (k=0; k<n; k++) {
scal(m, 1.0/R[k+kx1dR], B+k=*1dB, 1);
ger (m, n-k-1, -1.0, B+kx1ldB, 1, R+k+(k+1l)*1dR, 1dR,
B+ (k+1) «x1dB, 1dB);

}

Nun stehen uns alle benétigten Funktionen zur Verfiigung, um die blockweise LR-
Zerlegung zu realisieren. Die Hilfsgroflen «p, ..., oy, konstruieren wir dabei mittels
a, =nuxn/m, um eine moglichst einheitliche Grofle der Matrixblocke zu erreichen. Die
Regeln der ganzzahligen Division in der Sprache C sorgen dabei dafiir, dass ag = 0 und
a;, = n gelten, solange der verwendete int-Typ nicht bei der Berechnung des Produkts
nuxn iiberlduft. Wir erhalten die folgende Implementierung:

void
block_lrdecomp (int n, int m, real %A, int 1dA)
{

int i, 3j, k;

int oi, oj, ok, ni, nj, nk;

for (k=0; k<m; k++) {
ok = n * k / m;
nk = n x (k+1) / m — ok;
lrdecomp (nk, A+ok+okx1dA, 1dA);

for (j=k+1; Jj<m; Jj++) {
oj =n * j / m;
nj =n * (J+1) / m - o3j;
block_1lsolve(nk, nj, A+ok+okx1dA, 1dA,
At+ok+ojx1dA, 1dAa);
block_rsolve_trans(nk, nj, A+ok+okx1dA, 1dA,
A+oj+ok*1dA, 1dA);

for (j=k+1; Jj<m; Jj++) {
oj =n * j / m;
nj =n * (J+1) / m - o3j;
for (i=k+1; i<m; 1i++) {
ol =n * 1 / m;
ni =n x (i+l) / m - oi;
gemm(false, false, ni, nj, nk, -1.0,
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A+oi+okx1dA, 1dA, A+ok+ojx1dA, 1dA,
1.0, A+oi+oj*1dA, 1dA);

}

Auf dem Xeon®-Prozessor benétigt die konventionelle LR-Zerlegung 1 rdecomp fiir eine
Matrix der Dimension n = 4 096 ungeféihr 22 Sekunden, wihrend die blockweise Version
mit m = 32 (also Blocken mit 128 x 128 Koeffizienten) weniger als 9 Sekunden erfordert.
Beide Varianten berechnen dabei exakt dieselbe Zerlegung, der einzige Unterschied ist
die Reihenfolge der Speicherzugriffe.

2.6 Parallelisierung

Die heute iiblichen Prozessoren zerlegen die Laufzeit eines Programms in Takte und
fiihren in jedem Takt eine bestimmte, iiblicherweise relativ geringe, Anzahl von Befeh-
len aus. Damit gibt die Taktfrequenz den Ausschlag fiir die Geschwindigkeit, mit der
Programme ausgefiithrt werden.

Wiéhrend im 20. Jahrhundert jede neue Generation von Prozessoren eine deutliche Stei-
gerung der Taktfrequenz brachte, wachsen die Frequenzen im 21. Jahrhundert nur lang-
sam, teilweise sinken sie sogar wieder. Eine Ursache sind physikalische Beschrénkungen:
Falls wir davon ausgehen, dass ein Prozessor einen Durchmesser von einem Zentimeter
hat, kann selbst ein sich mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzendes Signal diese Strecke
nur ungefahr 30 Milliarden mal pro Sekunde zuriicklegen, damit ist 30 GHz die absolu-
te Obergrenze fiir die erreichbare Taktfrequenz. Gemessen daran, dass das Signal auch
eine gewisse zeitliche Dauer aufweisen muss, ist die heute bei Hochleistungsprozesso-
ren iibliche Frequenz von 3 bis 4 GHz vermutlich nahe an dem praktisch erreichbaren
Maximum.

Um trotzdem die Rechenleistung weiter steigern zu konnen, ist man deshalb dazu
libergegangen, Programme auf mehrere Prozessoren zu verteilen. Fiir diesen Ansatz hat
sich der Begriff der Parallelisierung eingebiirgert, teilweise auch der prézisere der Ne-
benldufigkeit.

Rechner mit mehreren unabhéngigen Prozessoren sind allerdings relativ aufwendig
und damit kostspielig. Deshalb sind als Kompromisslosung heute Mehrkernprozessoren
im Kinsatz, bei denen mehrere aus Steuer-, Recheneinheiten und lokalen Caches be-
stehende Prozessorkerne sich einen weiteren Cache teilen und mit dem Hauptspeicher
und den Peripheriegeriiten iiber eine gemeinsame Schnittstelle verbunden sind. Derartige
Prozessoren konnen in relativ einfachen Hauptplatinen eingesetzt werden, bieten aber
die Rechenleistung eines Mehrprozessorsystems. Da sich allerdings alle Prozessorkerne
dieselbe Schnittstelle fiir den Hauptspeicher teilen miissen, kann es vorkommen, dass
manche Programme diese Rechenleistung nicht voll nutzen kénnen, weil sie nicht schnell
genug die notigen Daten aus dem Speicher erhalten.

Mehrkernprozessoren fiir allgemeine Aufgaben werden in der Regel so gestaltet, dass

27



2 Lineare Gleichungssysteme

alle Prozessorkerne eine gemeinsame Sicht auf den Speicher teilen (,,shared memory®).
Falls also ein Kern einen Wert in den Speicher schreibt, sorgen geeignete Kommunikati-
onsprotokolle dafiir, dass alle anderen Kerne davon in Kenntnis gesetzt werden. Dadurch
entsteht ein gewisser Mehraufwand, dem allerdings eine erhebliche Vereinfachung der
Programmierung gegeniiber steht.

Um die im Rahmen eines Programms zu leistende Rechenarbeit auf die Prozessorker-
ne verteilen zu kénnen, miissen wir dem Rechner mitteilen, welche Aufgaben parallel
ausgefithrt werden kénnen und welche voneinander abhéngig sind. Ein etablierter Stan-
dard dafiir ist OpenMP, eine Erweiterung der Programmiersprache C, die einige fiir die
parallele Programmierung erforderliche Konzepte ergénzt.

Ein OpenMP-Programm ist unterteilt in Threads, also Folgen von Befehlen, die von
Prozessorkernen ausgefiihrt werden. Jeder Thread verfiigt dabei iiber einen eigenen Be-
fehlszdhler und {iber lokale Variablen, kann allerdings auch frei auf den Speicher zugrei-
fen, um mit anderen Threads geteilte Datenstrukturen zu manipulieren.

Das Programm beginnt mit einem einzelnen Thread, der die Funktion main ausfiihrt.
Um Arbeit auf mehrere Prozessorkerne zu verteilen, kann jeder Thread weitere Threads
anlegen, indem er einen parallelen Abschnitt erreicht. Bei dem Eintritt in einen solchen
Abschnitt wird ein Team von Threads angelegt, und alle Threads des Teams bearbeiten
die Befehle des Abschnitts nebenldufig. Damit eine sinnvolle Arbeitsteilung moglich ist,
konnen die Threads entscheiden, unterschiedliche Befehle auszufiihren.

Wenn alle Threads das Ende des Abschnitts erreicht haben, werden sie beendet und
der urspriingliche Thread fiihrt die folgenden Befehle aus.

OpenMP verwendet die #pragma-Direktive des C-Compilers, um seinen Befehlsum-
fang zu erweitern. Dabei gilt die Konvention, dass ein Compiler, der OpenMP nicht
unterstiitzt, diese Direktive einfach ignoriert. OpenMP ist so konzipiert, dass auch in
diesem Fall das Programm noch ein korrektes Verhalten zeigen wird, es wird eben nur
nicht parallel ausgefiihrt werden.

Parallele Abschnitte werden mit der Direktive #pragma omp parallel angelegt,
die beispielsweise wie folgt eingesetzt werden kann:

int
main (int argc, char xxargv)

{

int 1i;
i = 0;

#pragma omp parallel

{
i++;

return 1i;
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In diesem Programm wird die Anweisung i++ von allen Threads des Teams ausgefiihrt,
der parallele Abschnitt erstreckt sich von der zweiten 6ffnenden geschweiften Klammer
bis zu deren schlieBendem Gegenstiick.

Man koénnte erwarten, dass dieses Programm die Anzahl der Threads im Team zuriick
gibt. Tatsdchlich kann es jedes Ergebnis zwischen eins und der Anzahl der Threads
zuriick geben, weil nicht sicher gestellt ist, dass ein Thread mit der Verédnderung der
gemeinsam genutzten Variable i fertig ist, bevor andere sie lesen.

Falls alle Threads die Variable lesen, bevor ein anderer sie veréindern konnte, werden
alle den Wert null erhalten, um eins erhthen, und eins in den Speicher schreiben.

OpenMP bietet verschiedene Moéglichkeiten, um dieses Problem zu losen. Die einfach-
ste besteht darin, die Anweisung mit der Direktive #pragma omp atomic als atomar,
also unteilbar, zu kennzeichnen. Dann sorgt der Prozessor dafiir, dass kein Prozessor-
kern die Variable verdndern kann, wihrend ein anderer sie bearbeitet. Allerdings lassen
sich nur wenige Anweisungen als atomar kennzeichnen, so dass diese Losung nur einge-
schréankt niitzlich ist. Dariiber hinaus kann sie abhéngig von der verwendeten Prozessor-
architektur sehr ineffizient arbeiten.

FEine erheblich flexiblere, aber auch langsamere, Losung besteht darin, kritische
Abschnitte mit der Direktive #pragma omp critical zu definieren. Dann stellt
OpenMP sicher, dass sich jeweils nur ein Thread in einem solchen Abschnitt befindet,
so dass er ungestort Datenstrukturen modifizieren kann.

Erheblich besser ist es natiirlich, wenn wir solche Konflikte von Anfang an vermeiden
konnen, und bei Operationen aus der linearen Algebra sind wir gliicklicherweise oft
dazu in der Lage. Ein einfaches Beispiel ist die Realisierung der axpy-Funktion: Auf
jede Komponente des Ergebnisvektors wird nur einmal lesend und einmal schreibend
zugegriffen, und es gibt keine Wechselwirkungen zwischen den Komponenten.

Fiir solche giinstigen Situationen bietet OpenMP die Direktive #pragma omp for,
die eine unmittelbar auf die Direktive folgende for-Schleife auf alle Threads des aktu-
ellen Teams verteilt:

void
axpy (int n, real alpha, const real *x, int incx,
real xy, int incy)

int i;

#fpragma omp parallel
{

#pragma omp for
for (1i=0; i<n; i++)
ylixincy] += alpha x x[i*incx];

}

Da relativ hiufig nur eine einzige £or-Schleife zu parallelisieren ist, konnen die Direktive
#pragma omp parallel fiir das Anlegen des parallelen Abschnitts und die Direkti-
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ve #pragma omp for fiir die Verteilung der for-Schleife zu einer einzigen Direktive
zusammengefasst werden:

void
axpy (int n, real alpha, const real *x, int incx,
real xy, int incy)

int i;

#pragma omp parallel for
for (i=0; i<n; 1i++)
ylixincy] += alpha * x[i*incx];

}

Dieser Zugang ist emfehlenswert, falls in der Schleife ausreichend viele Iterationen an-
fallen und darf nur angewendet werden, falls die Anzahl der Iterationen von Anfang
an fest steht. Fiir das axpy-Beispiel geniigt er also, fiir aufwendigere Aufgaben wie die
Block-Matrix-Multiplikation oder die Block-LR-Zerlegung sind flexiblere Konstruktio-
nen gefragt.

Ein sehr attraktives Konzept sind die mit Version 3.0 des OpenMP-Standards ein-
gefiihrten Tasks, insbesondere seit in Version 4.0 des Standards die Moglichkeit ein-
gefithrt wurde, Abhéngigkeiten zwischen Tasks definieren zu koénnen.

FEin Task ist dabei eine Folge von Befehlen, die von irgendeinem Thread ausgefiihrt
werden kann. Wir kénnen also die zu 16sende Aufgabe in kleinere Teilaufgaben zerlegen
und diese Teilaufgaben durch das Laufzeitsystem in moglichst giinstiger Weise auf die
verfiigbaren Threads verteilen lassen.

Als erstes Beispiel kann die blockweise Matrix-Multiplikation dienen:

#pragma omp parallel
#pragma omp single
{
for (k=0; k<m; k++) {
ok = n * k / m;
dk n * (k+1) / m - ok;

for (i=0; i<m; i++) {
ol =n *« 1 / m;
di = n x (i+1) / m - oi;

for (j=0; Jj<m; J++) {
oj =n *x 3/ m;
dj = n % (j+1) / m - o7;

#pragma omp task depend(inout: Cloit+tojx1dC]), \

firstprivate(di, dj,dk,o0i, o], ok)
gemm (false, false, di, dj, dk,
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alpha, A+oi+ok*1dA, 1da,
B+ok+ojx1dB, 1dB,
beta, C+oitojx1dC, 1dC);

}

Wie bereits bekannt, wird mit #pragma omp parallel ein paralleler Abschnitt mit
einem Team von Threads angelegt. Die Direktive #pragma omp single sorgt dann
dafiir, dass die £or-Schleifen nur von einem einzigen Thread ausgefithrt werden. Dieser
Thread legt nun mit #pragma omp task Tasks fiir jeden Aufruf der gemm-Funktion
an, und dieses Tasks werden durch das OpenMP-Laufzeitsystem auf die anderen Threads
des Teams verteilt.

Jeder Task kann iiber lokale Variablen verfiigen. Das Schliisselwort firstprivate
erlaubt es uns, eine Kopie einer gemeinsam genutzten Variablen anzulegen, die den Wert
erhélt, den sie zu dem Zeitpunkt der Erzeugung des Tasks hatte. In unserem Beispiel
ist das wichtig, um dafiir zu sorgen, dass die korrekten Werte der sich verdndernden
Schleifenvariablen verwendet werden.

Da wir nicht wissen, wie OpenMP die Tasks verteilen wird, insbesondere welche Tasks
gleichzeitig bearbeitet werden, konnte es passieren, dass mehrere Threads gleichzeitig
schreibend auf dieselbe Teilmatrix des Ergebnisses zugreifen wollen. Wie schon in unse-
rem ersten Beispiel konnte das zu fehlerhaften Ergebnissen fiihren.

Dieses Problem lésst sich elegant 16sen, indem wir mit dem Schliisselwort depend
Abhéngigkeiten zwischen Tasks definieren. Ist eine Variable mit in oder inout markiert,
kann der Task erst ausgefiihrt werden, wenn alle vorigen Tasks abgeschlossen wurden,
bei denen sie mit out oder inout markiert ist.

In unserem Fall legen wir fest, dass der erste Eintrag C [oi+oj+1dC] des Blocks (i, 7)
sowohl als Ein- als auch als Ausgabe eines Tasks deklariert wird. Alle Tasks, die vorher
auf diesen Eintrag zugreifen, miissen abgeschlossen sein, bevor der neue Task beginnen
kann. Da die Blocke in unserem Beispiel disjunkt sind, sind damit auch alle anderen
Eintrage des Blocks vor Stérungen sicher.

Solange die Anzahl der Blocke grof3 genug ist, gibt es auch mit dieser Abhéngigkeit
noch genug Arbeit, die auf Threads verteilt werden kann. Auf einem Vierkernprozessor
des Typs CoreT™i7-3820 reduziert sich die Rechenzeit fiir die Matrix-Multiplikation von
26 Sekunden auf 6,2 Sekunden, die Laufzeit wird also tatsédchlich um einen Faktor von
ungefihr vier reduziert.

Wir kénnen die auf Tasks basierende Parallelisierung auch verwenden, um etwas kom-
pliziertere Algorithmen wie die blockweise LR-Zerlegung zu behandeln. Die bereits fertig
gestellten Blocke der Zerlegung verwenden wir dabei nur als in-Abhéngigkeiten, damit
sie als Eingabedaten fiir mehrere Tasks gleichzeitig verwendet werden kénnen.

#pragma omp parallel
#pragma omp single

{
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for (k=0; k<m; k++) {
ok = n x k / m;
dk = n * (k+1) / m - ok;

#pragma omp task depend(inout: A[ok+okx1dA]l), \
firstprivate (dk, ok)
lrdecomp (dk, A+ok+okx1dA, 1dA);

for (j=k+1; Jj<m; Jj++) {
oj =n * j / m
dj n x (j+1) / m - oj;

#pragma omp task depend(in: A[ok+ok*1dA]l), \
depend (inout: A[ok+ojx1dAl), \
firstprivate (dk,dj, ok, 073)
block_1lsolve (dk, dj, A+ok+okx1dA, 1dA,
A+ok+oj*x1dA, 1dA);

#pragma omp task depend(in: A[ok+okx1dA]),\
depend (inout: A[oj+tokx1dA]l) \
firstprivate (dk,dj, ok, 073)
block_rsolve_trans(dk, dj, A+tok+okx1ldA, 1dA,
A+oj+ok*1dA, 1dA);

for (j=k+1; j<m; J++) {
oj =n * 3/ m
dj n * (j+1) / m - o7j;

for (i=k+1; i<m; 1i++) {
ol =n * 1 / m;
di = n % (i+l) / m - oi;

#pragma omp task depend(in: A[oi+okx1dA]l, \
Alok+tojx1dAl), \
depend (inout: A[oi+oj*x1dAl), \
firstprivate(di, dj, dk,o0i, o3, ok)
gemm (false, false, di, dj, dk,
-1.0, A+oi+okx1dA, 1dA, A+ok+ojx1dA, 1dA,
1.0, At+toit+ojx1ldA, 1dAa);
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2.7 Maschinenzahlen und Rundungsfehler

Die meisten reellen Zahlen lassen sich in einem Computer nicht exakt darstellen: Die
Menge der reellen Zahlen ist unendlich, und ein Computer bietet nur endlich viel Spei-
cherplatz. Deshalb werden solche Zahlen durch Maschinenzahlen angenihert. Ein weit
verbreiteter Standard fiir solche Zahlen ist IEEE 754-1989, bei dem Zahlen im Wesent-

lichen in der Form .
z=0b" dp
/=0

mit dem Vorzeichen o € {—1,1}, dem Exponenten e € [-2""! — 22"~ — 1] und den
Ziffern dy, ..., dn, € [0 : b — 1] dargestellt werden.

Die Menge der darstellbaren Zahlen ist durch die Basis b € N>g, die Mantissenlinge
m € N und die Ezponentengrdfie r festgelegt.

Der IEEE-Standard verwendet als Basis grundsétzlich b = 2 und normalisiert die
Zahl, sorgt also fiir dy = 1, damit der Exponent e eindeutig festgelegt ist und kein Platz
fiir fiihrende Nullen verschwendet wird. Das ist bei allen Zahlen mit Ausnahme der Null
moglich, so dass fiir die Null ein spezieller Code vorgesehen wurde.

Jede reelle Zahl l&sst sich in der Form

o0
T = ob° Z deb~"
=0

mit wunendlich vielen Ziffern (dy)j°, darstellen, und indem wir die Summe nach
dem m-ten Term abschneiden, kénnen wir eine Maschinenzahl Z definieren, die =z
approximiert. Diesen Algorithmus koénnen wir etwas modifizieren, etwa indem wir
kaufménnisch runden. Insgesamt gehort zu jeder Menge von Maschinenzahlen M, .

eine Kiirzungsabbildung
fl: R — My b,

die jeder reellen Zahl eine Naherung in der Menge M,,, 3, - der Maschinenzahlen zuordnet.

Da der Exponent e abhingig von der Zahl x gew#hlt werden kann, und damit die
Position des ,Kommas“, fallen IEEE-Maschinenzahlen in die Kategorie der Gleitkom-
mazahlen (engl. floating point numbers). Der im Vergleich zu Festkommazahlen (bei
denen der Exponent immer derselbe ist und deshalb nicht abgespeichert werden muss)
erheblich hohere Schaltungsaufwand ist dadurch gerechtfertigt, dass Gleitkommazah-
len eine gewisse relative Genauigkeit erreichen: Mit der Zahl epaen = 27™ 1 gilt (bei
kaufménnischem Runden)

|z — fl(2)| < €mach| 7] fiir alle x € R,

solange |z| nicht so grofl oder so klein wird, dass der Exponent e nicht mehr dargestellt
werden kann.

Dieser Eigenschaft ist es zu verdanken, dass wir mit Gleitkommazahlen sowohl sehr
grofle als auch sehr kleine Werte handhaben kénnen, beispielsweise sowohl die Abstédnde
zwischen Himmelskorpern als auch die zwischen Atomen.
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Wann immer wir im Computer Rechenoperationen ausfiihren, miissen die Ergebnis-
se grundsétzlich durch Maschinenzahlen dargestellt werden, so dass beispielsweise die
,echten“ Grundrechenarten durch

roy=1fz+y), zoy=flz-y), zoy=1iy), zoy=~i(z/y)

ersetzt werden. Es entstehen also Rundungsfehler, die je nach Aufgabenstellung und
Programm das Ergebnis der Berechnung erheblich verfilschen kénnen.

Besonders kritisch kann dabei die Fehlerfortpflanzung sein: Ein Fehler in einem Zwi-
schenergebnis beeintrichtigt alle folgenden Rechenoperationen. Bei ungiinstig gestellten
Aufgaben kann das Ergebnis dadurch vollig unbrauchbar werden.

Als Beispiel untersuchen wir die Matrizen

1

-1 1
L .= = _ fiir allen e N

-1 -+ -1 1

und die Gleichungssysteme

LMWz — | fir alle n € N

«

mit einer Zahl o € R, die keine Maschinenzahl ist, sich aber durch & = fl(«) approxi-
mieren lésst.

Als akademisches Beispiel nehmen wir an, dass keine weiteren Rundungsfehler auftre-
ten, dass wir also die Systeme

joN

LWEr) = | fir alle n € N
!
exakt auflosen konnen. In der Praxis werden selbstverstdndlich weitere Fehler wihrend
des Losungsvorgangs hinzu kommen, aber das koénnen wir zur Vereinfachung ver-
nachléssigen.

Da wir es mit einem linearen Gleichungssystem zu tun haben, erfiillen die Fehler
e := (M — (") die Gleichungssysteme

LMWeM = | fir alle n € N
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mit € := & — a. Diese Systeme kénnen wir durch Vorwiértseinsetzen auflosen: Wir haben

= e sowie im Fall n > 1 auch

also folgen unmittelbar egn)

(n)

€ 2¢
L= . | =
e%”) 2¢

(n—1)

Infolge der Linearitéit besitzt dieses Gleichungssystem die Losung 2e , so dass wir

insgesamt

e — <2e(76‘_1)> fiir alle n € N>

erhalten. Der Fehler ist also von der Gestalt

e — | 4de fiir alle n € N.

Obwohl die Matrizen L(™ und die rechten Seiten auf den ersten Blick sehr ,, gutartig® aus-
sehen, wird der Fehler € wiahrend des Vorwiértseinsetzens exponentiell verstérkt, so dass
schon bei n = 100 und IEEE-Gleitkommazahlen doppelter Genauigkeit kein brauchbares
Ergebnis mehr zu erwarten ist.

2.8 Konditionszahl

Es ist sinnvoll, sich Gedanken dariiber zu machen, woran es liegt, dass sich manche
Gleichungssysteme ,,gutartig” gegeniiber Rundungsfehlern und sonstigen Stérungen ver-
halten und andere nicht.

Ein erster Schritt bei der Untersuchung dieses Phénomens ist es, sich dariiber Ge-
danken zu machen, wie wir Fehler iiberhaupt messen kénnen. ZweckméBig sind dafiir
Normen, die einem Element x eines R-Vektorraums V eine nicht-negative Zahl ||z|| € R>g
zuordnen. Eine Norm ist durch die folgenden drei Eigenschaften charakterisiert:

r=0 < |z|| =0 fiir alle x € V, (2.10a)
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2 Lineare Gleichungssysteme

|lazx|| = || ||z fir allez € V, a € R, (2.10b)
lz +yll < Iz + [yl fiir alle z,y € V. (2.10c)

Typische Beispiele fiir Normen auf V' = R" sind
e die Mazimumnorm (oder ¢>°-Norm)

|2||cc = max{|z;| : ¢ €[1:n]} fiir alle z € R", (2.11a)

e die Manhattan-Norm (oder ¢'-Norm)

n
[y = |l fiir alle z € R" (2.11b)
=1

e und die euklidische Norm (oder ¢£*>-Norm)

n 1/2
l|lz]|2 = (Z \x2]2> fiir alle x € R™. (2.11¢)
i=1

Wir konnen Normen als ,Lingenmafl“ fiir Vektoren interpretieren, beispielsweise
korrespondiert die euklidische Norm nach dem Satz von PYTHAGORAS mit unserem
alltdglichen Abstandsbegriff.

Um zu untersuchen, wie sich die Norm eines Vektors z € R™ \ {0} veréndert, wenn
wir ihn mit einer Matrix A € R™*™ multiplizieren, bietet es sich an, das Verhéltnis

[ Az|
]

zu untersuchen. Dieses Verhéltnis wird in der Regel von x abhéngen, so dass wir das
Maximum betrachten sollten, um eine verléssliche Schranke fiir die durch die Matrix A
verursachte ,,Langenédnderung® zu erhalten. Dieses Maximum bezeichnen wir mit

Izl ey {0}} fiir alle A € R™". (2.12)

]

[|A|| ;= max {

Es ldsst sich relativ einfach nachrechnen, dass wir mit dieser Definition eine Norm auf
dem Raum R™*™ der Matrizen erhalten. Diese Norm nennen wir die von der Vektornorm
| - || induzierte Matriznorm.

Die von ||+ |leos || - [|[1 und || - ||2 induzierte Matrixnormen bezeichnen wir ebenfalls mit
| lloo, || - ||t und || - |2, da jeweils aus dem Kontext klar wird, ob die Vektornorm oder
die Matrixnorm gemeint ist.

Die wichtigste Eigenschaft der induzierten Matrixnorm ist, dass sie mit der Vektor-
norm vertrdaglich ist, dass also

|Az| < ||A]l ||z]] fiir alle A € R™*", z € R" (2.13)
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2.8 Konditionszahl

gilt, wie sich leicht anhand der Definition nachpriifen lasst. Aus dieser Ungleichung ergibt
sich unmittelbar die Submultiplikativitit

IAB| < | All|1B]| fiir alle A, B € R"™™. (2.14)

Aus dieser Figenschaft in Kombination mit der geometrischen Summenformel

> 1
E qmzli fiir alle ¢ € R mit |¢| < 1
—dq

m=0

wiederum ergibt sich die folgende Aussage iiber die NEUMANNSsche Reihe:

Satz 2.12 (Neumannsche Reihe) Sei X € R™*" eine Matriz mit || X || < 1. Dann ist
I — X invertierbar und es gelten

X = (- x)! I
> Xm={-37, N

Falls wir also die Identitdt moderat stéren, erhalten wir wieder eine invertierbare
Matrix und kénnen sogar deren Norm abschétzen.

Nun konnen wir uns der Empfindlichkeit linearer Gleichungssysteme gegeniiber
Storungen widmen.

Satz 2.13 (Storungen linearer Gleichungssysteme) Seien Matrizen A, A € R
und Vektoren b,b € R™ gegeben. Wir nehmen an, dass Lisungen x,xz € R™ der Glei-
chungssysteme

Az = b, Az =1
gegeben sind. Falls A invertierbar ist und

JATH A - A <1

gilt, ist auch A invertierbar. Falls b # 0 gilt, haben wir

lz -z _ (1Al IIA‘1H~ 16— b N |A— A .
=] T 1-(A-1 (A= A)| ] | Al

Beweis. Sei A invertierbar. Wir definieren X := I — A=A und stellen
IX[[ =11 - AT Al = AT (A - 4)|| <1
fest. Also diirfen wir Satz [2.12] anwenden, um zu folgern, dass
I-X=A714

invertierbar ist, also auch A.
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2 Lineare Gleichungssysteme

Indem wir die Vertrédglichkeit (2.13|), die Submultiplikativitdt (2.14]) sowie die Ab-
schitzung (2.15) ausnutzen, erhalten wir schlieflich

I-X)z-%)=A"A(z—7) = A YAz + (A— A)z — b)
— AN b—b+ (A— A)x),
r—T=I-X)""A'b—b+ (A— A)),

- A = =
r—7|| < ——(|[b=0|| + ||A — Al ||z
o = < 25 (1 =B+ 14— Al el
JA=Y (o] =
< Az|| + |A — Al ||z
A (et + 1 - g

[ T
< LA + 1A = Aff [l]
L= {IXIA llol

ANA7Y (llb =0l | |A-A
I E H(H I, ’)qu.

1 =[] X]] 1] 1A]l

Aus b # 0 folgt = # 0, so dass wir auf beiden Seiten der Gleichung durch ||z|| dividieren
konnen, um die gewiinschte Abschéitzung zu erhalten. ]

Fiir die Verstiarkung des relativen Fehlers der rechten Seite b und der Matrix A ist
also in erster Linie die Konditionszahl

K(A) = Al 1A7Y]

der Matrix A entscheidend. Wegen

- 7 Sy 1A= A4 [EE
A YA - A <A ||A7Y ”7 =r(A)——F—
1A= < IA[ A= T4 (4) T4l
nimmt die Aussage des Storungssatzes die Form
A FRE—nreT (”bwgub” * HAHQHAH> 210
L= #(A) "

an, die die Bedeutung der Konditionszahl deutlich macht.

2.9 QR-Zerlegung

Wie wir in gesehen haben, ist damit zu rechnen, dass die Konditionszahl x(A)
einen entscheidenden Einfluss auf die Verstarkung von Rundungsfehlern hat.

Wenn wir das Gleichungssystem Az = b mittels der LR-Zerlegung 16sen, 16sen wir
tatsdchlich die Systeme

Ly =0b, Rx =y,
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2.9 QR-Zerlegung
so dass den Konditionszahlen k(L) und x(R) eine grofle Bedeutung zukommt. Mit Hilfe
der Submultiplikativitét (2.14]) erhalten wir

R(A) = [ANATH = ILRIIRTLTH < LI IR IRTHILT = s(L)s(R),

aber leider nicht die umgekehrte Abschiatzung, so dass die beiden Faktoren L und R
erheblich groflere Konditionszahlen als die urspriingliche Matrix aufweisen kénnen.

Es wire glinstiger, wenn wir eine Faktorisierung finden koénnten, die die Konditi-
onszahl unverdndert lasst. Dreieckszerlegungen leisten das im Allgemeinen nicht, aber
orthogonale Zerlegungen schon.

Definition 2.14 (Transponierte Matrix) Sei A € R™*™. Die durch
bij = aj; fiir alle i € [1:m], j € [1:n]

definierte Matrizx B € R™*" bezeichnen wir als die Transponierte der Matriz A und
schreiben sie als A* := B (in der Literatur gelegentlich auch als AT).

Definition 2.15 (Orthogonale Matrix) Fine Matriz QQ € R™™ nennen wir isome-
trisch, falls Q*Q = 1 gilt.

Eine isometrische Matrix Q) € R™™

nennen wir orthogonal, falls n = m gilt.

Offenbar ist fiir jede isometrische Matrix @@ € R™ ™ die transponierte Matrix Q* eine
Linksinverse, also muss () insbesondere injektiv sein.

Falls Q € R™™™ orthogonal ist, handelt es sich um eine injektive lineare Abbildung von
R™ nach R™, die nach Dimensionssatz auch surjektiv sein muss. Also ist die Linksinverse
auch eine Rechtsinverse und es gilt

Q'=0Q* fiir alle orthogonalen @ € R™*".

Thren Namen verdienen sich isometrische Matrizen mit ihrer besonderen Beziehung zu
der EUKLIDischen Norm

n 1/2
zll2 = (Z \iﬁz|2> fiir alle x € R".
i=1
Diese Norm ergibt sich aus dem EUKLIDischen Skalarprodukt
n
(T,y)2 = szyz fiir alle z,y € R"
i=1

mittels der Gleichung
lzll2 = /(z,x)2 fiir alle z € R™.
Transponierte Matrizen stehen in enger Beziehung zu dem Skalarprodukt, es gilt ndmlich

(x, By)a = (B*x,y)2 fir alle Be R™™, z € R", y e R™. (2.17)
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2 Lineare Gleichungssysteme

Wenn nun @ € R™*™ eine isometrische Matrix ist, erhalten wir

|zll2 = v/ (2, 2)2 = V(Q*Qu,z)2 = \/(Qu,Qx)2 = [|Qx[2  fiir alle z € R",  (2.18)

isometrische Matrizen lassen also die EUKLIDische Norm unverandert. Ein Blick auf die
Definition ([2.12)) der induzierten Matrixnorm fiithrt sofort zu der Gleichung ||Q||2 = 1.

Definition 2.16 (QR-Zerlegung) Sei A € R™™. Sei Q € R™™ eine orthogonale
Matriz und R € R"™™ eine rechte obere Dreiecksmatrixz. Falls

A=QR (2.19)
gilt, nennen wir das Paar (Q, R) eine QR-Zerlegung der Matriz A.

Eine QR~Zerlegung weist in Hinblick auf die Konditionszahl erheblich bessere Eigen-
schaften als eine LR-Zerlegung auf: Sei (@, R) eine QR-Zerlegung einer invertierbaren

Matrix A € R™*"™. Wegen ([2.18) gelten

||A||2:max{||AxH2 : xER"\{O}}zmax{'QR% : xeR”\{O}}

]2 ]2
Rz

][

max{ |

47 = mac { 142l =l ser\ (0 —max {9y ey gy
\
S

reR" {0}} — Rl

||c!§/~z”2u RO —max{ g < veR\ (0]}

[P P
[12[l2

max

max

R\ {0}} — B,
so dass wir

r2(A) = Al A7 2 = [RI2IR 2 = m2(R),  #2(Q) = [Ql21Q ]2 =1

erhalten. Die QR-Zerlegung fiithrt also zu keiner Verschlechterung der von der EU-
KLIDischen Norm induzierten Konditionszahl.
Auch eine QR-Zerlegung kénnen wir verwenden, um lineare Gleichungssysteme zu
losen: Es gilt
Az =b <= QRx=b < (Qy=bA Rz =vy),

und wegen Q7' = @Q* konnen wir y = Q*b direkt berechnen und dann das System
Rx = y wie gehabt durch Riickwirtseinsetzen losen.

Es stellt sich die Frage, ob wir zu einer gegebenen Matrix A € R™*™ eine QR-Zerlegung
praktisch konstruieren kénnen. Als Inspiration kénnen wir die LR-Zerlegung heran zie-
hen: In ihrem ersten Schritt wenden wir eine linke untere Dreiecksmatrix L; an, um
dafiir zu sorgen, dass in der ersten Spalte der neuen Matrix L; A alle Eintrage unter-
halb der Diagonalen verschwinden. Anschlieffend verfahren wir entsprechend mit den
verbliebenen Spalten.
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2.9 QR-Zerlegung

Falls wir also eine orthogonale Matrix @1 € R™™ finden konnen, die in der ersten
Spalte der Matrix Q1A alle Eintrige unterhalb der Diagonalen eliminiert, kénnten wir
analog vorgehen. Ein guter Ansatz sind Householder-Spiegelungen der Form

vu*

Qu=1-2 (2.20)

v*v
fiir einen Vektor v € R™ \ {0}, bei denen wir im Interesse einer kompakten Schreibweise
den Vektor v € R” in der naheliegenden Weise mit der Matrix v € R™*! identifizieren
und v*v € R mit dem Skalar (v,v)s = |Jv]|3.

Wegen (vv*)* = vv* haben wir

* *

Qo= (1=220 ) (1= 2% ) = m g% gV g0y
v * v*

)
v*v v*v v (v*v)? vk vtu

also sind Householder-Spiegelungen tatséchlich orthogonal.

Wir miissen allerdings noch iiberpriifen, dass wir tatséchlich eine Householder-
Spiegelung finden konnen, die Eintrége unterhalb der Diagonalen eliminiert. Wir
bezeichnen dazu die erste Spalte der Matrix A mit

Unsere Aufgabe besteht darin, einen Vektor v € R™ \ {0} so zu finden, dass

(%

0
Qua = ad =

0
mit einem geeigneten o € R gilt, denn dann sind alle Koeffizienten der ersten Spalte a
unterhalb der Diagonalen eliminiert.
Wir setzen die Definition der Householder-Spiegelung ein und erhalten
vt (v, a)2

a=a—2v

|
5= Qua=a-—2
wW=Qua=a-20 TollZ

ad—a=—2 <’U,a22‘
[vll3
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2 Lineare Gleichungssysteme

Wir sehen, dass wir auf der rechten Seite den Vektor v mit einem beliebigen Faktor
A € R\ {0} multiplizieren kénnen, ohne die Gleichung zu verédndern, denn dann tritt
sowohl im Zihler als auch im Nenner A? # 0 auf, und beide Terme heben sich auf. Also
konnen wir in unserer Gleichung ebenfalls den Skalierungsfaktor streichen und erhalten

a— ad =v.

Wir miissen nur noch « bestimmen. Da ||a|ls = [|@Quall2 = ||ad||2 = |a gilt, bleibt uns
nur die Wahl a € {||a||2, —||al|2}, die zu

a1 — ||allz a1+ |all2
a2
v=a-—|a]|20 = : oder v =a+ |al20 =

an Gn

fiihrt. Um Rundungsfehler moglichst gering zu halten, empfiehlt es sich, das Vorzeichen

von « so zu wihlen, dass es mit dem von —a; iibereinstimmt, also als @ = —sgn(ay)||al|2.
Es folgt
ar + sgn(ai)l|al2 —sgn(an)||all
as 0
v = . ; Quva = ad =
an 0

Fiir unseren Algorithmus benétigen wir auch die Norm des Vektors v, die wir mittels

lol* = (v, v)2 = (a + sgn(ar)all2d, a + sgn(a1)|all20)2

= [lal3 + 2sgn(ar)l|allzar +sgn(ar)?||all3 = 2([lall3 — aar)

einfach aus der Norm des Vektors a und seinem ersten Element gewinnen konnen, so
dass die Householder-Spiegelung die Form

vo* . . 2 1
— = I —T1ovv mit T = 5 = 3
v*u vl llallz — cas

QU:I_2

annimmt. Eine QR-Zerlegung einer beliebigen Matrix lésst sich dann mit dem folgenden
Algorithmus konstruieren:

e Berechne ||al|2.
e a <« —sgn(ay)lalls, 7+ 1/(|al|} — aay), v < a — ad.

_ (@ Bl*
oB(—QvA—<0 B**>'

e Wende den Algorithmus auf die Teilmatrix B, an.
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2.9 QR-Zerlegung

Ein Sonderfall ist dabei zu beriicksichtigen: Falls a = 0 ist, erhalten wir v = 0, so
dass wir nicht durch [[v||3 dividieren kénnen. In diesem Fall sind allerdings schon alle
Koeffizienten des Vektors a gleich null, so dass es egal ist, welchen Householder-Vektor
wir wihlen. Die einfachste Wahl ist v = §. Alternativ konnen wir in diesem Fall auch
darauf verzichten, iiberhaupt eine Spiegelung anzuwenden.

Bemerkung 2.17 (In-place-Darstellung) Auch im Fall der QR-Zerlegung konnen
wir mit einem Trick die Matriz A direkt mit der QR-Zerlegung tberschreiben. Da die
Skalierung der Householder-Vektoren keine Rolle spielt, konnen wir dafir sorgen, dass
v1 = 1 gilt, so dass wir die erste Komponente eines Householder-Vektors jeweils nicht
abzuspeichern brauchen.

Dann kénnen wir die Matrix R wie gehabt im rechten oberen Dreiecksteil der Matrix
abspeichern und die Householder-Vektoren (ohne ihre erste Komponente) unterhalb der

Diagonalen. Wenn wir mit oW 0™ die Householder-Vektoren bezeichnen, erhalten
wir
ail ai2 -+ Qln 1T riz 0 Tin
. O A
a1 Q22 a2n, Uy 22 2n
A= =1 .
1
Anl Ap2 - Gpp U1(7, ) bna - bun
T T2 e T1ln
(1) .
Vg ' T22 T2n
(1) (n—1)
Up, e Uy Tnn

Um unnétige Arbeit bei der Berechnung der Faktoren m; = 2/||[v®||3 zu sparen, bietet es
stch natirlich an, diese Faktoren zusdtzlich abzuspeichern.

Bemerkung 2.18 (Blockvariante) Auch bei der QR-Zerlegung sind wir natirlich
daran interessiert, BLAS-Funktionen der Stufe 8 zu verwenden, um eine mdglichst hohe
Effizienz zu erreichen.

Dieses Ziel konnen wir erreichen, indem wir mehrere Householder-Spiegelungen
zusammenfassen: Seien vy,...,vr € R™\ {0} und m,...,7 € R gegeben, die die
Householder-Spiegelungen Q,, = I — Tvev; definieren. Wir konstruieren fiir alle
¢ € [1: k] Matrizen Wy € R™¢ und V, € R™* mit

QU@ o 'Qv1 =1- Wf‘/f*

Fiir £ = 1 ist diese Aufgabe einfach zu ldsen, indem wir W1 = vim und Vi = vy setzen,
wobei wieder Vektoren aus R™ mit Matrizen aus R™*! identifiziert werden.

Wenn wir fir ein £ € [1: k — 1] die Matrizen Wy und Vy konstruiert haben, erhalten
wir mat

QWH sz T QUI = sz+1 (I - WEVZ*) =1- TZ+1UK+1UZK+1 - QW+1 WZVZ*
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2 Lineare Gleichungssysteme

V*
=1- (QWHWZ Te+1w+1) <vzf )
+1

die Gleichungen

W1 = (Ques We - Te410041) Vigr = (Vi veg)

Wir brauchen also lediglich die neue Householder-Spiegelung Q,., auf die bisherige
Matriz Wy anzuwenden und jeweils eine Spalte hinzu zu fligen, um die neuen Matrizen
Wiy und Vpyr1 zu erhalten.

Wenn uns Wy und Vi, vorliegen, kénnen wir die k Householder-Spiegelungen auf eine
komplette Matriz A anwenden, indem wir erst die Hilfsmatriz B := V' A und dann das
Update A + A—W;. B mit der Funktion gemm berechnen. Dafiir bendtigen wir zwar etwas
zusdtzlichen Speicher, gewinnen aber unter Umstdnden erheblich an Geschwindigkeit.
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3 Iterationen

Nicht alle Aufgabenstellungen fithren zu linearen Gleichungssystemen, die sich mit den
im vorigen Kapitel diskutierten Methoden behandeln lassen.

Bei den meisten nicht-linearen Gleichungen ist es nicht mehr moglich, die exakte
Losung in einer endlichen Anzahl von Operationen zu ermitteln: Nach dem Satz von
ABEL-RUFFINI existieren beispielsweise Polynome fiinften Grades, deren Nullstellen sich
nicht durch Wurzelausdriicke darstellen lassen. Also kénnen diese Nullstellen auch nicht
durch Grundrechenarten und Wurzeloperationen ermittelt werden.

In derartigen Situationen kommen Iterationsverfahren zum Einsatz, die eine Folge
von Niherungslosungen konstruieren, die hoffentlich schnell gegen die exakte Losung
konvergieren. Indem wir nach einer gewissen Anzahl von Iterationen abbrechen, kénnen
wir eine beliebig genaue Approximation der Lésung erhalten.

3.1 Eigenwertprobleme

Als einfiihrendes Beispiel untersuchen wir eine Verallgemeinerung der bisher betrachteten
linearen Gleichungssysteme: Wir suchen nach einem Eigenwert einer Matrix A € R™*"™
also nach einer Zahl A € R derart, dass ein Vektor e € R™ \ {0} mit

Ae = e (3.1)

existiert. Ein solcher Vektor heifit Figenvektor zu der Matrix A und dem Eigenwert .
Die Gleichung (3.1)) ist offenbar dquivalent zu

(M — A)e = 0.

Falls AI — A injektiv wére, also invertierbar, wiirde aus dieser Gleichung bereits e = 0
folgen, aber Eigenvektoren miissen ungleich null sein.

Also ist A genau dann ein Eigenwert, wenn die Matrix A\l — A nicht invertierbar ist.
Eine Matrix ist genau dann nicht invertierbar, wenn ihre Determinante gleich null ist,
also sind die Eigenwerte gerade die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

pa: R = R, A det(AT — A).

Daraus ergibt sich beispielsweise, dass die Matrix

=5

keine reellen Eigenwerte besitzt, da das charakteristische Polynome pa(\) = A%+ 1 keine
reellen Nullstellen besitzt.
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Die Matrix

=)

besitzt genau einen Eigenwert A\ = 1, da das charakteristische Polynom pa()\) = (A —1)?
eine doppelte Nullstelle besitzt.
1 10
a=(g )

SchlieBlich besitzt die Matrix
die zwei Eigenwerte Ay = 1 und A2 = 2, die die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms pa(A) = (A — 1)(A — 2) sind.

Bemerkung 3.1 (Begleitmatrix) Das charakteristische Polynom einer Matrix A €
R™ ™ 4st immer ein Polynom n-ten Grades, bei dem der n-te Koeffizient gleich eins
ist. Umgekehrt lisst sich mit dem LAPLACEschen Entwicklungssatz zeigen, dass fiir ein
Polynom

q(z) = by + bz + boz® 4+ ...+ bp_12" L+ 2"

die FROBENIUS-Begleitmatrix

0 0 0 —by
1 0 0 —b
B:=10 1 " : —b
: : .0 :
0 -+ 0 1 —=bp

gerade pp = q erfillt.

Die Suche nach Eigenwerten einer Matrix und die nach den Nullstellen eines Poly-
noms sind also dquivalente Aufgaben. Der Satz von ABEL und RUFFINI besagt, dass es
Polynome fiinften Grades gibt, deren Nullstellen sich nicht durch die Grundrechenarten
und Wurzelfunktionen ausdriicken lassen.

Da typische Prozessoren fiir Gleitkommazahlen in der Regel nur die Grundrechenar-
ten und einige spezielle Operationen wie die Approximation der Quadraturwurzel un-
terstiitzen, haben wir keine Chance, die Nullstellen eines solchen Polynoms mit endlich
vielen Operationen zu berechnen. Dementsprechend kann es auch keinen Algorithmus
geben, der die Eigenwerte einer beliebigen Matrix in endlich vielen Operationen berech-
net.

Bei derartigen Aufgabenstellungen kénnen uns Iterationsverfahren helfen: Statt direkt
die Losung zu berechnen, zielen sie lediglich darauf, eine vorliegende N#éherungslosung
zu verbessern.

Ein Beispiel fiir diese Vorgehensweise ist die Vektoriteration, auch als die VON-MISES-
Iteration bekannt. Angenommen, wir kennen Eigenwerte Ay, ..., A\, € R mit zugehorigen
Eigenvektoren eq, ..., e, € R"\ {0} einer Matrix A € R™*". Wir gehen von dem Vektor

13(0):€1+62+...—|—6n
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aus und multiplizieren mit A, um weitere Vektoren
M) = Ag(m) fiir alle m € Ny (3.2)
zu konstruieren. Da e, ..., e, Eigenvektoren sind, gilt
2 = Az = Ae; + Aes + ...+ Aen = Mer + Ao + ... + Anen,
und mit einer einfachen Induktion erhalten wir
2 = XNPep + \P'eg + ...+ Alep fiir alle m € Ny.
Falls nun einer der Eigenwerte im Betrag grofier als der andere ist, falls beispielsweise
Al > [l = gl = o = Al

gilt, bedeutet diese Gleichung, dass sich fiir grofles m der Anteil des ersten Eigenvektors
ey gegeniiber allen anderen ,,durchsetzen® wird.

Damit beschreibt die Gleichung bereits ein erstes einfaches Iterationsverfahren
flir die Approximation eines Eigenvektors.

Diese Fassung ist allerdings nicht praxistauglich: Falls |[A| > 1 gilt, wird die Norm
der Vektoren z(™ im Zuge der Iteration immer weiter wachsen, bis die fiir ihre Dar-
stellung verwendeten Gleitkommazahlen iiberlaufen und wir kein brauchbares Resultat
mehr erhalten. Falls dagegen |A1| < 1 gilt, wird die Norm so lange schrumpfen, bis in
der Gleitkommazahldarstellung auf null abgerundet wird und wir ebenfalls kein Ergebnis
finden, mit dem wir etwas anfangen kénnen.

Beide Probleme lassen sich gliicklicherweise einfach 16sen: Da wir lediglich einen Ei-
genvektor suchen, kénnen wir in jedem Schritt des Verfahrens die Vektoren so skalieren,
dass Uber- und Unterlauf vermieden werden, beispielsweise indem wir dafiir sorgen, dass
die Vektoren immer Einheitsvektoren beziiglich einer geeigneten Norm bleiben:

) = Ag(m) (3.3a)

2D = D) /|| zm+D)) fiir alle m € Ny. (3.3b)

Damit haben wir einen Algorithmus gefunden, bei dem wir darauf hoffen diirfen, dass
er ,nach unendlich vielen Schritten“ einen Eigenvektor finden wird. Selbstverstandlich
wollen wir nicht unendlich lange warten, also bietet es sich an, die Iteration abzubrechen,
sobald eine hinreichend genaue Néherung gefunden wurde.

Im Prinzip koénnten wir dazu die Norm

| Az™ — Az

verwenden: Falls sie gleich null ist, ist ("™ ein Eigenvektor. Falls sie hinreichend klein
ist, lisst sich zeigen, dass (™) in einem geeigneten Sinn immer noch eine gute Nitherung
darstellt.

Leider kennen wir in der Praxis A; héufig nicht, so dass wir uns mit einer weiteren
Naherung behelfen miissen. Gliicklicherweise ist es relativ einfach, aus einer Naherung
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procedure vectorit(A, ¢, var x);
T+ Aux;
A (2, @)/ (@, 2)2;
while || — Az|| > ¢|A\| do begin
z < z/|z];
3? +— Ax;
A (2, )/ (x,x)o
end

Abbildung 3.1: Vektoriteration

z(™) des Eigenvektors e; zu einer Niherung A1 des Eigenwerts A1 zu gelangen: Da e ein
Eigenvektor ist, gelten

Aer = Meq,
(e1, Aer)e = Ai{er, e1)a,
<61,A€1>2 — )\
—— = A1,
(e1,€1)2

so dass fiir einen ezakten Eigenvektor e; der exakte Eigenwert A\; mit Hilfe des links
stehenden Quotienten rekonstruiert werden kann.
Dieser RAYLEIGH-Quotient lésst sich selbstverstéandlich auch fiir alle anderen von null
verschiedenen Vektoren definieren, so dass wir
<l‘, Aﬂ?>2

Ap(z) = = fiir alle z € R™ \ {0}
(x, )9

erhalten. Indem wir z(" einsetzen, gewinnen wir genéherte Eigenwerte. Die resultierende
praktisch einsetzbare Vektoriteration ist in Abbildung zusammengefasst.

Dabei ist das Abbruchkriterium gerade so gew#hlt, dass bei Verwendung der euklidi-
schen Norm eine relative Genauigkeit von = garantiert wird. Auf den Beweis dieser
Aussage verzichten wir an dieser Stelle.

Ein grofler Vorteil der Vektoriteration besteht darin, dass die Matrix A nicht explizit
vorzuliegen braucht, denn der Algorithmus muss nur dazu in der Lage sein, sie mit einem
Vektor zu multiplizieren.

Das eroffnet uns sehr weitreichende Moglichkeiten, den Algorithmus speziellen Anfor-
derungen anzupassen.

Eine der wichtigsten Modifikationen ist die inverse Iteration, die es uns erlaubt, be-
liebige Eigenwerte zu behandeln: Wir wahlen einen Shift-Parameter p € R und stellen
fest, dass

Ae=Xe < (A—pul)e=(\—p)e

gilt. Die Eigenwerte der Matrix A — pf sind also gegeniiber denen der Matrix A um p
,verschoben“, daher der Name.
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procedure invit(A, u, €, var x);
y — Ax;
A (x,y>2/~<x,x>2; B
while ||y — Az|| > ¢|\| do begin
Lose (A — pul)x = x;
x4z /[|z;
Yy« Ax;
A <£L',y>2/<l',!lf>2
end

Abbildung 3.2: Inverse Iteration mit Shift u

Falls 4 kein Eigenwert ist, ist A — pl invertierbar und wir erhalten

1
A—p

Ae=Mde <= (A—pule=(\—ple <= (A—ul) te= e.

Jedem Eigenwert A\ der Matrix A ist also ein Eigenwert ﬁ der Matrix (A — ul)~!
zugeordnet, und zu beiden gehort derselbe Eigenvektor.

Insbesondere ist der betragsgrofite Eigenwert der Matrix (A — pul)~! gerade derjenige,
fiir den |\ — p| minimal ist. Indem wir die Vektoriteration auf (A4 — ul)~! statt A
anwenden, erhalten wir demnach eine Iteration, die denjenigen Eigenwert approximiert,
der dem fast beliebig wdihlbaren Shift-Parameter p am néchsten liegt:

g = (A — ) (™), (3.4a)

gD = gmt1) /) z0m+1) fiir alle m € No. (3.4b)

Bei der Implementierung empfiehlt es sich, die Multiplikation eines Vektors mit der
Inversen (A — pI)~! durch das Losen eines Gleichungssystems zu ersetzen, da letzteres
in der Regel erheblich effizienter und weniger anfillig gegeniiber Rundungsfehlern ist.
Der Algorithmus ist in Abbildung dargestellt.

Der gewiinschte Eigenvektor wird sich um so schneller durchsetzen, je kleiner der
Abstand des zugehorigen Eigenwerts zu dem Shift-Parameter p ist.

Falls uns a priori keine hinreichend genauen Informationen {iiber die Lage des
gewiinschten Eigenwerts vorliegen, empfiehlt es sich, den Shift-Parameter automatisch
durch den Algorithmus wéhlen zu lassen. Da wir hoffen diirfen, dass sich im Zuge der
Iteration immer bessere Ndherungen des Eigenvektors ergeben werden, bietet es sich an,
nicht nur einmal zu Beginn der Iteration den Shift-Parameter zu ,raten*, sondern alle
paar Schritte oder sogar in jedem einzelnen Schritt unsere Schéitzung zu verbessern.

Da wir wissen, dass der RAYLEIGH-Quotient eine Ndherung eines Eigenwerts ermittelt,
falls wir eine Naherung eines Eigenvektors einsetzen, ist er der naheliegende Kandidat:
Die RAYLEIGH-Iteration berechnet in jedem Schritt des Verfahrens einen neuen Shift-
Parameter p(™ = A4(z(™) und fiihrt dann einen Schritt der inversen Iteration mit
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diesem Shift durch:

pm D = () Az M)y, (M) g (m)y, (3.5a)
T (4 ) [y Lym). (3.5D)
2D = it || FmA) fiir alle m € Ny. (3.5¢)

Diese Iteration hat den Vorteil, dass sie sehr schnell eine hohe Genauigkeit erreicht, falls
unser Anfangsvektor eine passable Néherung eines Eigenvektors ist. Ist er es nicht, kann
die Iteration sich dagegen chaotisch verhalten.

Es kann sich daher durchaus lohnen, zunichst einige Schritte der inversen Iteration
mit festem Shift-Parameter durchzufithren, um einen brauchbaren Anfangsvektor fiir die
Rayleigh-Iteration zu erhalten.

Bemerkung 3.2 (Callback-Funktionen) Alle in diesem Abschnitt diskutierten Al-
gorithmen bendtigen die Matrixz A nicht explizit: Es geniigt, wenn uns Funktionen zur
Verfiigung stehen, die A mit einem Vektor multiplizieren und ein lineares Gleichungssy-
stem mit der Matriz A — ul ldsen.

Deshalb kann es sich lohnen, die Algorithmen so zu implementieren, dass sie die Ma-
triz A als Instanz eines abstrakten Datentyps behandeln, der lediglich die beiden fiir uns
relevanten Funktionen anbietet.

SEchte“ objektorientierte Programmiersprachen wie Java und C++ bieten dafiir geeig-
nete Sprachkonstrukte. In C kinnen wir uns mit Funktionszeigern behelfen, so definiert
etwa

typedef void
(xraddeval_func) (real alpha, wvoid +*A,
const real =*x, real =*y);

einen Typ addeval_func, der Funktionen reprdasentiert, die die Parameter alpha, A,
x sowie v aufnehmen. FEine Variable

addeval_func my_addeval;,
zeigt dann auf eine Funktion, die in der Form
my_addeval (alpha, A, x, V);

aufgerufen werden kann. Wir kénnen also unseren Implementierungen der drei Iterati-
onsverfahren einfach Zeiger auf Funktionen als Parameter tibergeben, die die bendtigten
Funktionen ausfiihren.

Fiir eine wvollbesetzte Matriz A in der von BLAS verwendeten Array-Darstellung
konnte diese Funktion wie folgt realisiert werden:

typedef struct {
int rows;
int cols;

real +A;
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3.2 Konvergenz der Vektoriteration*

int 1d;
} amatrix;

void
addeval_amatrix (real alpha, const amatrix +A,
const real #*x, real *y)

gemv (false, A->rows, A->cols, alpha, A->A, A->1d,
x, 1, y, 1);

int
main ()
{
amatrix *A;
JE . xS/
addeval_func my_addeval = (addeval_func) addeval_amatrix;
JE . xS
my_addeval (alpha, A, x, V);
SE . x/
}

Bei der Zuweisung der Funktion addeval_amatrix an die Variable my_addeval
muss dabei explizit der Typ angepasst werden, da addeval_amatrix im zweiten Argu-
ment einen Zeiger auf eine amatrix erwartet, wihrend addeval_func einen void-
Zeiger verwendet.

Bei dem Aufruf von my_addeval ist keine explizite Typumwandlung erforderlich, da
der Zeiger A automatisch in einen void-Zeiger konvertiert wird.

3.2 Konvergenz der Vektoriteration®

Eine zentrale Frage bei allen Iterationsverfahren ist die nach der Konvergenz, also danach,
wie schnell sich die Iterationsvektoren der Losung nédhern.

Bei Eigenwertproblemen ergibt sich eine Komplikation dadurch, dass Eigenvektoren
nicht eindeutig bestimmt sind, denn sie kénnen mit einem von null verschiedenen Skalie-
rungsfaktor multipliziert werden, ohne die Eigenvektor-Eigenschaft zu verlieren. Es gibt
also keinen eindeutig bestimmten Eigenvektor zu einem gegebenen Eigenwert.

Dieses Problem kénnen wir elegant 16sen, indem wir Konvergenzaussagen fiir den
Winkel zwischen dem Iterationsvektor und dem Eigenvektor formulieren. Wir definieren
Cosinus, Sinus und Tangens zwischen zwei von null verschiedenen Vektoren durch

cos Z(z,y) = M, sin Z(z,y) == \/1 — cos? Z(z,y),
[ l2llyll2
in /

tan Z(z,y) = sinZ(z,y) fir alle z,y € R™ \ {0}.

cos Z(x,y)
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3 Iterationen

Da der Winkel zwischen zwei Vektoren von der Skalierung der Vektoren unabhingig ist

(Skalierungsfaktoren kiirzen sich jeweils heraus), konnen wir uns fiir die Konvergenzana-

lyse auf die einfache Vektoriteration ohne Normierung der Vektoren beschréanken.
Eine erste Konvergenzaussage konnen wir fiir Diagonalmatrizen formulieren:

Lemma 3.3 (Vektoriteration fiir Diagonalmatrizen) Seien Aj,..., A\, € R mit
(Al = A2l = oo = (A

gegeben, sei
A1

-D = . . Y
An
und sei 61 := (1,0,...,0) € R™ der erste kanonische Einheitsvektor.

Falls cos Z(x(o), 01) > 0 gilt, erfillen die Iterationsvektoren der Vektoriteration, ange-
wendet auf die Matriz D, die Abschitzung

tan Z(x(m), 0) < (RZD tan é(x(o), 51) fiir alle m € N.
1

Beweis. Sei (0 € R™ mit tan Z(z(?),6;) # 0 gegeben.
Aus der Voraussetzung folgt

2] = (@), 61)9] £ 0

und wir erhalten

(m) 2 (m) 2
COSQZ(IL’(m),él): |<$ (7?1)22‘ _ |.%'1 l =,
[0 S ot
n (m)i2 _..(m))2 n (m)2
sin? Z (2™, 6)) =1 — cos? Z(z(™, ;) = Do o _ 2j—zlr; |
| 7 S R S (2™
j=11%7 j=1 145
2 (m) s N ’$(~m)!2
2 (m) _ s Z(x'\™),01)  Zuj=21%y .
tan 4(33 751) - cos2 Z(.%'(m),él) - |1‘§m)‘2 fiir alle m € Ny.

Sei m € Ny. Da wir wegen der Skalierungsinvarianz der Winkel die einfache Vektorite-
ration (3.2]) betrachten, haben wir

DO D L i

tan? Z(z™,6,) = tan® Z(D™2®), 6)) =

e T e
om n $(~0)2 2m
(PN = T e tan? /(2 6,),
|1 1272 Al
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3.2 Konvergenz der Vektoriteration*

und unsere Behauptung folgt, indem wir die Wurzel ziehen. ]

Diagonalmatrizen sind nun keine besonders interessante Anwendung, da sich bei ih-
nen alle Eigenwerte und Eigenvektoren einfach ablesen lassen. Allerdings lisst sich die
Aussage unseres Lemmas elegant auf symmetrische Matrizen verallgemeinern, indem wir
das folgende Resultat aus der linearen Algebra verwenden:

Satz 3.4 (Hauptachsentransformation) Sei A € R™™" eine symmetrische Matriz,
es gelte also A = A*.
Dann existieren eine orthogonale Matrixz Q@ € R™™ und eine Diagonalmatrix

A1
D=
An
mit |A1] > |A2| > ... > |A\,| und

A=QDQ".

Wir konnen also jede symmetrische Matrix so ,,drehen®, dass sie zu einer Diagonalma-
trix wird. Da orthogonale Matrizen das Skalarprodukt und die Norm unveréndert lassen,
folgt aus Lemma [3.3] unmittelbar das folgende allgemeinere Ergebnis:

Folgerung 3.5 (Vektoriteration) Sei A € R™*"™ eine symmetrische Matriz, es gelte
also A = A*. Seien A\1,...,\n € R und die Matrizen Q,D € R™ "™ wie in Satz
gegeben. Dann ist e; := Q1 ein Eigenvektor zu dem betragsgrifsten Eigenwert \1.

Falls cos Z(z9),e1) > 0 gilt, erfiillen die Iterationsvektoren der Vektoriteration die
Abschdtzung

tan Z(z™, e1) < (;i\ﬁ}) tan Z(z(, e1) fiir alle m € Np.
1

Beweis. Zunéchst halten wir fest, dass
Aer = QDQ*Q01 = QD6 = \MQd1 = Aieq

gilt, so dass e; in der Tat ein Eigenvektor fiir den Eigenwert A; ist.
Wir definieren

) = Q*g(m) fiir alle m € Ny
und stellen fest, dass
Z(m+1)

= Q* 2™t = Q* A2 = Q* AQz™ = Dz (™) fiir alle m € Ny

gilt, dass also die Vektoren (Z(™))2°_ sich aus der Vektoriteration fiir die Diagonalmatrix
D ergeben.
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Da @ eine orthogonale Matrix ist, haben wir dank (2.17)) die Gleichungen

(# e1)y = (QT™ Q61)s = EF™,Q*Q61)o = (™, 61)a,

[ o = (/{atm), wtm)y = \/(@0m), 5m), = 307, fiir alle m € No,
so dass wir mit Lemma [3.3 unmittelbar
)\ m
tan Z(2™, e;) = tan Z(2™, §;) < (;D tan Z(Z©, 6,)
1
_ (RN (2 fiir all N
= tan Z(x'" eq) iir alle m € Ny
erhalten. m

Damit steht uns — zumindest fiir den Fall symmetrischer Matrizen — eine quantitative
Konvergenzaussage zur Verfiigung, die sich in der Praxis als durchaus prizise erweist:
Falls der Anfangsvektor 2(?) eine Linearkombination aus Eigenvektoren zu A\; und A
ist, wird aus der Ungleichung eine Gleichung.

Fiir die inverse Iteration ergibt sich unter der Voraussetzung

A —pl < A —p[ <o <A — (3.6)
die Aussage
(m) A —p\™ (0) ..
tan Z(z'"™e1) < el tan Z(z'\" 1) fiir alle m € Ny, (3.7)
Y —

indem wir Folgerung auf die Matrix (A — pI)~! anwenden.
Fiir den RAYLEIGH-Quotienten kénnen wir Aussagen dariiber gewinnen, wie gut er
einen Eigenwert approximiert, wenn der eingesetzte Vektor einen Eigenvektor annéhert.

Lemma 3.6 (Rayleigh-Quotient) Sei xz € R"™\ {0}, und sei A € R ein Eigenwert der
Matriz A € R™™ mit einem FEigenvektor e € R™\ {0}. Dann gilt

IA—Aa(x)| < ||A — Mj2sin Z(z,e).
Falls A symmetrisch ist, falls also A = A* gilt, haben wir sogar
A= Aa(z)] < ||A = M||2sin? Z(z, e).

Beweis. Zunéchst halten wir fest, dass

2
H _ <$76326 _ <.’IZ'— <x’6226,$— <‘T)622€>2
lell3 1l llell5 lell3
<1’,€>% (.%',€>% 2 2 <1’,€>%
= ||z|l3 -2 + lellz = llllz —
lell3 lell3 lell3
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3.2 Konvergenz der Vektoriteration*

gilt, so dass wir mit a := (z,€)2/|e||3 die Gleichung

(z.e)3
lel2 oz — aell3

2 _
in? (z, ) = lelBleld — @ e _ 171k

l[3]lel2 113 113

erhalten. Mit ihrer Hilfe, der Gleichung (A — Al)e = 0 und der CAUCHY-SCHWARZ-
Ungleichung

[{y 2)2l < llyll2llzl2 fiir alle y, z € R”

kénnen wir nun die gewiinschten Abschitzungen nachrechnen, wobei wir im vorletzten

Schritt die Vertriglichkeitsungleichung (2.13) ausnutzen:

A= Aa(z)| = (z, A)s (@, Az)o _ |{(z, (A — X)x)o| _ [{(z, (A — X)(z — ae))o|

(z,x)2  (z,2)2 &[5 113
< lzll2f[(A = AD)(x — ae)l2 _ [|[A = Mlla[lz — aell2
— 2 —
]2 [l

= [|JA — A|j2sin Z(z, €).

Falls A symmetrisch ist, falls also A* = A gilt, haben wir auch (A — A\I)* = A* — \[* =
A — A, so dass wir mit der Gleichung (2.17)), der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung und
der Vertriglichkeitsungleichung (2.13]) die Abschétzung

{z, (A —A)(z —ae))a] |{(A—=A)*z,x — ae)a|

A= Aa(z)| = =

[E3[E; [E3[E;
A=Az, z —ae)s| (A= A)(z — ae),x — ae)s|

[E4[E; [E4[E;

. . . . 2
< [(A=AD)(z a;)\be aells < HA—AIHQHx a2€|!2
[E41B: (E415
= ||A — M||2sin? Z(z, €)
erhalten. ]

Folgerung 3.7 (Rayleigh-Iteration) Sei A € R"*" symmetrisch, es gelte also A =
A*. Seien die Figenwerte gemdyfs angeordnet. Sei z(©) € R™\ {0}. Falls

2| A — M ||otan? Z(z 1) < |Ag — A1 (3.8)
gilt, fithrt ein Schritt der RAYLEIGH-Tteration mit p = A A(w(o)) 2U

21| A — A1
tan Z(z(V e1) < Mtan?’é(x(o),el).
A2 = A

Insbesondere gilt tan Z (V) e1) < tan £ (20 e1), so dass die Eigenschaft (@ auch fir
die ndchste Iterierte gilt.
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Beuweis. Es gelte (3.8). Mit Lemma [3.6] folgen
A — p| < |A = Mg sin? Z(z, e1) < |A = M2 tan? Z(29), ey),
Ao — 1t = [Ag = Ai| = [Ar— | = Ao = Ag| = |4 = MI]atan® Z(z(©), ep)
> Ao — A1 — Ao — Ail/2 = [Aa — | /2.

Mit (3.7) und (3.8) erhalten wir

A —
tan Z(z(V e1) < })\; — Z: tan £ (29, e;)
A — MI||ztan? Z(z(®
< | 1’)\”2 a;l ‘/2@ e1) tan Z (2, e;)
2 — A1
2[|A — A1
- H\Az - A11|H2 tan® £(2®), e1).

3.3 Newton-Ilteration

Wir haben gesehen, dass die Suche nach den Eigenwerten einer Matrix dquivalent zu der
Suche nach den Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms ist. Nun wollen wir uns
der Frage widmen, wie sich Nullstellen allgemeinerer Funktionen finden lassen.

Genauer gesagt gehen wir davon aus, dass eine Funktion f: R™ — R” gegeben ist und
wir eine Nullstelle * € R™ suchen, also eine Losung der Gleichung

f(z*)=0. (3.9)

FEin einfaches Beispiel fiir derartige Aufgabenstellungen ist die Suche nach der Qua-
dratwurzel einer Zahl a € R>(, die wir bereits bei der Konstruktion der QR-Zerlegung
verwendet haben. Wir konnen sie beispielsweise als Nullstelle der Funktion

fTR—->R, z— 2% —a,
oder der Funktion
f:R—=R, x+—>%71,
x

charakterisieren.

Die Idee des NEWTON-Verfahrens besteht darin, die Funktion f durch ein lineares Po-
lynom zu approximieren und eine Nullstelle dieses Polynoms zu suchen. Dazu verwenden
wir den Satz von TAYLOR.

Satz 3.8 (Taylor) Seim € Ny, und sei f € C™F[a,b]. Seien x,y € [a,b]. Es existiert
ein n € [a,b] mit
m+1

m . & .
fly) = kzof(k)(x)(yk!) + f(mH)(n)(y(er)l)!‘
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Wir beschrinken uns zunéchst auf den eindimensionalen Fall, also auf n = 1, und
wenden den Satz von Taylor auf y = z* und m = 1 an. Wegen f(z*) = 0 und unter der
Annahme f/(z) # 0 folgt

T* — 2
0= fa) = fa) + f@)a" —a)+ 1) T
_f(CC) ¥ — 1 f//(n) .CC*—IL’2
O= P T T ™
.%‘* — f(l’) f (77) (m* _ x>2_ (3.10)

 f'(2) 2f()

Falls wir annehmen, dass (z* —x)? , hinreichend klein® ist, konnen wir den dritten Term
auf der rechten Seite wegfallen lassen und erhalten

e @)
CETT ey
Wir definieren die Abbildung
P:R\{zeR : fl(z) =0} >R, me—}c/((z)),

und stellen fest, dass aus unmittelbar

o' = 0() — S (" o

b - " = S0 )
B (z) — 2| = g{f,((’;))" |z — z*|? (3.11)

folgt. Falls also

1" (n)] ;

2P "<

gilt, wird ®(x) nidher an z* liegen als x. Damit steht uns eine Rechenvorschrift zur
Verfiigung, die aus einer Naherungslosung eine verbesserte Ndherungslosung konstruiert.
Das ist gerade das Grundprinzip eines Iterationsverfahrens.

Aus unserer Beobachtung ergibt sich unmittelbar die NEWTON-Iteration

(m)
2™ = (z(m)) = £(m) J@™) fiir alle m € N, (3.12)

f(@tm)

die zu den am haufigsten eingesetzten Methoden fiir die Behandlung nichtlinearer Glei-
chungssysteme zahlt.
Eine Besonderheit der NEWTON-Iteration ist ihre quadratische Konvergenz.

o7



3 Iterationen

Satz 3.9 (Quadratische Konvergenz) Sei z* € [a,b] eine Nullstelle einer Funktion
f € C?[a,b]. Seien 8,7 € R>q gegeben mit

1

< g, f(z)| < fiir alle x € [a, ).
Sei ) € [a,b] gegeben. Falls
c:= %}’ 20—z <1 (3.13)

qilt, konvergieren die Vektoren (x(m))fn"zo der NEWTON-Iteration gegen ¥ mit
|20 — 2| < "Mz — ¥ fiir alle m € Ny.
Beweis. Wir zeigen per Induktion
12 — ¥ < 2" 2O — 2| (3.14)

fiir alle m € Ng.

Induktionsanfang: Fir m = 0 ist die Abschétzung wegen 2" —1=1—-1=0
und ¢ = 1 trivial.

Induktionsvoraussetzung: Sei m € Ny so gegeben, dass gilt.

Induktionsschritt: Mit erhalten wir

1
’x(m+1) _ .CC*| < | (77)| ‘IL’(m) _ x*|2 < @(62’"71‘%(0) _ :E*DQ
2| f(2(m)] 2
_ 5277627”“—2@(0) _ $*|2 _ 02m+1—1|$(0) — 2|

mit einem geeigneten 7 € [a, b].
Da wegen (3.13) die Ungleichung 0 < ¢ < 1 gelten muss, konvergiert somit die Folge
(z(m)°_, gegen x*. ]

Die Abschiitzung (3.14) bedeutet, dass die NEWTON-Iteration sehr schnell konvergie-
ren wird, sobald wir eine Naherungslosung gefunden haben, die hinreichend nahe an der
exakten Losung xz* liegt.

Ubungsaufgabe 3.10 (Quadratwurzel) Die Quadratwurzel =* := \/a einer Zahl a €
R<q ldsst sich mit Hilfe der Newton-Iteration in unterschiedlicher Weise approximieren.
Ein naoheliegender Ansatz ist es, die Funktion

fTR—=>R, z— 2% —a,

zu verwenden, die offenbar die Nullstellen \/a und —\/a besitzt. Die resultierende
NEWTON-Iteration hat die Form

O(z) =

flx) v’ —a x a 1 a
@ s ta =3 ()
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und ist unter dem Namen HERON-Verfahren bekannit.

Da moderne Prozessoren in der Regel Additionen und Multiplikationen erheblich
schneller als Divisionen ausfiihren kinnen, stellt sich die Frage, ob sich auch eine
Iteration finden ldsst, die nur Additionen und Multiplikationen bendtigt. Dazu berechnen
wir die reziproke Quadratwurzel z* = 1/\/a, aus der sich mittels \/a = ax* einfach die
Quadratwurzel rekonstruieren ldsst. Die reziproke Quadratwurzel ist eine Nullstelle der
Funktion

T R—=R, T — —a,
T
aus der sich die NEWTON-Iteration mit

fl@) 2% -a

O(z) = :x+1(x—aa;3):§(3—aa:2)

v f'(x) T T3 2

ergibt. Diese Iterationsvorschrift erfordert keine Divisionen durch x oder a und lisst sich
deshalb sehr schnell ausfiihren.

Natiirlich sind wir daran interessiert, auch mehrdimensionale Nullstellenprobleme
l6sen zu kénnen. Eine mehrdimensionale Variante der NEWTON-Iteration lédsst sich ein-
fach herleiten, indem wir lediglich das Verhalten der Funktion f auf dem Geradenstiick
von z zu x* untersuchen.

Sei nun © C R™ eine konvexe Menge, sei f € C?(Q, R"), und sei z* €  eine Nullstelle
der Funktion f.

Sei z € 2 eine Ndherung der Nullstelle z*. Wir parametrisieren das Geradenstiick von
x zu z* mit der Abbildung

~v:10,1] — Q, t—z+ta* —x),
und untersuchen die Funktion
g: 10,1 = R", t— f(y(t)).
Aus den Definitionen und der Kettenregel folgen unmittelbar

7(0) = z, y(1) = a7, Y (t) =z -z,
9(0) = f(z), ¢(1)=f(z")=0, J(t)=Df(y({t)(z" —z) firalletc[0,1],

wobei D f(v(t)) die JAcoBI-Matrix der Funktion f im Punkt ~(¢) bezeichnet. Mit dem
Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung erhalten wir

1 1
1) = ) = f@) = o) =9(0) = [ @it~ [ Drao)a —a) i
1
— Df(z)(a* —x) + /0 (DF((D) ~ DGO " — ).
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3 Iterationen

Wir gehen davon aus, dass die JACOBI-Matrix invertierbar ist und gelangen zu
~Df@) @) =t o+ [ D) (D) — DFGO)) 0" — o)t
o= Df@) " fle) ="+ | D) (D)~ DIGOD) @ — o).
Wenn wir annehmen, dass der zweiten Term auf der rechten Seite , klein genug* ist, folgt
v~ o — Df(z) " (),
und die Abbildung
®: R"\ {x € R" : Df(z) nicht invertierbar } — R", x>z — Df(x)" " f(z),

ist die mehrdimensionale Variante der NEWTON-Iteration. Im Vergleich zu der eindimen-
sionalen Version tritt die JAcoBI-Matrix D f(z) an die Stelle der Ableitung f’(z) und
die Inverse an die Stelle des Kehrwerts.

3.4 Optimierungsaufgaben

In vielen Anwendungen sind wir mit Optimierungsaufgaben konfrontiert: Man will nicht
ein Gleichungssystem 16sen, sondern man ist daran interessiert, bestimmte Parameter so
zu wihlen, dass Kosten minimiert oder Gewinne maximiert werden.

Im einfachsten Fall gelangen wir zu der folgenden Aufgabenstellung: Gegeben eine
Funktion J : R” — R, finde ein 2* € R™ so, dass

J(z*) < J(x) fiir alle x € R™

gilt, dass also J ein Minimum in z* annimmt.
Um die Minimierungsaufgabe auf den eindimensionalen Fall zu reduzieren, fixieren wir
eine beliebige Richtung p € R™ \ {0} und betrachten die Funktion

g: R—>R, t— J(x +tp),

die ihr Minimum in ¢ = 0 annehmen muss, falls « die Minimierungsaufgabe 16st. Falls
J zweimal stetig differenzierbar ist, finden wir mit dem Satz von TAYLOR fiir jedes

t € Rein n € R mit
2

(1) = 9(0) + 9/ O)t + 4" () -

Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir

40 = o g = 2y,
8%2‘ ’ = 8:518% 7

i=1 i,7=1
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3.4 Optimierungsaufgaben

und indem wir den Gradienten

)
VJ(z)= : fiir alle x € R™
2 (x)
und die HESSE-Matrixz
9%J 9%J
Ox10x1 ('T) T 0x10xn (l’)
D?J(z) = : : fiir alle z € R"
9%J 9%J
0T, 0T ($) e 0TnO0xn (:l:)

einfithren, konnen wir diese Gleichung kompakt als

o(t) = 9(0) + HVI(@).p) + = (DI (@ + molp.p) 3.15)

schreiben. Um Riickschliisse auf die Minimierungsaufgabe ziehen zu kénnen, benttigen
wir eine zusédtzliche Voraussetzung an die HESSE-Matrix:

Definition 3.11 (Positiv definite Matrix) Fine Matrix A € R™*™ nennen wir po-
sitiv definit, falls

(x,Az) >0 fir alle x € R™ \ {0}

gilt. Falls das Skalarprodukt nur gréffer oder gleich null ist, nennen wir die Matriz positiv
semidefinit.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass die HESSE-Matrix in allen Punkten positiv
definit ist. Dann diirfen wir aus p # 0 unmittelbar auf

(D*J(z + np)p,p) >0
schlieBen. Da s — D?.J(x + sp) eine stetige Funktion ist, konnen wir
¢ := max{(D*J(z + sp)p,p) : s € [—1,1]}
definieren, und da die HESSE-Matrix positiv definit ist, gilt auch ¢ > 0. Aus folgt

g(t) < g(0) +t(VJ(x),p) + t;c fir alle t € [—1,1].

Falls nun (VJ(x),p) € [—¢,c] gilt, konnen wir diese Ungleichung auf

C

[_17 1]
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3 Iterationen

anwenden, um

(VJ(x),p)* n (VJ(z),p)*
c 2c

(VJ(z),p)?

=9(0) = —~

g(t) < g(0) — < 9(0)

zu erhalten. Also kann x nur dann ein Minimum sein, wenn (V.J(z),p) = 0 gilt.
Falls (VJ(z),p) > c gilt, konnen wir ¢ = —1 setzen und erhalten

g9(t) < g(0) = (VJ(z),p) + ¢/2 < g(0) — c+¢/2 = g(0) — ¢/2 < g(0),

also ist « kein Minimum. Entsprechend kénnen wir auch fiir (V.J(z),p) < —c vorgehen.

Insgesamt diirfen wir festhalten, dass x nur dann ein Minimum der Funktion J ist,
wenn (V.J(x),p) = 0 fiir alle p € R™ \ {0} gilt. Das kann nur geschehen, wenn VJ(z) =
0 gilt. Statt nach einem Minimum der Funktion J zu suchen, kénnen wir also auch
nach einer Nullstelle des Gradienten VJ suchen, beispielsweise mit Hilfe des NEWTON-
Verfahrens.

Dieser Ansatz wiirde es allerdings erforderlich machen, die JACOBI-Matrix des Gra-
dienten zu berechnen, also gerade die HESSE-Matrix, und das kann einen relativ hohen
Rechenaufwand nach sich ziehen.

Einen einfacheren Zugang bietet das Gradientenverfahren: Wir gehen von aus,
also von

g9(t) = g(0) + t{(VJ(z),p) + t;<D2J(:C +1p)p, p)>

und beschranken uns auf kleine Werte von ¢. Dann konnen wir den dritten Term auf der
rechten Seite wegfallen lassen und erhalten

g(t) = g(0) + t(VJ(z),p). (3.16)

Diese (approximative) Gleichung kénnen wir verwenden, um eine besonders giinstige
Richtung p auszuwéhlen: Die CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung beinhaltet, dass das Ska-

larprodukt maximal wird, wenn p und VJ(z) linear abhiingig sind, also setzen wir der
Einfachheit halber
p:=—-VJ(z).

Der negative Gradient —V.J(z) ist also die Richtung, in der die Funktion J in der Nihe
des Punkts z am schnellsten abnimmt.

Solange J(z) nicht schon minimal ist, ist dann nach dem oben Gesagten p # 0, wir
haben also eine akzeptable Richtung gefunden. Nach diirfen wir hoffen, dass g(t) ~
g(0) — t|[VJ(z)||* gilt, sofern wir ¢ hinreichend klein gewiihlt haben. Damit ist dann
J(x + tp) = g(t) ndher an dem gesuchten Minimum.

Es ergibt sich die Iterationsvorschrift

2m+1) . (m) _ thJ(x(m)) fiir alle m € Ny,

die bei geeigneter Wahl der Skalierungsparameter t,, eine Folge von Néherungslésungen
berechnet, die gegen das gewiinschte z* konvergiert.
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3.5 lterative Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Wir haben bereits Verfahren kennen gelernt, mit denen sich beliebige lineare Gleichungs-
system losen lassen. Allerdings ist der Rechenaufwand dieser Verfahren hdufig relativ
hoch, beispielsweise benotigt die LR-Zerlegung im allgemeinen Fall ungefihr %n?’ Ope-
rationen, so dass fiir groffe Gleichungssysteme mit Hunderttausenden oder Millionen von
Unbekannten der Aufwand mit bezahlbaren Computern nicht bewéltigt werden kann.

In diesen Situationen kénnen iterative Verfahren helfen, die zwar nur eine Naherungs-
l6sung berechnen, aber dafiir unter Umstédnden erheblich schneller als die klassischen
Algorithmen arbeiten.

Eine wichtige Klasse solcher Verfahren ldsst sich herleiten, indem wir das Gleichungs-
system Az = b durch eine dquivalente Minimierungsaufgabe ersetzen. Dazu gehen wir
davon aus, dass A eine symmetrische und positiv definite Matrix (Definition ist,
und betrachten die Funktion

J:R" = R, x— (x—a", A(z — z%)).

~ ~

Da A als positiv definit vorausgesetzt ist, gilt J(x) > 0 fiir alle  # z*, so dass J(z*) = 0
das globale Minimum der Funktion ist.

Allerdings konnen wir J nicht unmittelbar implementieren, da uns x* nicht zur
Verfiigung steht. Mit der binomischen Formel erhalten wir die Gleichung

j(a:) =(x—a" A(x — "))

= (z, Azx) — (x, Ax™) — (a*, Az) + (=", Az™) fir alle z € R"
erfiillt. Da A symmetrisch ist, kénnen wir (2.17) ausnutzen, um
(x*, Ax) = (A*z", z) = (Ax™, z) = (x, Az™) fiir alle x € R"

zu erhalten, so dass sich mit Az* = b die Gleichung
J(@) = (x — 2, A(x — %)) = (z, Az) — 2(z, Az*) + (z*, Az*)
= (x, Ax) — 2(x,b) + (z*,b) fiir alle z € R"

ergibt. Der letzte Term (z*,b) ist konstant, also konnen wir ihn wegfallen lassen, ohne
zu beeinflussen, wo das Minimum angenommen wird: Wir definieren

J:R" = R, x> (z, Ax) — 2(x,b),

und halten fest, dass J(z) = J(z) — (z*,b) gilt, so dass J(z) ebenfalls sein globales Mi-
nimum fiir x = z* annimmt. Im Gegensatz zu J(x) konnen wir J(z) allerdings praktisch
auswerten, ohne die Losung z* kennen zu miissen.

Wir koénnen das Gradientenverfahren einsetzen, um dieses Minimum zu suchen. Um
den Gradienten zu berechnen, fixieren wir k£ € [1 : n] und halten fest, dass wegen der
Symmetrie der Matrix

n n n
J(l‘) = E T35 + E T L5 + E TiQip Ty + TEOppTr — 2 E z;b; — 2x1b
t,j=1 Jj=1 i=1 i=1
i#k,j#k J#k ik i#k
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Z i@ T + QZxkaijj + TpapETE — 22% ; — 2x,b,  fir alle z € R™
t,j=1
i#£k,j#k J#k wﬁk

gilt, so dass wir mit der Potenzregel die partielle Ableitung nach xj berechnen kénnen:

gz;jk x) = 2; apjrj + 20,2, — 2wk, = 2(Ax — b)y,
J#k
so dass wir insgesamt
VJ(x) =2(Az — b) fiir alle x € R™

erhalten. Der Gradient unserer Funktion J lésst sich also einfach mit einer einzigen
Matrix-Vektor-Multiplikation berechnen.

Um das Gradientenverfahren vollstdndig zu definieren, miissen wir allerdings auch
Skalierungsparameter ¢ so festlegen, dass

J(z — tVJ(x))

so klein wie moglich wird. Fiir unsere spezielle Funktion J ldsst sich tatséchlich der
optimale Parameter sogar fiir beliebige Richtungen p € R™ \ {0} praktisch berechnen:

Lemma 3.12 (Optimale Dédmpfung) Seien x,p € R™ mit p # 0 gegeben.
J(x + topp) < J(z +tp) fiir alle t € R.

st dquivalent zu

P (p, Ap)

Beweis. Wir betrachten die Funktion
g:R—-R, t— J(x +tp),
die sich mit der binomischen Formel als

g(t) = (z +tp, A(x + tp)) — 2(z + tp,b)
(

= 9(0) + t(p, Az) + t(z, Ap) + t*(p, Ap) — 2t(p, b) fiir alle £ € R

darstellen ldsst. Dank der Symmetrie der Matrix erhalten wir mit (2.17) die Gleichung
(x, Ap) = (Ax,p) = (p, Az), und damit

g(t) = g(0) + 2t(p, Az — b) + 2 (p, Ap) fiir alle t € R.
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procedure gradients(A, b, €, var x);
r < b— Ax;
while [|r|| > €||b]| do begin
a < Ar;
t (r,r)/(r,a);
T — x +1ir;
r<r—ta
end

Abbildung 3.3: Gradientenverfahren fiir lineare Gleichungssysteme mit einer symmetri-
schen und positiv definiten Matrix

Um das optimale ¢ zu finden, differenzieren wir die Funktion und suchen eine Nullstelle,
miissen also
0=g'(t) = 2(p, Az — b) + 2t(p, Ap)

losen. Offenbar ist ¢ = t,py die einzige Losung dieser Gleichung, und wegen (p, Ap) > 0
ist die zweite Ableitung ¢” positiv, also haben wir auch ein Minimum gefunden. [ |

Da wir mit t,p die Suchrichtung p optimal skalieren, diirfen wir statt des Gradienten
VJ(z) auch das Residuum r = b — Ax verwenden, das wir fiir die Berechnung von topt
ohnehin bendtigen. Damit erhalten wir als vorldufige Fassung des Gradientenverfahrens

P b — Azl
<7a(m)’ r(m))
tm — <7“(m)’A7"(m)>’

pmD) o p(m) 4 g (m) fiir alle m € Np.

Ein kleiner Nachteil dieser Version besteht darin, dass wir zwei Multiplikationen mit der
Matrix A bendtigen, einmal fiir den Vektor ("™ und einmal fiir (™). Dieser Nachteil lisst
sich vermeiden, wenn wir ausnutzen, dass sich das Residuum (™1 aus dem Residuum
(™) berechnen lisst:

pHD — b — Az = p — A2 4 t,,r (™)
=b— Az — ¢, Ar(™) = p (M) g Ap(m) fiir alle m € No.

Vor Beginn der eigentlichen Iteration berechnen wir das erste Residuum r(© = b— Az(©.
In jedem Schritt der Iteration brauchen wir dann nur den Hilfsvektor a(™ = Ar(™ zu
berechnen, mit dessen Hilfe wir sowohl ¢, als auch 7"V konstruieren kénnen. Das
resultierende Gradientenverfahren ist in Abbildung zusammengefasst.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft dieser Iteration ist, dass wir lediglich dazu in der
Lage sein miissen, die Matrix A mit Vektoren zu multiplizieren. In vielen Anwendungen
koénnen wir es deshalb beispielsweise vermeiden, die Matrix abzuspeichern, weil sich ihre
Fintrége effizient im Zuge der Matrix-Vektor-Multiplikation rekonstruieren lassen.
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3.6 Konjugierte Gradienten®
Im Gradientenverfahren wihlen wir den Skalierungsparameter ¢, gerade so, dass
J(z + toptp) < J(z +tp) fiir alle t € R
gilt. Die neue Niherungslosung @’ := x + topp erfiillt dann
J(@") = J(x + toptp) < J(x + (topt + )p) = J(z' + tp) fiir alle t € R,

wir kénnen 2z’ also nicht mehr verbessern, indem wir Vielfache des Vektors p hinzuad-
dieren.

Definition 3.13 (Optimalitét) Sei V C R" ein Teilraum. Wir nennen x € R™ opti-
mal beziiglich V, falls

J(z) < J(z+p) fir allep € V

gilt, falls x also nicht durch Addition eines Elements des Vektorraums verbessert werden
kann.

Das Gradientenverfahren sorgt durch die geschickte Wahl des Skalierungsparameter
t, dafiir, dass der Vektor z(™*1) optimal beziiglich des Aufspanns des Residuums (™
ist. Leider beobachtet man in der Praxis, dass 2(™*2) diese Optimalitiit bereits wieder
verloren haben kann.

Unser Ziel ist es, das Verfahren so zu modifizieren, dass eine einmal erreichte Optima-
litdt beziiglich eines gegebenen Teilraums erhalten bleibt.

Sei also V C R” ein Teilraum, und sei x € R™ optimal beziiglich dieses Teilraums. Wir
suchen eine Richtung p € R™\ {0} derart, dass die néichste Niherungslosung o’ = =+ tp
immer noch optimal beziiglich des Raums V ist.

Sei ¢ € V \ {0}. Da x optimal beziiglich V ist, gilt insbesondere

J(x) < J(z +tq) fiir alle t € R,
und mit Lemma folgt daraus, dass topt = 0 gelten muss, also
(¢,b— Az) = 0. (3.17)
Wenn wir die Optimalitéit erhalten moéchten, muss demnach
0=(q,b— Aa') = {g,b— Az +1p)) = (q,b — Az) + (g, Ap)

gelten. Mit (3.17)) folgt
0 = t(q, Ap).

Also miissen wir entweder ¢t = 0 setzen, also die eher nutzlose Wahl 2’ = z treffen, oder
wir miissen dafiir sorgen, dass die neue Richtung p € R™ \ {0} die Eigenschaft

(q,Ap) =0 fir alleg € V
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besitzt. Der Vektor Ap muss also senkrecht auf dem gesamten Teilraum V stehen. Man
spricht davon, dass p A-konjugiert auf V ist.

Im ersten Schritt des Verfahrens ist #(®) nur beziiglich des trivialen Teilraums Vy = {0}
optimal, so dass wir als erste Richtung wie bisher das Residuum p(® := () also den
negativen Gradienten, verwenden koénnen.

Im zweiten Schritt ist (! aufgrund der Wahl des Parameters ¢y optimal beziiglich
des eindimensionalen Teilraums V; = span{r(®} = span{p(®}, also sollten wir p(*) so
wéahlen, dass

(pM, Ap©y =0

gilt. Im Gradientenverfahren wiirden wir nun einfach () = p(!) setzen und damit wahr-
scheinlich diese Gleichung verletzen. Wir kénnen allerdings ein geeignetes Vielfaches von
p@ von (1) subtrahieren, um dieses Problem zu 16sen: Mit dem Ansatz p™) = (1) —up®
erhalten wir

0= (pM, 4p0)y = (V) — p©@ Ap®y = (r), 4p@) — i (p©), Ap),
und da A positiv definit ist, kénnen wir

(r®), Ap©®)
" 0, Ap0)
setzen, um diese Gleichung zu erfiillen. Insgesamt haben wir
RO (r®, 4p0) )

1 — N
P T 0, ap)”

Wir kénnen entsprechend fortfahren: (™ ist optimal beziiglich des m-dimensionalen

Teilraums V,, = span{p®, ... p(™~ Y} und die Richtung

-1

m (m)  ApO
(m) _ .(m) _ w @)
p\™ =7 P (3.18)

ist A-konjugiert auf V,,. Die Richtung p(™ mit Hilfe dieser Gleichung zu bestimmen,
wére sehr aufwendig, weil viele Skalarprodukte anfallen wiirden und die Vektoren Ap®
und p® gespeichert werden miissten.

Gliicklicherweise lisst sich der Rechenaufwand erheblich reduzieren:

Definition 3.14 (Krylow-Raum) Sei A € R™*", sei z € R", sei m € N. Den Raum
K(A, z,m) :=span{z, Az,..., A" 'z}

nennen wir den m-ten KRYLOW-Raum zu der Matriz A und dem Vektor z.

Lemma 3.15 (Krylow-Raum) Falls p9, ... p™=1) £ 0 gilt, haben wir

Vin = span{p¥, ..., p" "V} = span{r©@, ... r"7D} = (A, m).
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Beweis. Mit einer einfachen Induktion kénnen wir
Vi = span{p(o), . ,p(m_l)} - span{r(o), R r(m_l)} fiir alle m € Ny

zeigen, denn die Richtungen werden ja gerade aus den Residuen konstruiert.
Fir m € Ny ist das néchste Residuum durch

r(HD) = p — Axm D) = p = A2 — ¢, p™)) = (M) g Ap(™)
gegeben, und da wir bereits wissen, dass p(™ € span{r(® ... r(™} gilt, folgt
pmth) ¢ span{r(m), Ar© ,Ar(m)}.

Mit einer einfachen Induktion erhalten wir

span{r® ... r(m D} C span{r@, Ar©® . A" 100 fiir alle m € N.
Die drei Rdume konnen alle hochstens die Dimension m aufweisen, also miissen wir nur
noch zeigen, dass die Vektoren p(©, ..., p(m=1 linear unabhingig sind.
Seien also ag, ..., am—1 € R so gegeben, dass
m—1
0= Oégp(z)
(=0

0= (p® A Z ap) = ap(p®), ApY = ay (p®) | Ap))y,

da die Richtungen A-konjugiert sind. Da A positiv definit ist und p®) # 0 nach Voraus-
setzung gilt, folgt oy = 0. Also sind die Richtung linear unabhéngig und die Dimension
aller Rdume gleich m. Da die Rdume ineinander enthalten sind, sind sie damit auch
identisch. [

Nun kénnen wir unser Verfahren verbessern: Wir nehmen an, dass p(@, ... p(m=1 £ 0
gilt, dass also das Verfahren bis zu dem m-ten Schritt durchgefiihrt werden kann.
Sei £ € [0 : m — 1]. Dann gilt

P9 e KA, rO ¢+ 1)

also auch
ApY) € K(A, 700+ 2) = V.

Nach Konstruktion ist (™) optimal beziiglich V,,, also gilt

<q,r(m)> = (q,b— A;L»(m)> =0 fiir alle g € V.
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procedure conjgrad(A, b, €, var x);

r < b— Ax;
p<
while ||| > €[|b|| do begin
a < Ap;
t < (p,r)/(p; a);
T < x+1tp;
r<1r—ta;
p < (r,a)/(p,a);
p T — pp
end

Abbildung 3.4: Verfahren der konjugierten Gradienten fiir lineare Gleichungssysteme mit
einer symmetrischen und positiv definiten Matrix

Falls nun ¢ < m — 2 gilt, also £ + 2 < m, so haben wir Ap() € V,, und damit
(rm, Ap®)y = 0 fir alle £ € [0: m — 2].

In der Gleichung (3.18)) entfallen damit in der Summe alle Terme bis auf den letzten, so
dass nur

(r,'-(”n)7 Ap(m_1)> (mfl)
(pm=1), Ap(m—1)y

iibrig bleibt. Das resultierende Verfahren ist in Abbildung zusammengefasst, es ist
unter dem Namen Verfahren der konjugierten Gradienten (engl. conjugate gradients
method) bekannt und geht auf HESTENES und STIEFEL zuriick.

Es stellt sich die Frage, ob dieses Verfahren iiberhaupt durchfiihrbar ist, denn es
ist nicht offensichtlich, dass die im Nenner auftretenden Skalarprodukte (p(m),Ap(m)>
ungleich null sind.

Gliicklicherweise ist das kein Problem: Da A positiv definit ist, kann das Skalarprodukt
nur gleich null sein, wenn p(™) = 0 gilt. In diesem Fall haben wir nach Konstruktion

m) m) _

:7“(

p(

m— 1
O=p Z (@ p(;))> v,
= Ap

also insbesondere
™ eV, =span{p®, ... pMm =}

Da aber (™) nach Konstruktion optimal beziiglich dieses Teilraums ist, folgt

P2 = (5 = (1) b — Az} =

)

also (™ = 0. Sollte also p(™ = 0 auftreten, gilt auch r™ = 0 und damit Az(™ = b,
in diesem Fall haben wir also bereits die exakte Losung des linearen Gleichungssystems
berechnet.
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Bemerkung 3.16 (Effizienz) Im Vergleich zu dem Gradientenverfahren bendtigt das
Verfahren der konjugierten Gradienten den zusdtzlichen Hilfsvektor p, und in jedem
Schritt miissen ein weiteres Skalarprodukt und eine weitere Linearkombination aus-
gefiihrt werden.

In der Praxis nimmt man den hdheren Rechenaufwand und Speicherbedarf allerdings
gerne in Kauf, weil sie mit einer erheblich schnelleren Konvergenz einher gehen.
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Eines der wichtigsten Anwendungsgebiete numerischer Verfahren ist die Simulation
naturwissenschaftlicher Phinomene. Ausgehend von Naturgesetzen wie den NEWTON-
Axiomen der Mechanik oder den MAXWELL-Gleichungen der Elektrodynamik kénnen
mathematische Modelle natiirlicher Vorgénge konstruiert werden, und diese Modelle
konnen mit Hilfe numerischer Verfahren analysiert werden.

Dieser Zugang kann beispielsweise verwendet werden, um Prototypen im Computer
zu simulieren, statt sie tatséichlich zu bauen, und so Kosten zu sparen. Es ist aber
auch moglich, Experimente zu simulieren, die sich in der Realitdt gar nicht durchfithren
lielen, beispielsweise um die Entwicklung des Klimas vorherzusagen oder Theorien iiber
die Zusténde im Inneren von Sternen zu formulieren.

4.1 Federpendel

Als erstes einfaches Beispiel untersuchen wir das Federpendel: Ein Gewicht der Masse
m € Ry ist an einem festen Punkt mit einer Feder aufgehéngt. Wenn wir die Auslenkung
des Gewichts gegeniiber seiner Ruhelage zu einem Zeitpunkt ¢ € R mit z(t) bezeichnen,
erhalten wir eine Funktion

x: R —R.

Entsprechend bezeichnen wir die Geschwindigkeit des Gewichts zu einem Zeitpunkt ¢ € R
mit v(¢) und erhalten so eine zweite Funktion

v: R — R.

Das erste NEWTONsche Gesetz besagt, dass die Geschwindigkeit die Ableitung der Aus-
lenkung ist, dass also

2'(t) = v(t) fir allet € R (4.1)
gilt. Die Verdnderung der Geschwindigkeit wird durch die Beschleunigung
a(t) :=v'(t) fir allet € R

beschrieben, und das zweite NEWTONsche Gesetz besagt, dass sie proportional zu der
wirkenden Kraft ist. Genauer gilt

ma(t) = f(t) fiir alle t € R, (4.2)

wobei m die Masse und f(¢) die zu einem Zeitpunkt ¢t € R wirkende Kraft ist.
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Bisher taucht die Feder noch nicht in unseren Gleichungen auf. Zumindest fiir geringe
Auslenkungen kann sie durch das HoOKEsche Gesetz

flt) = —cax(t) fir allet € R (4.3)

beschrieben werden, in der die Federkonstante ¢ € Ry angibt, welche Kraft die Feder
ausiibt, um das Gewicht wieder in den Ruhezustand zuriick zu bewegen.
Indem wir die Gleichungen ineinander einsetzen erhalten wir

2/ (t) = v(t), V() = —%w(t) fiir alle £ € R. (4.4)
Es handelt sich um eine gewdhnliche Differentialgleichung, die das Verhalten des Feder-
pendels beschreibt.
Um eine eindeutige Losung zu erhalten, miissen wir Auslenkung und Geschwindigkeit
zu einem beliebigen Zeitpunkt vorgeben. Der Einfachheit halber entscheiden wir uns fiir
t = 0 und fordern

z(0) = zo, v(0) = v

mit einer gegebenen Anfangsauslenkung xy € R und einer gegebenen Anfangsgeschwin-
digkeit vg € R.

In diesem sehr einfachen Fall lassen sich die Funktionen x und v explizit angeben, in-
dem man geeignete Sinus- und Cosinus-Funktionen verwendet. In allgemeineren Féllen
ist das nicht moglich, dann miissen numerische Néherungsverfahren zum Einsatz kom-
men.

Fiir die Behandlung gewohnlicher Differentialgleichungen haben sich Zeitschrittver-
fahren als sehr erfolgreich erwiesen: Wir betrachten die Funktionen z und v zu festen
Zeitpunkten 0 = tg < t; < to < ... und suchen nach Algorithmen, die zu bekannten
Werten in der Vergangenheit eine Vorhersage der Werte in der Zukunft konstruieren.

Eines der einfachsten Verfahren ist das explizite EULER- Verfahren, das auf der Idee
beruht, die Ableitungen z’(¢) und v'(¢) durch die Differenzenquotienten

ity ~ B () ey M)~ (D) ws)
0 1)
anzunéhern. Indem wir diese Gleichungen nach z(t + 0) und v(¢ + ) auflésen, erhalten
wir

x(t+6) ~ z(t) + 62 (¢), v(t +8) = v(t) + 6/ (1),
und wir kénnen einsetzen, um zu
a(t +8) ~ a(t) + du(t), ot + 8) ~ v(t) — §—a(t)
m

zu gelangen. Wenn uns also z(¢) und v(¢) bekannt sind, kénnen wir nidherungsweise
x(t 4+ 6) und v(t + 0) vorhersagen.

72



4.1 Federpendel

Wir wéhlen eine Zeitschrittweite 6 € R, definieren die Zeitpunkte durch
t; = 01 fiir alle ¢ € Ny,
und erhalten die Regel

f(t()) = X, 5(t0) =,

F(tisr) == 3(t;) +00(t:),  O(tisr) == 0(t;) — 5%5(@) fiir alle i € No,

mit der wir Ndherungslosungen z(t;) ~ x(t;) und v(¢;) ~ v(t;) berechnen kénnen.
Die Genauigkeit dieser Naherungen ist allerdings relativ gering: Wenn wir davon aus-
gehen, dass x zweimal stetig differenzierbar ist, haben wir mit dem Satz von TAYLOR

2

r(t+0)=x(t) +2' ()0 + x”(n)?

x(t+5()5_x(t) :x'(t) +x”(77)é

2
fiir ein n € [t,t + 4], so dass sich der durch den Differenzenquotienten (4.5)) eingefiihrte
Fehler ungefihr proportional zu der Schrittweite J verhalten wird.

Wir kénnen allerdings bessere Differenzenquotienten konstruieren: Sei x dreimal stetig
differenzierbar. Wieder mit dem Satz [3.8 von TAYLOR erhalten wir

52 53
Bt +6) = a(t) + 206 + 2" ()5 + 2" (n4) T
52 53
olt = 6) = a(t) - /(D6 + 2" () —a"(n)

3
£t +8) — x(t — 8) = 2/ (£)5 + (" (1) + 2" (1))

6
" " 2

mit geeigneten 7y € [t,t+0] und n_ € [t—4,t]. Da die dritte Ableitung stetig ist, kénnen
wir mit dem Zwischenwertsatz ein n € [t — J,¢ + J] finden, fiir das

m 1"
T (77+) ;x (77—) _ 513/”(7])

gilt, so dass sich unsere Gleichung kiirzer als

z(t+6) —z(t —0) 52

o me N9
- = o/(t) + 2" ()

schreiben lasst. Der auf der linken Seite stehende zentrale Differenzenquotient wird al-
so ebenfalls eine Niherung der ersten Ableitung berechnen, allerdings mit einer zu 62
proportionalen Genauigkeit.
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Wenn wir wie zuvor verfahren, erhalten wir

r(t+0)—x(t—-0) , = v(t+6)—v(t-0) , . ¢
% ~ () = v(t), o5 ~u(t) = ——a(t),
2(t +0) ~ z(t — §) + 200(t), o(t+6) ~ u(t — §) — 25%95(75).

Um (¢t + 0) berechnen zu konnen, benttigen wir z(t — J) und v(t), anders als bei
dem zuvor betrachteten EULER-Verfahren werden also z und v zu unterschiedlichen
Zeitpunkten gebraucht.

Also geben wir uns damit zufrieden, z(t;) nur fiir gerades ¢ € Ny zu berechnen und
v(t;) nur fur ungerades i € No:

Z(toiv2) = T(ta;) + 200(t2i41),

~ ~ C . .. .
U<t2i+3> = U(t2i+1) — 25Ex(t2i+2) fiir alle 7 € Ny.

Da dabei in jedem Schritt ein Zeitpunkt ,iibersprungen* wird, tragt dieses Verfahren
den Namen Leapfrog- Verfahren. Es wurde offenbar schon von NEWTON verwendet, spéter
von ENCKE und STORMER.

Es ist allerdings noch nicht vollsténdig: Fiir die Geschwindigkeit v steht uns nur der
Anfangswert vy zu dem Zeitpunkt to zur Verfiigung, wir brauchen aber einen Wert zu
dem Zeitpunkt ¢1. Wir l6sen das Problem, indem wir einen Schritt des EULER-Verfahrens
verwenden:

f(to) = X, 6(t1) =9 — (5%%@0)

Es liisst sich zeigen, dass in diesem Sonderfall ©(1) immer noch mit einer zu § proportio-
nalen Genauigkeit berechnet wird, so dass die durch den zentralen Differenzenquotienten
erreichte Verbesserung nicht verloren geht.

Ein grofler Vorteil des Leapfrog-Verfahrens besteht darin, dass es die hohere Genauig-
keit ohne wesentlichen Mehraufwand gegeniiber dem EULER-Verfahren erreicht: In jedem
Schritt miissen dieselben Operationen ausgefithrt werden, lediglich mit der doppelten
Schrittweite.

4.2 Wellengleichung

Fin etwas interessanteres Beispiel bietet uns die Wellengleichung, die beispielsweise die
Schwingung einer Saite (etwa einer Gitarre oder eines Klaviers) beschreibt. Der Einfach-
heit halber nehmen wir an, dass die Saite eine Lénge von eins aufweist und horizontal
von links nach rechts eingespannt ist. Neben der Zeit ¢ € R spielt nun auch der Ort
s € [0,1] auf der Saite eine Rolle, bei dem s = 0 dem linken und s = 1 dem rechten
Randpunkt entspricht.

Die vertikale Auslenkung eines Punkts an Position s € [0,1] zu der Zeit ¢t € R ge-
geniiber der Ruhelage bezeichnen wir mit x(¢, s), seine vertikale Geschwindigkeit mit
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4.2 Wellengleichung

v(t,s). Wie zuvor erhalten wir mit dem ersten NEwWTONschen Gesetz

gg;(t, s) =v(t,s) fiir alle t € R, s € [0, 1].

Die wirkende Kraft ist nach TAYLOR proportional zu der Kriimmung der Saite, die sich
wiederum fiir geringe Auslenkungen durch die zweite Ableitung approximieren lésst, so
dass wir

ov 0%z .
E(t’ s) = c@(t, s) fir allet € R, s € [0,1]

erhalten. Wir wissen bereits, dass wir die kontinuierliche Zeit durch eine Folge diskreter
Zeitpunkte tg < t| < to < ... ersetzen kénnen.

Bei der Konstruktion unserer Zeitschrittverfahren haben wir die erste Ableitung
durch Differenzenquotienten ersetzt, die lediglich Werte in den diskreten Zeitpunkten
bendtigen.

Auch fiir einen festen Zeitpunkt ¢; sind allerdings u(t;,-) und v(t;,-) immer noch
Funktionen in der Ortsvariablen s, die ein Computer nicht exakt darstellen kann, da
er nur iiber eine endliche Menge an Speicher verfiigt, es aber unendlich viele Punkte
s € 10,1] gibt.

Wir werden also auch im Ort eine Diskretisierung vornehmen miissen, bei der wir uns
auf endlich viele Punkte s; beschrinken. Analog zu unseren Zeitschrittverfahren ist es
dann aber erforderlich, die in der Wellengleichung auftretende zweite Ableitung in der
Variablen s durch einen Differenzenquotienten zu ersetzen.

Setzen wir dazu voraus, dass x in der s-Variablen viermal stetig differenzierbar ist.
Fiir ein s € (a,b) und ein h € Ryo mit s + h,s — h € [a,b] erhalten wir mit dem Satz
von TAYLOR die Gleichungen

Ox 0%z h? 93z R3Ot ht

x(t,s+h) = x(t,s) + %(tas)h + @(ta 3)? + @(ta S)F + @(ta 77+)ﬂ7

Ox 0%x h?  O3x r O h*

x(t,s —h) =x(t,s) - %(tvs)h + @(t, 5)? - @(t, S)F + @(t, Uf)ﬂ

mit 74 € [s,5+ h] und n— € [s — h, s], und durch Addition ergibt sich

0% 9 Otx Otx R
ot ) = 2a(t,5) +alts — ) = S50+ (G300 + 55 000)) o

a(t,s +h) = 2x(t,s) +x(t,s —h) 9z o'z o'z h?

Da die vierte Ableitung % stetig ist, finden wir mit dem Zwischenwertsatz ein n €
[s — h, s+ h] mit

1 (0% N Otz
5 @(t,nﬂ%—@(t,n,) = @(t,n),
so dass wir insgesamt

x(t,s+h) —2z(t,s) +x(t,s —h) % O*x h?
12 :@(t73)+@(t7n)ﬁ
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gezeigt haben. Der Differenzenquotient auf der linken Seite approximiert also die zweite
partielle Ableitung beziiglich der Ortsvariablen s mit einem zu h? proportionalen Fehler.

Der Differenzenquotient benttigt lediglich die Werte s+ h, s und s — h, so dass wir das
kontinuierliche Intervall [0, 1] durch diskrete Punkte 0 = sp < s1 < ... < s, = 1 ersetzen
kénnen. Der Einfachheit halber verwenden wir dquidistante Punkte, wahlen also n € N
und setzen

1
h = T sj = hj fiir alle j € [0:n 4+ 1].
Die Wellengleichung wird dann durch das System

ox
a(@ Sj) = U(ta Sj)a
ov

a(t, 55) = %(x(t, sj1) — 2x(t,s5) + x(t, sj_1)> firallet € R, j € [1:n]

approximiert. Wir kdonnen uns Schreibarbeit sparen, indem wir die Matrix

.. -1
-1 2
einfithren und die Auslenkungen und Geschwindigkeiten in Vektoren
x(t, s1) v(t, s1)
xp(t) := : , vp(t) == : fiir alle t € R
x(t, sn) v(t, sn)

zusammenfassen und
Cc

xh(t) =vp(t),  v(t) = —Azp(t) + 2

(x(t,0) + z(t,1)) firallete R (4.6)

schreiben. Der zweite Term auf der rechten Seite beschreibt dabei den Einfluss der Rand-
werte z(t,0) und z(t,1). Es handelt sich um eine gewthnliche Differentialgleichung, die
im Fall fixierter Randpunkte, also fiir z(¢,0) = x(¢,1) = 0, der das Federpendel beschrei-

benden Gleichung (4.4) sehr dhnlich sieht.
Im Folgenden beschrinken wir uns auf diesen Fall und erhalten

xh, (t) = vp(t), vy, (t) = —Azp(t) fiir alle ¢t € R.

Dieses System konnen wir wieder mit Zeitschrittverfahren behandeln. Fiir das explizite
EULER-Verfahren ergibt sich

Ty (to) = xo,n, U (to) = vo,h,
Tp(tiv1) = xp(ti) + ovp(ts), Up(tiv1) = Onp(t;) — SAZR(L;) fiir alle 4 € Ny,
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wéahrend wir fiir das Leapfrog-Verfahren die Gleichungen

Zp(to) = Zo,h,
Up(t1) = von — 0ATg b,
Tp(toiy2) = Tp(t;) + 200(t2i41),
(tQH_g) h(tQi—i—l) — 25Af(t2i+2) fiir alle 7 € Ny

erhalten. In beiden Fillen sind die Anfangswerte fiir Auslenkung und Geschwindigkeit
durch

(xo,n)j :=2(0,t5), (vo,n)j == v(0,¢;) fiir alle j € [1: n]

gegeben. Da wir fiir das Leapfrog-Verfahren erwarten diirfen, dass der Differenzenquo-
tient in der Zeit eine Genauigkeit von 62 erreicht und der im Ort eine von h?, verspricht
das Verfahren eine brauchbare Genauigkeit bei vertretbarem Rechenaufwand.

Bemerkung 4.1 (BLAS-Implementierung) Die Multiplikation eines Vektors mit
der Matrixz A lisst sich mit der axpy-Funktion der BLAS-Stufe 1 realisieren, und damit
auch sowohl das EULER- als auch das Leapfrog-Verfahren.

4.3 Mehrkorpersysteme

Die bisher betrachteten Beispiele sind relativ einfach, so dass sich mit analytischen Me-
thoden Losungen explizit angeben lassen. Das folgende Beispiel stellt eine erheblich
grofere Herausforderung dar, so dass der Einsatz numerischer Verfahren nach heutigem
Stand der Forschung der beste Weg zu dessen Losung ist.

Wir betrachten n Korper im dreidimensionalen Raum, die sich unter dem Einfluss
des klassischen auf NEWTON zuriickgehenden Gravitationsgesetzes bewegen. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir an, dass die Korper punktférmig sind. Beispielsweise bei
astrophysikalischen Simulationen ist das angesichts der im Verhéltnis zu den auftreten-
den Entfernungen vernachléssigharen Durchmesser von Sonnen, Planeten und Monden
durchaus vertretbar. Die Positionen der Kérper kénnen dann durch Funktionen

z;: R - R? fiir alle i € [1 : n,

beschrieben werden, die einem Zeitpunkt ¢ € R die Position z;(¢) des i-ten Korpers
zu diesem Zeitpunkt zuordnen. Mit my,...,m, € Ry bezeichnen wir die Massen der
Korper.

Das NEwTONsche Gravitationsgesetz nimmt dann die Form

x (t) = fyzmj x](t) — ai?) fir allet € R, i € [1:n]
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mit der Gravitationskonstante v € Ry an, wir konnen also die auf die Korper zu ei-
nem Zeitpunkt ¢t € R wirkenden Beschleunigungen aus der jeweiligen Konfiguration der
Korper zu diesem Zeitpunkt bestimmen.

Indem wir wieder die Geschwindigkeiten

vi(t) = 2(t) fir allet € R, i € [1:n]
als zusétzliche Variablen einfiihren, erhalten wir das System
() = vi(t),

() — m(t) .. -
v (t) = WZmJ ij(t) R fir allet € R, i € [1:n],

das aus 2n gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen besteht. Zusammen mit
Anfangsbedingungen

z;(0) = o4, v;(0) = vg fiir alle 7 € [1 : n]

erhalten wir eine eindeutige Losung, solange sich die Kérper nicht zu nahe kommerﬂ
Mit diesem System konnen wir wie zuvor verfahren, beispielsweise indem wir das
Leapfrog-Verfahren anwenden:

zi(to) = xoy4,

vi(t) = UoH—MZ T
Jséz

$] to — .’El(to)
j(to) — zi(to)[13”

Ti(tokt2) = Ti(tor) + 255i(t2k+1)

~ zj(tog+2) — Ti(tart2) ) .
i (T =0 (t 20 J fir all 1:
Vi (tak+3) = Vi(tart1) + 207 E m; 125 (toksa) — 2(tonsa) [ tir alle ¢ € [1:n]

J#z
und alle Zeitschritte k € Ny.

Solange sich die Koérper nicht zu nahe kommen, kénnen wir bei Verwendung einer hin-
reichend kleinen Zeitschrittweite ¢ darauf hoffen, dass dieses Verfahren eine brauchbare
Naherung der tatséichlichen Losung berechnet.

Sollten sich zwei Korper sehr nahe kommen, kénnen wir beispielsweise die Zeitschritt-
weite reduzieren, um trotz der grofleren Beschleunigungen noch eine gute Genauigkeit
zu erreichen.

Solange die Zahl n der Korper relativ klein ist, stellt die Auswertung der Beschleuni-
gungen

— zi(t)
= Hwy - m(t)H%
J#l

fir allet € R

"Ksmen sich die Kérper zu nahe, wire die fiir die Analyse des Systems wichtige Bedingung verletzt,
dass die rechte Seite der Differentialgleichung Lipschitz-stetig sein muss.
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keine grofie Herausforderung dar. Die Situation dndert sich in Vielkorpersystemen, bei-
spielsweise bei der Simulation einer Galaxie oder eines komplizierten Molekiils. Die An-
zahl der Sterne in der Milchstrafle wird auf 100400 Milliarden geschéitzt, so dass die
Auswertung der Beschleunigungen fiir alle Sterne mindestens (10'!)? = 10?2 Operatio-
nen erfordern wiirde. Selbst wenn man (bei solchen Datenmengen langsame) Speicherzu-
griffe vernachléssigt, konnte ein moderner Prozessor hochstens einige Milliarden solcher
Operationen pro Sekunde ausfiihren, so dass ungefihr 10'? Sekunden nétig wiren. Das
entspricht ungefdhr 30000 Jahren. Wenn uns ein Grofirechner der Exaflop-Klasse zur
Verfiigung stiinde, und davon gibt es derzeit weltweit nur sehr wenige, liefle sich diese
Zeit auf einige Stunden oder Tage reduzieren, aber das wéire immer noch nur ein einziger
Zeitschritt von vielen, so dass eine sinnvolle Simulation viel zu aufwendig wére.

Auch dieses — diesmal nicht mathematische, sondern praktische — Problem lisst sich
mit geeigneten Approximationstechniken losen: Angenommen, wir wollen die Beschleu-
nigung berechnen, die zu einem Zeitpunkt ¢ € R auf einen in y := z;(¢) befindlichen
Korper wirken. Wir wihlen einen Quader s C R?, der hinreichend weit von 3 entfernt
ist, und bezeichnen mit

s:={jel:n] : z(t) € s}
die Indizes derjenigen Korper, die derzeit in s liegen. Falls der Durchmesser des Quaders
s im Verhéltnis zu seinem Abstand zu y klein ist, sieht es fiir einen Betrachter, der von y
aus in Richtung s schaut, so aus, als wire s im Wesentlichen ein Punkt. Daraus entsteht
die Idee, alle in s enthaltenen Kérper durch einen ,imaginidren Koérper® zu ersetzen, der
zu ungefahr derselben Beschleunigung fithrt. Wenn wir diesen imagindren Korper im
Punkt z; € s ansetzen, haben wir

l'] Ts —Y
IR G RT: < ol ™ e ol
JESs JES
wobei mg die Summe der Massen aller Korper in s bezeichnet. Wir konnten also alle
Massen in s durch eine einzige imaginire Masse ersetzen und damit sehr viel Rechenzeit
sparen.

In dieser Form ist der Ansatz allerdings sehr ungenau. Eine Losung besteht darin,
nicht nur einen einzigen imagindren Koérper zu verwenden, sondern mehrere (:L‘Sﬂj)f:l.
Um zu verhindern, dass die Massen einzelner Korper mehrfach gezéhlt werden, fiithrt
man Gewichtungsfunktionen

ley:s—R fir alle v € [1 : k]

ein, deren Summe gleich eins ist, es soll also £z 1(x) + ...+ lsx(x) = 1 fur alle z € s
gelten. Die Approximation nimmt dann die Form

1 m Jux <2 m Z||;::—_yu3”% ”Z (O o

ETE]
e ZJHQ s || Lsv y”

mit den nun durch

= mile,(z;(t)) fiir alle v € [1 : k]
JjES
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definierten Hilfsmassen an. Da sich die Gewichtungsfunktionen zu eins summieren, gilt

k k k
Z My = Z Z mls,(x;(t) = Z m; ng,l/(xj(t)) = ij’
v=1

v=1 jes jES v=1 jES

die Gesamtmasse der imaginédren Korper entspricht also der der urspriinglichen Koérper.

Bei diesem verallgemeinerten Ansatz ersetzen wir alle in s liegenden Korper durch k
imaginére Korper, die bei hinreichend weit von s entfernten Korpern ungefihr dieselbe
Beschleunigung hervorrufen. Sofern k deutlich kleiner als die Anzahl der ersetzten Korper
ist, sparen wir mit diesem Ansatz immer noch erheblich Rechenzeit.

Allerdings diirfen wir diese Approximation nur durchfiithren, falls y weit von s entfernt
ist, wir konnen also insbesondere nicht den gesamten Weltraum als s wéhlen, denn dann
wére der Abstand gleich null. Um trotzdem ein allgemein einsatzbares Verfahren zu
erhalten, verwenden wir mehrere Gebiete s, die in einer Baumstruktur organisiert sind.

Dieser Clusterbaum T muss die folgenden Voraussetzungen erfiillen:

e Die Wurzel enthilt alle Punkte z1(¢), ...,z (%).

Fiir jeden Knoten s des Clusterbaums und jedes j € § gilt z;(t) € s.

Wenn ein Knoten s des Clusterbaums die Schne s1, ..., s, besitzt, gilt
51U...US8, =38.
Jeder Korper in s ist also in mindestens einem der Sohne enthalten.

e Wenn s; und sy Sthne eines Knoten s sind, gilt §; N 83 = 0.

Jeder Korper in s ist also in hdchstens einem der S6hne enthalten.

Die Knoten eines Clusterbaums nennen wir Cluster. Wir verwenden die Kurzschreibweise
s € T dafiir, dass s ein Knoten des Clusterbaums 7T ist. Die Menge der S6hne eines
Clusters s bezeichnen wir mit sons(s).

Der verallgemeinerte Algorithmus geht rekursiv vor: Wenn wir die von allen Kérpern
eines Clusters s € T bewirkte Beschleunigung eines Kérpers an der Position y berechnen
wollen, priifen wir zunéchst, ob y hinreichend weit von s entfernt ist. Dazu werden in
der Praxis Zuldssigkeitsbedingungen der Form

diam(s) < dist(y, )

eingesetzt, die den Durchmesser diam(s) des Clusters s zu seinem Abstand dist(y, s) zu
dem Punkt y in Beziehung setzen.

Falls die Bedingung erfiillt ist, diirfen wir die Beschleunigung mit Hilfe der imaginiren
Korper approximieren.

Falls die Bedingung nicht erfiillt ist, konnen zwei Fille auftreten: Falls s S6hne besitzt,
diirfen wir wegen

L)~y . i) —y
EOIL rwry v Sl DRRD DL oy
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procedure eval_cluster(y, s, var a);
if diam(s) < dist(y, s) then begin
for v =1to k do

Ts,v—Y
a+—a—+ ’yms,l/ ||$s,u—y||%

end else if sons(s) # () then begin
for s € sons(s) do
eval cluster(y, s, a)
end else begin
for j € s do
@ at e
end

Abbildung 4.1: Approximation der Beschleunigung per Clusterbaum.

rekursiv die Berechnung an die Sohne delegieren und ihre Beitrige aufsummieren.
Falls s hingegen keine S6hne hat, berechnen wir die Summe direkt. Da solche Blattclu-
ster in der Regel nur wenige Korper enthalten, ist der resultierende Aufwand vertretbar.
Der resultierende rekursive Algorithmus ist in Abbildung zusammengefasst. Da
bei jedem Rekursionsschritt keine Kérper verloren gehen oder hinzu kommen, berechnet
er — abgesehen von der durch die imaginidren Korper eingefithrte Ndherung — die
vollstdndige Beschleunigung.

4.4 Populationsdynamik

Numerische Simulationen werden nicht nur in der Physik eingesetzt, sondern auch in der
Biologie, beispielsweise um die Dynamik der Populationen bestimmter Lebenwesen zu
untersuchen.

Ein Beispiel sind die Lotka-Volterra-Gleichungen

b'(t) = b(t)(e — Par(1)),
r'(t) = r(t)(B2b(t) — ) fiir alle t € R,

die ein Raubtier-Beutetier-System modellieren. b(t) € R ist dabei eine Ndherung der
Anzahl der Beutetiere zu einem Zeitpunkt ¢ € R, wahrend r(¢) € R eine Nidherung der
Anzahl der Raubtiere ist.

Der Parameter a > 0 gibt an, wie schnell sich die Beutetiere vermehren wiirden,
wenn es keine Raubtiere gibe, die Parameter 51, B2 > 0 beschreiben die Wechselwirkung
zwischen Raubtieren und Beutetieren, also dass die Anzahl der Beutetiere sinkt, wenn
sie gefressen werden, wiahrend die Raubtiere sich um so schneller vermehren, je wohl-
genéhrter sie sind. Der Parameter v > 0 schliefflich gibt die Geschwindigkeit an, mit der
die Raubtiere aussterben wiirden, falls sie nichts mehr fressen konnen.
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4 Simulationen

Falls wir die PopulationsgréBen b(tg), r(to) zu einem festen Zeitpunkt ¢y € R kennen,
kénnen wir mit Hilfe des Differentialgleichungssystems die Entwicklung der Population
vorhersagen.

Eine geschlossene Formel fiir die Losung ist nicht bekannt, also kommen in der Pra-
xis numerische N&herungsverfahren zum Einsatz. Das explizite EULER-Verfahren bei-
spielsweise kénnen wir unmittelbar einsetzen, es verspricht aber nur eine relativ geringe
Genauigkeit. Das Leapfrog-Verfahren ist etwas unattraktiv, weil beispielsweise b’ () so-
wohl von b(t) als auch von r(t) abhéngt, so dass wir beide Gréflen zu allen Zeitpunkten
berechnen miissten und damit den Vorteil des Leapfrog-Verfahrens verlieren.

Eine Alternative ist das RUNGE- Verfahren: Wir approximieren wieder die Ableitung
mit dem zentralen Differenzenquotienten

XD O < y(t+5/2) = bt + 5/ — Bur(t +6/2),

5
bt + 8) ~ b(t) + 6b(t + 5/2)(c — Bar(t +5/2)),
’w ~ (4 6/2) = r(t + 5/2) (Bab(t +6/2) — ),

r(t+0) = r(t) +or(t+9/2)(Bb(t +0/2) — ) fir alle t € R

und stellen fest, dass wir fiir die Auswertung der rechten Seite die Werte b(t + §/2) und
r(t + 0/2) bendtigen, die uns nicht zur Verfiigung stehen. Wir kénnen sie allerdings mit
einem Schritt des expliziten EULER-Verfahrens mit halber Schrittweite approximieren:

b(t +6/2) = b(t +6/2) :== b(t) + gb(t)(a — Br(t)),

r(t+9/2) = 7(t+0/2) =r(t) + gr(t)(fyb(t) —90) fiir alle ¢t € R,

so dass wir insgesamt

b(t +6/2) := b(t) + gb(t)(a — pBr(t)),

F(t46/2) :==r(t) + gr(t)(fyb(t) —9),
b(t 4 0) := b(t) + 6b(t + 6/2)(a — BuaF(t +6/2)),
F(t+0) i= r(t) + 07 (t + 8/2)(Bab(t 4 5/2) — ) fiir alle t € R

erhalten. Man kann beweisen, dass dieser Ansatz erheblich genauer als das EULER-
Verfahren ist, sich aber immer noch relativ einfach implementieren lésst.
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Simulationen fithren héufig zu relativ grofen Datenmengen, die in der Regel aus einer
Ansammlung von Zahlen besteht, die fiir Menschen nicht unmittelbar versténdlich ist.

Um es uns zu ermdoglichen, diese Daten sinnvoll zu interpretieren, ist es erforderlich,
sie in einer geeigneten Form zu présentieren. Das ist normalerweise nur moglich, wenn
beriicksichtigt wird, wie die Daten entstanden sind und in welcher Beziehung sie zu der
urspriinglichen Aufgabenstellung stehen, und dieses Wissen miissen wir bei der Darstel-
lung einflielen lassen.

Statt einfach eines der vielen fiir wissenschaftliche Visualisierung entwickelten Softwa-
repakete zu verwenden, werden wir uns mit der Frage beschiftigen, wie wir — zumin-
dest fiir einfache Anwendungen — die entsprechenden Programmteile selbst schreiben
konnen. Dieser Ansatz erlaubt es uns, die grafische Darstellung eng mit unseren Simu-
lationen zu verbinden und beispielsweise auch interaktiv zu beeinflussen.

5.1 OpenGL Legacy

In einem modernen Computer ist in der Regel spezielle Hardware fiir die Darstellung von
Grafik zusténdig, entweder in Form einer in den Hauptprozessor integrierten Grafikein-
heit oder in Form einer Grafikkarte, die mit dem Prozessor und dem Hauptspeicher ver-
bunden ist. Diese Hardware direkt zu programmieren ist nicht sinnvoll, da unterschiedli-
che Systemgenerationen unterschiedlicher Hersteller sehr unterschiedliche Zugénge ver-
folgen und deshalb im schlimmsten Fall jeder neue Computer Anpassungen an unserer
Implementierung erforderlich machen wiirde.

Stattdessen gehen wir wie bereits bei BLAS vor: Die Hersteller der Grafikhardware und
deren Anwender einigen sich auf eine standardisierte Schnittstelle (ein API, application
programming interface), die eine Reihe von Funktionen zur Verfiigung stellt. Es liegt
in der Verantwortung der Hardwarehersteller, diese Funktionen so gut wie moglich an
ihre Systeme anzupassen, wahrend es in der Verantwortung der Anwender liegt, die
gewiinschten Operationen durch diese Funktionen auszudriicken.

Ein seit Jahren etablierter Standard fiir die Grafikprogrammierung in zwei und drei
Dimensionen ist |(OpenGL. Wir befassen uns hier zunéichst mit dem veralteten Standard
OpenGL 2.1, der fiir viele wissenschaftliche Anwendungen durchaus ausreichend ist,
allerdings auf manchen Systemen nicht mehr unterstiitzt wird.

Um OpenGL verwenden zu kénnen, miissen wir in der Regel eine Headerdatei g1 .h
(oder OpenGL.h auf MacOS-Systemen) einbinden, die die nétigen Funktionen definiert.
Die definierten Funktionen finden sich in einer Bibliothek, die je nach System beispiels-
weise 11bGL oder 11ibOpenGL heiflen mag.
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5 Visualisierung

Zu den wichtigsten dieser Funktionen gehéren glBegin und glEnd, mit denen wir
eine Folge geometrischer Objekte definieren, und glVertex2f oder glVertex3f, mit
denen wir die Eckpunkte dieser Objekte definieren.

Den Rand des Rechtecks [—1/2,1/2] x [—1/4,1/4] kénnen wir beispielsweise mit

glBegin (GL_LINE_LOOP) ;

glVertex2f (-0.5, -0.25);
glVertex2f (0.5, -0.25);
glVertex2f (0.5, 0.25);
glVertex2f (-0.5, 0.25);
glEnd () ;

zeichnen: Der erste Befehl legt fest, dass wir einen geschlossenen Linienzug zeichnen
wollen, die glvVertex2f-Befehle definieren die Koordinaten der Eckpunkte, und der
letzte Befehl beendet den Linienzug.

Bevor wir etwas zeichnen, sollten wir die Zeichenfliche 16schen. Dafiir stehen uns die
Befehle glClearColor und glClear zur Verfiigung. Der erste Befehl erwartet vier
Argumente, nimlich die Anteile der Farben rot, griin und blau sowie den sogenannten
Alpha-Anteil, den wir fiir den Moment ignorieren kénnen. Mit

glClearColor (0.0, 0.0, 0.0, 0.0);
wéhlen wir schwarz als Hintergrundfarbe. Wenn die Farbe definiert ist, konnen wir mit
glClear (GL_COLOR_BUFFER_BIT) ;

die Zeichenfliche mit der gewiahlten Hintergrundfarbe fiillen. Dabei legt die Konstan-
te GL_COLOR_BUFFER_BIT fest, welche Komponenten der Zeichenfliche wir 16schen
wollen, neben der Farbe gibt es nidmlich noch weitere, auf die wir spéter noch eingehen
werden.

Fiir den in unserem Beispiel gezeichneten Linienzug kénnen wir mit

glColor3f(1.0, 1.0, 1.0);

die Farbe weif3 festlegen. Diese Farbe gilt fiir alle folgenden Aufrufe der Funktion
glVertex2f, wir kbnnen sie aber zwischen den Aufrufen beliebig veréindern, um jedem
Eckpunkt des Linienzugs seine eigene Farbe zuzuweisen. Auf den einzelnen Linienseg-
menten wird die Farbe dann linear interpoliert (in der Computergrafik nennt man diese
Vorgehensweise Gouraud-Shading).

Um die vorhandene Hardware moglichst optimal auszunutzen, arbeitet OpenGL
grundséatzlich asynchron, unsere Zeichenbefehle werden also nicht unbedingt sofort
ausgefiihrt, sie werden lediglich im Grafiksystem gespeichert, bis es sich lohnt, sie
tatsdchlich zu bearbeiten. Mit der Funktion glFlush koénnen wir dafiir sorgen, dass
alle im Grafiksystem gespeicherten Befehle ausgefithrt werden, allerdings ist nicht
garantiert, dass dieser Prozess bei der Riickkehr aus der Funktion abgeschlossen ist. Die
Funktion glFinish dagegen veranlasst ebenfalls die Ausfithrung aller Befehle, wartet
aber, bis tatséchlich alle ausgefiihrt worden sind.

Insgesamt erhalten wir das folgende Programmfragment, um den Rand des Rechtecks
in weifl auf schwarzem Hintergrund zu zeichnen:
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glClear (GL_COLOR_BUFFER_BIT) ;
glColor3f (1.0, 1.0, 1.0);
glBegin (GL_LINE_LOOP) ;

glVertex2f (-0.5, -0.25);
glVertex2f (0.5, -0.25);
glVertex2f (0.5, 0.25);
glVertex2f (-0.5, 0.25);
glEnd () ;

glFinish{();

5.2 GLUT

Allerdings fehlt unserem Programm noch ein sehr wesentlicher Teil: Wir haben noch gar
keine Zeichenflache angelegt, mit der wir etwas anfangen kdnnten.

Diese Aufgabe héingt nicht nur von der Grafikhardware ab, sondern auch von dem
System, das diese Hardware ansteuert, beispielsweise ein grafischer Desktop oder ein
Windowmanager. Deshalb ist sie in separate Programmbibliotheken ausgelagert, die sich
darum kiimmern, Fenster zu 6ffnen und zu verwalten, in denen dann eine OpenGL-
Zeichenfliche dargestellt werden kann.

Eine besonders einfache Schnittstelle bietet dabei FreeGLUT) eine freie Implementie-
rung des GL Utility Toolkits. Die von dieser Bibliothek zur Verfiigung gestellten Funk-
tionen werden in einer Headerdatei freeglut .h definiert, ihre Implementierung findet
sich in einer Bibliothek namens 1ibglut.

FreeGLUT muss mit der Funktion glutInit initialisiert werden, die Zugriff auf Be-
fehlszeilenparameter bendotigt, um beispielsweise fiir die Fensterverwaltung vorgesehe-
ne Parameter verarbeiten zu kénnen. Wenn die Bibliothek initialisiert ist, kénnen wir
mit der Funktion glutCreateWindow ein Fenster anlegen sowie mit den Funktionen
glutPositionWindow und glutReshapeWindow seine Position und Abmessungen
festlegen. FreeGLUT verwendet dabei globale Variablen: Eines der erzeugten Fenster ist
jeweils aktuell, und Funktionsaufrufe beziehen sich auf dieses Fenster. Mit der Funktion
glutSetWindow konnen wir das aktuelle Fenster festlegen. Das folgende Programm-
fragment erzeugt zwei Fenster:

#include <GL/glut.h>
#include <GL/gl.h>

int
main (int argc, char xxargv)
{

int windowl, window2;

glutInit (&argc, argv);

windowl = glutCreateWindow ("Window_1");

85


http://freeglut.sourceforge.net
http://www.opengl.org/resources/libraries/glut/spec3/spec3.html
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window2 = glutCreateWindow ("Window_2");

glutSetWindow (windowl) ;
glutPositionWindow (100, 100);
glutReshapeWindow (200, 200);

glutSetWindow (window?2) ;
glutPositionWindow (400, 100);
glutReshapeWindow (200, 200);

glutMainLoop () ;

return O;

}

Die Funktion glutMainLoop spielt fiir FreeGLUT eine zentrale Rolle: Wie die mei-
sten grafischen Benutzeroberflichen geht auch FreeGLUT von einem ereignisgesteuerten
Programmiermodell aus. Es treten FEreignisse ein, beispielsweise ein Mausklick oder ein
Tastendruck, auf die das System reagieren muss. Die Funktion glutMainLoop wartet
auf diese Ereignisse und sorgt dafiir, dass geeignete Reaktionen erfolgen.

In unserem Beispiel werden die beiden Fenster angezeigt, allerdings sind ihre Inhalte
undefiniert, so dass je nach verwendetem Fenstersystem unterschiedliche Effekte auftre-
ten konnen. Das ist auch nicht verwunderlich, denn wir haben ja noch keine Verbindung
zwischen unserer OpenGL-Zeichenfunktion und dem FreeGLUT-Programm hergestellt.

Diese Verbindung wird mit Hilfe der bereits in Bemerkung [3.2] erwdhnten Callback-
Funktionen realisiert: Mit der Funktion glutDisplayFunc kénnen wir fiir das aktuelle
Fenster eine Funktion festlegen, die das Zeichnen iibernehmen soll. In unserem Beispiel
konnte das wie folgt aussehen:

static void

display (void)

{
glClear (GL_COLOR_BUFFER_BIT) ;
glColor3f (1.0, 1.0, 1.0);
glBegin (GL_LINE_LOOP) ;

glVertex2f (-0.5, -0.25);
glvVertex2f (0.5, -0.25);
glVertex2f (0.5, 0.25);
glvVertex2f(-0.5, 0.25);
glEnd () ;

glFinish{();

glutSwapBuffers () ;
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Wir kénnen mit dem Aufruf glutDisplayFunc (displayl) diese Funktion dem ak-
tuellen Fenster zuweisenl]

Leider sind wir damit immer noch nicht fertig: In den meisten Benutzeroberflichen
konnen wir die Grofle und Abmessungen von Fenstern verdndern, beispielsweise indem
wir sie mit dem Mauszeiger ,,anfassen“ und verschieben. Falls sich die Abmessungen des
Fensters veréndern, wird sich in der Regel auch die Zeichenfliche verdndern, so dass
OpenGL eine Moglichkeit haben muss, sich anzupassen.

Diesem Zweck dient die Funktion glReshapeFunc, mit der wir eine Callback-
Funktion festlegen konnen, die aufgerufen wird, wenn sich die Abmessungen des

aktuellen Fensters dndern. Die einfachste Fassung einer solchen Funktion ist die folgen-
de:

static void
reshape (int width, int height)
{
glViewport (0, 0, width, height);
}

Die Funktion glViewport legt dabei fest, in welchem Teil des Fensters OpenGL etwas
zeichnen soll. Die ersten beiden Parameter definierten dabei die z- und y-Koordinaten
des linken unteren Eckpunkts der Zeichenfldche, wihrend die néchsten beiden ihre Breite
und Hohe angeben. In unserem Fall wollen wir die gesamte Zeichenfléche verwenden.

Mit den Funktionen display und reshape konnen wir nun ein vollstédndiges Pro-
gramm angeben:

int
main (int argc, char xxargv)

{
glutInit (&argc, argv);

glutCreateWindow ("My, Window") ;
glutPositionWindow (100, 100);
glutReshapeWindow (200, 200);
glutReshapeFunc (reshape) ;
glutDisplayFunc (display);
glClearColor (0.0, 0.0, 0.0, 0.0);

glutMainLoop () ;

return 0;

'Die Funktion ist als static definiert, weil sie nicht von auflerhalb des aktuellen Moduls aufgerufen
werden soll und deshalb ihr Name nicht dem Linker bekannt gegeben werden muss.
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Das von der Funktion display gezeichnete Rechteck hat offenbar ein Seitenverhiltnis
von 2 : 1, das von dem von unserem Beispielprogramm angelegten Fenster auch zunéchst
korrekt wiedergegeben wird.

Sobald wir allerdings die Abmessungen des Fensters dndern, wird sich das Seiten-
verhiltnis ebenfalls &ndern, da OpenGL immer das gesamte Quadrat [—1,1] x [—1,1]
auf die Zeichenfliche abbildet, unabhéngig von deren Abmessungen.

Dieses Problem liele sich 16sen, indem wir den Aufruf der Funktion glViewport
modifizieren, um dafiir zu sorgen, dass die Zeichenfliche immer quadratisch bleibt:

if (width > height)

glViewport ( (width-height) /2, 0, height, height);
else

glViewport (0, (height-width) /2, width, width);

Allerdings hat dieser Ansatz den grofien Nachteil, dass wir potentiell gro3e Bereiche des
Fensters ungenutzt lassen.

Eine elegantere Losung besteht darin, die Koordinaten zu skalieren: Angenommen,
das Fenster ist doppelt so breit wie hoch. Dann wiirde [-1/2,1/2] x [—1, 1] als Quadrat
dargestellt. Wenn wir also alle z-Koordinaten mit dem Faktor 1/2, oder allgemeiner
height/width, skalieren konnten, wiirden die Seitenverhéltnisse korrekt wiedergege-
ben werden.

Wir kénnen diese Skalierung natiirlich per Hand in die Funktion display aufnehmen.
Sehr viel eleganter ist es, einen in OpenGL fiir solche Zwecke vorgesehenen Mechanismus
zu verwenden: Die von den Funktionen glVertex2f oder glVertex3f angegebenen
Koordinaten werden zu vierdimensionalen Vektoren erweitert (bei glvertex2f wird
die dritte Koordinate gleich null gesetzt, bei beiden die vierte gleich eins), die dann eine
Reihe von Transformationen durchlaufen, bevor sie schliefllich verwendet werden:

e Sie werden mit der modelview-Matrix multipliziert. Diese Matrix beschreibt bei-
spielsweise, wie die angegebenen Objekte gedreht, verschoben und skaliert werden
miissen, um die gewiinschte Szene darzustellen.

e Sie werden mit der bereits erwdhnten projection-Matrix multipliziert, die beispiels-
weise beschreibt, wie die Szene auf eine Leinwand (oder vielmehr den Bildschirm)
iibertragen wird.

e Sie werden normalisiert, also so skaliert, dass die vierte Koordinate gleich eins ist.
Dieser Schritt wird sich im néchsten Abschnitt noch als sehr niitzlich erweisen, fiir
den Moment lassen wir die vierte Koordinate konstant gleich eins.

Wir kénnen mit dem Befehl g1MatrixMode festlegen, auf welche der beiden Matrizen
die folgenden Operationen wirken sollen.

Die jeweils gewédhlte Matrix kénnen wir mit Funktionen wie glLoadIdentity,
glLoadMatrix, glTranslatef, glRotatef oder glScalef modifizieren. Dazu
wéhlen wir zundchst mit g1MatrixMode die zu modifizierende Matrix aus, in unserem
Fall handelt es sich um die projection-Matrix, die dafiir zustdndig ist, die Projektion
der Koordinaten in die Zeichenfliche zu beschreiben:
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glMatrixMode (GL_PROJECTION) ;

Wir setzen die Matrix mit glLoadIdentity auf die Identitdt zuriick und verwenden
dann die Funktion glScalef, um sie von rechts mit einer Matrix zu multiplizieren, die
eine Skalierung der Koordinaten beschreibt:

glLoadIdentity();
if (width > height)

glScalef ((float) height/width, 1.0, 1.0);
else

glScalef (1.0, (float) width/height, 1.0);

Alle Koordinaten werden nun je nach Bedarf mit height /width oder width/height
multipliziert. Diese Anpassung des Koordinatensystems ldsst sich am besten in der
reshape-Funktion vornehmen, die wir wie folgt modifizieren:

static void
reshape (int width, int height)
{
glViewport (0, 0, width, height);
glMatrixMode (GL_PROJECTION) ;
glLoadIdentity();
if (width > height)
glScalef ((float) height/width, 1.0, 1.0);
else
glScalef (1.0, (float) width/height, 1.0);
}

Mit dieser Anpassung bleiben Seitenverhéltnisse auch dann noch korrekt, wenn sich die
Abmessungen des Fensters veréindern, aber OpenGL kann weiterhin das gesamte Fenster
verwenden.

5.3 Homogene Koordinaten

Auch wenn OpenGL fiir zwei- und dreidimensionale Grafik vorgesehen ist, wird intern
mit vierdimensionalen Vektoren gerechnet. Finerseits sind Zweierpotenzen fiir die mei-
sten Computer ohnehin passender als andere Zahlen, andererseits lasst sich aber die vier-
te Koordinate auch verwenden, um einige wichtige Transformationen besonders elegant
darzustellen. Wahrend die ersten drei Koordinaten mit x, y und z bezeichnet werden,
ist fiir die vierte Koordinate w eine iibliche Bezeichnung. Wenn die vierte Koordinate
eines Vektors gleich eins ist, nennen wir ihn normalisiert.

Einfache Transformationen wie die bereits verwendete Skalierung lassen sich reali-
sieren, indem wir die ersten drei Koordinaten modifizieren und die vierte unveréndert
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lassen, beispielsweise in der Form

aq
(&%)
S = ,

a3

die von glScalef verwendet wird.
Eine sehr wichtige Eigenschaft normalisierter Vektoren besteht darin, dass der Null-
punkt nicht durch den Nullvektor dargestellt wird, sondern durch

0
0
0
1

Damit ist es uns moglich, Transformationen durch eine lineare Abbildung zu beschreiben,
die den Nullpunkt auf einen anderen Vektor abbilden, beispielsweise die Verschiebung
des Nullpunkts an eine Position v € R3, die durch die Matrix

1 V1
1 (%]

1 wvg

1

T :=

realisiert wird, die bei der Funktion glTranslatef von rechts mit der aktuellen Matrix
multipliziert wird. Offenbar gilt

r1 1 V1 T 1+ U1

T ro | 1 V2 T2 | | x2F 02
I3 o 1 V3 I3 - T3 + vs
1 1 1 1

OpenGL interpretiert die vierdimensionalen Vektoren im Sinne homogener Koordinaten:
Jeder Vektor a € R*, dessen vierte Komponente nicht gleich null ist, kann normalisiert
werden, indem man ihn durch a4 dividiert, also die Normalisierungsabbildung

normalize: R® x (R \ {0}) — R3 x {1}, av afay,

anwendet. Zwei Vektoren, die nach der Normalisierung identisch sind, werden von
OpenGL auch als identisch angesehen. Es werden also vierdimensionale Vektoren zu
Aquivalenzklassen zusammengefasst, die man als homogene Koordinaten bezeichnet.
Wie bereits erwdhnt multipliziert OpenGL Koordinaten erst mit der modelview-
Matrix, dann mit der projection-Matrix, um sie anschlieBend zu normalisieren, bevor
etwas gezeichnet wird. Diese Vorgehensweise hat zur Folge, dass wir beispielsweise die
Skalierung aller Komponenten des Vektors mit dem Faktor 1/2 auch durch die Matrix

1
H =
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T3

Zn

Abbildung 5.1: Anwendung des Strahlensatzes fiir die Berechnung der perspektivischen
Projektion

darstellen konnen, da sie die w-Koordinate verdoppelt, so dass bei der Normalisierung
alle Koordinaten durch den doppelten Wert dividiert werden.
Wir kénnen aber auch mit der Matrix

1 0

dafiir sorgen, dass ein Vektor mit dem Kehrwert seiner z-Koordinate skaliert wird, denn
wir haben

T T T r1/23
T T . x To/T
Pl = 2 , normalize | P | 72 = 2/ 3
I3 I3 T3 1
1 T3 1 1

Diese Eigenschaft konnen wir ausnutzen, um eine perspektivisch korrekte Darstellung
dreidimensionaler Korper zu erreichen: Je weiter sie entfernt sind, je grofler also der Ab-
stand zu einer imagindren Kamera ist, desto stirker werden Abstiande zwischen Punkten
reduziert.

Um die Rechnung zu vereinfachen, gehen wir davon aus, dass die Kamera sich im Null-
punkt befindet und in Richtung der positiven x3-Achse gerichtet ist. Wir positionieren die
imaginédre Leinwand in einer Entfernung von z, € R von unserer Kamera und miissen
die Position 2’ = (2, ¥}, 2, 1) bestimmen, an der ein Punkt = = (x1, 29, 73,1) € R* auf
der Leinwand erscheint.

Nach dem Strahlensatz (sieche Abbildung gilt

R

Zn 1;37
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so dass wir

erhalten. Wir wissen bereits, dass OpenGL auf dem Bildschirm grundsétzlich mit Ko-
ordinaten aus [—1,1] x [—1, 1] arbeitet. Falls wir eine breitere oder schmalere Leinwand
verwenden wollen, sollten wir unsere Gleichung entsprechend modifizieren: Wenn wir die
gewiinschte Breite mit w € R+ bezeichnen, gelangen wir zu

2z,

.CCII = —2X1.
wrs

Entsprechend erhalten wir fiir die zweite Koordinate

2z,

/
2 hx3 )

wobei h € Ry die Hohe der Leinwand bezeichnet. Im Prinzip wéren wir nun fertig und

konnten die Matrix )
22n

1 0

verwenden, um eine perspektivisch korrekte Projektion durchzufiihren.

Dabei ergibt sich allerdings eine Schwierigkeit: Bei einer dreidimensionalen Szene kann
es durchaus vorkommen, dass ein Objekt ein anderes ganz oder teilweise verdeckt. Da
unsere Matrix dafiir sorgt, dass alle Punkte auf die Leinwand projiziert werden, geht
die Information iiber ihren Abstand zu unserer Kamera verloren, so dass wir nicht mehr
entscheiden konnen, ob ein Punkt von einem anderen verdeckt wird.

Dieses Problem lésst sich 16sen, indem wir die dritte Koordinate so berechnen, dass
in ihre Informationen iiber den Abstand erhalten bleiben. Da OpenGL auch von dieser
dritten Koordinate erwartet, dass sie in dem Intervall [—1, 1] liegt und standardméifig
alle Punkte jenseits dieses Intervalls ignoriert, legen wir neben z, € Rs( auch einen
Abstand zy € R5o mit zy > z, fest, in dem unser sichtbarer Bereich endet.

Da bereits fest steht, dass wir durch x3 dividieren werden, suchen wir eine monotone
Abbildung der Form

¢: R\ {0} = R, g W30
T3
mit
¢(zn) = —1, o(zp) = 1.

Da die Abbildung monoton ist, ist sicher gestellt, dass niher an der Kamera liegende
Punkte auch nach der Transformation noch kleinere Koordinaten aufweisen. Aus den
beiden Gleichungen ergibt sich

azp+ 6 azp+ B

= :—1, = :1,
5 = () =)
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2 T T T T T
phi —
15 b
1
0.5 b
0 4
0.5 .
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3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5

Abbildung 5.2: Monotone Transformation der z-Koordinaten fiir den Fall 2, = 4, zy = 6

Ozzn—i—ﬁ:—zn, CMZf—f—ﬂ:Zf,
und indem wir die erste Gleichung von der zweiten subtrahieren, folgt

a:Zf+Zn

a(zf — zn) = 2f + 2n, o
—cn

Diesen Wert fiir a kénnen wir in die zweite Gleichung einsetzen, um zu

Zf + zn

Zf—Zan+lB:Zf7

ﬁ:zf <1_ Zf+zn> :zfzf—zn— (Zf+zn) _ —QZan

2f — 2n 2f — 2n 2f — 2Zn

zu gelangen. Die resultierende Funktion ¢ ist in Abbildung dargestellt.
Unsere verbesserte Matrix nimmt damit die Gestalt

2zn

w
2zn

h

Zf+zn
Zf_Zn

1

—2znzy

Zf—2n

0

an. Traditionell verwendet OpenGL ein rechitshindiges Koordinatensystem: Wir halten
die rechte Hand so, dass Daumen, Zeige- und Mittelfinger in zueinander rechtwinklige
Richtungen zeigen (siehe Abbildung . Wir wihlen unser Koordinatensystem so, dass
die erste Koordinate in Richtung des Daumens wéchst, die zweite in Richtung des Zeige-
fingers, und die dritte in Richtung des Mittelfingers. Falls wir uns an diese Konvention
halten wollen, miisste die dritte Koordinate abnehmen, wenn wir uns von der Kamera
entfernen. Das lésst sich einfach erreichen, indem wir das Vorzeichen der dritten Spalte
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5 Visualisierung

Abbildung 5.3: Rechte-Hand-Regel: Der Daumen zeigt in positive Richtung der ersten
Koordinaten, der Zeigefinger in die der zweiten, und der Mittelfinger in
die der dritten.

unserer Matrix umdrehen. Damit erhalten wir die endgiiltige Matrix der perspektivischen
Projektion:

2zn
Y2z,
L h
P = _zf—i—zn _2zan s
2fp—2zn z2p—2zn
-1 0

die wir beispielsweise mit der Funktion glLoadMatrix dem OpenGL-System fiir die
folgenden glvertex-Anweisungen iibermitteln kénnen. Alternativ gibt es die Funktion
glFrustum, die eine Matrix fiir eine noch etwas allgemeinere Projektion aufstellt.

5.4 Dreiecke

Wenn wir statt einfacher Drahtgittermodelle realistischere Korper darstellen wollen, er-
setzen wir Linienziige durch Dreiecke:

4

glBegin (GL_TRIANGLES

_ )
glVertex3f (-0.5, 0.5, 0.5);
glVertex3f( 0.5, 0.5, 0.5);
glVertex3f (-0.5, 0.5, 0.5);
glVertex3f (-0.5, -0.5, 0.5);
glvVertex3f( 0.5, -0.5, 0.5);
glVertex3f( 0.5, 0.5, 0.5);

glEnd();
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In der Standardeinstellung werden die Dreiecke gefiillt dargestellt. Falls unterschiedliche
Farben in den drei Eckpunkten gewéhlt wurden, wird zwischen ihnen linear interpoliert.
Diese Vorgehenweise nennt man GOURAUD—Sha,dmgﬂ sie bietet den Vorteil, dass héufig
aufwendigere Berechnungen nur fiir jeden Eckpunkt statt fiir jeden Bildpunkt ausgefiihrt
werden miissen und trotzdem ein iiberzeugender Gesamteindruck entsteht.

In OpenGL hat jedes Dreieck eine Vorder- und eine Riickseite, die durch die Reihenfol-
ge der Eckpunkte festgelegt wird: Die Seite, auf der die Eckpunkte aus Sicht der Kamera
entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen werden, also im mathematisch positiven Sinn,
ist die Vorderseite, die andere die Riickseite. Wir kénnen OpenGL dazu auffordern, alle
Dreiecke zu ignorieren, die uns ihre Riickseite zeigen, indem wir das sogenannte back-face
culling einschalten:

glEnable (GL_CULL_FACE) ;
glCullFace (GL_BACK) ;

Bei konvexen Korpern (Kugeln, Wiirfeln, Zylindern, Pyramiden, ...) sind die so elimi-
nierten Dreiecke gerade diejenigen, die die Riickseite des Korpers beschreiben, so dass
sie ohnehin verdeckt sind und auch gar nicht sichtbar sein sollen.

Bei nicht-konvexen Koérpern und bei Szenen, die sich aus mehreren Korpern zusam-
mensetzen, ist die Situation etwas schwieriger: Die Vorderseite eines weiter von der Ka-
mera entfernten Dreiecks kann durch ein néher an der Kamera liegendes Dreieck verdeckt
werden. Neben der Unterscheidung zwischen Vorder- und Riickseite muss also auch noch
der Abstand zur Kamera beriicksichtigt werden.

Diese Aufgabe 16st OpenGL mit einem Hilfsspeicher, dem depth buffer, der fiir jeden
Bildpunkt speichert, wie weit er von der Kamera entfernt ist. Wenn OpenGL ein Dreieck
zeichnet, erzeugt es fiir jeden im Dreieck liegenden Bildpunkt ein Fragment, also einen
Kandidaten fiir einen Eintrag im Bildspeicher. Dieses Fragment enthélt neben der x- und
der y-Koordinate auch eine z-Koordinate, die beschreibt, wie weit der Kandidat von der
Kamera entfernt ist. Wenn ein Fragment in den Bildspeicher aufgenommen wird, wird
seine z-Koordinate im depth buffer hinterlegt.

Falls ein neues Fragment dieselbe z- und y-Koordinate aufweist, konnen wir durch
einen Vergleich seiner z-Koordinate mit der im depth buffer gespeicherten feststellen, ob
es niher an der Kamera liegt. Nur dann wird es gezeichnet, ansonsten wird es verworfen.

In der Standardeinstellung liegen die z-Koordinaten, wie die z- und y-Koordinaten, im
Intervall [—1, 1] und sind um so grofer, je weiter das Fragment von der Kamera entfernt
ist.

Dieser Ansatz hat den Vorteil, dass es vollig egal ist, in welcher Reihenfolge wir die
Dreiecke zeichnen. Allerdings miissen wir den depth buffer korrekt initialisieren und auch
dafiir sorgen, dass er tatsdchlich verwendet wird. Fiir die Initialisierung kénnen wir den
Aufruf der Funktion glClear erweitern:

glClear (GL_COLOR_BUFFER_BIT | GL_DEPTH_BUFFER_BIT) ;

Damit néher an der Kamera liegende Bildpunkte nicht von weiter entfernten iiberschrie-
ben werden, miissen wir mit

2Benannt nach Henri Gouraud.
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glEnable (GL_DEPTH_TEST) ;

dafiir sorgen, dass die z-Koordinaten der Fragmente mit den Werten im depth buffer
verglichen werden. Falls die neue z-Koordinate grofler als die alte ist, wird das Fragment
verworfen, ansonsten wird es in den Bildspeicher aufgenommen und der depth buffer
wird aktualisiert.

Aus diesem Grund haben wir im vorigen Abschnitt die Funktion ¢ so konstruiert,
dass sie die z-Koordinaten monoton abbildet, um die fiir die Verdeckung bend&tigten
Informationen zu erhalten.

5.5 Beleuchtung

Fiir einfache Liniengrafiken geniigen die bisher besprochenen Techniken. Falls wir al-
lerdings geometrische Korper etwas realistischer darstellen wollen, miissen wir uns mit
der Frage beschiiftigen, wie in der Realitéit die von unseren Augen wahrgenommene Far-
be zustande kommt: Gegenstinde werden von einer Lichtquelle angestrahlt, und das
reflektierte Licht wird von unseren Augen registriert.

Im Interesse einer moglichst geringen Rechenzeit ist es in der Regel nicht moglich,
die dahinter stehenden physikalischen Vorgéinge exakt nachzubilden, stattdessen wer-
den allerhand Tricks eingesetzt, um einen mehr oder weniger realistischen Eindruck zu
erreichen, ohne zu lange Wartezeiten in Kauf nehmen zu miissen.

Der urspriingliche OpenGL-Standard unterstiitzt dabei das PHONG—ModelEL bei dem
sich die Farbe aus drei Anteilen zusammensetzt:

e Umgebungslicht (engl. ambient lighting), das von allen Seiten gleichméBig den
Gegenstand erreicht,

e diffus reflektiertes Licht (engl. diffuse lighting), bei dem von einer Lichtquelle ein-
treffendes Licht in Abhéngigkeit von dem Winkel reflektiert wird, unter dem es
eine Oberflache erreicht, und

e gespiegeltes Licht (engl. specular lighting), bei dem das von der Lichtquelle eintref-
fende Licht an der Oberfliche in Richtung des Betrachters gespiegelt wird.

Um dieses Modell einzusetzen, miissen wir zunéchst mit

glEnable (GL_LIGHTING) ;
glEnable (GL_LIGHTO) ;

dem OpenGL-System mitteilen, dass die Farben der gezeichneten Objekte nicht mehr
direkt per g1lColor vorgegeben werden, sondern aus dem Beleuchtungsmodell stammen,
und dass bei den Berechnungen die erste Lichtquelle (es sind mehrere moglich) aktiv sein
soll.

Eigenschaften der Lichtquellen werden mit Varianten des Befehls g1Light festgelegt,
beispielsweise mit

3Benannt nach Bui Thong Phong.
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float light_position[4] = { 5.0, 5.0, 5.0, 1.0 };
float light_ambient[4] = { 0.1, 0.1, 0.1, 1. Y,
float light_diffusel[4] = { 1.0, 1.0, 1.0, 1 ;

glLightfv (GL_LIGHTO, GL_POSITION, light_position);
glLightfv (GL_LIGHTO, GL_AMBIENT, light_ambient);
glLightfv (GL_LIGHTO, GL_DIFFUSE, light_diffuse);

eine Lichtquelle an der Position (5,5, —5), die ein relativ dunkles Umgebungslicht mit
einem Zehntel der Intensitdt in Rot-, Griin- und Blauanteil beitrdgt und bei diffuser
Reflektion als weifl mit voller Intensitéit wirkt.

Wenn das Licht auf ein Objekt trifft, soll es mit dem Material interagieren, aus dem
das Objekt besteht. Dieses Material wird mit Varianten des Befehls glMaterial be-
schrieben, so legen beispielsweise die Zeilen

, 0.0, 0.0 };
0.0

float material_ambient([4] = { 1.0, 0.0
{ 1.0, 0.0 , 0.0 };

float material _diffuse[4] = , ’

glMaterialfv (GL_FRONT_AND_BACK, GL_AMBIENT,
material_ambient);

glMaterialfv (GL_FRONT_AND_BACK, GL_DIFFUSE,
material_diffuse);

fest, dass sowohl bei Umgebungs- als auch bei diffusem Licht das Material rot erschei-
nen soll. Dabei besagt GL_FRONT_AND_BACK, dass diese Einstellungen sowohl fiir die
Vorder- als auch die Riickseite der gezeichneten Oberflichen gelten sollen.

Sobald das Beleuchtungsmodell eingeschaltet ist, spielt die Funktion glColor eigent-
lich keine Rolle mehr, da die Farben nun aus dem Modell stammen. Allerdings lésst sich
die Funktion ,recyclen”, wenn wir den color-material mode einschalten, beispielsweise
durch die Zeilen

glEnable (GL_COLOR_MATERIAL) ;
glColorMaterial (GL_FRONT_AND_BRACK, GL_AMBIENT_AND_DIFFUSE);

In dieser Einstellung legt ein Aufruf der Funktion glColor die Farbe des Materials fiir
die Beleuchtungsberechnung fest, statt direkt die Farbe, in der das Objekt gezeichnet
wird, und wir kénnen Anderungen der Farbe sehr viel kiirzer formulieren.

Fiir die Berechnung der diffusen und reflektiven Beleuchtung ist es von entscheidender
Bedeutung, dass jedem Eckpunkt eines Dreiecks ein duflerer Einheitsnormalenvektor
zugeordnet ist, also ein Vektor, der senkrecht auf der Oberfliche steht, der aus dem
dargestellten Korper , heraus® zeigt und der die Lange eins aufweist. Mit Hilfe dieses
Vektors kann ermittelt werden, unter welchem Winkel das Licht auf die Oberfliche trifft
und wie es gegebenenfalls reflektiert wird.

Im Prinzip kénnen wir fiir jedes Dreieck einen solchen Normalvektor berechnen: Wenn
das Dreieck aus den Punkten a,b,c € R3 besteht, konnen wir die Kantenvektoren p =
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b — a und q¢ = ¢ — a einfiihren und ihr Kreuzprodukt

P2g3 — P3q2
n:i=pxXq=|p3q1 —PpPiqs
b1q2 — p2q1

berechnen. Der Vektor 7 steht auf p und ¢ senkrecht, also auch auf dem Dreieck. Durch
Division durch seine euklidische Norm erhalten wir

den gesuchten dufleren Einheitsnormalenvektor.

OpenGL fiihrt diese Berechnung allerdings nicht automatisch fiir uns durch, sondern
erwartet, dass wir fiir jeden Eckpunkt mit dem Befehl g1Normal3f explizit einen Nor-
malvektor angeben. Die Ursache ist, dass sich durch geschickte Modifikation des Nor-
malenvektors der Eindruck erweckt werden kann, die einzelnen Dreiecke seien leicht
gebogen, so dass glatte Oberflichen sich realistischer ausleuchten lassen.

Fiir glNormal3f gilt dasselbe wie fiir glColor3f: Der festgelegte Wert wird erst
iibernommen, wenn ein Eckpunkt mit glVertex2f oder glVertex3f erzeugt wird.
Es steht uns also frei, fiir jeden Eckpunkt einen separaten Normalenvektor vorzugeben
oder denselben fiir mehrere Eckpunkte zu verwenden.

5.6 OpenGL Core Profile

Bisher stand der alte OpenGL-Standard im Mittelpunkt unserer Betrachtungen, der sich
aufgrund seines beschrinkten Funktionsumfang etwas besser erklidren ldsst. Der moderne
OpenGL-Standard ist allerdings erheblich flexibler, so dass nun auf die wesentlichen
Unterschiede eingegangen werden soll.

Modernes OpenGL sieht vor, dass viele Schritte der Verarbeitung von Eckpunkten,
Dreiecken und Fragmenten frei programmiert werden kénnen. Dazu wurde die OpenGL
Shading Language (GLSL) eingefiihrt, ein Dialekt der Sprache C, der fiir die Ausfithrung
auf einer frei programmierbaren Grafikkarte angepasst ist. Beispielsweise kennen GLSL-
Programme keine Dateioperationen, weil es auf der Grafikkarte kein Dateisystem gibt.
Andererseits unterstiitzen GLSL-Programme unmittelbar Operationen mit vierdimensio-
nalen Vektoren und 4 x 4-Matrizen sowie eine weitaus grofiere Zahl an fest eingebauten
Funktionen als C.

Ein Programm, das mit dem OpenGL Core Profile kompatibel ist, muss mindestens
einen verter shader definieren, der sdmtliche Koordinatentransformationen durchfiihrt
(also beispielsweise die Multiplikation mit den modelview- und projection-Matrizen
iibernehmen kann), und einen fragment shader, der die Farbe eines Fragments festlegt.

Ein vertex shader erhilt jeweils die Daten eines Eckpunkts eines Dreiecks und muss
mindestens die Koordinaten berechnen, an denen er auf dem Bildschirm dargestellt wer-
den soll. Wenn wir die Funktionsweise des traditionellen OpenGL-Standards nachahmen
wollen, kénnen wir die Matrizen als sogenannte uniforme Variablen definieren und die
Position als Eingabevektor, um zu dem folgenden Programm zu gelangen:
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#version 330 core

in vec4 vPosition;
uniform mat4 mModelview;
uniform mat4 mProjection;

void
main ()
{
gl _Position = mProjection » mModelview % vPosition;

}

Der Typ vec4 beschreibt dabei einen vierdimensionalen Vektor, der Typ mat4 eine
4 x 4-Matrix.

Die Variable gl_Position ist von GLSL vordefiniert und muss mit der Position
des Fragments gefiillt werden. In unserem Fall geschieht das durch zwei Matrix-Vektor-
Multiplikationen mit mModelview und mProjection.

Nachdem die Eckpunkte eines Dreiecks transformiert worden sind, wird das Dreieck
in Fragmente zerlegt, die dem fragment shader {ibergeben werden, der beispielsweise die
Farbe des Bildpunkts definiert. Im einfachsten Fall konnte das wie folgt aussehen:

#version 330 core
out vec4 vColor;

void
main ()
{
vColor = vec4 (1.0, 1.0, 1.0, 1.0);
}

Wir setzen schlicht weif3 als konstante Farbe. Anders als bei einem vertex shader gibt es
bei einem fragment shader keine vordefinierten globalen Variablen, in die wir die Farbe
eintragen miissen, sondern die erste mit dem Schliisselwort out deklarierte Variable
nimmt die Farbe auf.

Ein GLSL-Programm besteht aus den verwendeten shader-Programmen, die iibersetzt
und gebunden werden miissen:

GLuint vertex_shader, fragment_shader, shader_program;
vertex_shader = glCreateShader (GL_VERTEX_SHADER) ;
glShaderSource (vertex_shader, 1, vertex_source, 0);

glCompileShader (vertex_shader);

fragment_shader = glCreateShader (GL_FRAGMENT_SHADER) ;
glShaderSource (fragment_shader, 1, fragment_source, 0);
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glCompileShader (fragment_shader) ;

shader_program = glCreateProgram();
glAttachShader (shader_program, vertex_shader);
glAttachShader (shader_program, fragment_shader);
glLinkProgram (shader_program) ;

glUseProgram (shader_program) ;

Hier wird vorausgesetzt, dass vertex_source und fragment_source C-Strings
sind, die die beiden oben angegebenen Quelltexte enthalten.

Die im alten OpenGL-Standard verwendeten Funktionen glBegin und glEnd,
mit denen Punkte, Kantenziige oder Dreiecke definiert werden, werden in modernem
OpenGL durch eine auf Arrays basierende Variante ersetzt, bei der die Hoffnung besteht,
sie erheblich effizienter implementieren zu koénnen: Daten von Eckpunkten werden in
einem vertex array gespeichert, und jedes Array wird intern durch einen Namen, einen
Wert des Typs GLuint, gekennzeichnet. Mit der Funktion glGenVertexArrays
konnen wir uns ungenutzte Namen zur Verfiigung stellen lassen. Im néchsten Schritt
legen wir fest, dass alle folgenden Operationen ein bestimmtes verter array verwenden
sollen, indem wir glBindVertexArray aufrufen.

Nun benétigen wir Speicher, der die Daten der Eckpunkte aufnehmen kann. Auch
solche Pufferspeicher werden in OpenGL durch einen Namen in Form einer GLuint-Zahl
beschrieben, und wir kénnen uns mit glGenBuf fers ungenutzte Namen geben lassen.
Mit der Funktion glBufferData koénnen wir einen Pufferspeicher dann initialisieren
und mit Daten fiillen:

GLfloat vertex_coordinates = { -0.5, -0.5, 0.5,
0.5, 0.5, 0.5,
-0.5, 0.5, 0.5,
-0.5, -0.5, 0.5,
0.5, -0.5, 0.5,
0.5, 0.5, 0.5 };

GLuint vertex_array;
GLuint vertex_buffer;

glGenVertexArrays (l, &vertex_array);
glBindVertexArray (vertex_array);

glGenBuffers (l, &vertex_buffer);

glBindBuffer (GL_ARRAY_BUFFER, vertex_buffer);

glBufferData (GL_ARRAY_BUFFER, sizeof (vertex_coordinates),
vertex_coordinates, GL_STATIC_DRAW) ;

Nun miissen wir eine Verbindung zwischen dem wertex array und dem GLSL-Programm
herstellen: Jedes Element der Arrays gehort zu einem Eckpunkt und kann mehrere Attri-
bute wie Koordinaten oder Farbinformationen aufnehmen. In unserem Fall gibt es nur ein
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Attribut namens vPosition, und wir kénnen mit glEnableVertexAttribArray
dem werter array mitteilen, dass es dieses Attribut an das GLSL-Programm iibermitteln
soll. Da der Pufferspeicher noch vollig unstrukturiert ist, miissen wir auch definie-
ren, wie seine Daten interpretiert werden sollen. Diesem Zweck dient die Funktion
glVertexAttribPointer, mit der wir fiir jedes Attribut definieren, wo im Puffer-
speicher die Daten zu den einzelnen Eckpunkten zu finden sind: Das Attribut des i-ten
Eckpunkts findet sich an der Position pointer + ixstride im Array und wird durch
size Elemente des Typs type dargestellt. In unserem Fall konnen wir pointer=0,
stride=3+sizeof (GLfloat) und type=GL_FLOAT verwenden:

glEnableVertexAttribArray (0) ;
glVertexAttribPointer (0, 3, GL_FLOAT, GL_FALSE,
3xsizeof (GLfloat), 0);

Nun sind alle Eckpunktdaten festgelegt und wir kénnen mit
glDrawArrays (GL_TRIANGLES, 0, 6);

die sechs Eckpunkte verarbeiten und die beiden Dreiecke zeichnen lassen. Sobald wir
also das wverter array und den Pufferspeicher angelegt haben, fillt der eigentliche Zei-
chenvorgang relativ einfach aus.
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6 Approximation von Funktionen

Sehr haufig trifft man in Anwendungen auf Fragestellungen, die von einem Parameter
oder mehreren abhingen. Beispielsweise benttigen wir einen Algorithmus, der die Wurzel
einer beliebigen positiven Zahl berechnet.

Mathematisch kénnen solche Situationen durch Funktionen beschrieben werden, die im
einfachsten Fall jedem Parameter = € [a, b] aus einem Intervall eine reelle Zahl zuordnen:

fila,b) = R

Unsere Aufgabe besteht also darin, derartige Funktionen méglichst genau und moglichst
effizient zu approximieren.

Wenn wir diese Aufgabe geldst haben, kénnen wir nicht nur unter anderem die Wurzel,
den Logarithmus, die Exponentialfunktion oder den Sinus effizient berechnen, wir kénnen
sogar Aufgabenstellungen betrachten, bei denen Funktionen als Unbekannte auftreten,
beispielsweise bestimmte Differentialgleichungen, die strukturmechanische Phinomene
oder elektromagnetische Felder beschreiben.

6.1 Taylor-Entwicklung

FEinen ersten Ansatz fiir die Approximation von Funktionen haben wir bereits kennen
gelernt: Wenn wir uns die in Satz eingefiihrte TAYLOR-Entwicklung etwas genauer
anschauen, stellen wir fest, dass sie eine hinreichend oft differenzierbare Funktion durch
ein Polynom approximiert. Sei m € Ny, und sei f € C"™*1[a,b] eine beliebige Funktion.
Wenn wir einen Entwicklungspunkt zg € [a,b] wéhlen, erhalten wir mit dem Satz
fiir ein beliebiges y € [a, b] die Darstellung

)m—f—l

- — z0)" m —x
1) = 30 1) Vg g

mit einem 7 € [a, b]. Da die Funktionen
(y — z0)*

Y= T

Polynome k-ten Grades sind, ist ihre Summe

m o k
p(y) =D 1 ) L0

k=0
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ein Polynom héchstens m-ten Grades und die TAYLOR-Formel nimmt die Gestalt
+1
_ _ pm1y ) (Y = 20)"
fy) —ply) = 77 () (m+ 1)1

an. Die rechte Seite dieser Gleichung beschreibt den Fehler, den wir uns einhandeln,
wenn wir f durch das Polynom p approximieren.

Da wir n nicht kennen, empfiehlt es sich, die Gleichung durch eine Abschétzung zu
ersetzen. Dazu definieren wir die Mazimumnorm

19lloc,ja.0) := max{lg(x)| : @ € [a,b]} fiir alle g € Cla, 8],

berechnen

y—x9g <b—a fallsy > xg,
ly — ol =
xg—y < b—a ansonsten,

und erhalten

_ m+1
)=o) = L) 2200 (6.1
_ m+1
< |f(m+1)||oo,[a,b}% fir alle y € [a, b]. (6.2)

Diese Abschitzung liasst sich kompakt als

m+1 ||f(m+1) ”oo,[a,b]

I f _pHoo,[a,b] <(b—a) (m + 1)[

schreiben.
Falls wir den Mittelpunkt g = (b+a)/2 des Intervalls als Entwicklungspunkt wéhlen,
erhalten wir mit

Yy— o=
Iy—mo|={

(=l
S

b b—
—%:—a falls y > zo,
—a= b_Ta ansonsten

[S N
2 |
]

IN N
o~ O

S|

o —Y=

.

|
<
.

die verbesserte Abschétzung

b— a)m—H ||f(m+l)||oo,[a,b]

— <
IIf pHoo,[a,bl—( 5 (m+1)!

Selbstverstiandlich ist die Approximation der Funktion f durch das Polynom p nur hilf-
reich, wenn wir dieses Polynom auch effizient auswerten kénnen.

Wenn wir davon ausgehen, dass wir eine Funktion f berechnen wollen, deren Ablei-
tungen uns im Vorfeld bekannt sind, kénnen wir die Koeffizienten

(k)
ay = fk(‘fﬂo) fiir alle k € [0 : m]
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6.1 Taylor-Entwicklung
als Konstanten in unseren Algorithmus aufnehmen und miissen nur noch
m
= Zak(y — zo)* fiir alle y € [a, b] (6.3)

auswerten. Diese Aufgabe lisst sich besonders elegant 16sen, indem wir ausnutzen, dass
in allen Summanden Potenzen der Zahl y — x( auftreten: Wir haben

m m m
=Y akly —w0)* = a0+ Y ar(y — z0)" = a0+ (y — w0) Y _ arly — o)
k=0 k=1 k=1

und stellen mit der Substitution j = k — 1 fest, dass

}—‘

m—

m
E Gk( —«’Bo a;+1 —1‘0
k=1 7=0

nur noch ein Polynom (m—1)-ten Grades ist. Wir kénnen diese Operationen wiederholen,
bis wir ein Polynom nullten Grades erhalten, das sich trivial auswerten ldsst.
Wenn wir die Zwischenergebnisse

m

pe(y) == ag(y — o)
k=m—/

k—m+ fiir alle £ € [0: m], y € [a, D]

definieren, stellen wir fest, dass wir fiir £ € [0 : m — 1] gerade

pe+1(y) = Z — o k moe
k=m—~(—1
m
= m—t—1 + - x() Z Gz — [EO k m+e
k=m—
= m—r—1 + (y — 20)p () fiir alle y € [a, 0]

erhalten. Offenbar gelten auch

Po = am, Pm =P,

so dass wir das Polynom p mit dem in Abbildung gegebenen Verfahren auswerten
konnen. Dieser als HORNER-SchemcE bekannte Algorithmus benétigt lediglich 2m + 1
Gleitkommaoperationen (ndmlich m Multiplikationen, m Additionen und eine Subtrak-
tion fiir die Berechnung der Hilfsvariablen z = y—x(), um das in der Form gegebene
Polynom auszuwerten.

Die Kombination aus einer TAYLOR-Entwicklung und dem HORNER-Schema ldsst sich
flexibel unseren Bediirfnissen anpassen. Als Beispiel untersuchen wir die Approximation
der Sinusfunktion

f:[-m 7] =R, x + sin(z).

!Benannt nach William George Horner.
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6 Approximation von Funktionen

function horner(a, g, y);
24— Y —To; P Qm;
for /=1 to m do
D<= am—y¢ + 2D;
return p
end

Abbildung 6.1: HORNER-Schema

Es ist bekannt, dass ihre Ableitungen durch
f'(@) = cos(a), f(@) = —sin(a),
" (z) = — cos(x), " (z) = sin(x) = f(z) fiir alle x € R

gegeben sind. Wenn wir nun als Entwicklungspunkt den Mittelpunkt unseres Intervalls,
also den Nullpunkt zg = 0, verwenden, erhalten wir

FER(0) = (~1)%sin(0) = 0,

FEHD0) = (=1)F cos(0) = (—1)* fiir alle k € N,
so dass das TAYLOR-Polynom die besonders einfache Gestalt
_ - (_1)k 2k+1 fii 11 o
P = G ir alle y € [~
k=0 ’

annimmt, wobei die Konstante n = |(m —1)/2] iiber die Anzahl der Terme entscheidet.
Indem wir z = y? einfithren und

y2k+1 _ y(y2)k _ yzk

ausnutzen, kénnen wir die Auswertung des Polynoms noch etwas effizienter gestalten,
denn wir haben

~ (-DF N
p(y) = yz (2(k:—|—)1)!2k fir alle y € [—m, 7],
k=0

so dass wir analog zu dem gewthnlichen HORNER-Schema vorgehen kénnen, aber 3n+ 1
statt 3m Operationen bendtigen.

Da in unserem Fall || f (m“)Hoo,[,mr] =1 gilt, erhalten wir die Schranke
7T2n+3
If —pHoo,[_mr] < m fiir alle n € Ny

fiir die Genauigkeit, an der wir ablesen kénnen, dass schon eine relativ geringe Anzahl von
Termen ausreicht, um den Fehler auf ein akzeptables Mafl zu reduzieren. Beispielsweise
erreichen wir mit n = 8 eine Fehlerschranke von ||f — pllo,[—ra] < 3 X 1078 und mit
n = 13 gelangen wir zu || f — pl|oo,[—r,x] < 3 ¥ 10717,
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6.2 Interpolation

6.2 Interpolation

Die TAYLOR-Entwicklung beruht auf den Ableitungen der zu approximierenden Funkti-
on, und bei komplizierteren Funktionen kann es sehr aufwendig (und listig) werden, diese
Ableitungen per Hand zu berechnen. Statt alle Ableitungen in einem einzigen Entwick-
lungspunkt zy auszuwerten, konnen wir auch die Funktion selbst in mehreren Punkten
X0y ..., Tm € [a,b] auswerten und versuchen, aus diesen Werten eine Approximation zu
konstruieren.

Das Polynom wire dann durch

p(x;) = f(x;) fiir alle ¢ € [0 : m] (6.4)

definiert. Ein Polynom, das diese Gleichungen erfiillt, bezeichnen wir als ein LAGRANGE-
Interpolationspolynowﬂ

Es stellt sich die Frage, ob ein solches Polynom {iberhaupt existiert und, falls es exi-
stiert, ob es durch die Bedingungen eindeutig festgelegt wird.

Fiir die Untersuchung dieser Frage setzen wir voraus, dass die Interpolationspunkte
xo, ..., Tm € [a,b] paarweise verschieden sind, dass also fiir 7,j € [0 : m] aus ¢ # j auch
x; # x; folgt. Unter dieser Voraussetzung diirfen wir die LAGRANGE-Polynome

t(z) =] ;k__”;f fiir alle k € [0 : m)] (6.5)
i—0 7
Tk

definieren. Fiir i, k € [0 : m| untersuchen wir

fo(es) = ﬁ zi— )

i=0 T — X5
J#k
und stellen fest, dass fiir ¢ # k in dem Produkt einmal j = i auftritt, so dass wegen

z; — x; = 0 das gesamte Produkt gleich null ist. Fiir ¢ = k£ hingegen ist jeder der
Faktoren im Produkt gleich eins, so dass wir insgesamt

1 fallsi=k
Ek(azi):{ A= fiir alle 4,k € [0 : m)] (6.6)

0 ansonsten

erhalten. Ein LAGRANGE-Polynom ist also in genau einem Interpolationspunkt gleich
eins und in allen anderen gleich null.
Damit kénnen wir nun

pi= Y flax)l (6.7)

k=0

2Benannt nach Joseph-Louis de Lagrange.
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6 Approximation von Funktionen
als Kandidaten fiir ein LAGRANGE-Interpolationspolynom setzen. Mit gilt
m
plai) =3 flan)le(a) = fla)li(z:) = f(z;) fiir alle i € [0 : m],
k=0

also erfiillt p tatsdchlich die Bedingungen . Damit ist die Interpolationsaufgabe
immer losbar.

Um die Frage nach der Eindeutigkeit der Losung zu kldren, halten wir zunéchst fest,
dass die LAGRANGE-Polynome eine Basis des Raums aller Polynome sind.

Lemma 6.1 (Lagrange-Basis) Sei m € Ny, seien xzg,...,x, € R paarweise ver-
schieden. Die durch definierten LAGRANGE-Polynome ({1);r, sind eine Basis des
Raums

m
1L, := {wHZakxk : ao,...,ameR}
k=0

aller Polynome hdchstens m-ten Grades.

Beweis. Seien ay, ..., a, € R Koeflizienten mit

0=>apl.
k=0
Dann folgt wieder mit
a; = Zakfk(xi) = (Z ak£k> (z;) =0 fiir alle ¢ € [0 : m],
k=0 k=0

also sind die LAGRANGE-Polynome linear unabhéngig. Da wir m + 1 solche Polynome
haben und die Dimension des Raums II,, hochstens m + 1 betragen kann, miissen sie
auch eine Basis sein. ]

Seien nun p,q € II,, zwei Polynome, die die Gleichungen (6.4 erfiillen. Nach Lem-
ma konnen wir beide in der LAGRANGE-Basis darstellen, indem wir Koeffizienten
ag,...,0m,bo,...,b,n € R mit

p=>_ arly, q=" bilk
k=0 k=0
wéihlen. Mit und (6.4]) gilt
a; = Z apli(x;) = p(x;) = f(zi) = q(a;) = Z biplp(x;) =b;  fir alle ¢ € [0 : m],
k=0 k=0

also folgt
m m
p=> arly =Y bly=q.
k=0 k=0

Damit ist die LAGRANGE-Interpolationsaufgabe eindeutig 16sbar.
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6.3 Newton-Interpolation

6.3 Newton-Interpolation

Die Darstellung des Interpolationspolynoms in der LAGRANGE-Basis ist fiir theo-
retische Betrachtungen gut geeignet, fiir praktische Berechnungen allerdings eher nicht:
Die Auswertung eines LAGRANGE-Polynoms erfordert nach Definition mindestens m
Subtraktionen und m — 1 Multiplikationen, so dass eine direkte Auswertung der Formel
(6.7) mindestens (m + 1)(m — 1) = m? — 1 Operationen erfordern wiirde.

Wesentlich attraktiver wére es, wenn wir das bereits bei der TAYLOR-Entwicklung ein-
gesetzte HORNER-Schema verwenden konnten. Das ist moglich, wir miissen es allerdings
etwas modifizieren.

Sei p das gesuchte Interpolationspolynom, und sei g € II,,,—1 ein zweiter Interpolati-
onspolynom, das lediglich die ersten m unserer definierenden Gleichungen erfiillt, also

q(z;) = f(x;) fiir alle s € [0: m — 1].
Dann gilt offenbar
plxi) — q(xs) = f(x:) — f2:) =0 fiir alle i € [0 : m — 1],
so dass die Differenz sich in der Form
p(z) —q(x) = (x —xz0) ... (¢ — xpp_1)d fir alle z € [a, b]

mit einer geeigneten Konstanten d schreiben lisst: Die rechte Seite der Gleichung ist ein
Polynom m-ten Grades, das in xg,...,Z;,—1 mit der linken Seite iiberein stimmt. Wir
wéhlen d so, dass beide Seiten auch in z,, iiberein stimmen, denn dann miissen sie nach
den Betrachtungen des vorigen Abschnitts insgesamt identisch sein.

Wir erhalten die Darstellung

p(z) =q(z)+ (. —20) - (x — Tpp—1)d fiir alle x € [a, b],

mit der wir aus einem Polynom (m — 1)-ten Grades ein Polynom m-ten Grades kon-
struieren kénnen, das die Interpolationsbedingung in einem weiteren Punkt erfiillt. Das
Produkt (z — xg) -+ (x — xyy—1) soll nun an die Stelle der Potenzen (x — )™ im TAY-
LOR-Polynom treten.

Wir definieren dazu die NEWTON-Polynome

1 falls i = j
nij(x) = T firalled,je[0:m] miti <. (6.8)
(x — z3)nip1,;(x)  ansonsten

Mit der Konvention, dass das leere Produkt gleich eins ist, konnen wir sie anschaulich
auch in der Form

n;j(x) = Haz — fir alle € [a,b], 7,7 € [0:m] mit i <j
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6 Approximation von Funktionen

function newton_horner(d, xo, ..., Zm, y);
D dp;
for /=1 tom do

p < dm—é + (y - xm—@) b;
return p
end

Abbildung 6.2: NEWTON-HORNER-Schema

schreiben, aus der sich unmittelbar die enge Verwandtschaft mit den TAYLOR-Polynomen
(z — z0)* ablesen lisst.

Wir suchen nach Koeffizienten dy, . .., d, € R, mit denen sich das Interpolationspoly-
nom in der Form

p(z) = den07;€(x) fiir alle z € [a, b] (6.9)
k=0

schreiben ldsst. Falls wir namlich solche Koeflizienten finden, kénnen wir analog zum
HORNER-Schema

pla) = dinop(x) = do+ > dpno()
k=0 k=1

=dy+ (x — x0) Z dini k() fir alle = € [a, b]
k=1

schreiben und mit den Zwischenergebnissen
pe(x) := Z diNm—e () fiir alle £ € [0 : m], x € [a,b]
k=m—/
zu den Gleichungen po(z) = di, pm(z) = p(x) sowie

m
pesr(@) = Y dgnme1k(@)
k=m—{—1

= dm—é—l + ($ - xm—@—l) denm—é,k(x)
k=m—~

=dmr-1+ (& —2pm_p_1)pe(x) fir alle £ € [0:m — 1], x € [a,b]

gelangen. Die resultierende Variante des HORNER-Schemas ist in Abbildung zusam-
mengefasst, sie erfordert offenbar 3m Gleichkommaoperationen, um ein in der NEWTON-
Darstellung gegebenes Polynom in einem Punkt y € [a, b] auszuwerten.
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6.3 Newton-Interpolation

Es bleibt noch zu kldren, ob wir das Interpolationspolynom p in der fiir diesen Algo-
rithmus erforderlichen Form darstellen konnen. Falls das moglich ist, miisste

> drnog(ai) = p(zi) = f(:) fiir alle i € [0 : m]

gelten. Bei genauerer Betrachtung entpuppen sich diese Gleichungen als lineares Glei-
chungssystem: Wir definieren A € R0 ynd b € RO durch

ail = nok(xi), bi = f(x;) fir alle 4,k € [0 : m]

und erhalten
m
Zaikdk =b; fiir alle ¢ € [0 : m],

also
Ad =0b. (6.10)

Zu klaren sind also die Fragen ob das System immer 16sbar ist und wie sich diese Losung
effizient berechnen lidsst. Gliicklicherweise kéonnen wir in diesem speziellen Fall beide
Fragen gleichzeitig beantworten: Es gilt

k—1
ai, = nok(x;) = H(xz —xj) fiir alle 4,k € [0 : m],
j=0
so dass fiir ¢ < k unmittelbar a;r = 0 folgt, also ist A eine untere Dreiecksmatrix. Fiir
die Diagonalelemente gilt

k—1
agp = H(xk —zj) fiir alle k& € [0 : m],
j=0

und aus j < k folgt x; # x;, also sind alle Diagonalelemente ungleich null. Da A eine
Dreiecksmatrix ist, folgt daraus unmittelbar, dass die Matrix auch invertierbar ist.

Das System ldsst sich also fiir beliebige rechte Seiten immer durch Vorwértsein-
setzen 16sen. Die Berechnung der Matrixkoeffizienten ldsst sich mit Hilfe der Gleichungen

a0 =1, ajr=mnor(xi) =nop_1(x;)(x; —xp—1) firalleie[0:m], ke[l:m)]
in nur

221_2 mH) m(m +1)

Gleitkommaoperationen bewerkstelligen, das Vorwirtseinsetzen benotigt weitere (m-1)2
Operationen, so dass fiir die Berechnung der Koeffizienten insgesamt (2m+1)(m+1) <
2(m 4 1)? Operationen erforderlich sind.
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6 Approximation von Funktionen

6.4 Interpolationsfehler*

Lemma 6.2 (Nullstellen) Sei m € Ny, sei g € C™[a,b]. Falls g mindestens m +
1 werschiedene Nullstellen in [a,b] besitzt, besitzt die Ableitung g™ mindestens eine
Nullstelle.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber m € Ny.

Induktionsanfang: Fiir m = 0 ist die Aussage offensichtlich.

Induktionsvoraussetzung: Sei m € Ny so gegeben, dass die Aussage gilt.

Induktionsschritt: Sei g € C™%[a, b] eine Funktion mit m+2 verschiedenen Nullstellen
a<zog<x <. .. <ZTpyy < Tipy1 <.

Fiir jedes i € [0 : m] gilt dann nach Voraussetzung g(z;) = 0 = g(z;+1). Nach dem
Satz von ROLLEE| muss dann die Ableitung ¢’ eine Nullstelle y; € (x;, z;11) besitzen.

Demnach besitzt die Ableitung ¢’ mindestens m + 1 Nullstellen yo < 31 < ... < Ym.
Da ¢’ € C™|a, b] gilt, diirfen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden, um zu folgern,
dass g1 mindestens eine Nullstelle besitzt. [

Satz 6.3 (Interpolationsfehler) Sei m € Ny, f € C™a,b], und sei p € 11, das
durch definierte Interpolationspolynom.
Fiir jedes x € [a,b] existiert ein n € [a,b] mit

FmtD ()

£(&) = pla) = (@ = 20) -+ (o = 2m) g

Beweis. Sei x € [a,b]. Falls = einer der Interpolationspunkte ist, also x € {zg,...,Tm}
gilt, ist die Aussage trivial fiir jedes beliebige n € [a, b] erfiillt.
Gelte also nun = & {xo, ...,z }. Wir definieren das Polynom ¢ € II,,4; durch

q(y) =) + (Y —20) - (y — zm)x fiir alle y € R

mit der Konstanten
f(z) —p(z)
(x —x0) - (x— )

Der Nenner ist nach unserer Voraussetzung wohldefiniert. Dann gelten insbesondere

o=

q(z) = p(x) + (2 = w0) -+ (¥ — wm)a = p(z) + f(x) — p(x) = f(2),
q(x;) = p(xi) + (zi — x0) -+ (T — Tm)a = p(a;) = f(x;)  fiir alle i € [0: m),

so dass die Funktion g := f—¢ mindestens m+2 Nullstellen z, xq, ..., Z,, in [a, b] besitzt.
Nach Lemma (6.2 besitzt ihre (m + 1)-te Ableitung dann noch mindestens eine Nullstelle
n € [a,b], fur die

0= gD (n) = FO D () — gD ()

3Benannt nach Michel Rolle.
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6.4 Interpolationsfehler*

= [ () = p D () = (m+ Dl = fV () — (m+ Dl
gilt, da p ein Polynom héchstens m-ten Grades ist. Es folgt
£ ()
(m+1)!°
also insbesondere
£ ()
f(@) = q(x) = p(x) + (x = x0) -+ (& — &) = p(x) + (x — 20) -+ (¢ — wm)m-
Das ist die gewiinschte Aussage. ]

Wenn wir das Stiitzstellenpolynom
w: R— R, x (x—x0) - (x — ),
einfithren, kénnen wir die Aussage des Satzes kompakt als

Fmt D ()

schreiben und analog zu (6.1)) mit der Maximumnorm die kiirzere Form

Hf(m+1

Moo, fat
”f *pHoo,[a,b] < HwHoo,[a,b] (

m+1)!

erhalten. Fiir jede beliebige Wahl der Interpolationspunkte haben wir ||w||og (a5 < (b —
a)m—‘rl‘

Falls wir hingegen die TSCHEBYSCHEFF-Interpolationspunkte E| verwenden, die durch

b+a b-—a 2141 . . ]
=+ cos(w2m+2> fiir alle i € [0 : m]

gegeben sind, reduziert sich die Grofle auf

b_a m—+1
<2
ollegen <2 (°5%)

und wir kénnen zeigen, dass sie nicht kleiner werden kann. Die so definierte TSCHEBYS-
CHEFF-Interpolation kann also in gewisser Weise als bestmogliche Interpolation inter-
pretiert werden. Sie weist auch in andere Hinsicht sehr attraktive Eigenschaften auf.

4Benannt nach Pafnuti Lwowitsch Tschebyscheff.
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7 Numerische Integration

Neben der bereits diskutierten Differentiation ist auch die Integration eine Aufgabe, die
sich hdufig nur mit Hilfe numerischer Algorithmen 16sen l&sst.

Ein Beispiel ist die Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass eine normalverteilte Zu-
fallsvariable einen Wert zwischen zwei Zahlen a und b annimmt: Die Wahrscheinlichkeit
ist durch

b
P{a< X <b)) = \/12?/ exp(—a?) dz

gegeben, und fiir die Funktion x +— exp(—2?) ist keine Stammfunktion bekannt. Dieses
Integral wird deshalb in der Praxis mit Hilfe numerischer Verfahren angenéhert.

Ein weiteres Beispiel ist die Bestimmung des Inhalts einer von Kurven eingeschlos-
senen Fliche oder eines von Oberflichen eingeschlossenen Volumens. Auch hier miissen
Integrale berechnet werden, fiir die hdufig keine handlicher analytischer Ansatz bekannt
ist.

7.1 Interpolatorische Quadratur

Sei f € C[a, b]. Wir untersuchen die niherungsweise Berechnung des RIEMANN—Integralsﬂ

/: f(z) da.

Um die Intervallgrenzen a und b nicht explizit mitfiithren zu miissen, empfiehlt es sich,
die Transformation

b+a b—a,

Q,p: [—1,1] = [a, ], T 5 + 5 z,

einzufithren, die das Referenzintervall [—1, 1] streng monoton auf [a, b] abbildet und

b—a
2

Q,0(—1) =a, Dyp(1) =0, wh =

erfiillt. Durch Substitution erhalten wir

b 4
| t@de =252 [ o) da. (11)

Falls wir also einen Algorithmus finden kénnen, der Integrale auf dem Referenzintervall
approximiert, lisst er sich auf beliebige Intervalle iibertragen.

!Benannt nach Bernhard Riemann.
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7 Numerische Integration

Definition 7.1 (Quadraturformel) Seien m € Ny und zo,...,2, € [a,b] sowie
wo, - - -, Wiy € R gegeben. Die Abbildung

Q[a,b] : C[a, b] — R, f — Z wkf(a;k), (72)
k=0

bezeichnen wir als Quadraturformel der Stufe m fiir das Intervall [a,b] zu den Quadra-
turpunkten xg, ..., T, und den Quadraturgewichten wy, ..., Wn,.
Falls [a,b] das Referenzintervall ist, schreiben wir die Quadraturformel auch einfach

als Q.

Aus der Gleichung ([7.1)) ergibt sich unmittelbar ein einfacher Zugang, um aus einer
Quadraturformel fiir das Referenzintervall [—1, 1] eine Quadraturformel fiir ein beliebiges
Intervall zu konstruieren.

Definition 7.2 (Transformierte Quadraturformel) Sei Q eine Quadraturformel

der Stufe m fiir das Referenzintervall mit Quadraturpunkten o, ..., Ty und Quadratur-
gewichten Wy, . .., Wy,
Die durch
. b—a . "
xg = P p(Tk), Wy 1= —5— Wk fir alle k € [0 : m)

definierte Quadraturformel Q,y auf dem Intervall [a,b] nennen wir die zu Q gehérende
transformierte Quadraturformel.

Fiir eine beliebige Funktion f € C|a,b] gilt offenbar

- b—a — b—
Qi (f) =D wef(zx) = 5 ¢ > i f(Pap(dn)) = 5 LQ(f 0 @ay), (7.3)
k=0 k=0

also diirfen wir erwarten, dass Q. ) Integrale iiber [a,b] gut approximiert, falls Q das-
selbe fiir Integrale tiber [—1, 1] leistet.

Ein erfolgreicher Ansatz fiir die Konstruktion von Quadraturformel beruht auf der in
Kapitel@beschriebenen Interpolation: Wenn wir Interpolationspunkte zg, . .., ., € [a, D]
gewihlt haben, konnen wir ein Interpolationspolynom p € II,, zu einer Funktion f mit
Hilfe der LAGRANGE-Polynome in der Form

p=>_ flan)l
k=0

darstellen, und wir diirfen darauf hoffen, dass p eine passable Approximation der Funk-
tion f ist.

Die Idee der interpolatorischen Quadratur besteht nun darin, im zu berechnenden
Integral die Funktion f durch ihre Approximation p zu ersetzen. Mit der LAGRANGE-
Darstellung erhalten wir

/abf(x) dx ~ /abp(a:) dx = if(zk) /:gk(x) de.

k=0
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7.1 Interpolatorische Quadratur
Ein Vergleich mit (7.2]) legt nahe,

b
W ::/ li(x) dx
zu setzen, um
b b
[ t@den [ pa)de = Quih

zu erhalten.

Definition 7.3 (Interpolatorische Quadratur) Seien m € Ny und paarweise ver-

schiedene xq, ..., Ty € [a,b] gegeben. Die durch die Quadraturpunkte xq, ..., Ty, und die
Quadraturgewichte
b
Wy = / l(x)dx fir alle k € [0 : m]
a
definierte Quadraturformel nennen wir die zu g, . .., Ty und |a,b] gehdrende interpola-

torische Quadraturformel.

Interpolatorische Quadraturformeln bieten einen einfachen Ansatz, mit dem sich die
Quadraturgewichte zu vorliegenden Quadraturpunkten bestimmen lassen: Sei i € [0 : m].
Dann ist das Monom z + z* ein Element des Raums II,,, der Polynome héchstens m-ten
Grades, muss also mit seinem Interpolationspolynom

m
p=2 il
k=0

iibereinstimmen. Wenn nun Q eine interpolatorische Quadraturformel m-ter Stufe fir
das Referenzintervall ist, muss Q(p) das exakte Integral sein. Wir haben also

m
> wiai = [
k=0

; 1
1 xz—i—l :|
1

2tdr = |-
1+ 1

r=-—1

=19 5 fir alle i € [0 : m).

B {0 falls ¢ ungerade,
i+l

ansonsten

Das ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Gewichte wy, ..., w, € R. Indem wir

fiir alle 4,k € [0 : m]

i {0 falls ¢ ungerade,
Qi = T, bi =

2
751  ansonsten
definieren, kénnen wir es in der gewohnten Form

Aw = b,

schreiben und mit den bereits diskutierten Verfahren behandeln.
Zwei besonders einfache Quadraturformeln wollen wir uns etwas genauer anschauen.
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7 Numerische Integration

Definition 7.4 (Mittelpunktregel) Die interpolatorische Quadraturformel fir den
Mittelpunkt zo = (b+ a)/2 des Intervalls [a,b] nennen wir die Mittelpunktregel.
Fiir das Referenzintervall ist sie durch

M: C[-1,1] — R, f=2£(0),
gegeben.

Definition 7.5 (Trapezregel) Die interpolatorische Quadraturformel fir die End-
punkte xo = a und x1 = b des Intervalls [a,b] nennen wir die Trapezregel.
Fiir das Referenzintervall ist sie durch

T:C[-1,1] = R, fe= =0+ (),
gegeben.

Definition 7.6 (Newton-Cotes-Regeln) Sei m € N. Wir definieren
x; ::a—i—i(b—a) fiir alle i € [0 : m).
m
Die zugehorige interpolatorische Quadraturformel m-ter Stufe nennen wir die NEWTON-

COTES—Rege]E] m-ter Stufe.
Die NEWTON-COTES-Regel erster Stufe ist offenbar gerade die Trapezregel.

Es stellt sich die Frage, wie genau diese Quadraturformeln sind. Natiirlich kénnen wir
Falle konstruieren, in denen beide Formeln zu beliebig schlechten Ergebnissen fiithren.
Falls der Integrand f allerdings hinreichend oft integrierbar ist, lasst sich der Fehler
néher beschreiben.

Lemma 7.7 (Trapezregel) Sei f € C?[—1,1]. Dann existiert ein n € [—1,1] mit

! 2
| t@de =T =2 .
-1

Beweis. Wir definieren

_1—a; r+1

pla) = —f1)+

f(1) fiir alle z € R.

Offenbar ist p ein lineares Polynom, das p(—1) = f(—1) und p(1) = f(1) erfiillt, also ist
es das Interpolationspolynom und es gilt

nach Konstruktion der interpolatorischen Quadraturformel.

?Benannt nach Isaac Newton und Roger Cotes.
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7.1 Interpolatorische Quadratur

Wir definieren die Hilfsfunktion

p: R— R, T
und halten fest, dass
¢ (x) ==, O"(x)=1 fiir alle x € R

gelten. Mit Hilfe der partiellen Integration erhalten wir

1 1 1
/_1f(w)dx—’f(f) =/_1f(:v)—p(:v)dx=/_1<p (@)(f - p)(z) da

1

1
— [ (f - p)@)]__, - / @ ) @)

so dass sich wegen f(—1) = p(—1) und f(1) = p(1) unmittelbar

1 1
/ f(@)de —T(f) = - / J(@)(f — p) (@) da
-1 —1

ergibt. Wir greifen erneut auf partielle Integration zuriick, um zu

1 1
/ @) de — T(f) = — / S (@)(f - p) () da
—1 -1
1

= [—p(@)(f —p)(@)]__, + / o(@)(f — p)(z) da

-1

zu gelangen. Da p(—1) = (1) = 0 gilt, entfillt der erste Term, und dank p” = 0 verein-
facht sich auch das verbliebene Integral. Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
finden wir ein n € [—1, 1] mit

=—2f"(n).

w

x3/3—x]1 2
r=—1

Lemma 7.8 (Mittelpunktregel) Sei f € C?[—1,1]. Dann ezistiert ein n € [—1,1]
mit

1
| t@yde—mip = 5.
-1

Beweis. Wir stellen fest, dass

1
M(f) = 2£(0) = / F0)ds
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7 Numerische Integration

gilt, so dass sich der Fehler in der Form

1 1
/ f(x)de — M(f) = / f(x) — £(0) da
—1 1

schreiben lasst. Wir definieren die Funktionen

—1)2
oy(x) = (= 5 ) , o_(x):= fir alle z € R

und halten fest, dass
o (x) =z —1, o (z) =2 +1, oli(z) =¢"(x) =1 fiir alle z € R

gelten. Wie im vorigen Beweis verwenden wir zweimal partielle Integration und erhalten
1 0 1
| t@do—mp)= [ fa) - sdo+ [ @) f0)da
—1 -1 0
0 1
= /_lw’i(x)(f(fﬁ) - f(O))d:E+/ o' (2)(f(x) — £(0)) dz

0

/), f©O) (O , L
—2+2+/1<p_(x)f (a:)dx+/0 (@) f" (x) da

0 1
= [ e @@+ [ o @ dn
0

-1
Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung erhalten wir n— € [—1,0] und n4 € [0,1]
mit
1 0 1
| r@a=m) = o) [ oot ) [ orlada
-1 _

s [T s paa [E5

)+ )
LI
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7.1 Interpolatorische Quadratur

Mit dem Zwischenwertsatz finden wir ein n € [n—,n4] mit (f"(n-)+ f"(n+))/2 = f"(n),
so dass unsere Aussage folgt. |

Fiir sich genommen sind die beiden Aussagen erst einmal nicht besonders ermutigend,
denn es ist kein Mechanismus erkennbar, mit dem wir den Quadraturfehler reduzieren
konnten, um unsere Genauigkeitsanforderungen zu erfiillen.

Einen Hinweis auf eine mogliche Losung bieten transformierte Quadraturformeln:

Lemma 7.9 (Transformierte Quadraturformeln) Wir bezeichnen mit M,y und
Tap) die auf das Intervall [a,b] transformierte Mittelpunkt- und Trapezregel.
Fiir jedes f € C?[a,b] existieren 1y, € [a,b] mit

10~ My (1) = U5 ),
" @t~ Tun ) = -5 ),
Beweis. Wir definieren f := f o ®,,. Nach der Kettenregel gelten
F@) = @), ) = o @) fralede 1) (7.4)
Mit erhalten wir
Mias () = 252 M), Trat() = 5270,

2
so dass sich mit den vorigen Lemmas n und m 7.8 T, f]t € [—1,1] mit

/abf<>d:c—M[ab b‘“/ f@)di — M)

finden lassen. Wir definieren 7, := ‘I)a,b(ﬂm) € [a,b] sowie 1 := Py p(7) € [a,b] und
verwenden ([7.4)), um

b—a(b—a)? b—a)d
[ 1o M) = "5 O g = O gy,
—q)2 )3
[ 1= Tus0 =25 O i = - L
zu erhalten. [ ]

Die entscheidende Beobachtung besteht darin, dass wir jede beliebige Genauigkeit
erreichen koénnen, indem wir die Lédnge des Intervalls reduzieren.
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7 Numerische Integration

7.2 Summierte Quadraturformeln

Wir haben soeben gesehen, dass kiirzere Intervall zu einer hoheren Genauigkeit fiihren.
Leider kénnen wir die Lénge der Intervalle in der Regel nicht frei wéhlen, sie ist durch die
Aufgabenstellung festgelegt. Wir kdnnen allerdings ein Intervall in Teilintervalle zerlegen
und hoffen, dass die Summe der Teile giinstiger ist als das Ganze.

Der Einfachheit halber zerlegen wir das Intervall [a,b] in gleich grofie Teile. Fiir ein
k € N ist die dquidistante Zerlegung des Intervalls [a,b] in k gleich grofle Teilintervall
gegeben durch

kaz' fiir alle i € [0 k].

Yi = a+

Fiir das Integral gilt

b i
[ r@ar=3[" s

i=1 i—1

also bietet es sich an, die summierten Teilintegrale durch Quadraturformeln anzunéhern.

Definition 7.10 (Summierte Quadraturformel) Seien k € N und yo, ..., yx € [a, b]
wie oben gegeben. Sei Q eine Quadraturformel auf dem Referenzintervall. Wir bezeichnen

k
Q[a,b],k: C[(I, b] - R, [ Z Q[yi,l,yi](f%
=1

als die summierte Quadraturformel zu Q und dem Intervall [a,b] mit k Teilintervallen.

Lemma 7.11 (Summierte Trapezregel) Die summierte Trapezregel ist durch

k—1
Tomalf) = 22 (f )43ty + 7 %””) fir alle f € Ola,], k€N
=1

gegeben. Fiir jedes f € C?[a,b] und jedes k € N emistiert ein 1 € [a,b] mit

b (b_a)s "
[ @ = Tunath) = =P 55 o),

Beweis. Sei f € C[a,b] und k € N. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus

Q[yi_l,yi](f) = b ; e f(yil);_ ) fiir alle ¢ € [1: k].

Fiir den Nachweis der zweiten Aussage nehmen wir an, dass f € C?[a, b] gilt. Mit Lem-
ma [7.9) finden wir fiir jedes ¢ € [1: k] ein 7; € [yi—1, y;] mit

v _ (yi _yi—1)3 ey (b_a)B "ne
s f(l’) dr — 7-[yi_1,yi](f) - Tf (771) - 12]’63 f (772)7
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7.2 Summierte Quadraturformeln

so dass wir fiir die summierte Quadraturformel

Yi
/f ) — T Z/ J(@)de — Ty, ()
(b—a)? "
12k3 Z al
erhalten. Mit dem Zwischenwertsatz finden wir ein 1 € [a,b] mit

k
S ) = "),
=1

so dass sich die Behauptung ergibt. ]

x| =

Bemerkung 7.12 (Summierte Mittelpunktregel) Die summierte Mittelpunktregel
lisst sich entsprechend behandeln, um das folgende Resultat zu erhalten: Fir jedes f €
C?[a,b] und jedes k € N existiert ein n € [a,b] mit

b
/ﬂ@m—MWMhz

Bei einer summierten Quadraturformel ist es also moglich, die Genauigkeit zu beein-
flussen: Sowohl bei der Trapez- als auch bei der Mittelpunktregel fithrt eine Verdoppelung
der Anzahl der Teilintervalle ungefdhr zu einer Viertelung des Quadraturfehlers. Wir
konnen also — abgesehen von Rundungsfehlern — jede beliebige Genauigkeit erreichen,
sofern wir dazu bereit sind, Rechenzeit zu investieren.

Bemerkung 7.13 (Adaptivitit) Sei f € C?[a,b] gegeben mit einer zweiten Ableitung,
die niemals negativ wird, die also f"(x) >0 fir alle x € [a,b] erfillt.
Aus den Lemmas 7.7 und[7.8 folgt

f”(nt) < 7-[a,b](f)7
(b—a)’
24

b —CL3
[ 1@ e =Ton - C32

b
/ﬂwszwww- £ (11m) > My (f)

mit geeigneten 1y, N € [a,b], so dass wir das Integral durch die Ergebnisse der Quadra-
turformeln einschlieffen kénnen:

b
-WMMS/fWMSEMﬁ

Falls die Differenz Tiqp(f) — Moy (f) klein ist, miissen demnach auch beide Quadra-
turfehler klein sein.
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7 Numerische Integration

In dieser Situation kénnen wir adaptive summierte Quadraturformeln konstruieren,
also solche, die sich automatisch dem Verhalten der Funktion f anpassen: Fir ein gege-
benes Intervall [a,b] berechnen wir beide Niherungen und verwenden sie, um den Fehler
zu schitzen. Falls er zu grofs ist, zerlegen wir das Intervall in zwei Teile und wiederholen
die Prozedur fiir beide Hdilften. Anschlieffend werden die Teilergebnisse addiert, um eine
Niherung fir das gesamte Intervall zu gewinnen.
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8 Transformationen und Kompression

In modernen Anwendungen sind wir hdufig damit konfrontiert, sehr viele Unbekannte
behandeln zu miissen, die voneinander abhéngen. Ein einfaches Beispiel dafiir haben wir
bereits bei den schwachbesetzte Matrizen kennen gelernt: Ein lineares Gleichungssystem
kann auch dann schwierig zu l6sen sein, wenn jede Unbekannte nur mit wenigen anderen
in Beziehung steht.

In solchen Situationen kann es attraktiv sein, die Systeme in eine Form zu iiberfiihren,
die sich besser fiir die Bearbeitung der relevanten Fragestellung eignet. Ein wichtiges
Hilfsmittel in diesem Kontext sind Variablentransformationen, bei denen ein Satz von
Unbekannten durch einen zweiten, hoffentlich dquivalenten, ersetzt wird.

Falls sich auch das transformierte System noch nicht einfach losen ldsst, kann es
zweckméBig sein, einzelne Gleichungen durch Approximationen zu ersetzen, die Rechen-
aufwand und Speicherbedarf reduzieren, ohne die Qualitéit der berechneten Losung allzu
sehr zu beeintréchtigen.

8.1 Fourier-Synthese

Ein wichtiges Beispiel fiir eine Transformation, mit deren Hilfe sich manche komplizierte
Aufgabenstellungen erheblich vereinfachen lassen, ist die FOURIER- Tmnsformatimﬂ die
einen Vektor durch eine Uberlagerung von Sinus- und Cosinus-Funktionen unterschied-
licher Frequenz darstellt. Diese Transformation ist beispielsweise sehr hilfreich bei der
Behandlung von Differentialgleichungen.

Wir fithren zur Abkiirzung fiir n € N die Notation Z,, := [0 : n — 1] fiir die ganzen
Zahlen zwischen 0 und n — 1 ein.

Die FOURIER-Synthese konstruiert einen Vektor f € R%" aus Frequenzanteilen fs, fc €
R%» mit der Formel

=Y fojsin(@mij/n) + Y fe;cos(2mij/n) fiir alle i € Z,. (8.1)
jGZn jEZn
Anschaulich kénnen wir uns vorstellen, dass die Funktion

f:00,1] —» R, T Z fsj sin(2mjx) + Z fcj cos(2mjx),
J€EZn JEZy

in den Punkten x = i/n “abgetastet” wird, um den Vektor f zu erhalten.
Die FOURIER—Analyse dagegen nimmt den Vektor f als gegeben an und versucht, die
Koeffizienten fS und fC zu rekonstruieren. Beide Transformationen lassen sich erheblich

'Benannt nach Jean-Baptiste Joseph Fourier.
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8 Transformationen und Kompression

einfacher handhaben, indem man komplexe Zahlen einfiihrt: Wir bezeichnen den Kérper
der komplexen Zahlen mit C und die imagindre Einheit mit ¢ € C. Sie erfiillt > = —1.
Jede komplexe Zahl z € C lisst sich in der Form

z=a+ b

mit dem Realteil a € R und dem Imagindrteil b € R darstellen. Summe und Produkt
zweier komplexer Zahlen z = a 4 tb und w = ¢ + «d lassen sich durch

z4+w=(a+b)+ (c+ud)=(a+c)+(b+d), (8.2a)
2w = (a+ b)(c + td) = (ac+ tad + the + *bd) = (ac — bd) + t(ad +bc)  (8.2b)

ausdriicken. Die komplex konjugierte Zahl zu z = a + b ist durch
Z =a — b,

und ihr Betrag durch
|z| := V22 = Va2 + b2 (8.3)

definiert. Die Betragsfunktion ist eine Norm auf C. Real- und Imaginérteil konnen mittels

R(z) =a=2E, J(z)=b= %=

aus z rekonstruiert werden.
Sinus- und Cosinusfunktionen lassen sich besonders elegant mit Hilfe der komplexen
Ezponentialfunktion

exp: C — C, z%g e
7!
i=0

darstellen. Sie erfiillt die iiblichen Potenzrechenregeln

exp(z1 + 2z2) = exp(z1) exp(22) fiir alle z1, 29 € C, (8.4a)
exp(nz) = exp(z)" fiir alle z € C, n € Z, (8.4b)

und steht iiber die EULERsche Gleichund?]
exp(ta) = cos(a) + vsin(a) fiir alle « € R (8.5)

in Beziehung zu der Sinus- und Cosinus-Funktion.
Aufgrund dieser Gleichung gilt mit (8.2b))
fsisin(2mij /n) + feqcos(2mij/n) = R(fsisin(2mwij/n) + feqcos(2mij/n))
= R((fei — tfsi)(cos(2mij /n) + ¢sin(2mij/n)))
= ?R((fcz - Lfs,i) exp(2miij/n)) fiir alle 7,5 € Z,.

2Benannt nach Leonhard Euler.
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8.1 Fourier-Synthese

Falls wir also die Koeffizienten paarweise zu f; := f.; — tfs; zusammenfassen, konnen

wir die FOURIER-Synthese (8.1)) kompakt als

fi=% Z fj exp(2meij/n) fiir alle i € Z,
J€Zn

schreiben. Bei genauerer Betrachtung stellt sich heraus, dass diese Gleichung die Koef-
fizienten fj noch nicht eindeutig festlegt: Bisher ist f lediglich ein Vektor aus reellen
Zahlen, wahrend f komplexe Zahlen enthélt. Um Eindeutigkeit herzustellen, lassen wir
auch fiir f komplexe Zahlen zu und erhalten

fi= Z fj exp(2meij/n) fiir alle i € Z,, (8.6)
J€EZn

mit f,f € C%n. Diese Gleichung beschreibt eine Matrix-Vektor-Multiplikation: Wenn
wir die FOURIER-Matrix Q,, € C%»*%n mit

n,ij = exp(2meij/n) fiir alle 4,5 € Z,,
definieren, entspricht die FOURIER-Synthese gerade der Multiplikation
Lf::an'

Bei naiver Vorgehensweise wiirden wir erwarten, dass die Berechnung des Vektors f aus
f einen Aufwand proportional zu n? aufweist.

Gliicklicherweise lassen sich die besonderen Eigenschaften der FOURIER-Matrix @,
ausnutzen, um die Matrix-Vektor-Multiplikation erheblich effizienter durchzufiihren: Die
von James Cooley und John W. Tukey entwickelte schnelle FOURIER-Transformation
(engl. FFT, fast FOURIER transform) verwendet einen Teile-und-herrsche-Ansatz (engl.
divide and conquer, lateinisch divide et impera), um den Rechenaufwand drastisch zu
reduzieren.

Das entscheidende Hilfsmittel sind dabei die besonderen Eigenschaften der Einheits-
wurzel.

Lemma 8.1 (Einheitswurzel) Sein € N. Die Zahl wy, := exp(2me/n) nennen wir die
n-te Einheitswurzel.
Sie erfillt die Gleichungen
wr =1, 1/wy = W, (8.7a)

Falls n = 2m fir ein m € N gilt, haben wir auch

wyt = —1. (8.7b)
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8 Transformationen und Kompression

Beweis. Alle Gleichungen lassen sich aus der EULER-Gleichung (8.5) und den Rechenre-
geln fiir Potenzen gewinnen: Wir haben

wy = exp(2m/n)" = exp(2min/n) = exp(2m) = cos(27) 4 ¢sin(27) = 1,
Wn Wn Wn

1 w. = = =
fon Wn@Wn  |wnl?  cos?(2m/n) + sin?(27/n)

On.

Falls n = 2m gilt, erhalten wir

m

wyt = exp(2me/n)"™ = exp(2muvm/n) = exp(mt) = cos(w) + vsin(w) = —1.

Mit den Rechenregeln fiir Potenzen gilt g, ;; = wf{ Die Idee des Algorithmus von
CoOOLEY und TUKEY beruht darauf, die Summe in geradzahlige und ungeradzahlige
Anteile zu zerlegen. Wir nehmen dazu an, dass n = 2m gilt, so dass jede gerade Zahl
j € Zy sich in der Form j = 2k mit k € Z,, darstellen lasst, wihrend ungerade Zahlen
die Form j = 2k + 1 annehmen. Es folgt

f’i = Z w;gf] = Z wiikuk + Z wa(QkJrl)fng

JEZn k€ Zm k€ Zm
ik} i %) 7 ik} i ij 7
= E Wy for + wy, E wi? fopt1 = E Wy for + wy, E Wy fok+1-
k€EZm keZm, k€Zm k€Zm

Wir beobachten, dass auf der rechten Seite zwei Summen auftreten, die dieselbe Struktur
wie die urspriingliche aufweisen, nur mit m Summanden und der m-ten Einheitswurzel
statt der n-ten.

Indem wir Hilfsvektoren

o A

R f2 . f3
T = : , Y= .

fnf2 fnfl

und z := Q,,T sowie y := @),y einfithren, erhalten wir
fi = @i + whyi fiir alle i € Zy,.

Fiir ¢ > m konnen wir die Gleichung nicht unmittelbar anwenden, weil z und y lediglich
m-dimensionale Vektoren sind. Mit (8.7al) erhalten wir allerdings wﬁk = 1fiir alle k£ € Ny,
also auch

- , - . 4 -
fi= E Wy Tk + Wy, E WUk = Zw,(,fb m) xk—i-wﬁLZwT(ﬁ mkg,
kEZm kEZm kEZm kEZm
= Ti—m + W Yi—m fiir alle 1 € Z,, \ Zp,.

Diese Formel ldsst sich noch etwas verschonern, indem wir (8.7b)) verwenden, um zu
A i—m . .
fi = Ticm + Wy Yimm = Tiem — Wy, Yiem fir alle i € Z,, \ Z,,

zu gelangen. Der resultierende rekursive Algorithmus findet sich in Abbildung
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8.1 Fourier-Synthese

procedure ifft(n, w,, f, var f);
if n > 2 then
m<n/2; Wy — wi
for k =0 to m — 1 do begin
T < fors Uk < fokt1
end;
ifftt(m, wm, T, T);
ifftt(m, wm, 9, y);
a1
for : =0 to m — 1 do begin
fi & i + ayi;
fitm < T — ay;;
Qa4 W
end
end

Abbildung 8.1: Schnelle FOURIER-Synthese f = Q,f

Bemerkung 8.2 (Komplexe Zahlen in C) Die Verwendung komplexer Zahlen in
C ist besonders einfach, falls der verwendete Compiler den ISO-Standard ISO/IEC
9899:1999 (kurz C99) unterstiitzt. In diesem Fall definiert die Headerdatei complex.h
die Datentypen complex float und complex double fir komplexe Gleitkomma-
zahlen einfacher und doppelter Genauigkeit.

Die komplexe FEinheit ¢ st tiber die Konstante I erreichbar, die komplexe FExpo-
nentialfunktion tber die Funktionen cexpf (fir complex float) und cexp (fir
complex double).

Grundrechenarten wie Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division werden mit
den in C iblichen Operatoren ausgefiihrt.

Natiirlich wollen wir noch zeigen, dass dieser Algorithmus es verdient, als ,,schnell®
bezeichnet zu werden. Wir diirfen dabei davon ausgehen, dass die Addition zweier kom-
plexer Zahlen nach @D zwei Gleitkommaoperationen erfordert, wihrend fiir die Mul-
tiplikation nach @D sechs Operationen anfallen.

Wir gehen davon aus, dass n € N eine Zweierpotenz ist, dass also n = 2P fiir ein p € Ny
gilt. Der Rechenaufwand, der fiir die Multiplikation eines Vektors mit der Matrix @,
mittels unseres Verfahrens anféllt, sei mit R(n) bezeichnet.

Im ersten Schritt des Verfahrens werden die Vektoren y und z angelegt. Dabei fallen
keine Gleitkommaoperationen an.

Im zweiten Schritt wird @, mit den beiden Vektoren multipliziert, so dass 2R(m) =
2R(n/2) Operationen anfallen.

Im dritten Schritt wird der Vektor Z konstruiert. Wenn wir das Ergebnis der Multi-
plikation ay; zwischenspeichern, fallen pro ¢ € Z,, genau 16 Operationen an, ndmlich
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8 Transformationen und Kompression

sechs fiir die Berechnung von ay;, vier fiir die Summe und die Differenz, und sechs fiir
die Berechnung von wya.

Die Berechnung der Einheitswurzel w,, = w2 erfordert sechs Operationen, so dass wir
insgesamt die Rekursionsgleichung

fiir alle n = 2P, p € No.
0 ansonsten

2R(n/2) +16n+6 fallsn > 1,
R(n) =

Um auf eine Idee fiir die Losung dieser Gleichung zu kommen, tabellieren wir ihre Werte
fiir die ersten fiinf Zweierpotenzen: Es gilt

R(1) =0,
R(2)=2R(1)+324+6=32+6=16x1xn-+6(n—1),
R(4) =2R(2) + 6446 =128+ 18 =16 x 2 x n + 6(n — 1),
R(8) =2R(4) + 128+ 6 = 384 + 42 = 16 x 3 x n.+ 6(n — 1),
R(16) = 2R(8) + 256 + 6 = 1024 + 90 = 16 x 4 x n + 6(n — 1),

und diese Gleichungen legen die Vermutung nahe, dass
R(n) = 16pn+6(n — 1) fiir alle n =27, p e Ny

gilt. Wir kénnen den Beweis per Induktion fithren: Es gilt 0 = R(1) = 16 x 0 x n. Sei
nun n = 2P mit p € Ny so gegeben, dass R(n) = 16pn + 6(n — 1) gilt. Dann folgt

R(2P™) = R(2n) = 2R(n) + 16(2n) + 6 =2 x (16pn +6(n — 1)) +16 x 2 x n +6
= 16p(2n) + 6(2n — 2) + 16(2n) + 6 = 16(p + 1)(2n) + 6(2n — 1)
=16(p +1)2°™ £ 6(2PT —1).

Insgesamt diirfen wir also festhalten, dass der Rechenaufwand der schnellen FOURIER-
Transformation von der Gréflenordnung nlogy(n) ist, und damit fiir grofiles n erheblich
geringer als fiir den naiven Ansatz.

Bemerkung 8.3 (Bit reversal) Der FFT-Algorithmus kann ohne grofseren Hilfsspei-
cher auskommen, wenn wir dazu bereit sind, die Koeffizienten des Vektors f in einer
anderen als der mathematisch naheliegenden Anordnung zu erhalten.

Dazu verwenden wir die Inkremente, die wir bereits im Kontext der BLAS-Vektoren
kennen gelernt haben: Wenn f in einem Array ab £ mit einem Inkrement von incf
gespeichert ist, ist & in einem Array ab x=f mit einem Inkrement von 2xincf gespei-
chert, wihrend sich § in einem Array ab y=£+1 mit demselben Inkrement findet. Statt
f zu kopieren, kénnen wir also einfach Zeiger setzen und das Inkrement verdoppeln.

Mit dem Ergebnis f wollen wir dann den zuvor von f genutzten Speicher tiberschreiben.
Da f; und fiym von x; und y; abhdngen, tiberschreiben wir den zuvor von x; genutzten
Speicher mit f; und den von y; genutzten Speicher mit fiiy, (zumindest einer der alten
Werte muss dabei zwischengespeichert werden).
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8.2 Fourier-Analyse

Da x und y im Speicher geschachtelt dargestellt sind, steht anschlieffend f; “direkt
neben” firm im Speicher, obwohl es mathematisch einen Abstand von m aufweisen sollte.
Bei n = 8 beispielsweise stehen

fo, fa, f2, fe, f1, f5, f3, f7

hintereinander im Speicher. Die modifizierte Numerierung ergibt sich per bit reversal:
Die Reihenfolge der Ziffern der Bindrdarstellung dreht sich um, aus 1 = 001y wird
4 =100 und aus 6 = 1109 wird 3 = 0115.

Falls die Anordnung des Ergebnisvektors fiir unsere Anwendung ohne Belang ist,
konnen wir mit dieser Vorgehensweise den Speicherbedarf halbieren. Da das bit reversal
selbstinvers ist, kénnen wir alternativ auch f in der neuen Anordnung darstellen und
erhalten dann f in der mathematisch iiblichen.

8.2 Fourier-Analyse

Die FOURIER-Synthese konstruiert aus gegebenen Frequenzanteilen f einen Vektor f =
Qn f , in dem die betreffenden Frequenzen mit den gegebenen Anteilen auftreten.

In der Praxis tritt hdaufig auch die FOURIER-Analyse auf, bei der aus dem Vektor f
die Frequenzanteile f gewonnen werden miissen.

Dabei ist die HERMITEsche Matrixlﬂ niitzlich, das komplexe Gegenstiick der transpo-
nierten Matrix.

Definition 8.4 (Hermitesche Matrix) Sei A € C"*". Die durch
bij = aji fir allei € [1:m], j€[l:n]
definierte Matrix B € C™*"™ nennen wir die HERMITEsche Matrix zu A. Wir bezeichnen

sie mit AH.
Fiir A € C%*%n st die HERMITEsche Matriz A analog definiert.

Im Fall der FOURIER-Matrizen @),, besitzt die HERMITEsche Matrix die folgende be-
sonders niitzliche Eigenschaft.

Lemma 8.5 (Fourier-Inverse) Sei n € N, und sei Q, € C?*%n die FOURIER-
Matriz. Dann gilt

QnHQTL =nl,

also insbesondere Q' = Q.

Beweis. Seien i,j € Z, gegeben. Aufgrund der Gleichungen (8.7a) und (8.4al) gilt
(QFQn)ij = Z In,kidn,kj = Z @Rkl = Z wy Ml = Z Wk,

k€Zn k€Zn k€Zn k€Zn

3Benannt nach Charles Hermite.
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8 Transformationen und Kompression

Mit der Definition ¢ := wi ™" kénnen wir diese Gleichung kurz als

(@iQn)ij= Y d"

kEZn

schreiben. Falls j = i gilt, haben wir ¢ = 1, also (QXQ,)ij = n. Anderenfalls gilt g # 1,
da j —i = +n wegen t,j € Z, ausgeschlossen ist, so dass wir mit der geometrischen
Summenformel und (8.7a) die Gleichung

1 Wi

H L k_q" -1 _
keZy,

erhalten.

Damit ist QY Q, = nI bewiesen, also ist %Qf eine Linksinverse der Matrix @, die
somit injektiv sein muss. Da die Matrix quadratisch ist, folgt mit dem Dimensionssatz,
dass sie auch surjektiv sein muss, also existiert fiir jeden Vektor z € C% ein Urbild
y € C% mit 2 = Q,y. Es folgt

H H
also Q,QH = nl. Damit ist %fo auch eine Rechtsinverse, also die Inverse. [

Um aus einem Vektor f die Frequenzanteile f zu rekonstruieren, brauchen wir also nur
mit fo zu multiplizieren und durch n zu dividieren, die FOURIER-Analyse wird durch
die Gleichung

f=aQif
beschrieben. Die Multiplikation mit der HERMITEschen Matrix lésst sich analog zu der
FOURIER-Synthese rekursiv bewerkstelligen: Es gilt

(@Q1)ij = Gnji = @l = @) fiir alle 4,7 € Z,,

so dass wir den in Abbildung dargestellen Algorithmus lediglich mit &, anstelle von
wy, aufrufen koénnen, um die FOURIER-Analyse effizient durchzufiihren.

8.3 Zirkulante Matrizen

Eine wichtige Anwendung der schnellen FOURIER-Transformation ist die Multiplikation
eines Vektors mit einer zirkulanten Matrix.
Zur Vereinfachung der Notation definieren wir

i®j:=(G+jmodn, i©j:=i®(n—j)=((—j)modn firallei je Z,.
Definition 8.6 (Zirkulante Matrix) Sei A € C#»*%n, Falls
ik, jok = Gij fir alle 1,4,k € Z,

gilt, nennen wir A zirkulant.
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8.3 Zirkulante Matrizen

Eine zirkulante Matrix ist durch ihre erste Zeile bereits eindeutig festgelegt: Wenn wir
Q1= aoj fiir alle j € Z,
setzen, erhalten wir nach Definition
Q5 = Qigcijoi = A0,joi = Ajoi fur alle ¢, € Z,.

Zirkulante Matrizen sind also immer von der Gestalt

%)) aq T Op—2 Qp—]
Qn—-1 Qg aq T Qp—2
a=| : o (.8)
a2 HR € 77— | ap aq
aq a2 s Qp—1 Qo

Unser Ziel ist es nun, eine solche Matrix mit einem Vektor z € C%" zu multiplizieren.
Da A durch die n Koeffizienten «p, . .., a,_1 beschrieben ist, hitten wir natiirlich gerne
einen Algorithmus, der diese Aufgabe in weniger als n? Operationen 16st. Dabei kann
uns die schnelle FOURIER-Transformation helfen.

Lemma 8.7 (Diagonalisierung) Sei A € C%"*%n cine zirkulante Matriz in der Dar-

stellung . Sei B := Qpno, und sei

Bo
D =

ﬁnfl

Dann gilt
AQn = QnD

Beweis. Seien ,j € Z,. Es gilt

(AQn)ij = > Gintnki = Y Ckcilnkj-

keZy, k€Zn

Wir substituieren £ = k &4, k = ¢ @ i, und erhalten mit (8.7a)) die Gleichung

(AQn)ij = Y iy = Y g

ez, LeZn
= Y awl =i S apld
lezy LeZy
= Gnij Y elnjt = Gnij(Qne)j = GnijB; = (QnD)sj.
LeZy
Das ist bereits unsere Behauptung. ]
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8 Transformationen und Kompression

Damit steht uns ein effizienter Algorithmus fiir die Multiplikation eines Vektors x €
C%» mit der Matrix A zur Verfiigung: Aus dem vorigen Lemma folgt mit Lemma

A=Lq.pom
n

also konnen wir y = Ax mit den Zwischenschritten
~ H ~ A I
BZQnOé, T = Qn xz, Y= Dl’, Y= ﬁQny

bestimmen. Alle Schritte aufler dem dritten benétigen ~ nlogy(n) Operationen, der
dritte lediglich ~ n, so dass wir insgesamt einen Rechenaufwand der Gréflenordnung
nlog,(n) erhalten.

8.4 Toeplitz-Matrizen

Zirkulante Matrizen treten in der Praxis durchaus auf, allerdings nicht sehr hiufig. We-
sentlich haufiger begegnet man TOEPLITZ-Matrizen.

Definition 8.8 (Toeplitz-Matrix) Sei A € C%*%r eine Matriz. Falls es einen Vektor
v e C[l—n:n—l] mit

Qij = Vj—i fir alle i,5 € Z,
gibt, nennen wir A eine TOEPLITZ—MatrixE].

Eine TOEPLITZ-Matrix A besitzt dementsprechend die Darstellung

Yo 71 0 Tn—2  Yn—1
T-1 Y0 il o Tn—2
A= (8.9)
2-n 0 V-1 Y0 it
Y1-n V2—n e V-1 Y0

Bedauerlicherweise lassen sich TOEPLITZ-Matrizen nicht unmittelbar mit der FOURIER-
Transformation diagonalisieren. Allerdings kénnen wir TOEPLITZ-Matrizen zu zirkulan-
ten Matrizen erweitern: Wir definieren

Y0

ai=| 1] ectrn
T—n

V-1

4Benannt nach Otto Toeplitz.
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und erhalten die zirkulante Matrix

8.4 Toeplitz-Matrizen

Yo Yn—1 | Y1—n V-1
-1 70 Yn—2 | Yn—1 :
. S : : : Y1-n
A=1 vy, - 71 T Y1 Yn—1
Yn—1 V-1 Y0 Yn—2
71 t Yn—-1 VY1-n | V2-n Y0

deren linker oberer Block mit A iibereinstimmt.
Um A nun effizient mit einem Vektor 2 € C%" zu multiplizieren, ergéinzen wir A zu

der Matrix A und z zu dem Vektor

8
I

Nun berechnen wir § = AZ wie zuvor mit der schnellen FOURIER-Transformation.

Zo

Da die letzten n — 1 Kon/l\ponenten des Vektors x gleich null sind, spielen die letzten
n — 1 Spalten der Matrix A keine Rolle fiir das Ergebnis, da sie mit null multipliziert

werden.

Demzufolge findet sich in den ersten m Komponenten des Vektors y das gesuchte

Ergebnis y = Az.

Wir miissen fiir die Behandlung einer TOEPLITZ-Matrix zwar zu einer erweiterten
Matrix ungefihr doppelter Dimension iibergehen, kénnen dann aber wieder in einem zu
nlog,(n) proportionalen Rechenaufwand die Matrix-Vektor-Multiplikation durchfiihren.
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