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1 Einleitung

Unter ,, Wissenschaftlichem Rechnen® versteht man den Einsatz von Computern fiir die
Losung wissenschaftlicher Probleme. In der Regel sind dabei eine Reihe von Teilproble-
men zu behandeln:

1. Die mathematische Modellierung iiberfiihrt das Problem in die Form mathema-
tischer Gleichungen, aus deren Analyse sich die Losung ergibt.

2. Haufig wird durch eine Diskretisierung eine kontinuierliche Formulierung durch
eine angendhert, die durch endlich viele Groflen beschrieben werden kann und
deshalb fiir einen Computer handhabbar ist.

3. Anschliefend werden Lésungsverfahren angewendet, um aus dem mathemati-
schen Modell die fiir die konkrete Fragestellung wichtigen Gréflen zu gewinnen.

4. H&ufig ist auch eine Optimierung erforderlich, beispielsweise um wihrend der
Modellierung bestimmte Parameter des Modells so zu wahlen, dass reale Experi-
mente moglichst gut erfasst werden, oder um herauszufinden, wie sich ein simu-
lierter Prozess so steuern lisst, dass er bestimmten Zielvorgaben entspricht.

Die Vorlesung konzentriert sich auf die ersten drei Gebiete und zielt dabei darauf, einen
Uberblick zu geben, statt die mathematische Analyse der einzelnen verwendeten Tech-
niken detailliert vorzustellen.

Interessierte Leserinnen und Lesern kénnen in den Vorlesungsskripten

e . Numerik von Differentialgleichungen®,
e  Finite Elemente®,
o  Iterative Verfahren fiir grofle Gleichungssysteme® und

,,Numerik nicht-lokaler Operatoren®

eine Darstellung der theoretischen Grundlagen der verwendeten Verfahren (und einiger
weiterer) finden.

Ein typisches Anwendungsgebiet des Wissenschaftlichen Rechnens ist die Simulation
physikalischer Phénomene, beispielsweise um die Bewegungen eines Korpers in einem
Gravitationsfeld oder das Stromen von Luft um eine Tragfliche vorhersagen zu kénnen.
Derartige Simulationen beruhen auf Naturgesetzen, die die in unzéhligen Experimenten
gesammelten Erfahrungen in kompakter Form beschreiben, hiufig in Gestalt weniger
mathematischer Gleichungen.


http://www.informatik.uni-kiel.de/~sb/data/NumDgl.pdf
http://www.informatik.uni-kiel.de/~sb/data/GLGS.pdf
http://www.informatik.uni-kiel.de/~sb/data/NichtLokal.pdf

1 FEinleitung

Indem wir diese Gleichungen auf die konkrete Fragestellung anwenden, entsteht ein
Gleichungssystem, das die fiir uns interessanten Gréflen zueinander in eine Beziehung
bringt. Damit stehen wir vor der Aufgabe, die Losungen dieses Systems zu untersuchen.

Héufig entstehen dabei Differentialgleichungen, also Gleichungen, die die Verdnderung
bestimmter Groéflen zu den Groflen selber in Verbindung setzt. Ein einfaches Beispiel ist
das physikalische Modell eines Federpendels, bei dem die Auslenkung des Pendels eine
Kraft hervorruft, die die Geschwindigkeit des Pendels beeinflusst.

Da die Analyse derartiger Differentialgleichungen nur im Ausnahmefall per Hand er-
folgen kann, wird man sie meistens einem Computer iibertragen. Computer arbeiten
der Reihe nach einzelne Befehle ab, die die Werte einzelner Speicherzellen veréindern,
deshalb sind sie in der Regel nicht dazu geeignet, die kontinuierliche Bewegung eines
Teilchens oder die kontinuierliche Verteilung von Wérme in einem erhitzten Korper zu
beschreiben. Dieses Problem lésst sich 16sen, indem man das Kontinuum durch diskrete
(also voneinander getrennte) Punkte ersetzt, beispielsweise die kontinuierliche Zeit durch
diskrete Zeitpunkte oder die kontinuierliche Wérmeverteilung durch die Wérme in dis-
kreten Punkten des Koérpers. Im Rahmen dieser Diskretisierung wird das urspriingliche
Modell durch eine Naherung ersetzt, die meistens zu einer etwas anderen Losung fiihrt.

Gute Diskretisierungsverfahren sind allerdings konwvergent, ihre N&herungslosungen
streben also gegen die des urspriinglichen Modells, wenn wir die Abstdnde zwischen
den Punkten verkleinern. Allerdings bedeutet beispielsweise eine Halbierung des Ab-
stands zwischen Zeitpunkten im typischen Fall auch eine Verdoppelung der Anzahl der
Zeitpunkte. Genaue Simulationen erfordern deshalb in der Regel sehr viel Zeit, sehr
viel Speicher, oder sogar beides. Also ist es von grofler Bedeutung, fiir die Losung der
diskreten Modelle moglichst effiziente Algorithmen einzusetzen, die auch Tausende von
Zeitschritten und Millionen von Unbekannten in vertretbarer Zeit behandeln kénnen.
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Ich bedanke mich bei Dirk Boysen, Philip Freese, Knut Reimer, Sven Marquardt, Hendrik
Felix Pohl, Christina Borst, Daniel Hans, Jens Liebenau, Bennet Carstensen, Torsten
Knauf und Max Deppert fiir Hinweise auf Fehler in fritheren Fassungen dieses Skripts
und fiir Hilfe bei seiner Verbesserung.



2 Bewegung und Kraft

In diesem Kapitel untersuchen wir besonders einfache mechanische Systeme: Punktmas-
sen, die sich unter Einfluss von Kréften bewegen. In der Realitéit treten solche Punkt-
massen zwar genau genommen nicht auf, sie eignen sich aber trotzdem sehr gut fiir die
Beschreibung vieler Phdnomene. Insbesondere lassen sich realistische Massen als An-
sammlung vieler kleiner Punktmassen anniihern, so dass sich durch Ubergang zu einem
Grenzwert allgemeinere Modelle gewinnen lassen.

2.1 Newton-Axiome

Die Grundlage des in diesem Kapitel behandelten Modells bilden die auf Isaac Newton
zuriickgehenden Axiome der Festkorpermechanik [7]. Wir formulieren sie hier in mo-
derner Notation fiir eine abstrakte Punktmasse, also fiir einen Koérper ohne raumliche
Ausdehnung, der sich zu einem Zeitpunkt ¢ € R in einem Punkt x(t) € R? befindet.

Die Geschwmdigk:eiiﬂ der Punktmasse zu einem Zeitpunkt ¢t € R bezeichnen wir mit
v(t). Nach den Newtonschen Regeln ist die Geschwindigkeit gerade die Ableitung des
Orts nach der Zeit, also

v(t) = 2'(t) fiir alle t € R. (2.1)

Falls die Geschwindigkeit konstant ist, falls also v(t) = wp fiir ein vy € R? gilt, folgt
unmittelbar

x(t) = z(0) + vot fiir alle t € R,

die Punktmasse bewegt sich also entlang einer Geraden und legt in gleich groflen Zeit-
intervallen gleich grofie Strecken zuriick.

Um realistische Aufgabenstellungen behandeln zu kénnen, miissen wir zulassen, dass
sich die Geschwindigkeit &ndern darf. Dazu fithren wir zu jedem Zeitpunkt ¢t € R die
Beschleumgungﬂ a(t) ein, die die Verinderung der Geschwindigkeit mit der Zeit misst
und als deren Ableitung durch

a(t) =v'(t) fir alle t € R (2.2)

gegeben ist.
Eine Beschleunigung entsteht durch eine Kmﬂﬂ die auf die Punktmasse wirkt. Da-
bei sind Kraft und Beschleunigung zueinander proportional, der Faktor hdngt von der

'Im Englischen wvelocity.
2Im Englischen acceleration.
3Im Englischen force.



2 Bewegung und Kraft

Trégheit der Masse ab: Bei einer Verdoppelung der Masse muss auch die Kraft verdoppelt
werden, um dieselbe Beschleunigung zu erreichen. Die zu einem Zeitpunkt ¢ wirkende
Kraft bezeichnen wir mit f(¢) und die Masse mit m, so dass sich die Beziehung durch
die kurze Formel

f(t) = maf(t) fir alle t € R (2.3)

ausdriicken lésst.
Insgesamt wird die Bewegung der Punktmasse also durch das System

2() = o(t), v t) = alt), at) = % (1) fiir alle £ € R

beschrieben. Falls uns die Kraft zu jedem Zeitpunkt bekannt ist, lassen sich Geschwindig-
keit und Position mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialgleichung ermitteln.

Erinnerung 2.1 (Hauptsatz Integral- und Differentialrechnung) Fiir jede ste-
tig differenzierbare Funktion g : [a,b] — R gilt

b
9~ g(0) = [ g'(s)ds. (2.4)

Falls uns néamlich die Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt, beispielsweise
t = 0, bekannt ist, folgt direkt

v(t) B 0) + /O V'(s)ds B v(0) +/0 a(s) ds
v(0) + = /t f(s)ds fiir alle t € R. (2.5)
mJo

Entsprechend kénnen wir x(t) berechnen, indem wir diese Gleichung mit ([2.1]) kombi-
nieren und den Hauptsatz ein zweites Mal anwenden.

2.2 Ballistik

Als erstes Beispiel einer Anwendung der Newtonschen Gesetze untersuchen wir die Be-
wegung eines geworfenen Korpers, der der Schwerkraft der Erde unterliegt. Dabei gehen
wir davon aus, dass der Korper nur eine relativ zum Durchmesser der Erde geringe
Entfernung zuriicklegt, so dass wir die auf ihn wirkende Gravitationskraft als konstant
annehmen diirfen.

Wenn wir die erste Komponente der auftretenden Vektoren jeweils als horizontale
Entfernung und die zweite als (vertikale) Hohe iiber dem als flach angenommenen Boden
interpretieren, konnen wir die Gravitationskraft durch die Gleichung

F) = fo = < 0 ) fiir alle ¢ € R (2.6)



2.2 Ballistik

ausdriicken, wobei g die Erdbeschleunigung bezeichnet.
Zur Abkiirzung schreiben wir die Anfangsposition als xg := z(0) und die Anfangsge-
schwindigkeit als vg := v(0). Damit erhalten wir

- 1 t t
v(t) vo + / fods =vy — / <0> ds = < V0.1 ) fir allet € R.  (2.7)
mJo 0o \9 vo,2 — lg

Dieser Gleichung kénnen wir schon einige niitzliche Aussagen entnehmen. Beispielsweise
ist die horizontale Komponente der Geschwindigkeit konstant, wihrend die vertikale
Komponente linear mit der Zeit abnimmt. Zu dem Zeitpunkt

ty = v02/9

ist die vertikale Komponente gleich null, zu diesem Zeitpunkt erreicht also die Punkt-
masse ihre maximale Hohe, den Scheitelpunkt ihrer Flugbahn.
Mit (2.1) und dem Hauptsatz erhalten wir aus (2.7) die Gleichung

/t < 20,1 + tvo,1 > )
z(t) = zo+ | v(s)ds= ’ ’ fur alle t € R,
( ) 0 0 ( ) x0’2 —‘rt'l)(),g _t29/2

die die Flugbahn vollsténdig beschreibt. Dieser Gleichung kénnen wir beispielsweise ent-
nehmen, dass die Punktmasse ihre Ausgangshche wieder erreicht, falls

0,2 +tvg2 — tzg/Q = 0,2 <= tvg2 — t29/2 =0 <= t(2v0,2 — tg) =0

gilt. Neben der trivialen Losung t = 0 besitzt diese Gleichung auch die Losung t =
2v9,2/g = 2t,, bis zum Erreichen des Bodens vergeht also doppelt soviel Zeit wie bis zum
Erreichen des Scheitelpunkts.

Ubungsaufgabe 2.2 (Reichweite) Nehmen wir an, dass die Ausgangshiéhe oo die
Hoéhe eines villig flachen Erdbodens ist und wir unseren Flugkoérper “nach oben” starten,
dass also vo2 > 0 gilt.

Berechnen Sie, welche Entfernung der Flugkdrper zuriickgelegt hat, wenn er den Boden
wieder erreicht, wenn also x2(t) = xo2 gilt.

Finden Sie eine Anfangsgeschwindigkeit vo mit ||vo|l2 = 1 derart, dass die Reichweite

mazximal wird. Dabei bezeichnet ||vg|2 = ,/va1 + U(QLQ die Linge des Vektors vg.

Interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch: In welchem Winkel zum Erdboden muss
der Flugkorper starten, um die mazximale Reichweite zu erzielen?

Leider beschreibt die Gleichung die Realitdt nur ndherungsweise: In der Regel
wird die Reibung des Flugkorpers an der ihn umgebenden Luft dazu fithren, dass er ab-
gebremst wird. Fiir nicht zu hohe Geschwindigkeiten ldsst sich dieser Effekt modellieren,
indem wir die Gleichung um die durch die Reibung ausgeiibte Kraft ergénzen und
S0 zu

f(t) = fo— Bo(t) fiir alle t € R (2.8)



2 Bewegung und Kraft

gelangen. Hier ist § € R>q ein Koeffizient, der den Luftwiderstand beschreibt. Der im
Vergleich zu hinzugekommene Term —fv(t) beschreibt, dass die Luftreibung eine
Kraft verursacht, die in der der Geschwindigkeit entgegengesetzten Richtung wirkt und
zu ihr proportional ist.

Mit diesem zusétzlichen Term verindert sich der Charakter unseres mathematischen
Modells: Die Kraft ist nicht linger konstant, sondern héngt von der aktuellen Geschwin-
digkeit ab, denn es gilt

1
"(t) =a(t) = —f(t
V(1) = alt) = (1)
Da die Ableitung v'(¢) von v(t) abhiingt, lisst sich diese Gleichung nicht mehr einfach

mit dem Hauptsatz auflésen, wir haben es mit einer gewdhnlichen Differentialgleichung
zu tun, fiir die andere Losungstechniken zum Einsatz kommen miissen.

_ %(fo — Bu(t)) fiir alle ¢ € R. (2.9)

Ubungsaufgabe 2.3 (Analytische Losung) Im vorliegenden einfachen Fall kinnen
wir den Ansatz

v(t) = ¢1 + ca exp(est) fir allet € R

verwenden, um c1,ca € R? und c3 € R so zu bestimmen, dass die Differentialgleichung
@ mit der Anfangsbedingung v(0) = vg gilt.

Dieser Ansatz funktioniert nur im Fall 8 #£ 0, allerdings kann man sich mit Hilfe der
Taylor-Entwicklung der FExponentialfunktion iberlegen, dass wir fir f — 0 wieder die
bereits bekannte Losung erhalten.

Da das finden einer geschlossenen Formel fiir die Losung einer gewdhnlichen Differenti-
algleichung haufig schwierig oder sogar unmoglich ist, kommen in der Praxis numerische
Niherungsverfahren zum Einsatz, die eine Approximation der Losung ermitteln.

Ein besonders einfacher Ansatz besteht darin, die Ableitung durch einen Differen-
zenquotienten anzundhern, in dem lediglich Werte der Funktion auftreten, aber nicht
mehr ihre Ableitung. Die Ableitung ¢'(t) einer stetig differenzierbaren Funktion g wird
beispielsweise durch den Vorwdrtsdifferenzenquotienten

dysg(t) = LTI (t+ 52 —9 (t), (2.10a)

den Riickwdrtsdifferenzenquotienten

d_sglt) = W (2.10b)
oder den zentralen Differenzenquotienten
t+0)—gt—9
0. sq(t) = SO — 9t =0) (2.10¢)

26

angenéhert, sofern die Schrittweite § € R+ klein genug gewihlt ist.
Natiirlich stellt sich die Frage, ob diese Differenzenquotienten sich iiberhaupt als

N#herung der Ableitung eignen. Fiir die Antwort bendtigen wir als Hilfsmittel den Zwi-

schenwertsatz und den Satz von Taylor.

10



2.2 Ballistik

Erinnerung 2.4 (Zwischenwertsatz) Sei g : [a,b] — R eine stetige Funktion. Fir
jeden zwischen g(a) und g(b) liegenden Wert y (also y € [g(a),g(b)] falls g(a) < g(b)
oder y € [g(b), g(a)] ansonsten) existiert ein x € [a,b] mit g(x) = y.

Erinnerung 2.5 (Satz von Taylor) Sei g : [a,b] — R eine k-mal stetig differenzier-
bare Funktion. Dann ezistieren ny,n— € [a,b] mit

k—1 —a)V —a k

g9(b) = Z(by,)g(”)(a) G o ) g™ (1),
2 .
L O Y

o) = 3 gy 4 @D ),
> .

Diese Gleichungen kinnen verwendet werden, um eine Funktion in der Ndihe eines
Punkts durch ein Polynom anzundhern.

Diese beiden Hilfsmittel ermoglichen es uns, relativ konkrete Gleichungen fiir den
bei der Approximation der Ableitung durch Differenzenquotienten auftretenden Fehler
anzugeben.

Lemma 2.6 (Differenzenquotienten) Seien t € R und § € R gegeben.
Falls g : [t,t + 0] — R zweimal stetig differenzierbar ist, gilt

dys9(t) = g'(t) + gg”(m) (2.11a)

mit einem 14 € [t,t+ ).
Falls g : [t — §,t] = R zweimal stetig differenzierbar ist, gilt

d_s9(t) = g'(t) + gg"(n,) (2.11b)

mit einem n— € [t — 9, t].
Falls g : [t — d,t + 0] — R dreimal stetig differenzierbar ist, gilt

52
dz59(t) = ¢'(t) + 59" (1) (2.11c)
mit einem 1, € [t —J,t + 0].

Beweis. Aus der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit folgt mit dem Satz von Taylor
die Existenz von ny € [t,t + d] und n_ € [t — 4, ¢] mit

2
ot-+8) = gt) + 8¢/ (1) + 5" (ny),
2
ot — ) = glt) b9/ (1) + S " (n).

11



2 Bewegung und Kraft

Fiir den ersten Differenzenquotienten folgt unmittelbar

t+6)—gt) 841t +%g"(ns) g
g( ) g( ) — 62 + :g/(t) + 59//(77-4-)
und fiir den zweiten
2
g(t) —g(t—08)  0g'(t) —%g"(n-) 5
( ) 5( ) — 52 — g/(t) _ 59”(7’7)'

Damit ist der Beweis fiir die ersten beiden Félle auch schon abgeschlossen.
Im Fall des dritten Differenzenquotienten folgt mit dem Satz von Taylor die Existenz
von (neuen) 74 € [t,t + 0] und n— € [t — J,t] mit

52 53

g(t +6) = g(8) +04'(t) + 5 9"(1) + 9" (),
2 3

ot = 8) = g(t) ~ 8¢ (8) + " (6) — "),

so dass wir fiir den dritten Quotienten

g(t+0) —g(t—0) _20g'(t) + (9" () + 9" (n-))
20 20

ﬁgﬁl(n-ﬁ-) +g///(n_)
6 2

erhalten. Der rechte Quotient ist das arithmetische Mittel der Zahlen ¢"'(n+) und ¢"'(n-),
muss also insbesondere zwischen diesen Zahlen liegen. Damit lasst sich der Zwischen-
wertsatz anwenden, um ein 7, € [n—,ny] C [t — 0,¢ + J] zu finden, das

=4'(t) +

g/// n +g/// n_
( +) : ( ) :g///(nz)

erfiillt, so dass wir insgesamt

_ _ 2
g(t+5)269(t J) :g'(t) + (;g///(nz)

erhalten und fertig sind. [

Wir diirfen festhalten, dass die Differenzenquotienten wie gewiinscht die Ableitung
approximieren.

Wenden wir uns nun wieder der Differentialgleichung (2.9) zu. Wir ersetzen die Ab-
leitung v'(t) durch den Vorwiirtsdifferenzenquotienten 12.103,: und erhalten

WD =0 o Ly — oy,
o(t+ )~ o(t) ~ > (fo — Bult),
e+ 6) = o(0) + 2 (fo — Bolt)). (2.12)

12



2.2 Ballistik

Diese ,,Gleichung® kénnen wir verwenden, um zu der zu einem Zeitpunkt ¢ gegebenen
Geschwindigkeit v(¢) eine Ndherung der Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt v(t + ) zu
berechnen.

Aufgrund der Abschitzung diirfen wir erwarten, dass die Ndherung wie § gegen
die exakte Losung strebt. Fiir eine hohe Genauigkeit ist also eine kleine Schrittweite
erforderlich.

Diese Voraussetzung kénnen wir einfach erfiillen: Um die Losung auf einem Intervall
zu approximieren, ersetzen wir es durch diskrete Zeitpunkte ¢; mit dem Abstand 9, indem
wir

t; == 01 fir alle i € {0,...,n}

definieren. Auf jedem Teilintervall [t;,¢;41] konnen wir unsere Approximation wegen
ti+1 — t; = 6 anwenden und uns so der Losung ndhern. Insbesondere kénnen wir eine
Losung in jedem beliebigen Punkt ¢ € Rs( berechnen, indem wir das Intervall [0,¢] in
k € N Teilintervalle zerlegen und § = ¢/k setzen.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, Ndherungen o(t;) der Geschwindigkeit v(¢;) fiir
alle 7 € {0,...,n} zu berechnen. Fiir den Zeitpunkt ¢ty = 0 konnen wir den gegebenen
Anfangswert v(tg) = v(0) = vy verwenden. Mit der Formel konnen wir dann
eine Niherung fiir den Zeitpunkt t; = tg + § gewinnen, aus der sich wiederum eine fiir
to = t1 + 6 berechnen lasst.

Insgesamt gelangen wir zu dem ezpliziten Euler-Verfahren [3], das sich fiir unsere
Anwendung wie folgt zusammenfassen l4sst:

ﬁ(to) = 9, (2.13&)
0
O(tip1) = 0(t;) + E(fo — Bo(t;)) fir alle ¢ € {0,...,n —1}. (2.13b)
Es lasst sich offenbar sehr einfach implementieren, erfordert allerdings auch einen hohen
Rechenaufwand, um eine brauchbare Genauigkeit zu erreichen: Fiir eine Halbierung des
Fehlers muss die Anzahl der Zeitschritte verdoppelt werden.
Um die Flugbahn beschreiben zu kénnen, brauchen wir natiirlich nicht nur die Ge-

schwindigkeit, sondern auch die Position des Flugkorpers. Indem wir den Differenzen-
quotienten auf (2.1) anwenden, erhalten wir

TN =20 o) = i),

x(t+9) ~ x(t) + dv(t)

und konnen die mit dem Euler-Verfahren berechneten Nidherungswerte einsetzen, um zu

Z(to) = wo, (2.14a)
’LN)(to) = o, (2.14b)
E(tiy1) = 2(t:) + 60(ts), (2.14c)

13



2 Bewegung und Kraft

Abbildung 2.1: Simulation der Flugbahn ohne (oben) und mit (unten) Reibung per
Euler-Verfahren mit 20, 40 und 80 Schritten

B(tir1) = 0(t;) + %(fo — Bi(t;)) fiir alle i € {0,...,n— 1} (2.14d)

zu gelangen. Dieser Algorithmus berechnet gleichzeitig Ndherungen fiir die Positionen
und Geschwindigkeiten des Flugkorpers zu allen Zeitpunkten ¢;. Ein Beispiel findet sich
in Abbildung 2.1}

Ubungsaufgabe 2.7 (Implizites Euler-Verfahren) Wenn es ein explizites Euler-
Verfahren gibt, liegt es nahe, nach einem impliziten Euler- Verfahren zu fragen. Es ergibt

sich, wenn man fir die Ndiherung der Ableitung den Riickwdrtsdifferenzenquotienten
verwendet, also

v(t+0) — v(t)

; (fo = Bolt +5)).

1
/
~Ru(t+9)=—
V()=
Leiten Sie daraus einen Algorithmus her, der ausgehend von v(ty) = vg eine Folge von
Niherungen 0(t;) berechnet.

Gibt es Schrittweiten §, fir die er nicht durchfithrbar ist?

2.3 Zeitschrittverfahren

Da uns gewohnliche Differentialgleichungen noch héufiger begegnen werden, bietet es
sich an, die zu ihrer Behandlung geeigneten Algorithmen so zu formulieren, dass sie sich
moglichst allgemein anwenden lassen.
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2.3 Zeitschrittverfahren

Definition 2.8 (Anfangswertproblem) Seid € N, sei g : R x R? — R? eine stetige
Abbildung und yo € R?,
Fine stetig differenzierbare Funktion v : R — RY, die

y(0) = yo, y'(t) = g(t,y(t)) fiir allet € R (2.15)

erfillt, nennen wir eine Losung des durch die rechte Seite g und den Anfangswert yg
gegebenen Anfangswertproblems.

Beispielsweise konnen wir (2.9) als Anfangswertproblem identifizieren:
Beispiel 2.9 (Geschwindigkeit) Wenn wir
1 " 2
Yo := Vo, y(t) :=v(t), g(t,z) = E(fo — B2) fir alleteR, z€ R

definieren, folgt

y'(t) = '(t) = —(fo = Bu(t) = g(t, (1) = 9(t,y (1) fiir alle t € R,

also ist die Geschwindigkeit v gerade die Losung des Anfangswertproblems mit der rech-
ten Seite g und dem Anfangswert yg.

Wir konnen allerdings auch die gleichzeitige Berechnung von Position und Geschwin-
digkeit in diese Form bringen, indem wir beide zu einem Vektor zusammenfassen:

Beispiel 2.10 (Position und Geschwindigkeit) Wir setzen

w= () 0= () o= (g Fm) T em

und stellen fest, dass

o (T v(t) B .
y'(t) = <v’(t)> = <(f0 _ Bv(t))/m) = g(t,y(t)) fiir allet € R

gelten muss. Also ist der Vektor aus Position und Geschwindigkeit gerade die Ldsung
des Anfangswertproblems mit der rechten Seite g und dem Anfangswert yq.

Diese Abstraktion der Aufgabenstellung ist sehr niitzlich, weil sie es uns ermoglicht,
unsere Losungsverfahren in einer Form zu formulieren, die sich auf sdmtliche Anfangs-
wertprobleme anwenden lésst.
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2 Bewegung und Kraft

Definition 2.11 (Explizites Euler-Verfahren) Sei ein Anfangswertproblem mit ei-
ner rechten Seite g und einem Anfangswert yo gegeben. Sei § € Rsq. Die durch

ti = Z'(S, (216&)

y(to) = o, (2.16b)

G(tix1) == g(ti) + 0g(ti, y(t;)) fiir alle 1 € Ny (2.16¢)

gegebene Folge §(to),y(t1),y(ta), ... nennen wir die durch das explizite Euler-Verfahren

[3] mit der Schrittweite 6 berechnete Naherungslosung des Anfangswertproblems.

Indem wir mit den Beispielen und vergleichen, stellen wir fest, dass
die uns bereits bekannten Gleichungen und in der Tat Umsetzungen des
expliziten Euler-Verfahrens sind.

Unser Ziel ist es, effizientere Algorithmen fiir die Behandlung von Anfangswert-
problemen zu entwickeln. Sowohl der Vorwirtsdifferenzenquotient als auch
der Riickwirtsdifferenzenquotient weisen geméfl Lemma einen Fehler der
Groflenordnung d auf, so dass fiir eine Halbierung des Fehlers eine Verdoppelung der
Schritte erforderlich ist, also auch eine Verdoppelung des Rechenaufwands.

Attraktiver ist der zentrale Differenzenquotient , da sich bei ihm der Fehler wie
62 verhilt: Eine Verdoppelung der Schritte fiihrt zu einer Viertelung des Fehlers.

Da wir von einem Zeitpunkt ¢; zu dem nachfolgenden Zeitpunkt ¢;1 gelangen wollen,
wenden wir @ auf die halbe Schrittweite §/2 und den Punkt ;1,5 = t; + /2
zwischen beiden Zeitpunkten an und erhalten

y(tiv1) —y(t)  Y(tiyip+0/2) —y(tip12 —6/2)
: H)(; ) _ ot 26/2 L/ ~ Y (tiv12) = 9(tiyr/2.y(tiv1y2),

Y(tiv1) = y(ti) +0g(tiv1/2,y(tig1/2))-

Der einzige Unterschied zu dem Euler-Verfahren besteht also darin, dass wir g im Zwi-
schenpunkt ¢; /5 statt in ¢; auswerten.

Leider steht uns y(;41/2) nicht zur Verfiigung, so dass wir aus dieser Formel nicht
unmittelbar ein praktisch durchfithrbares Verfahren gewinnen kénnen. Allerdings kénnen
wir den Wert durch eine Niherung ersetzen: Wie im Euler-Verfahren verwenden wir

Wtees ) = ylti+5/2) = (1) + 5 olte, (1)

und gelangen so zu
y(tiv1) = y(ti) + 6g(t +6/2,y(t: +6/2))

~ (6 + 9 (14 6/2,0(6) + 0(t.09) )

Dieser Ansatz ist offenbar deutlich aufwendiger als das Euler-Verfahren, beispielsweise
sind zwei Auswertungen der rechten Seite g erforderlich, aber es lisst sich beweisen, dass
er auch deutlich weniger Schritte bené6tigt, um eine gewisse Genauigkeit zu erreichen,
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2.3 Zeitschrittverfahren

Abbildung 2.2: Simulation der Flugbahn ohne (oben) und mit (unten) Reibung per
Heun-Verfahren mit 3, 6 und 12 Schritten

da der Fehler wie 62 statt wie d fillt: Fiir eine gegebene Genauigkeit von e benétigt das
Euler-Verfahren O(1/¢€) Schritte, wiihrend das neue Verfahren mit O(1/4/€) Schritten

auskommt.

Definition 2.12 (Heun-Verfahren) Sei ein Anfangswertproblem mit einer rechten
Seite g und einem Anfangswert yy gegeben. Sei § € Rsg. Die durch

t; = i5, (2.17a)
y(to) == (2.17h)

( z+1/2) ( ) + g( uy( z))7 (2.17C)
Y(tivr) = y(ts) + 59@ +0/2,9(tiv1/2)) fir alle i € No (2.17d)

gegebene Folge §(to), y(t1),y(t2),... nennen wir die durch das Heun-Verfahren [5] mit
der Schrittweite & berechnete Naherungslosung des Anfangswertproblems.

Ein Beispiel fiir die Anwendung des Heun-Verfahrens auf die Flugbahnsimulation ist in
Abbildung zu finden. Schon mit lediglich drei Schritten erreicht das Heun-Verfahren
eine sehr gute Genauigkeit, sechs Schritte des Heun-Verfahrens fithren zu einer Genau-
igkeit, fiir die das Fuler-Verfahren ungefihr achtzig Schritte benttigt. Wenn man da-
von ausgeht, dass ein Heun-Schritt ungefihr den doppelten Rechenaufwand eines Euler-
Schritts erfordert, entspricht das einer Einsparung von 85% der Rechenzeit.
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2 Bewegung und Kraft

2.4 Federn

Als néichstes Beispiel untersuchen wir ein physikalisches System, in dem die Veréinderung
der Geschwindigkeit von der Position des beweglichen Korpers abhéngt, nicht von der
Geschwindigkeit selbst: Das Federpendel.

Es besteht aus einem Korper, der an einem festen Punkt mittels einer Feder befe-
stigt ist, die eine Kraft ausiibt, die von seiner Entfernung von der , Aufhingung® be-
stimmt wird. Um unsere Formeln {ibersichtlich zu halten verwenden wir den Nullpunkt
als Aufhingung.

Ein besonders einfacher und trotzdem in vielen Fillen realistischer Zusammenhang ist
das Federgesetz von Hooke [6], das davon ausgeht, dass die wirkende Kraft proportional
zu der Auslenkung ist und in Richtung des Nullpunkts wirkt. Diese Regel lésst sich durch
die Formel

f(t) = —cx(t) fiir alle t € R (2.18)

ausdriicken, die die Kraft f(¢) mit der Auslenkung x(¢) in Beziehung setzt. Der Proportio-
nalitdtsfaktor ¢ wird als Federkonstante bezeichnet und beschreibt, wieviel Widerstand
die Feder leistet, wenn sie auseinander gezogen wird.

In Kombination mit (2.3)) und (2.2) erhalten wir

V() = a(t) = % £t = — ) fiir alle ¢ € R.

Zusammen mit (2.1) und den Anfangsbedingungen z(0) = x¢ und v(0) = vy ergibt sich
das Anfangswertproblem

z(0) = xo, v(0) = vy, (2.19a)
x(t) fiir alle ¢t € R, (2.19b)

das die Bewegung des Korpers beschreibt. Indem wir wieder Position und Geschwindig-
keit in Vektoren zusammenfassen, also

Yo = <ig> : y(t) == <Z}38) fir alle t € R

setzen, gelangen wir zu

/ . l‘/(t) . U(t) _ i alle
y'(t) = <v'(t)> = <_C/m x(t)) = g(t,y(t)) fiir alle t € R,
mit der Funktion

g(t,2) == ( 2 ) fiir alle t € R, 2 € R?,

—c/m z;

wir haben es also in der Tat mit einem Anfangswertproblem gemé&fl der Definition [2.8
zu tun.
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2.4 Federn

Da wir das Euler- und das Heun-Verfahren fiir allgemeine Anfangswertprobleme for-
muliert haben, konnen wir beide unmittelbar auf anwenden, um die Bewegung
des Pendels zu simulieren.

Wir konnen uns allerdings auch die Eigenschaften des Gleichungssystems zunutze
machen, um einen schnelleren Algorithmus zu erhalten: Wie schon im Fall des Heun-
Verfahrens wenden wir den zentralen Differenzenquotienten mit der Schrittweite §/2 an,
um die Ableitungen in zu approximieren, und gelangen so zu

v(t+6) —v(t)
8

z(t+96) —x(t)

; ~u(t+6/2),

~ —%m(t +46/2) firallet € R.
Fiir die Berechnung von x(t+¢) bendtigen wir v(t+0/2), wiahrend wir fiir die Berechnung
von v(t + 0) gerade (¢t + §/2) brauchen. Die nétigen Werte sind also jeweils gerade um
0/2 gegeneinander versetzt.

Diese Eigenschaft machen wir uns zunutze, indem wir beschlieflen, dass wir die Position
weiterhin in den Zeitpunkten t; = id fiir ¢ € Ny berechnen wollen, die Geschwindigkeit
dagegen in den Zeitpunkten ¢, 1/, = (i +1/2)d. Die dafiir benotigte erste Néherung der
Geschwindigkeit in ¢1 /o konnen wir mit dem Euler-Verfahren geméaf

- dc
U(t1/2) =0 — %330

gewinnen und gelangen so zu dem folgenden effizienten Verfahren:

t; = ’L(s, ti+1/2 = (2 + 1/2)5,

- - dc
z(to) := o, 0(t12) = vo — 2 %0
T(tip1) == 2(t:) + 60(tiy1/2),
~ . oc _ . .
0(tit3/2) := 0(tiy1/2) — Ex(ti‘f'l) fiir alle 7 € No

Es lisst sich offenbar auch fiir allgemeinere Anfangswertprobleme formulieren, bei denen
zwel Variablen voneinander abhéngen:

Definition 2.13 (Leapfrog-Verfahren) Wir betrachten ein Anfangswertproblem, das
i der Form

y(0) = yo, 2(0) = 2o,
y'(t) = f(t, 2(1)), Z(t) = g(t, y(t)) fiir alle t € R
gegeben ist.
Sei § € Rsg. Die durch
tl‘ = 7/6, ti+1/2 = (Z + 1/2)5, (220&)
g(to) = Yo, é(tl/g) =20+ (5/2)g(t0, :lj(t())), (2.20b)
G(tiv1) == g(ti) +0f (tivry2, 2(tiy1/2)), (2.20c)
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2 Bewegung und Kraft

Abbildung 2.3: Simulation des Federpendels per Euler-Verfahren mit 50, 100 und 200
Schritten (links) und per Leapfrog-Verfahren mit 12, 24 und 48 Schritten
(rechts). Die exakte Losung ist eine geschlossene Ellipse.

Z(ti+3/2) = 2(757;_’_1/2) + (Sg(ti+1, g(t2+l)) fUT alle 1 S NO (220d)

definierten Folgen §(to),y(t1),... und Z(ti/2),Z(ts/2),... nennen wir die durch das
Leapfrog-Verfahren [7/ mit der Schrittweite & berechneten Ndaherungslosungen des

Anfangswertproblems .

Der Name des Verfahrens ist dadurch motiviert, dass Position und Geschwindigkeit
jeweils abwechseln einen Zeitpunkt iiberspringen. Das Kinderspiel ,,Bockspringen®, bei
dem die Spieler demselben Muster folgen, wird im Englischen als leapfrog bezeichnet.

Wenn wir uns die pro Zeitschritt auszufithrenden Berechnungen anschauen, erkennen
wir, dass der Rechenaufwand dem des Euler-Verfahrens entspricht. Da das Leapfrog-
Verfahren aber auf dem zentralen Differenzenquotienten beruht, konvergiert es wie 62,
also mit derselben Geschwindigkeit wie das Heun-Verfahren und damit deutlich schneller
als der Euler-Algorithmus.

Ubungsaufgabe 2.14 (Exakte Loésung) Auch fir das Anfangswertproblem
lisst sich eine exakte Losung angeben: Ausgehend von dem Ansatz

z(t) = c1 sin(cst) + o cos(cst) fiir allet € R

lassen sich c1,ca € R? und c3 € R so bestimmen, dass alle Gleichungen erfillt sind.
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2.5 Wellen

uip1(t) — uq(t)
ui_l(t) — ul(t)

Ti—1 X Ti+1

Abbildung 2.4: Auf die i-te Punktmasse wirkende Kréfte.

2.5 Wellen

Bisher haben wir uns lediglich mit Systemen beschiéiftigt, in denen sich nur ein einziger
Korper bewegte. Nun untersuchen wir ein System mit sehr vielen beweglichen Kérpern:
Wir approximieren eine zwischen zwei Punkten eingespannte Saite durch n Punktmassen,
die miteinander durch Federn gekoppelt sind.

Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass diese Massen im Ruhezustand
dquidistant, also in regelmifiigen Absténden, auf dem Intervall [0, 1] verteilt liegen. Die
Positionen sind dann durch

h::n—ll—l’ x; = hi fir allei € {0,...,n+ 1}
gegeben, wobei die Punkte zg = 0 und z,41 = 1 fest eingespannt sind, sich also nicht
bewegen konnen.
Wir interessieren uns nur fiir die in einem Zeitpunkt ¢ € R vorliegende Auslenkung
nach oben (oder bei negativem Vorzeichen nach unten), die wir mit u;(t) € R bezeichnen.
Die i-te Punktemasse soll durch Federn mit den benachbarten Massen ¢ —1 und 7 41
verbunden sein. Nach iibt dann der linke Nachbar eine Kraft von

i <u2$11(_t; : Z(@) =G (uil(t;h Ui(t))

aus, wiahrend der rechte Nachbar fiir eine Kraft von

() = - ate)

verantwortlich ist. Hierbei bezeichnet c; jeweils die Federkonstante der beiden mit der
i-ten Masse verbundenen Federn.
Die Krifte summieren sich, so dass insgesamt auf die i-te Masse die Kraft

0 . )
filt) =¢ (uiﬂ(t) — u(t) + Uil(t)> firallet € R, i € {1,...,n} (2.21)
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2 Bewegung und Kraft

wirkt. Da keine Kraft in horizontaler Richtung wirkt, erfolgt auch keine Beschleunigung
in dieser Richtung, so dass die horizontalen Abstéinde der Punkte immer unveréindert
bleiben und deshalb von uns nicht weiter betrachtet werden miissen.

Die von einer Feder ausgeiibte Kraft héingt von der relativen Langenverianderung der
Feder ab: Eine einen Meter lange Feder um einen Zentimeter auszulenken ist leichter, als
dasselbe bei einer nur einen Zentimeter langen Feder zu tun, denn im ersten Fall geht
es um eine Auslenkung von einem Prozent der Federldnge, im zweiten Fall um hundert
Prozent. Wenn wir mit ¢ die Federkonstante einer Feder der Lénge 1 bezeichnen, erhalten
wir fiir Federn der Lénge h eine Federkonstante von

= fir alle s € {1,...,n}.

Um die Kraft mit in eine Beschleunigung umrechnen zu kénnen, miissen wir die
Masse der einzelnen Punkte kennen. Fiir unser Modell geniigt es, die Gesamtmasse m
der Saite gleichméBig auf alle Punkte zu verteilen, wobei der linke und rechte Randpunkt
nur , halb® gezihlt werden, so dass sich

m J—
n+1

ergibt. Indem wir ([2.21]) in (2.3)) einsetzen, erhalten wir fiir die (vertikale) Beschleunigung
des i-ten Punkts die Gleichung

m; =

mh fur alle i € {1,...,n}

a;(t) = ﬁ(uiﬂ(t) —2u;(t) + ui—1(t)) firallet e R, i € {1,...,n}.

Wenn wir die (ebenfalls vertikale) Geschwindigkeit des i-ten Punkts mit v;(¢) bezeichnen,
ergibt sich mit (2.1) und (2.2) schliefllich das System

Eui-i-l(t) — 2ui(t) + ui_l(t)

ui(t) = vi(t), vi(t) = firallet € R, i € {1,...,n}.

m h?
(2.22)
Es bietet sich an, die Auslenkungen und Geschwindigkeiten zu Vektoren
ua (t) v1(t)
u(t) = 5 , v(t) = : fiir alle t € R
Un (t) Un(t)
zusammenzufassen und die Interaktion der einzelnen Punkte durch die Matrix
2 -1
L:= % -1 € R
-1
-1 2
auszudriicken, so dass wir kurz
u(t) = v(t), V() = —< Lu(t) fir alle t € R (2.23)
m
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2.5 Wellen

schreiben konnen. In dieser Form erinnert uns das System sehr an das zu dem Federpen-
del gehoérende System , so dass es sich anbietet, demselben Ansatz zu benutzen.

Indem wir das Leapfrog-Verfahren mit den Anfangswerten u(0) = ug und v(0) = v
auf anwenden, erhalten wir

- - oc _ .
u(to) = uo, O(t1y2) = vo — %Lu(to),
U(tip1) == alt;) + 60(tiv1/2),

. _ oc N ,
U(ti+3/2) = ’U(tl‘+1/2) — ELU(tHl) fiir alle 7 € N[).

Bei der Implementierung dieses Ansatzes konmnen wir davon profitieren, dass ©(t;;1/2)
nur einmal fiir die Berechnung von (¢; 1) und @(t;1+1) wiederum nur einmal fiir die
Berechung von 9(t;3/9) verwendet wird, so dass wir die zu dem jeweils vorangehenden
Zeitpunkt gehdrenden Vektoren mit den aktuellen iiberschreiben kénnen und keinen
zusétzlichen Speicherplatz benttigen.

Bemerkung 2.15 (Schwachbesetzte Matrizen) Bei der Multiplikation der Matrix
L mit den Vektoren u(t;) sollten wir ausnutzen, dass fast alle Koeffizienten dieser Ma-
trizen gleich null sind und deshalb keinen Beitrag zu dem FErgebnis leisten. Derartige
Matrizen nennt man schwachbesetzt.

Um effizient mit ihnen zu arbeiten, empfiehlt es sich dringend, nur fir die von null
verschiedenen Koeffizienten Arbeit zu leisten, beispielsweise indem wir fir die Auswer-
tung von Lu(t;) auf die Formel zurickgreifen. Mit dieser Vorgehensweise gentigen
O(n) Operationen fiir die Durchfiihrung eines Zeitschritts.

Ubungsaufgabe 2.16 (Wellengleichung) Seig: [t—h,t+h] — R eine viermal stetig
differenzierbare Funktion. Beweisen Sie, dass

gt +h) —2g(t) +g(t = h)
h2

" h? (4)
= t _—
g () + 159" ()
fir einm € [t — h,t + h] gilt.
Indem wir in einem festen Punkt x € (0,1) in die Ortsschrittweite h gegen null
gehen lassen, erhalten wir die Wellengleichung

0 0 0?

a—?(x,t) = v(z,t), a—z(a:,t) = %a—xz(x,t) fiir alle xz € (0,1), t € R.
Die Lésungen dieser Differentialgleichung kénnen deshalb als Grenzwert der Lisungen
der Gleichungen fiir h — 0 interpretiert werden. Die Matriz L € R™ ™ spielt dann

die Rolle einer Niherung der zweiten Ableitung nach x.

Unsere Methode ldsst sich von einer eingespannten Saite auch auf eine eingespannte
Membran iibertragen, also von einer eindimensionalen auf eine zweidimensionale Geome-
trie. Im Fall der schwingenden Saite haben wir die Saite durch eine Reihe von Punktmas-
sen angendhert, die sich horizontal an den Positionen x; befinden und nach oben oder
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2 Bewegung und Kraft
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Abbildung 2.5: Zweidimensionales Punktgitter fiir die Simulation einer sich auf einer
Membran ausbreitenden Welle. Verwendet wird n = 9, markiert ist der
Punkt z; mit i = (5,6).

unten um wu;(t) ausgelenkt werden. Um eine zweidimensionale Membran zu beschrei-
ben, kénnen wir analog vorgehen, indem wir die Punkte z; nun auf der Grundflache der
Membran anordnen und wieder Auslenkungen w;(¢) betrachten.

Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur den Fall einer quadratischen Grund-
flache [0,1] x [0,1], auf der wir wie gehabt Punktmassen verteilen. Aufgrund der zwei-
dimensionalen Geometrie empfiehlt es sich, auch die Punktmassen mit einer zweidimen-
sionalen Indexmenge zu versehen:

= n—li-l, T; 1= <ZZ;> fiir alle ¢ = (’il,ig) mit ’il,ig S {0, co,n+ 1}.
Jeder Index 7 ist nun also ein Paar (i1, 42) von Zahlen, die seine Position innerhalb der
zweidimensionalen Grundfliche beschreiben. Die Auslenkung des i-ten Punkts bezeich-
nen wir wieder mit u;(t).

In unserer eindimensionalen Konstruktion war der i-te Punkt mit seinem linken und
rechten Nachbarn durch Federn verbunden. In der zweidimensionalen Konstruktion be-
trachten wir stattdessen Ostliche, westliche, siidliche und nérdliche Nachbarn. Die Rand-
punkte mit i3, = 0, i3 = n+ 1, i9o = 0 oder 719 = n + 1 werden wieder festgehalten,
beweglich sind nur die Punkte zu den Indizes in der Menge

Z:={1,....,n}x{1,...,n}.

24



2.5 Wellen

Der Punkt i = (i1,42) € Z ist mit seinem 6stlichen Nachbarn (i;—1,i2), seinem westlichen
Nachbarn (i; + 1,42), seinem siidlichen Nachbarn (i7,i2 — 1) und seinem ndordlichen
Nachbarn (i1,i2 + 1) verbunden. Die Kriifte sind dabei durch

—h h
C; 0 s C; 0 y
Wiy —1,35 (8) — Wiy iy (1) Uiy +1,i () — Uiy iy (1)
0 0
Ci —h , C h
Wiy ig—1 (1) — Wiy i (1) Uiy ip+1(t) — Uiy iy (1)

gegeben und addieren sich zu der Gesamtkraft

0
filt) = ¢ 0
Wiy 41,15 (1) + Wiy =105 (1) + Wi i1 (F) + iy ig—1(F) — 4uiy 5 ()
firalleteR, : €Z

Wie im eindimensionalen Fall wirken keine Kréfte innerhalb der Grundflache, so dass
Auslenkungen ausschliefllich nach oben und unten erfolgen. Analog zu (2.22) erhalten
wir

€ Uiy 41,0 (8) + Uiy —1,35 (1) + Uiy ig+1 (8) + Uiy ip—1(F) — duiy i, (1)
m h?
firr alle t € R, i = (i1,40) € Z.

ui(t) = vi(t), vi(t) =

Da die Indizes ¢ nun nicht mehr natiirliche Zahlen, sondern Elemente der allgemeineren
Indexmenge 7 sind, miissen wir auch Vektoren und Matrizen auf dieser allgemeineren
Indexmenge verwenden: Ein Vektor w € R” ordnet jedem Index i € T eine Zahl w; € R
zu, und eine Matrix A € RZ*ZT ordnet jedem Zeilenindex i € Z und jedem Spaltenindex
j € T eine Zahl a;; zu. Wir definieren fiir alle ¢ € R die Vektoren u(t), v(t) € RT durch

(u(t))i = u;(t), (v(t)); = vi(t) firalleteR, i €T
und fiithren die Matrix L € RZ*Z durch
4/h2 falls il = jl, ’iQ = jQ,
—1/h?  falls |i1 —ji| =1, ia =
= M RIS ATE L R SR e i = (i1, ),5 = () €T
—1/h falls 1 =71, ‘22—]2‘ :1,
0 ansonsten

ein, um zu der kurzen Schreibweise

W (1) = v(t), v (t) = —%Lu(t) fir alle t € R (2.24)

zu gelangen, die das zweidimensionale Gegenstiick des Systems (2.23|) darstellt.
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2 Bewegung und Kraft

Wie im eindimensionalen Fall konnen wir mit dem Leapfrog-Verfahren eine Néherungs-
16sung gewinnen, und wie im eindimensionalen Fall ist es wichtig, bei der Implementie-
rung darauf zu achten, dass nur die von null verschiedenen Eintrédge der Matrix L bei der
Berechnung des Produkt Lu(t) beriicksichtigt werden, um den Rechenaufwand moglichst
gering zu halten.

Bemerkung 2.17 (Wellengleichung) Indem wir auf die Ubungsaufgabe zuriick-
greifen konnen wir zeigen, dass sich aus fiir h — 0 die zweidimensionale Wellen-
gleichung

a(a:,t) =v(x,t), T (z,t) =

m

2 2
Ou o g (%(m,t) + alﬁ(az,t)> fiir alle z € (0,1)*, t €R
Oy O3

ergibt. Die zweite Ableitung in x-Richtung wird also durch die Summe der partiellen
Ableitungen in x1- und xa-Richtung ersetzt.
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

Bei dem von uns bereits als Beispiel untersuchten Federpendel héangt die von der Feder
ausgeiibte Kraft von der aktuellen Auslenkung des Pendels ab. Das Federgesetz stellt
abstrakt gesehen eine Abbildung dar, die jedem Ort, an dem sich die pendelnde Masse
gerade aufthélt, die Kraft zuordnet, die von der Feder ausgeiibt wird. Derartige Abbil-
dungen bezeichnet man als Kraftfelder.

Kraftfelder werden beispielsweise verwendet, um in der Physik Phdnomene wie die
(nicht-relativistische) Gravitation oder die elektrostatische Anziehung oder Abstéfiung
zu beschreiben.

Das von mehreren Massen hervorgerufene Gravitationsfeld ergibt sich als Summe der
Felder der einzelnen Massen und lésst sich gut mit den schon diskutierten Zeitschrittver-
fahren behandeln. Wesentlich schwieriger wird es, wenn sehr viele Massen miteinander
wechselwirken und die naive Berechnung des Kraftfelds einen zu hohen Rechenaufwand
erfordern wiirde. In diesem Kapitel werden wir Techniken behandeln, mit denen sich
auch das Gravitationsfeld von Millionen von Massen effizient berechnen ldsst.

3.1 Gravitation

Wir untersuchen die Gravitationskraft, die von einer Masse my an einem Punkt z; auf
eine zweite Masse mo an einem Punkt xo ausgeiibt wird. Wir lassen dabei relativistische
Effekte auler Acht und verwenden das auf Newton [7] zuriickgehende Gravitationsgesetz,
das die Kraft als

T1 — T2

f=ymimy——"s 3.1
o1~ wall (3
ansetzt. Hier ist 7 € Ry eine astrophysikalische Konstante, wihrend ||z1 — x2l/2 den

euklidischen Abstand der Punkte x1 und x5 angibt. Er wird durch die euklidische Norm

p 1/2
IR R - (z\ziﬁ) , 82
=1

gemessen, die jedem Vektor im d-dimensionalen Raum seine Linge zuordnet.

Ubungsaufgabe 3.1 (Erdbeschleunigung) Wir kénnen eine Beziehung zu der in
(@) verwendeten Erdbeschleunigung herstellen: Die Gravitationskonstante v betrdgt un-
gefihr 6,674 x 10711 Nm2/k;g2, die Masse der Erde ungefihr 5,974 x 10?4 kg.

Wir interessieren uns fiir die von der Erde auf eine Masse my = 1kg ausgeiibte Gravi-
tationskraft. Der Einfachheit halber wihlen wir den Erdmittelpunkt als Nullpunkt, setzen
also 1 = 0km und m1 = 5,974 x 10%* kg.

27



3 Nicht-lokale Kraftfelder

Berechnen Sie die Taylor-Entwicklung erster Ordnung der in gegebenen Gravi-
tationskraft als Funktion von xo. Als Entwicklungspunkt soll dabei ein Punkt mit dem
Abstand To = 6 350 km zum Erdmittelpunkt dienen, das entspricht ungefihr dem Erdra-
dius.

Damit erhalten wir eine Niherung der Kraft in der Ndhe der Erdoberfliche. Verglei-
chen Sie Ihr Ergebnis mit @, geben Sie den daraus folgenden Niherungswert fiir g
an, und schitzen Sie ab, wie genau die Niherung fir xo € [6 300 km, 6400 km| ist.

Wir interessieren uns fiir das Mehrkorperproblem, also fiir die Bewegung mehrerer
Korper, die einander mittels der Gravitationskraft beeinflussen. Bei der Simulation n € N
Korpern bezeichnen wir die Position des i-ten Korpers zu einem Zeitpunkt ¢ € R mit
x;(t) und seine Masse mit m;. Auf diesen Kérper wird durch den j-ten Kérper (mit

J # 1) gema$ (3.1) die Kraft

() = N1 z;(t) — zit) tir alle
Falt) = i) (o1 firalle £ € &

ausgeiibt. Die von samtlichen Korpern auf den i-ten Korper ausgeiibten Krifte summie-
ren sich auf, so dass insgesamt die Kraft

Z}: fiir alle € R 3.3
=ym m; ij — l‘z(t)H% iir alle t € (3.3)

J#z

wirkt. Nun kénnen wir wie bisher vorgehen: Durch die Kraft wird der i-te Korper be-
schleunigt, seine Beschleunigung ergibt sich dank ([2.3)) als

— zi(t)
m;
! H zj(t) — xz‘(t)H%
yA

a;(t) = = fiir alle t € R.

J#

Fiir die Geschwindigkeit v;(¢) und die Position dieses Korpers gelten geméf (2.2) und
(2.1) gerade

vi(t) = a;(t), zh(t) = v;(t) fiir alle t € R,

so dass wir wieder in der Lage sind, die Bewegung der Korper mit Hilfe eines Zeit-
schrittverfahrens zu simulieren. Da die Kriifte, also auch die Beschleunigung, nur von
der Position der Korper abhéngen, ldsst sich beispielsweise das Leapfrog-Verfahren un-
mittelbar anwenden.

Eine Besonderheit ist dabei allerdings zu beachten: Falls zwei Korper aufeinander-
treffen, falls also x;(t) = x;(¢) fiir i # j gelten sollte, ldsst sich die Kraft nicht mehr
berechnen, da im Nenner der Formel eine Null auftritt. In dieser Situation ver-
liert unser Modell seine Giiltigkeit und miisste um Formeln erweitert werden, die den
Zusammenstof3 zweier Korper beschreiben.
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3.2 Ersatzmassen

3.2 Ersatzmassen

Die Berechnung einer einzelnen Kraft mit Hilfe der Gleichung erfordert es, insge-
samt n — 1 Summanden zu berechnen. Fiir Systeme mit nur wenigen Koérpern stellt das
keine grofle Herausforderung dar, allerdings &ndert sich die Situation grundlegend, wenn
sehr viele Wechselwirkungen zwischen Korpern zu berechnen sind.

Die Anzahl der Sonnen in der Milchstrafie wird beispielsweise auf mehr als 100 Milli-
arden (also 10'!) geschiitzt. Wollten wir sie simulieren, miissten wir also fiir jede einzelne
Sonne ungefihr 100 Milliarden Summanden berechnen. Die Durchfithrung eines einzel-
nen Zeitschritts erfordert die Bestimmung der Kriéfte fiir alle Sonnen, so dass ungefihr
10?2 Terme auszuwerten wiren. Ein aktueller Prozessor wird nicht mehr als eine Milliar-
de von Termen pro Sekunde ausrechnen kénnen, so dass 102 Sekunden fiir einen einzigen
Zeitschritt notig waren, also mehr als 300 000 Jahre. Auf Probleme dieser Gréfienordnung
lassen sich also die von uns bisher behandelten Verfahren nicht mehr sinnvoll anwenden.

Da wir ohnehin iiber das Zeitschrittverfahren nur eine Ndherungslésung berechnen,
ist es allerdings akzeptabel, auch die Auswertung der Krifte nur ndherungsweise durch-
zufithren, solange wir sicherstellen kénnen, dass wir dabei jede beliebige Genauigkeit
erreichen.

Ein in der Praxis sehr erfolgreicher Ansatz besteht darin, mehrere Massen zu einer
einzigen , Ersatzmasse® zusammenzufassen, die in hinreichend grofler Entfernung im We-
sentlichen denselben Effekt wie die Einzelmassen ausiibt.

Fiir die Herleitung der Theorie verzichten wir dabei zunéchst auf die Zeitabhéngigkeit,
gehen also davon aus, dass n Punktmassen gegeben sind, von denen die i-te an der
Position x; € R? eine Masse von m; € R>( aufweist. Wir bezeichnen die Indexmenge
wieder mit

Z:=A1,...,n}
und wiéhlen eine Teilmenge
§CT

von Indizes (der Buchstabe s soll hier fiir das englische Wort sources stehen), die zu
denjenigen Massen gehoren, die wir durch eine ,,Ersatzmasse” ersetzen wollen.

Die Position dieser Ersatzmasse bezeichnen wir mit x5 € R?, ihre Masse mit m, € R>q.
Wir wollen sie so wéhlen, dass

Zm,MNmM
o eyl s =l

gilt, dass also die Ersatzmasse auf x; ungefihr dieselbe Kraft ausiibt wie samtliche durch
§ gegebene Massen zusammen.

Um herauszufinden, unter welchen Bedingungen wir eine gute Ndherung erhalten,
miissen wir auf grundlegende Regeln fiir das Rechnen mit Normen zuriickgreifen kénnen.

Erinnerung 3.2 (Dreiecksungleichung) Es gilt

[z +yll2 < llzll2 + llyll2 fiir alle x,y € R,
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

Da Integrale eng mit Summen verwandt sind, gilt auch

’/abg(t)ds

In unserem Beweis werden wir die Ableitung der Norm berechnen miissen. Dafiir ist
es hilfreich, das Skalarprodukt einzufiithren.

b
< [ s ds fiir alle g € C([a, b}, RY).
2 a

Erinnerung 3.3 (Skalarprodukt) Das euklidische Skalarprodukt ist durch
(@, y)2 =Y iy fiir alle z,y € R"
i=1

gegeben. Es erfillt die Gleichung
|]|3 = (2, z)2 fiir alle x € R™.

Mit Hilfe der Produkt-, Ketten- und Potenzregel folgen daraus die Gleichungen
0
&H:thlli =2(x + ty,y)2 fir alle z,y € R", t € R,

0
aﬂﬂﬁ +tyls = alx + ty,y)allx + tyl|s 2, fir alle z,y € R™, t € R mit x + ty # 0.
Dariiber hinaus steht uns die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[z 9)] < llllzllyll2 fir alle z,y € R? (3.4)

zur Verfiigung, in der Gleichheit genau dann gilt, wenn x und y linear abhdngig sind.

Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir die folgende Abschétzung fiir den durch den Wech-
sel zu einer Ersatzmasse eingefiithrten Fehler gewinnen:

Satz 3.4 (Ersatzmasse) Seien z;, 7,15 € R gegeben, und sei
0 :==min{||z; + t(zs — ;) —xill2 : t€[0,1]} (3.5)

der minimale Abstand zwischen der Strecke von x; zu xs und dem Punkt x;.
Falls § > 0 gilt, haben wir

Tj — Ty Tsg — X4

(3.6)

lj = @ill3 s = zill3 1],

Beweis. Es gelte § > 0.

Fir die Untersuchung von Differenzen ist hiufig der Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung (siehe Erinnerung hilfreich, so auch in diesem Fall. Um ihn
anwenden zu konnen, definieren wir die Funktion

zj+t(rs —xj) —
) + t(zs — 25) — i3

g:[0,1] = R3, t
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3.2 Ersatzmassen

die offenbar

X, xI; Ts — Xy
9(0) = ; 9(1) = ——3
e — @ill3 lzs — i3
erfiillt, so dass wir
Tj — Ty Ts — X5
- = [19(0) —g(D)ll2 = [lg(1) — g(0)]l2
lzj —zill3  llos — zill3 1l

erhalten. Mit dem Hauptsatz und der Dreiecksungleichung folgt

1 1
Hg(l)—gm)m—” [ dwa E [ 15 @laar

Um bei der Berechnung der Ableitung ¢’ etwas Zeit zu sparen kiirzen wir z := z; — x;
und d := x, — x; ab und schreiben

z+td

=2t fiir alle ¢ € [0, 1].
O = e var oy

Mit der Produktregel und Erinnerung [3.3| erhalten wir

1 (z+td,d)

=d— = —3(z+td fiir alle ¢ € [0, 1],
v T 0.1]

g
und mit der Dreiecksungleichung sowie der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

]l Iz +td|?dllz _, lld]2

= fiir alle ¢ € [0, 1].
Iz + tdlI3 Iz + tdl|3 Iz + tdlI3

lg'®)ll2 <

Nach Voraussetzung gilt ||z + td||2 > 0 > 0, so dass wir zu

1 1 1
, ldlla Id][ s — 252
gt thg/ 4" __dt <4 | TS dt =42 22
/o” Ol o Iz + td]f3 o 5

gelangen und der Beweis vollstéandig ist. [

Damit die von der Ersatzmasse xs auf x; ausgeiibte Kraft der der urspriinglichen
Masse x; moglichst nahe kommt, sollte also der Quotient aus ||x; —x4||2 und 6 moglichst
klein sein. Da die Grofle § etwas unhandlich ist, werden wir sie nun durch eine untere
Abschétzung ersetzen, die sich praktisch konstruieren l&sst.

Dazu ersetzen wir die Punktwolke {z; : j € §} durch einen achsenparallelen Quader

s = [a1, b1] X [az, be] x [as, bs],
der sie vollstdndig enthélt, der also

rj €S fiir alle j € § (3.7)
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

Abbildung 3.1: Eine Ersatzmasse (rot) kann ungeféhr dieselbe Kraft wie viele Einzelmas-
sen (blau) auf einen hinreichend weit entfernten Punkt (griin) ausiiben.

erfiillt. Ein derartiger Quader lasst sich beispielsweise konstruieren, indem man die Mi-
nima und Maxima der Koordinaten aller Punkte berechnet.

Quader haben den Vorteil, konvere Mengen zu sein, dass bedeutet, dass die Ver-
bindungsstrecke zweier beliebiger Punkte innerhalb des Quaders vollstéindig im Quader
enthalten ist. Préizise konnen wir diese Eigenschaft als

ty+(1—t)z€s fir alle y,z € s, t € [0,1] (3.8)
formulieren und mit
a, =ta, + (1 —t)a, <ty,+ (1 —t)z, <tb,+ (1 —t)b,=b, fiiralley,ze€s, te]0,1]

fiir alle Koordinatenrichtungen ¢ € {1, 2,3} nachpriifen. Diese Eigenschaft ist niitzlich
fiir die Abschétzung der in (3.5) definierten Zahl §: Falls x;, x5 € s gilt, folgt

yi=a;+t(xs —xj) = (1 —t)z; +te, € s,
so dass wir  durch den Abstand
dist(z;, s) ;= min{||z; —yll2 : y € s}

des Punkts z; von dem Quader s nach unten abschéitzen konnen. Damit ist der Nenner
der Fehlerschranke (3.6 auf eine besser handhabbare Form gebracht.

Ubungsaufgabe 3.5 (Abstand) Die Verwendung eines achsenparallelen Quaders fiir
unsere Zwecke bietet den grofien Vorteil, dass sich der Abstand eines Punkts zu diesem
Quader einfach berechnen ldsst: Wir definieren durch

a—y fallsy < a,
dist(y, [a,b]) ;=< y—b  fallsb <y, fiir alle y,a,b € R mit a < b

0 ansonsten

den eindimensionalen Abstand von y zu dem Intervall [a,b]. Beweisen Sie

3 1/2
dist(y, s) = (Z dist(y,, [a, bL])Q) fiir alle y € R3.
=1
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3.2 Ersatzmassen

Um auch den Z#hler der Fehlerschranke (3.6|) zu vereinfachen legen wir fest, dass die
Ersatzmasse im Mittelpunkt des Quaders s untergebracht werden soll, wir setzen also

(b1 +a1)/2
Ty 1= (bz + CLQ)/2
(b3 +asz)/2
Es gilt
a, — b, b, + a, b, +a b,+a, b, —a .
o ma s Sy <h - <= firalley€s

und alle Koordinatenrichtungen ¢ € {1, 2,3}, so dass wir

3 1/2 3 0 2 1/2
_ 2 L — a4y ST ..
ly — zsl2 = (Z(M — Ts,) ) < (Z 4> = diam(s)/2 firalley € s

=1 =1

erhalten, wobei

3 1/2
diam(s) := (Z(bL - aL)Q)
=1
den Durchmesser des Quaders s bezeichnet. Insgesamt konnen wir die Abschétzung (3.6))

in die einfachere Form

bringen, die sich algorithmisch ausnutzen lésst.

Um den Fehler zu steuern wéhlen wir eine Zahl n > 0 und werden einen Algorith-
mus entwickeln, der sicherstellt, dass nur solche Quader s verwendet werden, die die
Zuldssigkeitsbedingung

Tj — T4 Ts — Xy

diam(s)/2
,  dist(zy,s)3

lwj —@ill3 Nl — @ill3

diam(s) < 2ndist(z;, s) (3.9)

erfiillen. Aus ihr folgt unmittelbar

wir konnen den Fehler also beliebig reduzieren, indem wir n klein genug wéhlen. Fiir
kleine Werte von 7 kdénnen wir uns diese Zahl als den Winkel vorstellen, unter dem die
durch $ beschriebene Punktwolke von x; aus zu sehen ist.

4n

Tj — Ty Ts — Xy <
o dist(z, 5)%

(3.10)

lzj = ill3 llws — @ill3

Wir sind daran interessiert, simtliche zu den Indizes j € § gehdrenden Massen zu
ersetzen. Falls 7 in (3.9) hinreichend klein ist, erhalten wir mit (3.10]) die N&herung

Zm- xj—:m sz Ts — X5 —m Ts — Xy
Ml — @ill3 Mas —illd 7 s — a3
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

indem wir einfach
mg = Z m;
JE€S3
verwenden, also die Ersatzmasse gerade als Summe aller Einzelmassen wihlen.

In der Praxis ist es sehr unwahrscheinlich, dass § = 7\ {i} die Bedingung erfiillt,
so dass wir die Ersatzmasse nicht fiir die gesamte Summe in anwenden koénnen.
Wir kénnen allerdings versuchen, die Summe in Teilsummen zu zerlegen, fiir die sich
Ersatzmassen einsetzen lassen. Es empfiehlt sich, diese Zerlegung so zu organisieren,
dass sich die einmal berechneten Ersatzmassen nicht nur fiir ein ¢ € Z, sondern fiir
moglichst viele benutzen lassen.

Dazu verfolgen wir einen geometrischen Ansatz: Unser Ziel ist es, fiir eine Menge § C 7

die Summe
Y
lj — ;13

JjES

zu approximieren. Falls gilt, kénnen wir § durch die Ersatzmasse an der Position
s ersetzen und den Fehler mit Satz und abschétzen.

Anderenfalls wihlen wir eine Koordinatenrichtung und zerlegen den Quader s entlang
dieser Richtung in zwei gleich grofle Teilquader. Beispielsweise erhalten wir fiir die erste
Koordinatenrichtung

s1:= [a1, 1] X [ag, ba] x [as, bs],
sg 1= [c1,b1] X [ag, ba] X [as, b3,

wobei ¢; := (b + a1)/2 der Mittelpunkt des Intervalls [a1,b;] ist. Um die Eigenschaft
(3.7) sicherzustellen definieren wir

51:={j€s : xj€st}, S9: =5\ §1.

Nun gilt (3.7)) sowohl fiir den Quader s; mit der Indexmenge §; als auch fiir den Quader
so mit der Indexmenge 32. Nach Konstruktion haben wir auch

P TR D T D
2Ty —al] 2Ty =l 2 Ty~ il

so dass wir eine Rekursion verwenden konnen, um die beiden Teilsummen fiir die Index-
mengen §; und S zu approximieren.

3.3 Clusterbaum

Wir haben gesehen, dass wir die Auswertung der auf eine Masse wirkenden Krifte effi-
zient approximieren kénnen, indem wir hinreichend weit entfernte Massen durch wenige
Ersatzmassen ersetzen, die anndhernd dasselbe Kraftfeld hervorrufen.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, eine effiziente und praktisch durchfiithrbare Me-
thode zu entwickeln, mit der sich diese Ersatzmassen finden lassen. Dazu definieren wir
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3.3 Clusterbaum

zunéchst formal eine Hierarchie von Teilgebieten, die fiir die Approximation in Frage
kommen. Aus dieser Hierarchie werden wir anschliefend diejenigen Gebiete auswihlen,

die die Zulassigkeitsbedingung (3.9) erfiillen.

Definition 3.6 (Clusterbaum) Sei Z eine Indexmenge. Sei T ein Baum, und sei zu
jedem seiner Knoten s € T eine Beschriftung § gegeben. Wir nennen T einen Cluster-
baum fiir die Indexmenge Z, falls die folgenden Bedingungen gelten:

1. Die Wurzel r € T des Baums erfillt 7 =7

2. Falls ein Knoten s € T Séhne besitzt, gilt

~ N
= U 4

s'esons(s)
3. Falls ein Knoten s € T Sohne besitzt, gilt auch

S1# 83 =8 N8 =10 fiir alle s1, s9 € sons(s).

Einen Clusterbaum fiir die Indexmenge I bezeichnen wir mit Tz, seine Knoten nennen
wir Cluster.

Ein Clusterbaum représentiert eine hierarchische Zerlegung einer Indexmenge Z in
disjunkte Teilmengen: Die erste Bedingung stellt sicher, dass wir die gesamte Indexmenge
zerlegen kénnen. Die zweite sorgt dafiir, dass bei der Zerlegung kein Index verloren geht.
Die dritte besagt, dass auch kein Index doppelt auftreten soll.

Falls beispielsweise ein Cluster s € Tz gegeben ist, fiir den wir keine Ersatzmasse
verwenden diirfen, kénnen wir zu seinen Shnen {ibergehen und erhalten mit der zweiten
und dritten Bedingung die Gleichung

-

| xZH2 S GSOHS(S ]GS ” ] N le2

JjEs

so dass wir rekursiv die Cluster s’ € sons(s) iiberpriifen kénnen.

Fiir diese Uberpriifung benétigen wir allerdings in der Regel auch Informationen iiber
die Geometrie, beispielsweise um die Zulédssigkeitsbedingung anwenden zu konnen.
Diese geometrischen Informationen kénnen wir dem Clusterbaum hinzufiigen.

Definition 3.7 (Geometrischer Clusterbaum) Sei 77 ein Clusterbaum fir eine In-
dexmenge I, und sei d € N. Wir nennen Tz einen geometrischen Clusterbaum, falls die
folgenden Bedingungen gelten:

1. Jeder Cluster s € T7 ist eine Teilmenge des Raums RY.
2. Es qilt

s Cs fiir alle s € Tz, s € sons(s).
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

3. Auferdem gilt

T; €5 fiir alle s € Tz, j € 8.

Die erste Bedingung stellt die Beziehung zu geometrischen Objekten her. Indem wir
mit der zweiten Bedingung sicherstellen, dass die Sohne eines Clusters Teilmengen des
Clusters sind, kénnen wir bei der Uberpriifung der Zulissigkeitsbedingung besonders
einfache Algorithmen verwenden. Die dritte Bedingung kennen wir bereits aus dem vo-
rigen Abschnitt, sie garantiert, dass wir die Zulassigkeitsbedingung nur fiir s statt fiir
alle in s enthaltenen Punkte tiberpriifen miissen.

Eine praktische Konstruktion fiir geometrische Clusterbdume wurde bereits am Ende
des vorangehenden Abschnitts behandelt: Die Cluster s € 77 sind achsenparallele Qua-
der, die rekursiv in Teilquader zerlegt werden. Als Wurzel des Clusterbaums empfiehlt
sich der Quader

ri= [al,bl] X [ag,bQ] X [ag,bg]

minimaler Grofle, der alle Punkte enthélt. Er ist durch
a, :=min{z;, : j €I}, b, ;== max{z;, : jeZI} fiir alle ¢« € {1, 2,3}

gegeben und kann mit diesen Formeln auch praktisch konstruiert werden. Mit 7 := 7
erfiillt der Wurzelcluster r damit die ersten Bedingungen der Definitionen und

Bei der Zerlegung von Clustern sollten wir dafiir sorgen, dass ihre Durchmesser
moglichst schnell abnehmen, damit die Zuléssigkeitsbedingung moglichst schnell
erfiillt ist. Um einen Cluster s € 77 mit

S = [al,bl] X [ag,bg] X [ag,bg]

zu zerlegen wahlen wir deshalb diejenige Richtung, in der er die grofite Ausdehnung
aufweist, also ¢ € {1,2,3} mit

b —ar <b, —a, fir alle k£ € {1,2,3}.
Entlang dieser Richtung wird der Quader halbiert, wir berechnen also den Mittelpunkt

b +a,
2

c, :

und definieren die Sohne des Clusters s durch

[a1,c1] X [ag,b2] X [as,b3] falls ¢t =1,

s1:= { [a1,b1] X [ag, ca] X [az,b3] falls ¢ =2, (3.11a)
[a1,b1] X [ag,b2] X [as,c3]  ansonsten,
[c1,b1] X [ag, b2] X [as,b3] falls ¢t =1,

89 1= ¢ [a1,b1] X [eg,bo] X [as,bs] falls 1 = 2, (3.11b)
[a1,b1] X [ag,ba] X [c3,b3]  ansonsten.
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3.3 Clusterbaum

Damit ist die zweite Bedingung der Definition erfiillt. Wenn wir die zu den Sohnclu-
stern gehorenden Indexmengen durch

§1::{j€§:x]~631}, §2:=§\§1

festlegen, erfiillen wir auch die dritte Bedingung dieser Definition und die zweite und
dritte Bedingung der Definition

Wir unterteilen so lange rekursiv, bis die Cluster nur noch sehr wenige Punkte enthal-
ten und es ohne grofleren Aufwand moglich ist, die von ihnen ausgeiibten Kréfte direkt
zu berechnen.

Wenn uns der Clusterbaum 77 zur Verfiigung steht, konnen wir daran gehen, die
Ersatzmassen zu konstruieren. Den Mittelpunkt x5 eines Clusters s € 77 zu finden ist
dabei sehr einfach, fiir die Berechnung der Masse m, empfiehlt es sich, einen Trick zu
verwenden: Wir haben bereits gesehen, dass

mg = E mg

JES
eine sinnvolle Wahl der Ersatzmasse mg ist. Statt die Summe direkt zu bestimmen

konnen wir uns wieder die zweite und dritte Eigenschaft eines Clusterbaums zunutze
machen: Falls sons(s) # () gilt, folgt

=Y m= Y Ymi= Y me

jES s’esons(s) j€&’ s’€sons(s)

Es geniigt also, die Ersatzmassen der Sohne s des Clusters s zu addieren, statt alle
Punkte x; einzeln zu betrachten.

Praktisch ausnutzen kénnen wir diese Eigenschaft mit einer Rekursion, die den Clus-
terbaum von den Blattern in Richtung der Wurzel durchlduft und so sicherstellt, dass
die Werte my fiir alle Sohne eines Clusters s berechnet werden, bevor wir den Wert m;
bestimmen. Dann ldsst sich die oben beschriebene effizientere Summe einsetzen.

In Abbildung[3:2)ist der Algorithmus zusammengefasst, mit dem wir den Clusterbaum
und die Ersatzmassen effizient konstruieren konnen. Dabei bezeichnet der Parameter
rz > 1 die Anzahl der Massen, die ein Cluster maximal enthalten darf, der nicht weiter
unterteilt wurde.

Bemerkung 3.8 (Indexmengen) Die Indexmengen § lassen sich elegant durch Arrays
darstellen, in denen die Indizes aufgelistet sind. Wenn eine Menge in Teilmengen §;
und So zerlegt werden soll, sortiert man das Array so um, dass die Elemente in §;
zuerst vorkommen und die von §o zuletzt. Dann kann man die beiden Teilarrays fiir
die Séhne weiterverwenden. Die Vorgehensweise ldsst sich dabei analog zu der tblichen
Implementierung des Quicksort-Algorithmus’ gestalten.

Sobald Clusterbaum und Ersatzmassen vorliegen, konnen wir daran gehen, die Kraft-
felder auszuwerten. Auch dieser Aufgabe nédhern wir uns mit einem rekursiven Algorith-
mus: Um fiir einen Punkt z; und einen Cluster s € TI die Summe

ij

]GS\{} ”a?] _mle
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

procedure setup(var s);
begin
if § <rz then begin
Mg <— Zjeg mgj;
sons(s) «
end
else begin
Finde ¢ € {1,2,3} mit b, — @, maximal
Zerlege s geméf in s1 und so
51 F{jEé DXy 681}; §2%§\§1;
setup(sy); setup(se);
Mg 1= Mgy + M,
sons(s) < {s1,s2}
end
end

Abbildung 3.2: Konstruktion des Clusterbaums und der Ersatzmassen

auszuwerten, priifen wir zunéchst, ob die Zuldssigkeitsbedingung erfiillt ist. Der
Durchmesser der Cluster s kann dabei ebenfalls vorberechnet werden, der Abstand zwi-
schen z; und s lisst sich mit der in Ubungsaufgabe gegebenen Formel effizient er-
mitteln.

Falls die Bedingung erfiillt ist, ersetzen wir die Kréfte durch die durch die Ersatzmasse

ausgeiibte Kraft
>
m; R Mg—=
! s — 413

jeadi} || J_:CZH2

und sind fertig.
Ansonsten priifen wir, ob s Sohne hat. Falls ja, verwenden wir wieder die zweite und
dritte Eigenschaft des Clusterbaums, um mittels

> — ooy m i —
m 5 prd
JH% _331||3 JHxJ _33@”3

jes\{i} s’esons(s) je§'\{i}

die Summe des Vaterclusters durch Summen seiner S6hne zu ersetzen. Diese Summen
berechnen wir rekursiv.

Falls schlieflich s keine Sohne hat, diirfen wir davon ausgehen, dass der Cluster nur
wenige Punkte enthilt, so dass wir die Summe einfach direkt auswerten kénnen.

Der resultierende Algorithmus fiir die approximative Auswertung der Kraft ist in
Abbildung [3.3] zusammengefasst.
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3.4 Rechenaufwand

procedure eval(i, s, var f);
begin
if diam(s) < 2ndist(z;, s) then
fo f A ma
else if sons(s) = () then
Fef+ et ™ =an
else
for s’ € sons(s) do
eval(i, s', f)
end

Abbildung 3.3: Auswertung der approximierten Kraft

3.4 Rechenaufwand

Im Vergleich zu den bisher behandelten Algorithmen gestaltet sich die Analyse des in den
Abbildungen und dargestellten Verfahrens fiir die ndherungsweise Bestimmung
des Gravitationsfelds etwas anspruchsvoller.

Wir werden deshalb zuniichst einige vorbereitende Aussagen beweisen, bevor wir uns
der eigentlichen Aufwandsabschiatzung widmen. Die erste dieser Aussagen beschéftigt
sich mit dem Verhalten des Durchmessers bei der von uns verwendeten Strategie fiir die
Konstruktion des Clusterbaums. In Hinblick auf die Zuldssigkeitsbedingung ist es
erstrebenswert, dass der Durchmesser schnell sinkt, und wir kénnen beweisen, dass er
das tatsédchlich tut:

Lemma 3.9 (Durchmesser) Seien s € Tz, s’ € sons(s), s” € sons(s), s € sons(s”)
vier Cluster, die mit der vorgestellten Strategie konstruiert wurden. Dann gilt

1
diam(s") < idiam(s).

Beweis. Da s ein achsenparalleler Quader ist, finden wir aq, as, az, b1, bo, b3 € R mit
S/// = [Cbl,bl] X [ag,bg] X [ag,bg,].

Die Ausdehnung des Quaders in der ersten, zweiten und dritten Koordinatenrichtung
bezeichnen wir mit

e1:=b1 —ay, e := by — a9, e3 := bg — as.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass s” aus s” entstanden ist,
indem in der ersten Koordinatenrichtung geteilt wurde. Infolge unserer Strategie kann
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

das nur geschehen, wenn s” seine grofite Ausdehnung in der ersten Koordinatenrichtung
aufweist, falls also 2e; > es und 2e; > e3 gelten.

Fall 1: s” ist aus s’ entstanden, indem ebenfalls in der ersten Koordinatenrichtung
geteilt wurde.

Fall 1a: s’ ist aus s entstanden, indem erneut in der ersten Koordinatenrichtung
geteilt wurde. Dann erhalten wir fiir den Durchmesser von s die Abschétzung

diam(s)? = 64€? + 3 + €3 = 40e? + (12¢3 + €3) + (1262 + €3)
> 40e? 4 (3e3 4 e3) + (33 + €3) = 40e? + 4e3 + 4e3
> 4e? + 4e3 + 4e3 = 4 diam(s")?.

Fall 1b: s’ ist aus s entstanden, indem in einer anderen Koordinatenrichtung unterteilt
wurde. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass es die zweite
war. Dann erhalten wir

diam(s)? = 16€? + 4e2 + €2 = 4e? + 4e3 + (12e2 + €2)
> 42 + 4e2 + (3e2 4 €2) = 4e? + 4e3 + 42 = 4 diam(s")%

Fall 2: s” ist aus s’ entstanden, indem in einer anderen Koordinatenrichtung unterteilt
wurde. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, das es die zweite
war. Wegen unserer Strategie muss dann die Ausdehnung in dieser Richtung am grofiten
gewesen sein, es miissen also 2eo > 2e; sowie 2es > e3 gelten.

Fall 2a: s’ ist aus s entstanden, indem in der ersten Koordinatenrichtung unterteilt
wurde. Dann gilt

diam(s)? = 16e? + 4e3 + €3 = 4e? + 4e3 + (12e3 + €3)
> 42 + 4e2 + (3e2 4 €2) = 4e? + 4e3 + 43 = 4 diam(s")%

Fall 2b: s ist aus s entstanden, indem in der zweiten Koordinatenrichtung unterteilt
wurde. Das kann nur geschehen sein, weil in dieser Koordinatenrichtung Analog zu Fall
2a gilt

diam(s)? = 4e? 4 16€3 4 €2 = 4e? + 4e3 + (12e3 + €2)
> 462 + 4ed + (3e2 4 €2) = 4¢3 + 4e3 + 42 = 4diam(s")%
Fall 2c: s’ ist aus s entstanden, indem in der dritten Koordinatenrichtung unterteilt

wurde. Dann gilt
diam(5)2 — 46% + 46% + 46% — 4diam(s’”)2,

Insgesamt haben wir in allen Fllen die Ungleichung diam(s)? > 4 diam(s”’)? bewiesen,
aus der unmittelbar die Behauptung folgt. ]

Um den Rechenaufwand und den Speicherbedarf unseres Verfahrens abschéitzen zu
konnen ist es von Interesse, die Tiefe des Clusterbaums abschitzen zu kénnen. Dazu
definieren wir zunéchst die Stufenzahl induktiv als

level(st) +1 falls s € sons(s™) fiir eir'l st e 7'1,. fiir alle 5 € T3
0 ansonsten, also falls s die Wurzel ist,

level(s) := {
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3.4 Rechenaufwand

Sie misst den Abstand eines Clusters von der Wurzel. Die Tiefe des Baums ist das
Maximum der Stufenzahlen, also

depth(77) := max{level(s) : s € Tz}

Wir koénnen sie abschétzen, wenn wir wissen, wie nahe sich die Punkte z; kommen
konnen.

Lemma 3.10 (Baumtiefe) Wir bezeichnen mit
h:=min{||lx; —x;|2 : i, €I, i #j}

den minimalen Abstand zwischen zwei Punkten unserer Menge. Dann gilt fiir den von
uns konstruierten Clusterbaum

depth(77) < 3log, <diafbl(r)) +3.

Beweis. Indem wir Lemma [3.9] wiederholt anwenden erhalten wir
diam(s) < 27¢ diam(r) fiir alle £ € No, s € Tz, level(s) > 3¢. (3.12)

Indem wir diese Abschéitzung auf einen geeigneten Cluster s € 77 anwenden erhalten
wir unsere Abschéitzung.
Wir wihlen einen Cluster s’ € 77 mit

level(s’) = depth(7z).

Falls level(s’) = 0 gilt, gilt unsere Aussage bereits.

Anderenfalls kénnen wir ein s € 77 mit s’ € sons(s) finden. Nach unserer Konstruktion
wird ein Cluster nur unterteilt, falls er mindestens zwei Punkte enthélt. Da zwei Punkte
mindestens einen Abstand von h zueinander aufweisen, folgt

diam(s) > h.
Wir wihlen ¢ € Ny mit 3¢ < level(s) < 3¢ 4+ 2 und erhalten mit (3.12)) die Abschétzung

h < diam(s) < 27¢ diam(r),

Damit haben wir

N
depth(77) = level(s') = level(s) + 1 < 3¢ + 3 < 3log, ( 1“;(’”)) +3
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

bewiesen, also die gewiinschte Abschéitzung. ]

Niherungsweise verhilt sich die Baumtiefe also proportional zu dem Logarithmus des
Verhéltnisses zwischen dem gréfiten und dem kleinsten Abstand zweier Punkte.

Im néchsten Schritt untersuchen wir, wieviele Cluster derselben Stufe an der Berech-
nung der Kraft beteiligt sein kénnen. Nach Konstruktion wird die Funktion ,eval®“ in
Abbildung nur dann fiir einen Cluster s € Tz aufgerufen, wenn es sich entweder
um die Wurzel des Clusterbaums handelt oder der Vater s € 77 des Clusters die
Zulassigkeitsbedingung verletzte.

Die Anzahl derartiger Cluster s* auf einer Stufe des Baums lisst sich durch eine
Konstante beschréinken:

Lemma 3.11 (Anzahl unzulissiger Cluster) Sei y € R3, sein € Rug. Sei ¢ € Rug
eine Konstante, die

cdiam(s)® < |s| fir alle s € Tz (3.13)

erfiillt, wobei |s| das Volumen des Clusters angibt. Dann gilt
. . 4 1y
#{s €Tz : level(s) = ¢, diam(s) > 2ndist(y,s)} < 37 1+ o fir alle ¢ € Np.
¢ n

Beweis. Sei ¢ € Ny. Wir kiirzen die uns interessierende Menge mit
N :={s €Tz : level(s) = ¢, diam(s) > 2ndist(y, s)}
ab. Sei ein s € N gewihlt. Dann gilt
2ndist(y, s) < diam(s), also

1
dist(y, s) < o diam(s).

Sei z € s ein Punkt, fiir den
Iz = yll2 = dist(y, s)

gilt. Fiir jedes x € s gilt dann
[z =yl2 = [[(z = 2) + (z = Y)ll2 < lz = z[l2 + |z — yll2 < diam(s) + dist(y, s),
so dass wir

1
|z — yll2 < diam(s) + dist(y, s) < <1 + 277) diam(s) fiir alle z € s

erhalten. Damit ist jeder Punkt des Clusters s in der Kugel um y mit dem Radius
(14 1/(2n)) diam(s) enthalten, wir haben also

s C B, B:={zeR’ : |z -yl < (1+1/(2n))diam(s)}.
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3.5 Verfahren hoherer Ordnung
Die Kugel B hat das Volumen
4 1\°
’B‘ = gﬂ' (1 + 27]) diam(s)3,

und da die Cluster s € N nach unserer Konstruktion disjunkt (abgesehen von ihren
Réndern) sind, muss

> lsl=

sEN

U s

seEN

<|B|

gelten. Infolge unserer Konstruktion weisen auch alle Cluster auf derselben Stufe dasselbe
Volumen auf (sie sind bis auf Verschiebungen identisch), so dass wir einen festen Cluster
sp € N wahlen kénnen und

|sol#N =Y lsol = ) Is| < |B]

seN SEN

erhalten. Mit der Voraussetzung (3.13]) folgt

4 1)°
cdiam(so)3#N < |B| = 3T (1 + 277> diam(sg)?,

also die zu zeigende Abschitzung. [

Da ein s € 77 nur im Algorithmus ,eval® auftritt, falls sein Vater s* nicht zulissig
war, folgt aus Lemma dass es hochstens

8 1\?*
= —7 |1+ —
G 3C7T< " 2?7)

solcher Cluster pro Baumstufe geben kann.

In Kombination mit Lemma[3.10] folgt, dass ein Aufruf der Funktion ,,eval“ nicht mehr
als O(logy(diam(r)/h)) Operationen erfordert.

In Hinblick auf unsere Fehlerabschéitzung sind wir vor allem an dem Fall n — 0
interessiert, fiir den sich Cy, ungefihr wie =2 verhilt. Der Preis fiir eine Halbierung des
Fehlers wére also eine Verachifachung des Rechenaufwands.

3.5 Verfahren hoherer Ordnung

Die Abschitzung besagt, dass wir bei einer Halbierung des Zuléssigkeitsparameters
n lediglich auf eine Halbierung des Approximationsfehlers hoffen diirfen. Die Aufwands-
abschétzung des vorangehenden Abschnitts legt nahe, dass dieser Schritt den Rechen-
aufwand erheblich in die Hohe treiben diirfte, also eher unattraktiv ist.
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

Einen moglichen Ausweg bieten Verfahren héherer Ordnung, bei denen sich der Fehler
proportional zu n™ fiir ein m > 1 verhélt, denn bei ihnen diirfte sich eine ausreichende
Genauigkeit auch dann noch erreichen lassen, wenn 7 relativ grof ist, wir also nur relativ
wenige Cluster berticksichtigen miissen.

Fiir die Konstruktion derartiger Verfahren bietet es sich an, unseren bisherigen Ansatz
etwas abstrakter zu fassen: Wir bezeichnen die entscheidende Funktion mit

y—x

9@9) = TR

und stellen fest, dass unsere Approximation von der Form

Zg(xivxj)mj ~ g(zi, v5)ms = g(wi, T5) ij

JES jes

ist. Um die entscheidende Eigenschaft etwas deutlicher hervortreten zu lassen bezeichnen
wir mit 1 die Funktion, die konstant gleich eins ist, und schreiben

Y glziwmy = g(wi,xs) Yy Laj)m

JES JES
Letztendlich haben wir also lediglich die Funktion g durch die Approximation
9(@,y) = g(z, s)1(y)

ersetzt, deren entscheidende Eigenschaft darin besteht, dass z und y voneinander ge-
trennt sind. Diese Eigenschaft konnen wir verallgemeinern:

Definition 3.12 (Entartete Kernfunktion) Seien t,s C R?. Eine Funktion § : t x
s — R? nennen wir entartete Kernfunktion, falls

g(z,y) = Z a,(z)by(y) firallexet, yes (3.14)
veK

gilt, wober K eine endliche Indexmenge ist und
a,,:t—)Rd, b, :s— R fir allev € K
geeignete Funktionen sind.

Gehen wir also davon aus, dass uns zwei Gebiete ¢ C R? (,t“ steht fiir target) und
s C R? (,s“ steht wie bisher fiir source) zur Verfiigung stehen, denen Indexmengen
t,8 C 7 mit

z; € t, T; €s fir alle i € £, j € 3

zugeordnet sind. Sei § eine entartete Kernfunktion der Form (3.14). Dann gilt

Zg Ti, )My = Z Z ay(xi)by(x5)m; = Z ay(x;) Z by(xj)m; fiir alle i € t.

JjES jes veK veK JjES
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3.5 Verfahren hoherer Ordnung

Indem wir die zweite Summe als ,,verallgemeinerte Ersatzmasse®

Mgy = Z by (xj)m; firallev e K
JES

definieren, gelangen wir zu

Zg(xi,xj)mj = Z ay(zi)ms,y fiir alle i € ¢.

jES veK
Sofern in nur wenige Summanden auftreten, sofern also die Méchtigkeit #K der
Indexmenge deutlich geringer als #3§ ist, lidsst sich die entartete Kernfunktion g sehr
effizient auswerten.

Im Vergleich zu zuvor ersetzen wir die eine einzelne Ersatzmasse durch mehrere, die
wir hoffentlich so geschickt wéhlen kénnen, dass sie zu einer wesentlich besseren Appro-
ximation des Kraftfelds fithren.

Eine besonders elegante Konstruktion beruht auf der Interpolation. Dabei handelt
es sich um eine Methode, mit der sich aus einigen wenigen Werten einer Funktion die
restlichen Werte néherungsweise bestimmen lassen. In der Mehrzahl der Fille werden
dazu Polynome verwendet. Wir bezeichnen den Raum der Polynome m-ter Ordnung mit

1I,, = {ao+a1x+a2x2+...+amxm D ag, ...,y € R}

Wir gehen davon aus, dass paarweise verschiedene Punkte &,...,&, € [a,b] gegeben
sind. Wir nennen ein p € I, ein Interpolationspolynom einer Funktion f € Cla,b] in
den Interpolationspunkten &g, ..., &n, falls

p(&) = f(&) fiir alle i € [0 : m] (3.15)
gilt.

Erinnerung 3.13 (Lagrange-Polynome) Es gibt genau ein p € Il,,, das die Glei-
chungen erfillt, und es ldsst sich mit den Lagrange-Polynomen

li(z) = z = Sk fir allei € [0:m], z € R
o & = &k
feti
in der Form .
p=>_ f&)t (3.16)
i=0

darstellen.

Fiir den Fall d = 1 wiirde (3.16]) bereits eine Konstruktion einer entarteten Kernfunk-
tion nahelegen: Wir kénnten g approximieren, indem wir die Funktion y — g(z,y) fiir
ein festes  durch das Interpolationspolynom ersetzen:

gla,y) = g(@,&)(y).
=0
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

Dadurch sind « und y getrennt und wir haben unser Ziel erreicht.
Fiir den dreidimensionalen Fall brauchen wir auch eine mehrdimensionale Interpola-
tion auf dem Quader
s = [al,bl] X [ag,bg] X [ag,b3].

Zur Vereinheitlichung unserer Konstruktion wéhlen wir zunéichst paarweise verschiedene
Interpolationspunkte &o, ..., &, € [—1, 1] fir das Referenzintervall [—1,1].

Interpolationspunkte in den Intervallen [a1, b;], [a2, bo] sowie [as, bs] kénnen wir dann
mit einer einfachen bijektiven linearen Transformation definieren:

b,+a b, —a
b im 4 A

& fir alle ¢ € {1,2,3}, i € [0: m].
Die entsprechenden Lagrange-Polynome sind durch

li(x) = H;__gék fiir alle . € {1,2,3}, i € [0:m], x €R
k=0 Stt L,k

k#i
gegeben. Wir definieren Interpolationsoperatoren

m

jL : C[au bb] — Hma f = Z f(gb,i)gb,iy

1=0

die beliebigen stetigen Funktionen ihre Interpolationspolynome zuordnen. Diese Opera-
toren besitzen zwei fiir uns wichtige Figenschaften: Es existiert eine Stabilitdtskonstante
A € R>q derart, dass

Hjb[f]Hoo,[ab,bL] < AHfHoo,[aL,bL} (3.17&)
fir alle f € Cla,, b)), ¢ € {1,2,3}+

gilt, und es existiert eine Approximationskonstante ¥ € Ry mit

(m+)
_ < . m—+1 Hf 00,[a.,b.]
”f jL[f]||oo,[ab,bL] > \Ij(bL aL) (m T 1)'

fiir alle f € C™[a,,b,], + € {1,2,3}.

(3.17b)

Um nun auf dem Quader s definierte Funktionen interpolieren zu kénnen, fithren wir par-
tielle Interpolationsoperatoren ein, die jeweils in einer Koordinatenrichtung interpolieren
und die beiden anderen unveréndert lassen:

m

Toalf1(@) =D f(Crir w2, w3)lri(z1),
i=0

Tsolfl(w) =Y fl1, 6o, 3)0i(w2),
i=0
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3.5 Verfahren hoherer Ordnung

m

T3l fl(z) := Zf(xlax27§3,i)€3,i(x3) fiir alle f € O(s), x € s.

i=0
Indem wir diese drei Operatoren hintereinander anwenden, erhalten wir mit
Js = js,l © js,2 © js,3

einen Operator, der

=D 3N &1L Sl o j(w2) s p(ws)  fiir alle f € C(s), z € s

1=0 7=0 k=0

erfiillt. Mit den Abkiirzungen

M :={(i,j, k) : i,j,k €[0:m]},
Esw = (£10,62,5,E3.%) fiir alle v = (4,4,k) € M,
bsy(x) =l i(z1)l j(22)l3 1(3) fiir alle v = (i,5,k) € M, x € s

erhalten wir die kompakte Schreibweise

=Y fl&w)lss fiir alle f € C(s),

veM

die die gewiinschte Verallgemeinerung der eindimensionalen Interpolation darstellt. Da
die Polynome /; , nun Tensorprodukte eindimensionaler Polynome sind, spricht man von
Tensorinterpolation.

Die Untersuchung des Approximationsfehlers konnen wir auf die Untersuchung der
partiellen Operatoren J,, zuriickfiihren.

Lemma 3.14 (Partielle Interpolation) Sei: € {1,2,3}. Es gelten

135, [floc,s < Allflloo,s fiir alle f € C(s), (3.18a)

m1 100 Flloc.s

i Jiradle feCTTH(s). (3.18D)

1f = Ts.lflloo,s < W (b, — ar)

Beweis. Wir beschranken uns auf den Fall © = 1, die beiden anderen Félle lassen sich
ghnlich behandeln.
Sei z € s, und sei

f : [ambb] — Ra Y= f(y,$2,$3)-
Dann gilt
js,L{f](l‘) :Zf(flul'2wx3 Elz 331 Z flz glz xl jl[f](x1)7
=0 1=0
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

und mit (3.17a) folgt
3su[f1@)] = [T @0 < Al flloo forbr) < AllF locs.

Da x beliebig gewé#hlt ist, haben wir (3.18a)) bewiesen.
Analog erhalten wir mit (3.17b))

m4+1 ||f(m+1) Hoo,[ahbﬂ

|f (@) = T, [f1@)] = [ f(@1) = T [f)(z1)] < by — ar)

(m+1)!
am+1f||
< V(b - ) (m+1)! 7’
womit auch (3.18b]) bewiesen ist. ]
Satz 3.15 (Tensorinterpolation) FEs gelten
135 f]lloo,s < AS”JCHOO,S fiir alle f € C(s),

m1 107 Flloc,s

(m 1) fiir alle f € C™T(s).

3
1f = Ts[f1llo,s < Z \I’AL_l(bL —a)

=1

Beweis. Mit (3.18a]) erhalten wir direkt

195,11 loo.s < Allflloo.ss
135, 0 Fs2lfllloo.s < AlTs2[fllloc.s < A fllso,s:
1951 0 Fs2 0 Ts 5[ fllloc.s < A%]|Ts31flloo,s < A% flloc.s fiir alle f € C(s).

Mit diesen Abschétzungen, (3.18b|) und der Dreiecksungleichung finden wir auflerdem

1£ = 35l loos < I1F = To[Allooss
+ 1 Ts1[f] = Ts1 © Ts2[fllo,s
+ 1351 0TFs2[f] — Ts10Ts2 0 Ts3[f)lloo,s
<I1F = Fealfllloors + 13elf = Tsalfllloos + 1351 0 Tealf = Tl llsos
<11 = Tsalflloss + AIS = Toalflllocs + A%IF = Tsalfllooss

3 m
< Z A YD, —a )m+17”@ " flloos fiir alle f € C™ V1 (s).
=1

(m+1)!

]

In unserem konkreten Fall ldsst sich nachrechnen, dass die Ableitungen der Funktion
fis >R, y = g(a,y),

Abschétzungen der Form

C (m+1)!

fiir alle ¢ € {1,2,3}, € R
(v, )2 dist(z, s)m+! ir alle v € {1,2,3}, = \'s

8m+1 <
H L fHOO,S — dist
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3.6 Symmetrisches Verfahren

erfiillen, so dass wir schlieSlich fiir die Approximation

(. y) = Tf1Y) = D 9@, &) ls(v)

veM

die Abschitzung

C ( diam(s))>m“

— <
lgtey) =5tz 9)ll2 = Farm=7 \ Gt s

erhalten. Mit der Zulédssigkeitsbedingung (3.9) ergibt sich

C
.y <—~ 9
lg(x,y) — g(z,y)[l2 < Jist(z, )2

m—+1, m+1

)

eine Verkleinerung des Zuléssigkeitsparameters 7 fithrt also zu einer Reduktion des Feh-
lers um einen Faktor von ungefihr n™*!. Damit kann unser neuer Ansatz wesentlich
schneller als der urspriingliche konvergieren, wenn wir m hinreichend hoch wéhlen.

3.6 Symmetrisches Verfahren

Wir kénnen unseren Algorithmus erheblich beschleunigen, indem wir Ersatzmassen nicht
nur fiir die ,,Quellen“ der Krifte verwenden, sondern auch fiir ihre Ziele.

Sei t € Tz ein Cluster und x; sein Mittelpunkt. Sei j € 77 ein beliebiger Index. Indem
wir die Rollen von z; und x; in Satz tauschen erhalten wir

also konnen wir mit der entsprechend angepassten Zuldssigkeitsbedingung

a:j—a;i a:j—xt

diam(t)/2

fiir alle i €
, = dist(z;, )3 urafier e

g = aill3 Ny — @l

diam(t) < 2ndist(x;,t) (3.19)

zu der Abschétzung

gelangen. Statt die von einer Masse im Punkt x; verursachte Kraft in allen Punkten x;
mit ¢ € £ individuell zu berechnen kénnen wir sie auch lediglich in dem Mittelpunkt z;
bestimmen und erhalten fiir ein hinreichend kleines 17 immer noch eine gute Néherung.

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung kénnen wir diesen Ansatz noch einen Schritt weiter
treiben: Wir fordern die starke Zuldssigkeitsbedingung

4n

Tj— T Ty — Xt
g . 2
o dist(zj,t)

fiir alle 5 € £

g = ill3 Nl — 2|13

max{diam(¢), diam(s)} < 2ndist(¢, s),
bei der der Abstand zwischen ¢ und s durch

dist(t, s) := min{dist(x,s) : x €t}
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3 Nicht-lokale Kraftfelder

= min{dist(y,t) : y € s} =min{||z —vyll2 : z €1, y € s}

gegeben ist. Sie impliziert offenbar (3.9) und (3.19)), so dass wir mit den bereits bekannten

Argumenten zu

‘ T — Ts — Tt oy - - Ts — T Ts — Tt
lzj —zill3 llos —2ll3lly ey —2lld os —@lld s —zill3 [lzs — 23l
xj — X; _ Ts — X;
Tz —ailly o s — 23],
+‘ $s_$i3_ $3—2Ut3
|zs — %Hz |zs — xt”Q 2
4n 4n 8n

<
— dist(z;, 5)? * dist(x;,t)? ~— dist(t, s)?

gelangen. Falls 7 hinreichend klein ist, konnen wir also die Wirkung aller x; mit j € §
auf alle x; mit i € ¢ niherungsweise durch die Wirkung von zs auf x; beschreiben: Das
Kraftfeld ist fiir alle z € ¢ und y € s im Wesentlichen konstant. Dadurch fallt fiir ein
zuldssiges Paar t, s € Tz von Clustern nur noch eine einzige Auswertung des Kraftfelds
an, wogegen es fiir unser urspriingliches Verfahren #¢ gewesen wiéiren.
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4 Elektromagnetismus und lineare
Gleichungssysteme

Bisher entstanden die in den von uns betrachteten Systemen auftretenden Kréfte durch
die Gravitation oder durch die mechanische Auslenkung einer Feder. In diesem Kapitel
widmen wir uns Kréften, die durch elektrische und magnetische Felder hervorgerufen
werden.

Die Kraftfelder lassen sich dabei hdufig nicht mehr durch eine kurze Formel beschrei-
ben, sondern als Losungen von partiellen Differentialgleichungen, die wir geeignet diskre-
tisieren, also in lineare Gleichungssysteme iiberfiihren, miissen. Diese Gleichungssysteme
werden in der Regel sehr grof} sein, so dass einfache Standardalgorithmen wie die Gauf3-
Elimination oder die LR-Zerlegung iiberfordert sind und wir auf alternative Verfahren
zuriickgreifen miissen.

4.1 Lorentz-Kraft

Ein elektrisches Feld wird iiblicherweise als Kraftfeld
E:Q—-R?

beschrieben, wobei 2 C R3 das Gebiet ist, auf dem die Kraft wirkt. Fiir jeden Punkt
x € Q gibt E(z) die Kraft an, die auf ein Partikel mit einer Ladung von eins wirkt. Analog
zu der Gravitationskraft, die sich proportional zu der Masse eines Korpers verhilt, ist
die elektrische Kraft proportional zu seiner Ladung. Auf ein Partikel mit der Ladung
q € R an der Stelle = € 2 wirkt deshalb eine Kraft von ¢E(z).

Bei magnetischen Feldern wird ein anderer Zugang verfolgt: Magnetische Felder {iben
nur eine Kraft auf bewegte Partikel aus, und diese Kraft hingt von der Geschwindig-
keit ab. Um diesen Zusammenhang kompakt darstellen zu kénnen benétigen wir einige
einfache Hilfsmittel der Vektorrechnung.

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren ist durch

L2Y3 — T3Y2
zXy=|xz3y1 — T1Y3 fiir alle z,y € R? (4.1)

T1Y2 — T2Y1
definiert. Seine wichtigsten Eigenschaften kénnen wir knapp zusammenfassen, indem wir

auf das euklidische Skalarprodukt (siehe Erinnerung zuriickgreifen.
Mit Hilfe des Skalarprodukts ldsst sich der Winkel zwischen Vektoren durch

<‘T7y>2

——= = cos Z(z, ) fir alle z,y € R™\ {0}
2121yl
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4 Elektromagnetismus und lineare Gleichungssysteme

beschreiben. Insbesondere ist das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich null, falls die
Vektoren senkrecht aufeinander stehen, denn dann ist der Winkel £7/2 und sein Cosinus
verschwindet.

Mit Hilfe des Skalarprodukts kénnen wir eine Beziehung zwischen dem Kreuzprodukt
und der Determinante herstellen.

Erinnerung 4.1 (Determinante) Die Determinante zweier zweidimensionaler Vek-
toren ist durch

det(z,y) = x1y2 — T2y1 fiir alle z,y € R (4.2)

gegeben. Mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips kann man folgern, dass | det(z,y)| gerade
die Fldche des von x und y aufgespannten Parallelogramms ist.

Die Determinante dreier dreidimensionaler Vektoren ist durch den Laplaceschen Ent-
wicklungssatz als

det(z,y, z) = x1 det <y2 ZQ) — x9 det (yl Zl) + x3 det <y1 Zl) (4.3)

Y3 23 Ys 23 Y2 22

fiir alle z,y,z € R3

gegeben. Wieder mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips folgt, dass |det(x,y,z)| das Vo-
lumen des von xz, y und z aufgespannten Parallelepipeds (oder Spats) ist.
Die Determinante ist eine Multilinearform, also linear in jedem Argument. Sie ist auch
alternierend, sie dndert also ihr Vorzeichen, wenn zwei Argumente vertauscht werden.
Aus dieser letzten Eigenschaft folgt, dass die Determinante gleich null ist, falls zwei
threr Argumente gleich sind. Es folgt

det(az + By, z,y) = det(aw, z,y) + det(By, z,y)
= adet(z, z,y) + Bdet(y,z,y) =0 fiir alle z,y € R3, a, B € R,

die Determinante linear abhdngiger Vektoren ist also gleich null. Das entspricht durchaus
der Anschauung: In diesem Fall ist das Parallelepiped zu einer zweidimensionalen Fldche
entartet, deren Volumen gleich null ist.

Mit Hilfe des Skalarprodukts kénnen wir eine Beziehung zwischen dem Kreuzprodukt
und der Determinante herstellen.

Lemma 4.2 (Determinante) FEs gilt

(x,y X z)9 = det(z,y, 2) fiir alle z,y, z € R3.
Insbesondere steht y X z senkrecht auf y und z.
Beweis. Mit der Definition des Kreuzprodukts erhalten wir

(m,y X 2)2 = 21(y X 2)1 +22(y X 2)2 + 23(y X 2)3

52



4.2 Maxwell-Gleichungen

= x1(y223 — y322) + 22(y321 — y123) + x3(y122 — Y221)
= x1(y223 — y322) — x2(y123 — y321) + x3(Y122 — Y221)

= z1det (y2 22> — zo det (yl Zl) + x3 det <y1 z1>
Ys z3 Yys z3 Y2 22

rr Y1 z
=det |22 y2 22| =det(x,y,2),
r3 Y3 23

wobei wir in der vierten Zeile die Definition (4.2) der zweidimensionalen Determinante
und im letzten Schritt den Laplaceschen Entwicklungssatz (4.3]) verwendet haben. [

Fiir uns ist von entscheidender Bedeutung, dass das Kreuzprodukt zweier Vektoren
senkrecht auf beiden Vektoren steht, denn das magnetische Feld hat gerade die Eigen-
schaft, dass es eine Kraft auf ein bewegtes geladenes Partikel ausiibt, die senkrecht zu
seiner Bewegungsrichtung wirkt, also senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor steht.

Das magnetische Feld wird wie das elektrische durch eine Abbildung

B:Q — R3

beschrieben, diese Abbildung wird allerdings anders als bisher interpretiert: Auf ein
Partikel an der Position z € Q mit der Geschwindigkeit v € R? und der Ladung ¢ € R
iibt das magnetische Feld eine Kraft von ¢(v x B(z)) aus. Die Kraft ist also senkrecht
zu der Geschwindigkeit und dem Feld B(z), und sie wirkt um so stérker, je hoher die
Geschwindigkeit oder die Ladung ist.

Definition 4.3 (Lorentz-Kraft) Sei Q C R3 ein Gebiet, seien
E:Q— R3, B:Q—R?

das elektrische und das magnetische Feld. Die auf ein Partikel am Ort x € Q mit Ge-
schwindigkeit v € R® und Ladung q € R wirkende Lorentz-Kraft ist gegeben durch

J = qE(@) + q(v x B(z)) = q(E(x) + v x B(x)). (4.4)

Wenn und F und B gegeben sind, kénnen wir mit Hilfe dieser Gleichung in der be-
reits bekannten Weise die Flugbahn eines geladenen Partikels durch eine gewdhnliche
Differentialgleichung beschreiben.

4.2 Maxwell-Gleichungen

Das magnetische und das elektrische Feld, die gemeinsam die Bewegung geladener Parti-
kel beschreiben, sind durch ein System gekoppelter Differentialgleichungen gegeben, die
Mazwell-Gleichungen.

Diese Gleichungen stellen Beziige zwischen Wirbeln und Quellen der Felder her. Bei-
spielsweise verursacht ein bewegter Magnet einen Wirbel im elektrischen Feld, der sich
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4 Elektromagnetismus und lineare Gleichungssysteme

v

Abbildung 4.1: Mathematische Beschreibung von Wirbeln und Quellen.

bei der Konstruktion eines Dynamos verwenden lasst. Entsprechend verursacht ein flie-
Bender Strom einen Wirbel im magnetischen Feld, so dass wir einen Elektromagneten
konstruieren kénnen.

Um Wirbel und Quellen mathematisch prézise beschreiben zu kénnen benttigen wir
als Hilfsmittel aus der Analysis Mittelwertsdtze.

Erinnerung 4.4 (Mittelwertsitze) Sei g : [a,b] — R eine stetig differenzierbare
Funktion. Dann existiert ein n € [a,b] so, dass

gilt. In mindestens einem Punkt zwischen a und b nimmt also die Ableitung exakt den
Wert des Differenzenquotienten an.
Sei g : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann existiert ein n € [a,b] so, dass

b
i [ o de =g

gilt. In mindestens einem Punkt zwischen a und b nimmt also die Funktion ihren Integral-
Mittelwert an.

Unser erstes Ziel ist es, Wirbel in einem Feld u : @ — R? um einen Punkt z €
mathematisch prézise zu fassen.

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den zweidimensionalen Fall und un-
tersuchen nur Wirbel um den Nullpunkt x = 0. Falls ein Wirbel um « existiert, miisste
ein Partikel, das sich auf einer Bahn um x bewegt, durch das Feld beschleunigt werden.

Wir verwenden als Bahn den Rand des Quadrats [—h, h] x [—h, h|, den wir im mathe-
matisch positiven Sinn, also gegen den Uhrzeigersinn, durchlaufen. Auf dem Wegstiick
von [—h, —h] zu [h, —h] bewegen wir uns in positiver z;-Richtung, so dass nur die erste
Komponente u; des Felds von Interesse ist. Auf dem Stiick von [h, —h] zu [h, h] laufen
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4.2 Maxwell-Gleichungen

wir in positiver xo-Richtung, so dass nur die zweite Komponente zdhlt. Auf dem Stiick
von [h,h] zu [—h,h] ist es wieder die erste Komponente, allerdings wegen der umge-
kehrten Richtung auch mit negativem Vorzeichen. Auf dem letzten Stiick von [—h, h] zu
[h, h] ist es entsprechend die zweite Komponente mit negativem Vorzeichen. Indem wir
zu Integralen iibergehen und durch die Fliche des Quadrats dividieren erhalten wir den
Ausdruck

1 h h
W </ Ul (1’1, —h) dzy + / UQ(h, 1‘2) dzo
—h

—h

h h
—/ ul(:cl,h) d.fCl — / ’u,z(—h, .1:2) dx2> .
—h —h

Indem wir die x1- und die xo-Integrale zusammenfassen und die Mittelwertséitze anwen-
den erhalten wir

1 [P 2h
), ui(z1, —h) —ui(x1, h)dry = @(Ul(m, —h) —ui(n1, h))
U ,—h) —u ,h
_ wm(m,—h) —w(m, h) _ —Opur(1.11),
2h
1 [P 2h
2 /h ua(h, x2) — ug(—h, x2) dre = m(l@(h,ﬁg) — us(—h,n3))
uz (h, — ua(—h,
_ 2( 773) 2h2( "73) — 81U2(7’}4,7’/3)

mit 71,172,713, 74 € [—h, h]. Mit dem Grenziibergang h — 0 ergibt sich die Grofle

o h h
%5%@ (/_hul(xl,—h) dx; +/huz(h, x9) dxo

h h
— / (75} (:Ul, h) d:Ul — / UQ(—h, $2) dl‘2> = 61u2(0, 0) — ébul (0, O),
—h —h

die angibt, wie stark das Feld lokal um den Nullpunkt ,,rotiert.
Im dreidimensionalen Fall fithren wir eine entsprechende Rechnung in jeder Koordi-
natenebene durch und erhalten die Rotation eines Vektorfelds.

Definition 4.5 (Rotation) Sei u: Q — R? stetig differenzierbar. Wir bezeichnen mit
dyus(x) — Ozuz(x)
V x u(z) = [ dzui(x) — dhus(x) fir alle x € Q
Oruz(x) — dauy(x)
die Rotation des Felds u 1m Punkt x.

Mit Hilfe der Rotation kénnen wir Wirbel in unserem Feld beschreiben. Im néchsten
Schritt wollen wir auch Quellen des Felds mathematisch prizise beschreiben. Falls in
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4 Elektromagnetismus und lineare Gleichungssysteme

einem Punkt z € Q etwas in das Gebiet , hineinfliet“, werden Partikel in benachbarten
Punkten ,,nach auflen“ gedriickt.

Mathematisch kénnen wir diese Wirkung messen, indem wir wieder ein kleines Vo-
lumen um den Punkt herum legen und untersuchen, wie Partikel auf dem Rand aus
dem Gebiet heraus bewegt werden. Wir beschrinken uns wieder auf den Nullpunkt und
das Quadrat [—h, h] x [—h, h]. Auf der Seite [—h,h| x {—h} interessiert uns die Stérke
des Felds in negativer xo-Richtung, also aus dem Quadrat hinaus. Wir sollten also —us
betrachten. Auf der Seite {h} x [—h,h| ist die positive z1-Richtung von Interesse, auf
der Seite [—h,h] x {h} die positive zo-Richtung und auf der Seite {—h} x [—h, h] die
negative z1-Richtung. Indem wir wieder durch die Fléche dividieren erhalten wir

1 h h
Th2 <—/ u2($1, —h) dxq +/ ul(h,xz) dzo
—h

h h
+/ uz(xl,h) dxl —/ ul(—h, xg) dl‘z) .

—h —h

Analog zu unserer vorangehenden Betrachtung wenden wir wieder die Mittelwertsitze
an, um

h
! / us(1,h) — (s, —h) diry = o (us(n1, h) — ua(m, —h)

an? 172

_ ug(m, h) ;:2(?71,40 — Dous(m, o),
# /]; ui(h,x2) — ui(—h, x2) dre = f—:z(ul(h, n3) — ui(—h,n3))

_ ) ;;1(_}%”3) = O1u1(n4,13)

mit 71,m2,M3,74 € [—h, h] zu erhalten. Mit dem Grenziibergang h — 0 ergibt sich die
Grofle

) 1 h h
}Lgrbm (— /_hug(xl,—h) dzq —i—/_hul(h,acg)dmg

h h
+/ UQ(CL'l, h) dr, — / ul(—h, 1'2) d.%'Q) = 8111,1(0) + 82162(0),
—h —h

mit der wir beschreiben koénnen, wieviel im Nullpunkt in das Gebiet , hineinfliefft*.
Im dreidimensionalen Fall kommt lediglich ein weiterer Term fiir die dritte Koordinate
hinzu und wir erhalten die Divergenz eines Vektorfelds.

Definition 4.6 (Divergenz) Seiu : Q — R3 stetig differenzierbar. Wir bezeichnen mit
V- u(z) := O1ui(z) + Oug(z) + Ozuz(x) fir alle x € Q

die Divergenz des Felds u im Punkt x.
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Bemerkung 4.7 (Nabla-Notation) Die Schreibweisen fiir Rotation und Divergenz
folgen der Nabla-Notation: Wir definieren den ,, Vektor“

aus partiellen Ableitungen (das Symbol V wird Nabla genannt).
Wenn wir formal das Kreuzprodukt mit einem Feld u berechnen erhalten wir

Oguz — O3ug
V xu= 63U1—81U3 s
611@ - 82u1

also gerade die Rotation, wihrend wir fir das Skalarprodukt (das manchmal auch als
x -y geschrieben wird) gerade

V - u = 01uy + Goug + O3us
erhalten, also die Divergenz.

Mit Rotation und Divergenz steht uns nun alles zur Verfiigung, was fiir die Beschrei-
bung des elektrischen und des magnetischen Felds erforderlich ist. Da sich beide Felder
mit der Zeit dndern kénnen beschreiben wir sie durch Abbildungen

E:a,b] x Q — R, B :a,b] x Q — R?,

bei denen die erste Komponente jeweils die Zeit angibt.

Faraday’sches Gesetz. Das Faraday’sche Gesetz besagt, dass eine Verdnderung des
magnetischen Felds einen Wirbel im elektrischen Feld hervorruft. Wir kénnen es mathe-
matisch prézise durch

V x E(t,z) = —aaf(t,x) fiir alle t € [a,b], x € Q (4.5)

beschreiben. Ein Beispiel fiir seine Anwendung ist der Dynamo: Ein sich bewegender
Magnet ruft einen Wirbel im elektrischen Feld hervor, durch den Ladungstriger in Be-
wegung gesetzt werden, so dass ein Strom fliefit.

Ampeére’sches Gesetz. Das Ampére’sche Gesetz besagt, dass eine Verinderung des

elektrischen Felds einen Wirbel im magnetischen Feld hervorruft. Es ist durch die Glei-
chung

v x <i3> (t,2) = <j(t,a:) + e%f(t, x)) firalle t € [a,b], z€Q  (4.6)
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4 Elektromagnetismus und lineare Gleichungssysteme

gegeben, in der j die Stromdichte beschreibt, u € Rso die magnetische Permeabilitdt
und € € Ry die Dielektrizitit des Materials.

Die Stromdichte ordnet jedem Punkt im Raum eine Richtung zu, in die in ihm ein
Strom flie3t, in der also Elektronen transportiert werden.

Falls ein Material nicht leitfahig ist, wirkt das elektrische Feld trotzdem auf die Elek-
tronen innerhalb der einzelnen Atome, die sich so ausrichten, dass sie das Feld innerhalb
des Materials abschwéichen. Diesen Effekt beschreibt die Dielektrizitét.

Ein Material kann auch auf das magnetische Feld reagieren, denn man kann sich an-
schaulich vorstellen, dass Elektronen in den einzelnen Atomen rotieren, so dass sie durch
das magnetische Feld beeinflusst werden und auch selbst ein magnetisches Feld hervor-
rufen. Die Permeabilitit beschreibt, ob dieser Effekt zu einer Verstirkung (beispielsweise
bei ferromagnetischen Stoffen) oder Schwéichung des Magnetfelds fiihrt.

GauB3’sches Gesetz fiir elektrische Felder. Das Gaufi’sche Gesetz fiir elektrische Felder
beschreibt, dass stationéire Ladungstrdger Quellen des elektrischen Felds sind. Es ist
durch die Gleichung

V- (eE)(t,z) = o(t, ) fiir alle t € [a,b], x € Q (4.7)

gegeben, in der p die Ladungsdichte beschreibt, also jedem Punkt des Raums zuordnet,
wieviele Ladungstriager sich (im Mittel) in ihm aufhalten.

GauB3’sches Gesetz fiir magnetische Felder. Das Gaufi’sche Gesetz fiir magnetische
Felder schliefilich besagt, dass magnetische Felder keine Quellen besitzen kénnen, dass
also

V-B(t,x) =0 fir alle ¢ € [a,b], z € Q (4.8)

gilt. Wahrend es sehr wohl Kérper gibt, die nur positiv oder nur negativ geladen sind, gibt
es nach diesem Gesetz keine, die nur einen magnetischen Nord- oder Siidpol aufweisen.

4.3 Elektromagnetische Wellen

Eine wichtige Eigenschaft elektromagnetischer Felder besteht darin, dass sich in ihnen
Wellen ausbreiten kénnen. Anders als bei den von uns bisher behandelten mechanischen
Wellen ist bei elektromagnetischen Wellen kein Medium (kein ,,Netz aus Federn*) erfor-
derlich, durch die die Wellen iibertragen werden.

Um zu einer mathematischen Beschreibung dieses Phénomens zu gelangen, gehen wir
von dem Ampére’schen Gesetz aus. Wenn kein zusétzlicher Strom fliefit nimmt es
die kurze Form

V x B(t,z) = ,uea—E

5 (t,z) fir alle t € [a,b], x € Q
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4.3 Elektromagnetische Wellen

an. Wir differenzieren diese Gleichung nach der Zeit und erhalten

0B 82E
V X E(t,fﬂ) 8t2

Nach dem Faraday’schen Gesetz (4.5 ist die Zeitableitung des magnetischen Felds durch

(t,z) fir alle ¢ € [a,b], z € Q.

B
—VXE(t,a:):aa—t(t,x) fiir alle t € [a,b], x € Q
gegeben, und durch Einsetzen erhalten wir
’E

—VxVxE(tzx)= 662 (t,z) fir alle t € [a,b], x € Q.

Den doppelten Rotationsoperator kénnen wir etwas vereinfachen:

1 (V x E(t,z))s — 03(V x E(t,x))2
V x V x E(t, x) = 63(V X E(t,$))1 - 81(V X E(t,.r))g

N(V x E(t,z))2 — 02(V x E(t,x))
82(81E2(t JI) 82E1 (t, a:)) 83(83E1 (t, 33) - 81E3(t, :L’))

= 33(02E3 (t, ZL‘) — 83E2 (t, :E)) 81 (81E2 (t, ZL') — 82E1 (t, l‘))
81 ((93E1 (t, .1‘) - 81E3(t, Jj)) 82(82E3(t, $) - 83E2 (t, JZ))
81(82E2(t, JI) —|-83E3(t,.73)) 82E1(t 37) 8§E1(t,a:)

= 82(83E3(t, IL‘) + OB (t, :L')) 83E2(t ZL') a%Eg(t, :IT)
83(81E1(t, x) +82E2(t,m)) 81E3(t l‘) f)%Eg(t,w)
O1(V - E(t,x)) — 2B\ (t,x) — 2B\ (t,x) — 2B\ (¢, x)

= | 02(V - E(t,z)) — 0?Ex(t,x) — 03Fs(t,z) — O3Ex(t,x) | . (4.9)
83<V . E(t, JZ)) 82E3(t, 1‘) - 8%E3(t, JZ) — 8§E3(t, x)

Wenn wir davon ausgehen, dass keine elektrischen Ladungen vorhanden sind, folgt aus
dem Gauf’schen Gesetz fiir elektrische Felder (4.7)

V-E(t,z)=0 fir alle t € [a,b], x € Q,

so dass sich unsere Gleichung auf

2
OIE(t,x) + 03E(t,x) + O3E(t,x) = a@tf (t,z) furallet € [a,b], z€Q (4.10)

reduziert. Diese Gleichung weist eine enge Verwandtschaft mit der bereits in Ubungsauf-
gabe angesprochenen Wellengleichung auf, allerdings treten im dreidimensionalen
Fall auf der linken Seite die zweiten Ableitungen in allen drei Koordinatenrichtungen
auf. Fiir das magnetische Feld lésst sich eine sehr dhnliche Gleichung herleiten, wenn
man im letzten Schritt das Gauf3’sche Gesetz fiir das magnetische Feld verwendet.
Anders als bei den bisher von uns betrachteten Gleichungen handelt es sich bei
der dreidimensionalen Wellengleichung um eine partielle Differentialgleichung,
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4 Elektromagnetismus und lineare Gleichungssysteme

in der sowohl Zeit- als auch Ortsableitungen auftreten. Die von uns bisher behandelten
Losungstechniken lassen sich auf derartige Gleichungen nicht ohne weiteres anwenden.

Wir kénnen allerdings versuchen, die Gleichung in die Form einer gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichung zu bringen, schliellich tritt auf der rechten Seite bereits eine Zeit-
ableitung auf. Allerdings stolen wir dabei auf das Problem, dass der Zustand, indem
sich das elektrische Feld befindet, aus einem unendlich-dimensionalen Raum stammt: In
jedem der unendlich vielen Punkte x € Q kann E(t,z) unabhingig von den umliegen-
den Punkten Werte annehmen. Wir kénnen aber nicht unendliche viele Werte E(t,x)
abspeichern.

Eine Losung bietet eine Diskretisierung der Gleichung: Wir wihlen in geschickter
Weise endlich viele Punkte aus, durch die sich das Feld E(t,z) noch hinreichend gut
approximieren lisst. Es gibt verschiedene Diskretisierungstechniken, fiir unsere Zwecke
geniigt zunéchst das Finite-Differenzen- Verfahren.

Zur Vereinfachung gehen wir davon aus, dass {2 der Einheitswiirfel

Q={zecR® : 21,29,23 € (0,1)} = (0,1)*

ist. Wir ersetzen die unendlich vielen Punkte in 2 durch endlich viele Punkte, indem
wir ein n € N wéhlen und

1 hiy
h:= , x; = | hig | =hi fiir alle i € 7 := {0,...,n+1}3
n+1 his

setzen. Dann ist B
T:={(ecT :2;ecQ={1,...,n}°
gerade die Indexmenge der Punkte, die in €2 liegen. Statt auf dem Gebiet {2 rechnen wir

auf dem Gitter

Qp = {.% : iGI},

das nur aus n3 Punkten besteht, so dass wir eine Gitterfunktion
up - Qh — R

durch n® Werte beschreiben kénnen.
Beispielsweise konnten wir das elektrische Feld E : @ — R? durch die Gitterfunktion
Ej, : Qp, — R3 ersetzen, die durch

En(t,x) = E(t, x) fir alle ¢ € [a,b], z € Qp

definiert ist. Die 3n® Werte, durch die E},(t, -) beschrieben ist, kénnten wir dann mit den
uns bereits bekannten Techniken berechnen, beispielsweise mit dem effizienten Leapfrog-
Verfahren.

Allerdings tritt dabei eine entscheidende Schwierigkeit auf: Auf der linken Seite der
Wellengleichung treten Ableitungen der Funktion E auf, und Ableitungen sind
als Grenzwerte fiir gegen einen Punkt konvergierende Folgen definiert. Da die Punkte in
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4.3 Elektromagnetische Wellen

Qy, jeweils einen Mindestabstand von h aufweisen, konnen wir Ableitungen von FEj, nicht
berechnen.

Wir kénnen allerdings Ndherungen der Ableitungen gewinnen, indem wir geeignete
Differenzenquotienten verwenden und analog zu Lemma [2.6| vorgehen, um deren Genau-
igkeit zu analysieren.

Lemma 4.8 (Zweiter Differenzenquotient) Seien = € R und h € Rso gegeben.
Falls g : [t — h,x + h] — R viermal stetig differenzierbar ist, gilt

x —2g(T T — ’
g(z +h) 29h(2)+g( h) :g//(x)+%g(4)(n) (4.11)

mit einem n € [x — h,z + h].

Beweis. Wir verwenden die Taylor-Entwicklung (vgl. Erinnerung , um 74 € [z, z+h]
und 7_ € [x — h, z| mit

/ h? " h? 1 h (4)
g(x+h) =g(z) + hg'(z) + -9 (w) + 59 (w) + BV (74,
= ale) — hal (o) Py T e P
gz —h) = g(x) = hg'(x) + 59" (2) = 9" () + 5797 (n-)

zu finden. Indem wir beide Gleichungen addieren und 2g(x) subtrahieren ergibt sich

4

P60+ 9P (0)),
4 ,4) (4)

g(x + h) + g(z — h) = 2g(z) + h*g" () +

Da ¢ eine stetige Funktion ist, finden wir mit Hilfe des Zwischenwertsatzes (vgl. Er-
innerung ein 1 € [n—,n4] mit

gV (ng) + g (no)
2

=gW(n),

so dass wir schlieilich zu

4

g(x +h) = 2g(x) + gz — h) = h2g"(z) + 759 (),
glx+h)—2¢9(x)+g(z—h h?
( ) h(z ) ( ) _ g//(x) + E9(4)(77)
gelangen. Das ist die gewiinschte Gleichung. [

In der Wellengleichung (4.10) treten partielle Ableitungen in den drei Koordinaten-
richtungen auf, fiir die wir mit diesem Lemma die Gleichungen

E(xy + h,zo,23) — 2E(x) + E(x1 — h,x2,x3)
2

h2
= 3%E(:C) + ﬁﬁfE(m,a:Q,xg),
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4 Elektromagnetismus und lineare Gleichungssysteme

E(xzy,29 + h,x3) — 2E(x) + E(x1,22 — h,x3)
n2

E(x1, 29,23+ h) —2E(x) + E(x1, 22,23 — h)
2

h2
= 8%E(f13> + ﬁagE(xla 2, m3)7

h2
= 8%E($) + EagE(xla €2, 773)

mit n; € [x1 — h,x1 + h], 92 € [v2 — h, o + h| und n3 € [x3 — h, x5 + h] erhalten. Zur
Abkiirzung wurde hier die Zeitvariable weggelassen, da sie fiir die Approximation nicht
von Bedeutung ist.

Falls wir davon ausgehen, dass wir ein hinreichend feines Punktegitter verwenden, dass
also h? hinreichend klein ist, diirfen wir den letzten Term in jeder dieser Gleichungen
vernachlédssigen und gelangen zu

1
ﬁ(E(wl + h,x9,23) + E(x1 — h, 2, 23)

+ E(x1,29 + h,z3) + E(x1, 22 — h,x3)
0’E
+ E(x1, 22,23 + h) + E(x1, 22,23 — h) — 6E(x)) = Hﬁw(t»x)-

Fiir einen Gitterpunkt x € p treten auf der linken Seite lediglich Punkte auf, die
entweder ebenfalls Gitterpunkte sind oder auf dem Rand des Gebiets liegen. Wenn wir
annehmen, dass Randwerte vorgegeben sind, brauchen wir uns um letztere nicht weiter
zu kiimmern, da es sich nicht um zu berechnende Unbekannte handelt. Also kénnen wir
E durch eine Gitterfunktion Ej, ersetzen, die die gewthnliche Differentialgleichung

9%E),

1
W(tvﬂf) = —=5 (Ex(t,z1 + h,x22,23) + Ep(t, 21 — h, 22, 23)

peh?
+ Ep(t,x1,22 + h,x3) + ER(t, 21,29 — h, 23)
+ En(t,x1, 2,23 + h) + E(t, 1,22, 23 — h) — 6 ER(t, x))
fiir alle ¢ € [a,b], = € Qy

16st. Dieser Ansatz, also das Ersetzen von Differentialoperatoren durch Differenzenquo-
tienten, tragt den Namen Finite-Differenzen- Verfahren.

Bisher traten bei unseren Gleichungen nur erste Ableitungen nach der Zeit auf,
wihrend in diesem Fall die zweite Ableitung zu approximieren ist. Diese Aufgabe
konnen wir leicht 16sen, indem wir die erste Ableitung als Hilfsvariable

o8,

Vh(t7 .’L') = 8t

(t, ) fiir alle t € [a,b], x € Qy,

einfiihren und so zu dem gekoppelten System

oV 1
—(t —
at ( Y x)

,UEhz (Eh(t7x1 + h’a :B27:L‘3) + Eh(ta Ty — h,l’g,l’g)

+ En(t, 1,22 + h,x3) + Ep(t, 21,22 — h, 3)
+ Ep(t,x1,x2,23 + h) + Ex(t,x1, 22,23 — h) — 6ER(t, z))
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4.4 Kopplung des elektrischen und magnetischen Felds

OF
6—:(15,1‘) = Vi(t, x) fir alle t € [a,b], x € Qy,
gelangen, das wir wie bisher mit einem Zeitschrittverfahren behandeln kénnen, beispiels-
weise mit dem uns inzwischen wohlbekannten Leapfrog-Algorithmus.

Erfreulicherweise sind die drei Komponenten der Gitterfunktionen E}j nicht aneinander
gekoppelt, so dass wir sie vollstéindig unabhéngig voneinander berechnen kénnen.

4.4 Kopplung des elektrischen und magnetischen Felds

Mit Hilfe der Wellengleichung konnen wir das elektrische Feld direkt berechnen,
weil wir das magnetische Feld mit Hilfe des Faraday’schen Gesetzes durch das elektrische
Feld ersetzen konnten.

In der Praxis ist man héufig daran interessiert, beide Felder gleichzeitig zu berechnen.
Das ist vor allem dann wichtig, wenn die Permeabilitdt p nicht auf dem gesamten Gebiet
konstant ist und sich im Ampére’sche Gesetz nicht mehr ohne weiteres aus der
Rotation herausziehen lédsst, denn dann ist die Vereinfachung nicht mehr mdoglich.

Wir kénnen allerdings immer noch ein Finite-Differenzen-Verfahren entwickeln, indem
wir direkt mit dem Ampére’schen Gesetz und dem Faraday’schen Gesetz arbeiten.

Wir beginnen mit dem Faraday’schen Gesetz

0B
—VxE(t,x):E(t,x) fir alle ¢ € [a,b], z € Q.
Da wir auf der Suche nach einem Finite-Differenzen-Verfahren sind, empfiehlt es sich,
die in dem Rotationsoperator auftretenden Ableitungen durch Differenzenquotienten zu
ersetzen. Aufgrund seiner hoheren Genauigkeit ist dabei der zentrale Differenzenquotient

(vgl. (2.10c))) besonders attraktiv, mit dem wir

Eg(t, T1,T2 + h/2, 333) — Eg(t,l'l,xg — h/2,$3)

h2
= 62E3(t7 .T) + Eag)E?)(ta 771)7

h
Es(t, 1, x9, 23 + h/2) ; Ey(t, x1, x9, 23 — 1/2) _ O3By (t, x) + fgag’Ez(tmz),
Ei(t, 1, w2, 23 + h/2) . Bt enea s =02 _ 5 g0+ f?(?%El(th)’
Es(t, 1 + h/2, 20, z3) - B3t @1 — h/2,29,23) 01 Es(t, x) + ];2819’153('57774)7
Eo(t,x1 + h/2, @9, 23) ; Es(t,x1 — h/2, 22, 29) = 0By (t,z) + f?@%EQ(t,T/E,),
Ei(t, 21,2 + h/2,23) ; Ei(t,x1,20 — h/2,23) = B (t,3) + }gag’El(t, 6)

mit geeigneten 1y, 12,13, M4, M5, M6 € [€1 — h/2,21 + h/2] X [¥2 — h/2,29 + h/2] X [x3 —
h/2, x5+ h/2] erhalten.
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Also kénnen wir alle Komponenten der Rotation V x E(t,x) approximieren und er-
halten

%(t,x) (E3(t x1, 29 + h)2,x3) — Es(t,x1, 20 — h/2, 23)
— Ex(tyz1, 22,23 + h/2) + Ea(t, w1, w2, 23 — h/2)), (4.12a)

%(i,x) (El(t7$1,$2,$3 + h/2) — Ey(t, 21,29, 23 — h/2)
— E3(t, 21 + h/2, 20, 23) + E3(t, 1 — h/2, 29, 23)), (4.12D)

883:(75,96) (Ez(t,:m +h/2,x9,23) — Ea(t,x1 — h/2, 29, 23)
— Ei(t,z1, 22+ h/2,23) + E1(t, 21,22 — h/2,23)). (4.12¢)

Aus dem Ampére’schen Gesetz wiirden wir eine vergleichbare Naherung fiir die Zeitab-
leitung des elektrischen Felds erhalten, also insgesamt ein gekoppeltes System fiir beide
Felder.

Da wir den zentralen Differenzenquotienten verwenden bendtigen wir allerdings fiir die
Aktualisierung des magnetischen Felds in den bisher verwendeten Gitterpunkten Werte
des elektrischen Felds, die gerade zwischen diesen Gitterpunkten liegen. Entsprechendes
gilt auch fiir die Aktualisierung des elektrischen Felds.

An dieser Stelle setzt das Verfahren von Yee an, das auf der Idee beruht, die einzelnen
Gitter gerade so um h/2 gegeneinander zu verschieben, dass alle nétigen Werte zur
Verfiigung stehen. Wir bezeichnen mit

w:={ih : i€{0,...,n+1}},
w:={ih : i€ {l,...,n}},
w:={G+1/2)h : 1 €{0,...,n}}

die fiir ein eindimensionales Gitter und fiir ein eindimensionales verschobenes Gitter
benétigten Punkte. Wir verwenden

e die Werte von Ep in den Punkten @ x @ X @,

o die Werte von E9 in den Punkten w X @ x

©

e die Werte von FE3 in den Punkten & x @ x

~

e die Werte von B in den Punkten @ x W x

©

e die Werte von By in den Punkten @ x @ x

&)

9
e die Werte von B3 in den Punkten & X & X @.

Ein Blick auf (4.12)) zeigt, dass fiir die Auswertung der Ableitung von B; in einem
Gitterpunkt = € w x W x W gerade die Werte von Es in w X @ x @ und die Werte von

E3 in w x w X W bendtigt werden, und genau diese Werte liegen uns vor. Entsprechendes
erhalten wir fiir Bo und Bs, so dass wir (4.12)) einsetzen kénnen.
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Abbildung 4.2: Komponenten des elektrischen (blau) und magnetischen (rot) Felds auf
gegeneinander verschobenen Gittern im Yee-Verfahren

Wir miissen allerdings auch das Ampére’sche Gesetz untersuchen, das wir fiir die
Berechnung des elektrischen Felds benétigen. Mit dem zentralen Differenzenquotienten
erhalten wir

0F, 1
t
ot ot ()~ ueh
— BQ(t,CBl,I‘Q,xg + h/2) + Bg(t, x1,T2,T3 — h/2) R (413&)

—(Bs(t,z1,22 + h/2,23) — Bs(t,z1,22 — h/2,x3)
)

aab? (t,2) ~ ulh(Bl(t 21,39, 13+ h/2) — By(t, 21, 29, 13 — h/2)
— B3(t,x1 + h/2,x9,23) + B3(t,x1 — h/2,x2,23)), (4.13b)
OFE3 )
)-

1
ot (t x) ~ 7(32(15 Tl +h/2 xg,xg) Bg(t,xl — h/2,x2, I3

ueh

*Bl(t $1,$2+h/2 $3)+Bl(t Il,CEQ*h/Q $3) (413C)

Auch hier stellen wir fest, dass fiir die Auswertung der Ableitung von F; in einem
Gitterpunkt x € &0 X w x w gerade die Werte von By in & X w x @ und die Werte von By
in W X W X w gebraucht werden, und diese Werte stehen uns zur Verfiigung.

Bemerkung 4.9 (FDTD-Verfahren) Die Yee-Diskretisierung ist ein Beispiel fiir ein
FDTD-Verfahren (engl. finite difference time domain), also ein Verfahren, bei dem die
Ortsableitungen mittels eines Finite- Differenzen- Verfahrens approximiert werden und die
Losung in Abhdngigkeit von der Zeit bestimmt wird.

Fine Alternative sind FDFD-Diskretisierungen (engl. finite difference frequency do-
main ), bei denen man die Zeitvariable mit einem Ansatz der Form

E(t,z) = Ey(x) cos(wt), B(t,z) = By(x) sin(wt)
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4 Elektromagnetismus und lineare Gleichungssysteme

von den Ortsvariablen trennt und letztendlich eliminieren kann. Stattdessen ist dann
gegebenenfalls der Frequenzparameter w zu bestimmen.

4.5 Elektrostatik

In bestimmten Anwendungen ist man daran interessiert, Felder zu untersuchen, die kon-
stant (oder zumindest ,fast konstant*) sind. Als Beispiel behandeln wir hier den Fall
der elektrostatischen Felder.
Wir gehen davon aus, dass das magnetische Feld B in der Zeit konstant ist, dass also
0B

E(t,x):(] fiir alle t € [a,b], x € Q

gilt. Mit dem Faraday’schen Gesetz (4.5) folgt daraus
VxE(t,z)=0 fiir alle ¢ € [a,b], = € Q, (4.14)

das elektrische Feld weist also keine Wirbel auf. Mit Hilfe eines Resultats der Analysis
von Vektorfeldern kénnen wir aus dieser Gleichung eine spezielle Darstellung des Felds
FE gewinnen.

Definition 4.10 (Gradient) Sei ¢ : Q — R eine stetig differenzierbare Funktion. Die
Abbildung

()
Ve :Q— R3, x— V() = | O2p(2)

O3¢()

heifst der Gradient der Funktion .

Definition 4.11 (Einfach zusammenhingendes Gebiet) Eine offene zusammen-
hingende Teilmenge 2 C R3 nennen wir ein Gebiet.

FEine stetige Abbildung v : [0,1] — Q nennen wir einen Weg in Q und einen geschlos-
senen Weg, falls v(0) = ~(1) gilt.

FEin geschlossener Weg v heifit nullhomotop, falls ein Punkt x¢ € Q) und eine stetige
Abbildung h : [0,1] x [0,1] — Q mit

h(0,t) = ~(t), h(1,t) = xo fir alle t € [0,1]
existieren, falls sich also der Weg ,stetig zu einem Punkt zusammenziehen ldsst*.
Ein Gebiet Q) heifit einfach zusammenhéngend, falls jeder geschlossene Weg nullho-

motop ist.

Anschaulich sind Gebiete ,,ohne Locher” einfach zusammenhingend.
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Erinnerung 4.12 (Potentialdarstellung) Sei Q C R? ein einfach zusammenhdngen-
des Gebiet und u : Q — R3 eine stetig differenzierbare Abbildung mit

V xu(x) =0 fiir alle x € Q.
Dann existiert eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : Q2 — R mit
u(x) = Vp(x) fiir alle x € Q.
Diese Funktion ¢ wird gelegentlich als das Potential des Vektorfelds u bezeichnet.

Wir setzen im Folgenden voraus, dass ) einfach zusammenhéngend ist. Dann folgt
aus (4.14) mit Erinnerung dass sich das elektrische Feld durch ein Potential ¢ :
[a,b] x @ — R in der Form

E(t,x) = Vo(t,x) fiir alle ¢ € [a,b], z € Q

darstellen lédsst. Indem wir diese Gleichung in das Gauf’sche Gesetz (4.7) einsetzen er-
halten wir

V- (eVy)(t,z) = o(t, x) fiir alle t € [a,b], x € Q.

Wenn wir diese partielle Differentialgleichung 16sen, erhalten wir eine Beschreibung des
elektrischen Felds durch das Potential ¢.

Die linke Seite der Gleichung kénnen wir wieder etwas umformulieren, um sie auf eine
uns bereits bekannte Form zu bringen:

V- (eVp)(t,z) = 01(e(Vp)1)(t, z) + 02 (e(Vip)2)(t, ) + O3(e(Vp)3) (¢, x)
= ¢ (0fp(t,x) + O3p(t,x) + Aep(t,x)) .

Eine Niherung der zweiten Ableitungen stellt uns Lemma zur Verfiigung, so dass es
sich anbietet, wieder ein Finite-Differenzen-Verfahren einzusetzen.

Der Einfachheit halber beschrinken wir wieder uns auf den Einheitswiirfel Q = (0,1)3
und gehen davon aus, dass die Ladungsdichte g in der Zeit konstant ist. Dann kénnen
wir auch ¢ unabhéngig von der Zeit wéhlen und miissen nur noch

—€ ((9%(,0(1’) + O2p(x) + 832,@(16)) = —o(x) fiir alle x € Q

16sen. Das Minuszeichen wurde auf beiden Seiten der Gleichung eingefiigt, um bestimmte
fiir die Losungsalgorithmen wichtige Eigenschaften sicherzustellen.

Damit die Gleichung eindeutig l6sbar wird, miissen wir Randwerte vorgeben. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir an, dass der Rand des Gebiets supraleitend ist, dass also das
elektrische Feld keine Kraft in tangentialer Richtung ausiibt, weil jegliche solche Kraft
sofort dazu fithren wiirde, dass sich Elektronen so verschieben, dass sie sie aufheben.
Diese Randbedingung kénnen wir einfach durch die Formel

o(r) =0 fiir alle x € 92
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beschreiben, wobei
90 = {0,1) x [0,1] x [0,1] U [0,1] x {0,1} x [0,1] U [0,1] x [0,1] x {0,1}

den Rand des Gebiets bezeichnet.
Insgesamt erhalten wir die Potentialgleichung

—e (0 p(z) + 05¢0(x) + Ap(x)) = —o() fiir alle z € Q, (4.15a)
e(x) =0 fiir alle z € 09, (4.15b)

die wir nun mit Hilfe des Lemmas [4.8 diskretisieren werden.
Dazu wahlen wir wieder ein n € N und konstruieren durch

1
=
Qp = {ih : i €{0,...,n+1}}>,
Qp = {ih : i€ {1,...,n}}3
o, = \

ein Gitter Qj, mit inneren Punkten , und Randpunkten 0€,. Indem wir die zweiten
Ableitungen in (4.15)) durch Differenzenquotienten ersetzen erhalten wir

€

h2 (690(:5‘) - (,0(171 - h7 €2, .’133) - (,0(%1 + h7 €2, .73'3)

- SD(-Tl, xro — ha :L'3) - 80(551, T2 + h7 1'3)
— @(x1,m9,23 — h) — p(x1, 22,23 + h)) ~ o(x) fir alle z € .
Wie zuvor gehen wir iiber zu einer Gitterfunktion ¢y, :  — R mit

€

12 (60n(2) = n(21 = hy 22, 23) — o1 + h, 22, 23)

— n(1, 22 — hy23) — op(21, 22 + ) 23)
— op(r1, 22,23 — h) — pp(r1, 2,23 + h)) = o(x)  fiir alle x € Q  (4.16)

und ergénzen die Randbedingung

on(x) =0 fiir alle € 0Qy,. (4.17)
Aus einer etwas abstrakteren Perspektive betrachtet handelt es sich bei (4.16) um ein
lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten (yp(2))zeq, . Zur Abkiirzung bezeich-
nen wir die Indexmenge mit 7 := 0; und fassen die Unbekannten und die rechte Seite

in Vektoren u, b € R? zusammen, die durch

Uy = @p(x), by := o(x) fiir alle x € Qy,
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4.6 Gradientenverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

definiert sind. Dank der besonders einfachen Randbedingung (4.17) diirfen wir die Rand-
werte einfach wegfallen lassen und kénnen so die Gleichung (4.16|) mit Hilfe der durch

(6e/h?  falls z =y,

—e/h?  falls |z1 —y1| = h, 12 = yo, T3 = y3,
loy =< —€¢/h? fallszy =1, |z —yo| = h, 23 =1y3, firallexz,yeQ, (4.18)
—e/h?  falls 21 = y1, 22 = y2, |z3 —y3| = h,

L0 ansonsten

RIXI

gegebenen Matrix L € in die kompakte Form

Lu=D>b

bringen. Dieses lineare Gleichungssystem miissen wir 16sen, um das Potential und damit
auch das elektrische Feld zu bestimmen.

4.6 Gradientenverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Aus der Schule kennt man beispielsweise das Gaufi’sche Eliminationsverfahren fiir das
Losen eines linearen Gleichungssystems, bei dem man eine Unbekannte nach der anderen
eliminiert, bis nur noch eine Gleichung bleibt, die man 16sen kann. Anschliefend lassen
sich die eliminierten Unbekannten rekonstruieren. In modernen Implementierungen wird
dieses Verfahren als Zerlegung der Systemmatrix in das Produkt zweier Dreiecksmatrizen
umgesetzt, die aktuelle Computer sehr effizient durchfithren kénnen.

Allerdings erfordert diese Berechnung auch bei modernen Computern einen relativ
hohen Rechenaufwand, insbesondere geht bei den meisten Verfahren die Anzahl der
Unbekannten mindestens quadratisch in die Anzahl der Rechenoperationen ein. Da nach
Lemmadie Genauigkeit unserer Approximation von h? = 1/(n+1)? abhingt, werden
wir n relativ hoch wéhlen miissen, um eine vertretbare Qualitdt der Néherungslosung
zu erreichen. Damit wird auch die Anzahl #Z = n? der Unbekannten und Gleichungen
sehr hoch sein, so dass die Gauf-Elimation nicht mehr praktikabel ist.

Gliicklicherweise gibt es eine Reihe alternativer Losungsverfahren, die wesentlich effi-
zienter arbeiten, und eines dieser Verfahren soll an dieser Stelle eingefiihrt werden.

Es beruht auf zwei wesentlichen Eigenschaften der Matrix L aus (4.18): Sie ist sym-
metrisch und positiv definit.

Definition 4.13 (Transponierte Matrix) Sei A € RT*7 eine Matriz. Die durch
bz‘j = ajj fﬁralleiej, jeTL

definierte Matriz B € R7*T nennen wir die Transponierte (oder Adjungierte) der Ma-
trix A und schreiben sie als A* := B.

Transponierte Matrizen sind fiir uns von Bedeutung, weil sie in enger Beziehung zu
dem euklidischen Skalarprodukt (vgl. Erinnerung stehen:
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4 Elektromagnetismus und lineare Gleichungssysteme

Lemma 4.14 (Transponierte und Skalarprodukt) Sei A € RZ*7. Dann gilt
(x,Ay)2 = (A™x,y)2 fiir alle x e R, y e RY. (4.19)

Beweis. Seien x € R? und y € RY gegeben. Analog zu Definition setzen wir
B := A*. Dann gilt

(x,Ay)2 = in(Ay)i = Zl‘@ Zaij?/j = Zyj Zaijxi

€L €L JjET JET €L
=3y Y bjiwi = > (Bx); = (Bx,y)s = (A"x,y)a.
JET €L JET

Von besonderem Interesse fiir uns sind in diesem Abschnitt Matrizen, die mit ihren
Transponierten iibereinstimmen.

Definition 4.15 (Symmetrische Matrix) Sei A € RZ*Z eine Matriz. Wir nennen
sie symmetrisch (oder selbstadjungiert), falls A = A* gilt.

Fiir eine symmetrische Matrix A € RT*Z erhalten wir mit der Symmetrie des euklidi-
schen Skalarprodukts

(x,Ay)2 = (y, Ax)o fiir alle x,y € RZ. (4.20)

Da sich in (4.18)) die Rollen von = und y vertauschen lassen, ohne dass sich die Eintréige
dndern, diirfen wir festhalten, dass die Matrix L symmetrisch ist.

Definition 4.16 (Positiv definit) Sei A € R?*Z eine Matriz. Falls
(x, Ax)y >0 fiir alle x € RT \ {0}
gilt, nennen wir A positiv definit.
Die Matrix L aus ist auch positiv definit:

Lemma 4.17 (Potentialmatrix) Die durch definierte Matriv L € RT*T st
positiv definit.

Beweis. Wir bezeichnen mit

Ni:={j € :|ir — j1| = h, iz = j2, i3 = j3 oder
i1 = j1, |i2 — jo| = h, i3 = j3 oder
i1 = j1, 12 = jo, |i3 — j3| = h} fiir alle i € Qy,

die Menge der Nachbarpunkte der Gitterpunlite. Diese Mengen erfiillen die Symmetrie-
bedingung j € N; <= i € N; fiir alle 7,5 € Q.
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Sei x € RZ. Entsprechend unserer Randbedingung |i setzen wir den Vektor mit
Nullrandbedingungen zu X € R?" mit X|o, = x und X|sq, = 0 fort.
Wir erhalten

(x,Lx)o = sz Z&jxj = %Z:c, Z&jxj + % Z:Ej ijiwi

i€ jeT i€ eI jET i€l
o b |+ g 2 :
=—= ) x 63:-—2:6- + 5 ) 6x-—2x4
2p% =7 P ! 2n% £ T '
i€ JEN; JjeT 1EN;
€ . € N
= gz 2T D (wi = E) g Y @y ) (@ = &)
1€L JEN; = €N
€ PP € A
=D IPIICEEN RS~ DD BEACEED)
i€Qy JEN; JjeQy, 1E€N;
€ PP € © e a
=3 > D Fildi—d) =05 D Y d(di— )
i€Qy JEN: JEQ 1EN;
€ PP € © e
=73 > sz‘(wi—fﬂj)—ﬁ oD (@i —2)
i€Qy JEN; i€Qy JEN:
¢ Z - - )2
iEtheNi

Falls (x, Lx)s = 0 gelten sollte, miissen benachbarte Punkte des Vektors X identisch sein,
also miissen auch alle Komponenten des Vektors x identisch sein. Unsere Randbedingung
fithrt in diesem Fall schon zu X = 0, also ist L positiv definit. [

Die Idee des neuen Losungsverfahrens beruht darauf, die Funktion
1
f:RT SR, xr—>§(x,Lx>2—<x,b>2

zu untersuchen, denn sie besitzt die folgende wichtige Figenschaft:

]RIXI

Lemma 4.18 (Minimierungsaufgabe) Sei L € eine selbstadjungierte und po-

sitiv definite Matrix.
Fiir alle x,y € RT gilt

f(x) < f(x+0y) fiir alle 6 € R (4.21)

genau dann, wenn
(y,Lx —b)2 =0 (4.22)

gilt. Daraus folgt, dass f sein globales Minimum fir den Vektor x € R annimmt, der
Lx = b erfillt, also unser Gleichungssystem ldst.

Beweis. Seien x,y € R gegeben. Wir verwenden zunichst 1D um die Gleichung

fOx+8y) = 5 bx 0y, Lx +6y)2 — (x + 6y, bl
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4 Elektromagnetismus und lineare Gleichungssysteme

1 1 1 1
= §<X, LX>2 ‘l— §<X, L0y>2 + §<(9y,LX>2 + §<9y, L9y>2 — <X, b>2 — <(9y,b>2
0 0 62
= f(x) + §<y, Lx)s + §<y, Lx)s + 5<y, Ly)2 — 6(y,b)2
92
= f(x) +0(y, Lx = b)2 + —-{y,Ly)2 (4.23)

nachzuweisen. Gelte nun (4.21). Wir wollen (4.22) nachweisen. Falls y = 0 gilt ist die
Gleichung trivial erfiillt. Ansonsten suchen wir ein 6 € R, fiir das (4.23) minimal wird.
Das Minimum ist die Nullstelle der Ableitung nach 6, also gerade
Lx—b
g ¥ Lx—b) (4.24)
(y,Ly)2
Da L positiv definit und y nicht der Nullvektor ist, ist der Nenner dieses Terms echt
positiv, also 8 wohldefiniert. Durch Einsetzen in (4.23)) erhalten wir

(y,Lx—b>%
x+0y)=f(x) - ———"=
f( )= f(x) 20y, Ly
Nach muss aber
<y,Lx—b>%
X)< f(x+0y) = f(x) - L——"=
00 < flx-+0y) = 60 - 52
gelten, also folgt
<y,Lx—b)§
0< — 222 /2 <,
- 2y,Ly)s

da L positiv definit ist. Daraus ergibt sich unmittelbar (4.22]).
Sei nun (4.22)) vorausgesetzt. Aus (4.23) folgt
2 92

f(x+0y)=f(x)+60(y,Lx —b)s + %<y,Ly>z = f(x) + (v, Ly)2 = f(x),

also gerade (4.21]), da L positiv definit ist.
Falls x das globale Minimum der Funktion f ist, muss (4.21)) fiir alle y € R gelten,
also insbesondere auch fiir y := Lx — b, so dass wir mit (4.22)) die Gleichung

0= (y,Lx — b)y = (Lx — b,Lx — b); = |Lx — b||3

erhalten. Sie ist dquivalent zu Lx = b. [

Wir konnen also auch das Minimum der Funktion f suchen, statt das Gleichungs-
system zu losen. Auf den ersten Blick haben wir damit nicht viel gewonnen, auf den
zweiten stellen wir allerdings fest, dass wir uns dem Minimum schrittweise anndhern
konnen: Wir wihlen eine beliebige Richtung y € R” \ {0} und versuchen, § € R so zu
wihlen, dass f(x + fy) so klein wie moglich wird, also gemé&8 . Dann ist

<y7 Lx — b>2

X =x+0y=x—
(y,Ly)2
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eine verbesserte Naherungslosung, mit der wir die Prozedur wiederholen kénnen.
Natiirlich stellt sich die Frage, wie die Richtung y zu wihlen ist. Wenn 6 relativ klein
ist, konnen wir den quadratischen Term in vernachléssigen und stellen fest, dass
es gut wire, wenn der lineare Term (Lx — b,y)s moglichst grofl wére.
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gelangen wir zu der Erkenntnis, dass

y:=Lx—b

eine optimale Losung der vereinfachten Aufgabe ist.

Wiirden wir diesen Vektor einfach einsetzen, wire die Durchfithrung eines Schritts
unseres Verfahrens relativ aufwendig: Die Berechung von y wiirde eine Matrix-Vektor-
Multiplikation erfordern, die Berechnung von Ly im Nenner des optimalen 6 eine weitere.
Gliicklicherweise lésst sich eine der beiden Multiplikationen einsparen, indem wir einen
Hilfsvektor verwenden.

Dazu bezeichnen wir mit x(9),x(1), ... die Folge der Niherungslésungen und mit

y™ = Lx(™ —p, fiir alle m € Ny (4.25)

m+1)

die Hilfsvektoren. Der Schritt von x(™) zu x( nimmt dann die Form

o) <y(m)7y(m)>2
(y(™), Ly (m),’
x(HD) g (m) | glm)y,(m)

an. Wir kénnen den néchsten Vektor y(™t1) durch
= Lx"™ — b+ " Ly(™ = ym) 4 glm)L,ym)

ausdriicken und stellen fest, dass wir fiir einen Schritt des Verfahrens lediglich eine
Matrix-Vektor-Multiplikation fiir die Berechnung des Vektors a(™ := Ly(™) benétigen.

Definition 4.19 (Gradientenverfahren) Sei L € RZ*Z selbstadjungiert und positiv
definit, und seien x(© € RT sowie y(© := Lx(® —b.
Das Gradientenverfahren definiert induktiv durch
al™ .= Ly(™),
9(m) .= —(y(m) y(m)y, /(y (M) a(m)y,
x(MHD) = x(m) 4 gim)y(m)

y ) = y(m) 4 g(m)5(m) fiir alle m € Ny
eine Folge von Niherungslosungen x(© x| ... des Gleichungssystems Lx = b.

Wie nicht anders zu erwarten besteht ein Zusammenhang zwischen dem Gradienten-
verfahren und dem in Definition eingefiihrten Gradienten:
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4 Elektromagnetismus und lineare Gleichungssysteme

Ubungsaufgabe 4.20 (Gradient) Beweisen Sie, dass
Vf(x)=Lx—b fiir alle x € RY

gilt, dass wir unsere Suchrichtungen 'y also gerade als Gradienten der Funktion f wdhlen.
Dieser FEigenschaft verdankt das Gradientenverfahren seinen Namen.
Anschaulich beschreibt der Gradient in einem Punkt x gerade die Richtung, in der f
am steilsten anwdchst. In der entgegengesetzten Richtung fallt die Funktion am steilsten
ab, und diese Richtung wdhlt unser Verfahren.

Im Vergleich zu der Gauf-Elimination bietet das Gradientenverfahren eine Reihe wich-
tiger Vorteile:

e Fiir die Durchfithrung des Verfahrens benttigen wir nur die Moglichkeit, die Sy-
stemmatrix mit einem Vektor zu multiplizieren. In unserem Fall ist L eine schwach-
besetzte Matrix, es sind also pro Zeile und Spalte jeweils nur wenige Eintrége un-
gleich null, so dass sich die Matrix-Vektor-Multiplikation in O(#Z) Rechenopera-
tionen durchfithren lésst.

e Die Matrix-Vektor-Multiplikation ldsst sich gut parallelisieren.

e Da unser Gleichungssystem ohnehin nur eine Néherung der Potentialgleichung dar-
stellt, ist es angemessen, auch nur eine Ndherung seiner Losung zu berechnen.

e Dank (4.25)) kénnen wir in jedem Schritt einfach abschétzen, wie genau die aktuelle
Naherung ist.

Leider hat das Gradientenverfahren auch einen erheblichen Nachteil: Es benotigt sehr
viele Schritte, insbesondere fiir die Matrix L, die bei der Behandlung der Potentialglei-
chung auftritt.

Die Ursache dafiir liegt darin, dass die Niherungslosung x(!) nach unserer Konstruk-
tion optimal beziiglich der Richtung y(© ist, dass aber schon die nichste Naherung x(
diese Eigenschaft wieder verlieren kann.

Diesen sehr unwillkommenen Effekt konnen wir vermeiden, indem wir die Suchrich-
tungen y (™ geschickter wihlen: Angenommen, eine Niherung x(™) ist optimal beziiglich
einer Richtung y®. Nach Lemma gilt dann

0= (y", Lx(™ — b),.

Unser Verfahren berechnet die néchste Ndherungslosung durch
x(mHD) = x(m) 4 gy (m)

Wieder nach Lemma bleibt sie optimal beziiglich y(©, falls

0= (y, Lx(") — by = (yO L(x™ + y(™) - b),
= (y©, Lx(™ — b)y + 6y, Ly(™),
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gilt. Da x(™) optimal beziiglich y® ist, f&llt der erste Term weg, so dass nur
0=06(y", Ly™),

tibrig bleibt. Diese Bedingung kénnen wir trivial erfiillen, indem wir § = 0 setzen, aber
dann wire die neue Niaherung gleich der alten.

Wesentlich interessanter ist es, sie zu erfiillen, indem wir sicherstellen, dass die Rich-
tungen y("™ und y® konjugiert sind, dass also

(v, Ly, =0

gilt. In diesem Fall konnen wir # wie zuvor optimal wéhlen, ohne die Optimalitat
beziiglich y® zu gefihrden.

Mit dieser Beobachtung kénnen wir unseren Algorithmus erheblich verbessern: Der
erste Schritt wird wie bisher ausgefithrt und ergibt eine Niherung xV), die optimal
beziiglich der Richtung y(© ist. Im zweiten Schritt modifizieren wir die Richtung y®)
so, dass y© und y™® konjugiert sind, bevor wir x() mit dieser verbesserten Richtung
berechnen. Entsprechend sorgen wir im m-ten Schritt dafiir, dass die Richtung y(™ und
alle y® mit ¢ < m konjugiert sind, damit die Niherung x(™*1) optimal beziiglich aller
bereits verwendeten Richtungen ist.

Der Preis fiir diese Verbesserung ist allerdings, dass wir nun den aktuellen Gradienten

g™ = 1x™ —p

in einem separaten Vektor mitfiihren miissen, da wir ihn als Ausgangspunkt fiir die
Berechnung der Suchrichtung y(™ bendtigen und nicht in jedem Schritt mit einer
zusétzlichen Matrix-Vektor-Multiplikation neu konstruieren wollen. Stattdessen verwen-
den wir die bereits bekannte Gleichung

um den neuen Gradienten aus dem alten zu gewinnen.

Fiir die Berechnung der konjugierten Suchrichtung verwenden wir den Gram-Schmidt-
Orthogonalisierungsalgorithmus, der auf der einfachen Idee beruht, von dem neuen Vek-
tor ein geeignetes Vielfaches des alten Vektors abzuziehen. Wir verwenden also den

Ansatz

(m+1) _ g(m+1) _  (m)y,(m)

y

und miissen p("™ so bestimmen, dass

g ey

0 = (ym ) Ly, = (gt — [ (m)y(m) 1,y(m)y,
= (gD Ly, — um) (y(m) Ly,

gilt. Die Losung ist offenbar

my _ (8, Ly(m)>2.
(y(m), Ly(m)),

7
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Mit etwas Aufwand lisst sich beweisen, dass dieser Ansatz bereits sicher stellt, dass nicht
nur y( ) und y(™ sondern alle y(?, ...,y konjugiert sind. Damit haben wir das
gewiinschte verbesserte Verfahren erhalten:

Definition 4.21 (Verfahren der konjugierten Gradienten) Sei L € RT*T sym-
metrisch und positiv definit, und sei x9) € RZ.

Wir setzen g(® = Lx(®) — b und y© := g0,

Das Verfahren der konjugierten Gradienten (auch bekannt als cg-Verfahren) definiert
induktiv durch

a(m .= Ly
alm) = (ym) alm)y,

oim) .— _<y(ﬂ’1)7 g™y /™),
x(MHD) = x(m) 4 gm)y,(m)
gm+h) .= glm) 4 glm)g(m)

p™) = (gm D) a(m)y, /o(m),

(m+1) . g(m+1) _ ) (m)

y(™) fiir alle m € Ny

y H

eine Folge von Niherungslosungen x©,x(1) ... des Gleichungssystems Lx = b.

Wir kénnen das Verfahren nicht weiter ausfithren, falls der Nenner (y(™), Ly(™),
verschwindet. Da L positiv definit ist, kann das aber nur geschehen, falls y(™ = 0 gilt.
Das kann wiederum nur eintreten falls g™ im Aufspann der bisherigen Richtungen
y© . y(m=1 liegt. Da x(™) optimal beziiglich dieser Richtungen ist, gilt aber auch

0= (Lx™ —b,y®), = (g™ y®), fiir alle £ € {0,...,m — 1}.

Damit steht g™ senkrecht auf dem Aufspann der bisherigen Suchrichtungen, ist aber
gleichzeitig in diesem Aufspann enthalten. Der einzige Vektor, der diese beiden Eigen-
schaften vereint, ist der Nullvektor, es folgt also g™ = 0. Das Verfahren ist also nur
dann nicht weiter ausfithrbar, wenn die Losung bereits gefunden ist.
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5 Erhaltungsgleichungen und
Sattelpunktprobleme

In vielen physikalischen Aufgabenstellungen treten Groflen auf, die sich nicht verdandern
diirfen. Ein Beispiel ist die Massenerhaltung: In einem geschlossenen (nicht-relativis-
tischen) System kann Materie weder entstehen noch verschwinden, also muss die Ge-
samtmasse des Systems immer gleich bleiben. Wenn wir das System approximieren, bei-
spielsweise mittels eines Finite-Differenzen-Verfahrens, wére es sinnvoll, dafiir zu sorgen,
dass das approximative System dieselben Erhaltungseigenschaften wie das urspriingliche
System aufweist.

5.1 Grundwasserstromung

Die Bewegung von Wasser in einem porésen Medium, beispielsweise in der Erde, kann mit
Hilfe des Darcy’schen Gesetzes beschrieben werden. Dieses Gesetz stellt eine Beziehung
zwischen dem Druck her, unter dem das Wasser steht, und dem Fluss des Wassers.

Der Druck in einem Gebiet © C R? ist eine skalarwertige Funktion p : @ — R, die
jedem Punkt des Gebiets die Kraft zuordnet, die pro Fléiche in ihm wirkt.

Der Fluss ist ein Vektorfeld f : Q — R3, das angibt, wieviel Wasser pro Fliche austritt:
Wenn n € R? der Normalenvektor einer Einheitsfliiche ist, beschreibt (f(x),n)s, wieviel
Wasser diese Flédche in Richtung des Vektors iiberschreitet.

Darcy’sches Gesetz. Das Darcy’sche Gesetz besagt, dass der Fluss direkt proportional
zu dem Gradienten des Drucks ist, dass also

f(z) + k(x)Vp(x) =0 fiir alle z € Q (5.1)

gilt. Die Grofie k(x) beschreibt die Durchléssigkeit des Materials in einem Punkt 2 € Q:
Wenn k(x) grof ist, flieBt das Wasser besonders schnell. Ein Blick auf die Taylor-
Entwicklung zeigt, dass der Gradient gerade diejenige Richtung beschreibt, in der der
Druck am schnellsten zunimmt, und die Gleichung besagt, dass das Wasser in die ent-
gegengesetzte Richtung fliet. Diese Eigenschaft wird in der Stromungsdynamik als Im-
pulserhaltung bezeichnet.

Massenerhaltung. Man sieht leicht, dass durch die Gleichung (5.1)) Fluss und Druck
nicht eindeutig bestimmt sind: Fiir eine beliebige Funktion ¢ kénnen wir zu f das Pro-
dukt £V hinzuaddieren und ¢ von p subtrahieren, ohne die Giiltigkeit der Gleichung zu
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verlieren. Wir miissen noch eine weitere Gleichung hinzunehmen, die ein weiteres phy-
sikalisches Gesetz beschreibt: Wasser kann nicht einfach entstehen oder verschwinden,
und es kann auch (fast) nicht komprimiert werden. Dieses Gesetz der Massenerhaltung
lasst sich knapp durch die Gleichung

/ (f(x),n(x))2dx =0 fiir alle Gebiete w C Q2 (5.2)
Ow

ausdriicken: Das Skalarprodukt (f(z),n(x))2 des Flusses f(z) in einem Randpunkt x €
Ow mit dem dufSeren Normalenvektor n(x) gibt an, wieviel an diesem Punkt aus dem
Gebiet w heraus flieffit. Es ist entsprechend negativ, falls etwas in das Gebiet hinein flief3t.
Die Gleichung besagt gerade, dass sich Ein- und Ausfliisse die Waage halten.

Das Darcy’sche Gesetz gemeinsam mit der Massenerhaltungsgleichung und
geeigneten Randbedingungen fiihrt zu einem System partieller Differentialgleichungen,
dass sich 16sen lasst. Wir sind selbstverstéindlich wieder daran interessiert, ein Verfahren
zu entwickeln, mit dem sich diese Losung praktisch approximieren lédsst. Allerdings soll
dabei die physikalisch wichtige Massenerhaltung nicht nur approximativ erfiillt bleiben,
sondern exakt.

Diskretisierung der Massenerhaltung. Wir zuvor beschrinken wir uns auf den Fall des
Einheitswiirfels 2 = (0,1)3, den wir wieder mit einem Gitter ausstatten. Fiir ein n € N
setzen wir

h::E, w:={ih : i €{0,...,n}}, w:={ih : ie{l,...,n}}.

Der Wiirfel ldsst sich in kleine Quader

Qu = (r1 — hyx1) X (x2 — h,z2) X (3 — h,x3) fiir alle 2 € J := @°
zerlegen, und wir wollen auf jedem dieser Quader die Massenerhaltung geméafl (5.2)
sicherstellen.

Dazu zerlegen wir den Rand des Quaders in seine sechs Seitenflichen, die wir in der
Form

Fi gz ={x1} x [x2 — h, 2] X [x3 — h, 23] firallez € Z) == @ X & X O,
Fy o= [z1 — h,z1] X {z2} X [x3 — h, 3] fir alle z € Zo := @ X @ X O,
F3, = [z1 — h,z1] X [£2 — h,x9] x {3} fiir alle z € Z3 := 0 x & X @
darstellen. Als Normalenvektoren legen wir mit
1 0 0
ny:={0], no:= (1], ng:= (0
0 0 1

jeweils die Einheitsvektoren in positiver Koordinatenrichtung fest. Der Quader @), besitzt
dann die linke und rechte Seitenfliche F ;, _p, 4, », und F;; mit den Normalenvektoren
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5.1 Grundwasserstromung

—nq und np, die obere und untere Seitenfliche F5 ;, o5 2, und F5 , mit den Normalen-
vektoren —ng und ng sowie die vordere und hintere Seitenfliche F3 5, 4o 25— und F3,
mit den Normalenvektoren —ngs und ns3. Die Gleichung (5.2]) nimmt die Form

0= /8 W) nw)ady

:_/Fl
_/F2
_/F3

an. Diese Gleichung soll exakt gelten, wir konnen aber nicht das Verhalten der Funktion
f auf jeder Seitenfliche durch wenige Koeffizienten vollsténdig beschreiben.

Stattdessen verwenden wir unmittelbar die Integrale selbst als Unbekannte unseres
Gleichungssystems: Wir definieren

(F ()1 ()2 dy + / (F(y)sm(y))e dy

;21 —h,x9,x3 Fl,z

() na())a dy + / ()2 ())a dy

,x1,x9—h,x3 F2,,7.‘

() ns())a dy + / (f (), n3(w))2 dy

,x1,T0,x3—h F3,m

flz = /F (f(y),n1(y))2dy fiir alle z € 7,
foz = /F (f(y),n2(y))2dy fiir alle z € I,
froi= [ ) mahady fir alle 2 € 7y

und schreiben die Massenerhaltungsgleichung als

0= fl,:r: - f1,$1—h,zg,x3 + f2,x - f2,a:1,a:2—h,:cg + fS,x - f3,zl,x2,z3—h fiir alle z € J.

Damit haben wir sie in ein System linearer Gleichungen iiberfiihrt.

Diskretisierung der Darcy-Gleichung. Die Darcy-Gleichung wollen wir ebenfalls durch
ein System linearer Gleichungen ersetzen. Da uns wegen unserer Wahl der Unbekannten
f(x) nicht unmittelbar zur Verfiigung steht, integrieren wir iiber eine Seitenfldche
und erhalten

0= fie +/F k(y){(Vp(y),m(y))2 dy

, T

= fiz+ k(y)orp(y) dy fiir alle x € 7.
Fl,z

Wir approximieren die partielle Ableitung durch den zentralen Differenzenquotienten

(2.10c) und gelangen zu

h/2 —p(y1 — h/2
0:f17$+/ k(y)p(ler /2,92,y3) — p(y1 /2,92, y3) dy
Fy

N fir alle x € ;.

,T
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5 Erhaltungsgleichungen und Sattelpunktprobleme

Damit hier keine Werte des Drucks auflerhalb des Gebiets benétigt werden miissen wir
uns auf die Indexmengen

T =wXxX© X o, To =W X wX o, I3 =WXWXw
mit
w:=A{1,...,n—1}

beschrianken, die zu den Flichen gehoren, die nicht auf dem Rand des Gebiets liegen.
Am einfachsten wire es, wenn wir das Integral auf der rechten Seite durch eine geeignet

skalierte Auswertung des Drucks in einem einzelnen Punkt ersetzen konnten. Das ist

tatsichlich moglich und fiihrt auch lediglich zu einem Fehler, der proportional zu h? ist:

Lemma 5.1 (Mittelpunktregel) Seien h € R und eine Funktion g € C?[—h/2,h/2]
gegeben. Dann ezistiert ein m € [—h/2,h/2] mit

h/2 =

| alords —hg(0) = 5 1a" .
—h/2 24

Mit dieser Approximation folgt

2 — — h/2
/F k(y)p(yﬁrh/ L Y2, Y3) hp(.w h/2,y2,y3) dy
1,z

/ / (x1,m2 + s, 23 + 1)

p(x1 +h/2,20 4+ s,x3 +1t) — p(x1 — h/2,29 + 5,23 + 1)
h

dsdt

~ h%k(zy, 20 — h/2, 25 — h/2)
p(z1+h/2,20 — h/2,23 — h/2) — p(x1 — h/2,29 — h/2,23 — h/2)
h )
also bietet es sich an, den Druck p durch seine Werte in den Mittelpunkten der Wiirfel
Q. darzustellen. Dazu fithren wir

P = p(r1 — h/2,29 — h/2,23 — h/2) fiir alle x € J
ein und schreiben die Approximation der Darcy-Gleichung in der kompakten Form
0= fio+hk(z1,22 —h/2,23 — h/2) Doy +hzo25 — Pz) fiir alle x € 7.
Entsprechend erhalten wir auch

0= fou+ hk(z1 —h/2,29,23 — h/2)(Dg) wothzs — Dz) fiir alle x € Iy,
0= f3z+ hk(x1 —h/2,29 — h/2,23)(Ds) 29.05+h — Dz) fiir alle z € Z5.

Insgesamt haben wir die Darcy-Gleichung (5.1)) und die Massenerhaltungsgleichung (5.2)
durch das lineare Gleichungssystem

fie + hk(z1,20 — h/2,23 — h/2) (Do) +hases — Pa) =0 fiir alle x € 74,
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5.1 Grundwasserstromung

foz + hk(z1 —h/2, 29,23 — h/2)(Dp) mothas — Pz) =0  fiir alle z € Iy,
f32+ hk(z1 —h/2,29 — h/2,23) (Do) 9,m5+h — Pz) =0 fiir alle € I3,
fl,a: - fl,xlfh,l‘g,l‘g + f2,m - f2,x1,x27h,13 + f3,w - f3,x1,x2,x37h =0 fiir alle z € J

ersetzt. Um die Symmetrie des Systems etwas deutlicher zu betonen dividieren wir die
ersten drei Zeilen durch hk(...) und multiplizieren die letzte mit —1, um zu

flx )

, x zo,m3 — Pz) =0 f 11 1,
hk(x1, 22 — h/2,23 — h/2) + (Prithar.as = Pa) ur alle x € £y
f?x )

’ —pg) =0 fiir alle € Ty,
hk‘(:l?l _ h/2’$2’$3 _ h/2) + (pxl,x2+h,x3 p ) 0 ur alle x € Lo
f3,:c

T1,T2,T —Px) = fiir all I3,
Wy~ Bj2,ay ) T Pereseech —pe) =0 firallex € Iy

flyl‘l—h,xz,xs - fl,r + f2,$17$2—h71‘3 - f2,$ + f3,961,962,963—h - f37$ =0 fir alle z € J
zu gelangen. Indem wir die Fliisse zu Vektoren f; € R%1, f, € R™2 und f3 € R® und die

Driicke zu einem Vektor p € RY zusammenfassen, konnen wir das System kurz in der
Form

Ay B, f; 0
Ay B fy . 0

As Bsj f3 |0 (5'3>
B’ B Bj p d

darstellen, wobei A; € R1*T1 Ay € R%2*22 ynd Az € R%>%3 Diagonalmatrizen und
B, € RLixJ By € R22%J ynd Bz € RZ3*J durch

—1 falls j =1,

bl,ij =<1 falls j1 = i1 + h, jo =19, jg = i3, fur allei € Iy, j € J,
0 ansonsten
—1 falls j =1,

baij =141 falls j1 =41, jo =12+ h, j3 =13, firallei € Iy, j € J,
0 ansonsten
—1 falls j =1,

b37ij =41 falls Jj1 =11, Jo =12, j3 =13+ h, fir alle 7 € I3, j € J
0 ansonsten

gegeben sind und der Vektor d € RY fiir jedes i € J die Fliisse iiber die Seitenflichen
des Quaders @); aufnimmt, die auf dem Rand des Gebiets 2 liegen.

Die Matrix dieses Systems ist zwar symmetrisch, allerdings kann man sich leicht
iiberlegen, dass sie wegen des rechten unteren Null-Blocks nicht positiv definit sein kann.
Also lésst sich das Verfahren der konjugierten Gradienten nicht unmittelbar anwenden,
wir miissen uns auf die Suche nach einem alternativen Losungsverfahren begeben.
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5 Erhaltungsgleichungen und Sattelpunktprobleme

5.2 Uzawa-Verfahren

Allgemein betrachten wir das durch

A B X1 . b1
(o ) () - () 00
fir A € RZ*Z und B € R?*Y gegebene Gleichungssystem. In unserem Fall ist A positiv
definit und symmetrisch, dann spricht man von einem Sattelpunktproblem.

Block-Elimination. Da die Matrix A positiv definit ist, ist sie auch invertierbar, also
konnen wir die erste Zeile der Gleichung (5.4) mit B*A~! multiplizieren und von der
zweiten Zeile subtrahieren, um

A B X1\ b,
—-B*A~'B xo)  \by— B*A~1lb,

zu erhalten. Anschaulich entspricht dieser Schritt einer Gauf-Elimination mit Matrizen
anstelle von Koeffizienten. Indem wir die zweite Zeile mit —1 multiplizieren, folgt

<A B*f‘1B> (z;) - <B*A—1131;1 - b2> : (5.5)

Die erste Diagonalmatrix ist nach Definition positiv definit. Die zweite Diagonalmatrix
S := B*A !B bezeichnet man als das Schur-Komplement. Wir konnen festhalten, dass
S symmetrisch ist.

Schur-Komplement-System. Damit wir das System (5.5) durch einfaches Block-
Riickwirtseinsetzen losen kénnen, miissen wir die Losbarkeit des Systems

Sxy = B*A7!'b; — by (5.6)
untersuchen. Weil A positiv definit ist, gilt mit Lemma [4.14
(A7'x, %)y = (A71x, AA"Ix)y = (A(A71x),A71x)y > 0 fiir alle z € RT \ {0},
also muss auch A~! positiv definit sein. Daraus folgt
(B*A7'Bx,x)s = (A7'Bx,Bx)s > 0 fiir alle x € RY,
also ist das Schur-Komplement S = B*A~!'B positiv semidefinit und der Kern dieser
Matrix ist gerade der Kern der Matrix B.

Fiir die Losbarkeit des Gleichungssystems ((5.6)) ist eher das Bild der Matrix S von
Bedeutung, das wir als néichstes untersuchen.
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5.2 Uzawa- Verfahren

Erinnerung 5.2 (Dimensionssatz) Sei A € R™™. Bild und Kern der Matriz sind
durch

Bild A := {y € R" : es existiert ein x € R™ mit y = Ax},
Kern A := {x e R™ : Ax =0}

definierte Teilrdume der Rdume R™ und R™. Ihre Dimensionen erfillen die Gleichung
dim Bild A + dim Kern A = n.
Nach Lemma [£.14] gilt
(B*x,y)2 = (x,By)2 = (x,0)2 =0 fiir alle x € R?, y € Kern B, (5.7)
also steht das Bild der Matrix B* senkrecht auf dem Kern der Matrix B, so dass wir
dimBild B* + dimKern B < n := #J (5.8)
erhalten. Nach Dimensionssatz gilt
dimBild S + dim Kern S = n,
und da wir bereits die Gleichungen
Bild S C Bild B, KernS = Kern B
kennen, folgt
dim Bild B* + dim Kern B > dim Bild S + dim Kern S = n.
Mit erhalten wir so
dim Bild B* + dimKern B = n (5.9)
und damit auch
dim Bild B* = n — dimKern B = n — dim Kern S = dim Bild S.
Aus Bild S C Bild B* folgt damit
Bild S = Bild B,
das Bild des Schur-Komplements ist also gerade das Bild der Matrix B*. Damit

losbar ist, muss also die rechte Seite im Bild der Matrix B* liegen. Das ist offenbar
genau dann der Fall, wenn by in diesem Bildraum liegt, und das ist wegen und
(5.9) wiederum genau dann der Fall, wenn by senkrecht auf dem Kern der Matrix B
steht.

Fiir das die Grundwasserstromung beschreibende System entspricht B dem Gra-
dienten, der nur fiir konstante Funktionen verschwindet, also muss by senkrecht auf dem
konstanten Vektor stehen: Die Summe iiber alle Komponenten muss gleich null sein,
damit eine Losung existiert. Das ist physikalisch sinnvoll, denn sonst wiren die Men-
gen des iiber die Seitenflichen des Wiirfels € ein- und ausflieBenden Wassers nicht im
Gleichgewicht.
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5 Erhaltungsgleichungen und Sattelpunktprobleme

cg-Verfahren. Das cg-Verfahren (vgl. Definition ldsst sich auch auf selbstadjun-
gierte positiv semidefinite Matrizen anwenden, wir kénnen also das System ([5.6) mit
seiner Hilfe angehen.

Die Berechnung des Gradienten im m-ten Schritt nimmt dann die Form

g™ = Sxi™ — (B*A by — by) = B*A ' (Bxy"™ —by) + by
an, der Vektor agm) berechnet sich durch
al™ — sy(™ — B*A~'By{™.
Die Koeffizienten o™ und 6™ lassen sich wie zuvor durch
™ = (@™, yy™)e, 00 = —(gy™, y5" )2 /0™
berechnen, die neuen Iterierten ergeben sich per
AP gy g gl (51g)
und die néchste Suchrichtung kénnen wir durch
™ = <ggm+1),a§m)>2/a(m)’ y( D = glmtl) _ (m)y(m)

bestimmen.

Uzawa-Verfahren. Wir sind nicht nur an x5, sondern auch an x; interessiert. Ein naiver
Zugang bestiinde darin, xo hinreichend genau zu berechnen und dann in (5.5 den Vektor
x1 durch Riickwértseinsetzen zu bestimmen, also

AX1 = b1 - BXQ

zu l6sen. Die Idee des Uzawa- Verfahrens besteht darin, die Berechnung des Vektors x;
simultan zu der Berechnung des Vektors xo durchzufithren: Wir definieren

Xgm) =A (b — Bxgm)) fiir alle m € Ny
und stellen fest, dass dann
g;m) — B*Afl(BXgm) —by)+ by =by — B*xgm) fiir alle m € Ny

gilt, zumindest im ersten Schritt wird Xgo) also ,,nebenbei“ ausgerechnet.

Durch Einsetzen von 1) in die Gleichung fiir Xgm-i—l) erhalten wir

Xngrl) —A (b — Bxngrl)) =AYb — B(xgm) + Q(m)yém)))
_ Xgm) _ Q(W)A—lByém) fiir alle m € N,
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5.2 Uzawa- Verfahren

und der Vektor ygm) = A_lByém) muss bei der Berechnung des Vektors agm) ohnehin
bestimmt werden. Wir koénnen also mit einer einzigen Linearkombination dafiir sorgen,
dass in jedem Schritt das zu Xgm) passende xgm) zu unserer Verfiigung steht. In jedem
Schritt erfordert die Uzawa-Iteration also je eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit B
und B* und das Losen eines linearen Gleichungssystems mit der Matrix A. In unserem

Fall ist A eine Diagonalmatrix, so dass sich A~! sehr einfach auswerten lisst.

Definition 5.3 (Uzawa-Verfahren) Sei A € RT*T symmetrisch und positiv definit,
sei B € RT*J | und sei eine Anfangsniherung Xgo) € R gegeben.
Wir setzen Xgo) =AYby — Bxgo)), géo) :=bo — B*xgo) und ygo) = ggo).

Das Uzawa-Verfahren definiert induktiv durch

yi™ = A7'By",

(m) = B*ygm),

™ = (ag™, y§")a,

o = —(gy"™, vy /o™,
xémﬂ) = xgm) + Q(m)ygm),
xi™ = ™ 00y,
g =g+ 0ag”,
"= (g™ Ao/l

2 =)
(m+1) (m+1) (m)

Vs = g — ™y} fiir alle m € Ny

(m) (M))

eine Folge von Niherungslosungen (x; ', X,

A B X1 . b1

B* X2 o bg ’
Die Folge der Vektoren x;m) entspricht dabei der Folge, die das Verfahren der konjugier-
ten Gradienten (vgl. Definition|4.21|) fir das Schur-Komplement-System (@ berechnet.

des Gleichungssystems
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6 Grundlagen des
Finite-Elemente-Verfahrens

Bisher haben wir die Diskretisierung partieller Differentialgleichungen lediglich fiir den
Fall behandelt, dass das zugrundeliegende Gebiet der Einheitswiirfel ist. Die bisher ver-
wendeten Verfahren lassen sich innerhalb gewisser Grenzen auch fiir allgemeinere Gebie-
te einsetzen, allerdings miissen dafiir hdufig Abstriche bei der Konvergenz oder bei den
Eigenschaften der entstehenden Matrix, beispielsweise ihrer Symmetrie, hingenommen
werden.

In diesem Kapitel widmen wir uns dem Finite-Elemente-Verfahren, das es uns
ermoglicht, sowohl relativ allgemeine Gebiete als auch eine breite Auswahl an Differen-
tialgleichungen auf diesen Gebieten elegant zu behandeln.

6.1 Darstellung eines Gebiets

Ein erster Schritt auf dem Weg zu einem allgemeineren Diskretisierungsverfahren besteht
darin, zu kldren, wie wir allgemeine Gebiete im Rechner effizient darstellen kénnen.
Der Einfachheit halber beschrinken wir uns dabei auf Polygon- und Polyedergebiete,
also auf Gebiete, die sich aus Dreiecken oder Tetraedern zusammensetzen lassen. Tetra-
eder, Dreiecke, Kanten und Punkte lassen sich dabei einheitlich als Simplizes schreiben.

Definition 6.1 (Simplex) Seid € N und seir € {0,...,d}. Wir bezeichnen mit
S, ={tCRY : #t=r+4+1}

die Menge aller Mengen von r + 1 Punkten im d-dimensionalen Raum.
Die konvezxe Hiille einer Menge t € S,., also

Wy 1= {Zaxx DOy € [0, 1] fur alle x € t, Zam - 1}7
rEt et

nennen wir einen r-dimensionalen Simplex (Plural Simplizes) mit Eckpunkten t.
Den r-dimensionalen Simplex w; zu Eckpunkten t € S, nennen wir regulér, falls ein
xg € t so existiert, dass die Menge

{r—20 : z€t, z# 0}

linear unabhdingig ist. In diesem Fall ist es egal, welches xg € t wir gewdhlt haben.
FEinen nicht reguldren Simplex nennen wir ausgeartet.
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FEinen nulldimensionalen Simplex nennen wir einen Knoten, einen eindimensionalen
eine Kante, einen zweidimensionalen ein Dreieck und einen dreidimensionalen einen
Tetraeder.

Beispielsweise definiert

1\ /0\ /0
t={{ol|,[1], [0
o/ \o/ \o

einen zweidimensionalen reguldren Simplex im dreidimensionalen Raum, né&mlich ein
Dreieck, wéhrend
1 0 1/2
t:= o],{1],]1/2
0 0 0

zu einem ausgearteten Simplex fiihrt.
Als Beispiele fiir dreidimensionale Simplizes betrachten wir

0 1 1 1
t:= o),fo,(1],11 )
0 0 1
die Eckpunktmenge eines regulidren Tetraeders, und
0 1 1 0
t = 0 5 O P ]- 9 1 9
0 0 0

die Eckpunkte eines ausgearteten Tetraeders.

Unser Ziel ist es, aus Simplizes kompliziertere Gebiete zusammenzusetzen. Dabei
ist uns wichtig, dass wir auf den so zusammengesetzten Gebieten effizient rechnen
konnen, dass also beispielsweise die Simplizes sich (abgesehen von Randpunkten) nicht
iiberschneiden. Aus gewissen Griinden ist es auch sinnvoll, sogenannte hingende Knoten
zu verbieten, also Knoten eines Simplex’, die auf einer Kante oder einem Dreieck eines
anderen Simplex’ liegen. Entsprechend sind auch hdngende Kanten nicht willkommen,
also Kanten eines Simplex’, die auf einem Dreieck eines anderen liegen.

Diese Bedingung kénnen wir fiir beliebige Simplizes w;, ws knapp durch

wt Nws = wins

ausdriicken: Der Schnitt der beiden Simplizes muss wieder ein Simplex sein, der von
gemeinsamen Eckpunkten erzeugt wird.

Definition 6.2 (Triangulation) Sei Q2 C RY ein Gebiet. Eine Menge T C Sy nennen
wir eine Triangulation des Gebiets €1, falls die Bedingungen

0= U W, (6.1a)

teT
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W NWws = Wins fir allet,s € T (6.1b)
wy st requlir fir allet €T (6.1c)

gelten.

Bemerkung 6.3 (Implementierung) Bei der Beschreibung einer Triangulation im
Rechner ist es hdufig sinnvoll, Simplizes hoherer Dimension aus solchen niedrigerer Di-
mension zusammenzusetzen. Knoten werden dann einfach durch ihre Koordinaten darge-
stellt, Kanten als Paare zweier Knoten, Dreiecke als Tripel dreier Kanten und Tetraeder
als Quadrupel vierer Dreiecke. Dieser Zugang bietet den Vorteil, dass alle fiir die Defini-
tion relevanten mathematischen Objekte auch in der Implementierung eine Entsprechung
finden.

E'r hat allerdings den Nachteil, dass beispielsweise der Zugriff auf die Eckpunkte eines
Tetraeders nicht unmittelbar moglich ist, sondern wir sie auf einem Umuweg tiber Dreiecke
und Kanten konstruieren miissen. Beispielsweise kinnen wir den Eckpunkt gegeniiber
einem Dreieck ermitteln, indem wir den gemeinsamen Punkt zweier Kanten finden, die
nicht zu dem Dreieck gehdren.

6.2 Variationsformulierung

Wenn sich Triangulationen eignen, um Gebiete darzustellen, stellt sich die Frage, ob
wir mit ihrer Hilfe auch Differentialgleichungen diskretisieren kénnen. Wir kénnten bei-
spielsweise versuchen, aus den Knoten einer Triangulation Differenzenquotienten zu kon-
struieren, mit denen sich Ableitungen approximieren lassen. Dieser Ansatz ist allerdings
relativ aufwendig, insbesondere fiir dreidimensionale Gebiete. Wesentlich attraktiver ist
der Zugang {iber eine Variationsformulierung, die wir nun herleiten werden.

Als Beispiel wihlen wir die Potentialgleichung auf einem Gebiet Q € R? mit Nullrand-
bedingung: Gegeben ist eine Funktion f € C(£), gesucht ist eine Funktion u € C?(1),
die

-V - Vu(z) = f(x) fiir alle x € €, (6.2a)
u(z) =0 fiir alle z € 092 (6.2b)

erfiillt. Gerade bei Gebieten mit Ecken oder Kanten lésst sich zeigen, dass eine Lésung,
sofern sie denn iiberhaupt existiert, nicht in allen Punkten des Gebiets zweimal stetig
differenzierbar sein kann.

Um dieses Problem zu vermeiden gehen wir zu einem gewichteten Mittel tiber: Wir
setzen voraus, dass das Gebiet ) beschrinkt ist. Dann kénnen wir die Gleichung
mit Funktionen v € C(€2) multiplizieren und beide Seiten integrieren, um

—/ v(x)V - Vu(z) dr = / v(z)f(z)dz fiir alle v € C(Q) (6.3)
Q Q

zu erhalten. Da wir nicht erwarten konnen, dass u immer zweimal differenzierbar ist, sind
wir daran interessiert, eine Formulierung zu finden, die ohne diese Eigenschaft auskommt.
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Eine Losung ist die partielle Integration, die im eindimensionalen Fall die Gestalt

b b
/ v(z)u (z) de = —/ v (z)u(z) dz + v(b)u(b) — v(a)u(a) (6.4)

fiir Funktionen u,v € C![a, b] annimmt und es uns offenbar erméglicht, Ableitungen von
u zu v wechseln zu lassen. Im mehrdimensionalen Fall gilt eine &hnliche Gleichung.

Erinnerung 6.4 (GauB-Integralsatz) Sei eine Funktion u € C1(Q,R?) gegeben. Mit
n: 9Q — R? bezeichnen wir den duferen Einheitsnormalenvektor, der jedem Punkt des
Rands 02 einen Finheitsvektor zuordnet, der senkrecht auf dem Rand steht und aus dem
Gebiet heraus weist. Dann gilt

/ V- u(z) dz = / (n(x), u(x)) da. (6.5)
Q o0
In einer sehr vereinfachten Form ist er uns schon bei der Herleitung der Divergenz (vgl.
Definition @) begegnet.
Erinnerung 6.5 (Partielle Integration) Seien u € C'(Q,R?%) und v € C*(Q,R) ge-
geben. Aus der Produktregel folgt

V- (vu)(x) = (Vo(z),u(z))2 + v(z)V - u(z) fir alle z € Q,

so dass wir durch Einsetzen in den Gaufs-Integralsatz

/Q<Vv(a:),u(:v))g dx + /Qv(x)v ~u(x) de = /QV - (vu)(x) de = /é)ﬂ(n(x), (vu)(z))2 dx

erhalten. Indem wir den linken Term auf die rechte Seite bringen und die Zahlen v(x)
aus dem rechten Skalarprodukt herausziehen erhalten wir

/U(:E)V-u(x) dz = —/(Vv(:z‘),u(:n)>2dx—|—/ o(@)n(z), ul@)ade  (6.6)
Q Q o0
als mehrdimensionales Gegenstiick der Formel .

Wir wollen die Gleichung auf (6.3) anwenden, um die Divergenz von u auf v
zu verlagern. Das ist nur zuléssig, falls v stetig differenzierbar ist. Um uns stérende
Randterme zu ersparen setzen wir zusétzlich voraus, dass v auf dem Rand des Gebiets
verschwinden soll, wir betrachten also nur Funktionen aus dem Raum

CLQ) := C{(Q,R) mit
CLO,RY) := {v e C(LRY) : v|g € CHQ,RY), v]ogg = 0}.

Dann folgt aus (6.3]) mit partieller Integration
/(Vv(x), Vu(x))edr = / v(z)f(x)de fiir alle v € C3 ().
Q Q

Da in dieser Formulierung nur noch die ersten Ableitungen der Funktion u auftreten,
geniigt es, u € C3(Q) vorauszusetzen. Wir haben also eine neue Aufgabenstellung ge-
funden:
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6.3 Hilbert-Rdume
Gegeben ist f € C(€), gesucht ist u € C§(Q) mit

/(Vv(m), Vu(z))e dr = / v(z) f(z)dz fiir alle v € C3(Q).  (6.7)
Q Q

Derartige Aufgaben nennt man Variationsaufgaben, weil nach einer Losung u € C}(€)
gesucht ist, die fiir alle v € C}(Q) gilt, also fiir variierende , Testfunktionen®.

Die Variationsformulierung ist in unserem Fall deutlich schwécher als die urspriingliche
Gleichung: Statt zweifacher Differenzierbarkeit geniigt die einfache, und statt der punkt-
weisen Giiltigkeit der Differentialgleichung geniigt die Giiltigkeit im Integral-Mittel.

Die Bedingung ist allerdings leider immer noch nicht schwach genug: In vielen An-
wendungsfillen wird sich nicht mal eine einmal stetig differenzierbare Funktion u finden
lassen, die die Gleichung erfiillt.

6.3 Hilbert-Raume

Unser Ziel besteht darin, Bedingungen zu finden, unter denen die Variationsaufgabe (6.7
eine, eventuell geeignet verallgemeinerte, Losung besitzt.

Die Behandlung von Variationsaufgaben ist besonders elegant méglich, wenn die betei-
ligten Vektorrdume mit einer geeignet gewéhlten Verallgemeinerung des Skalarprodukts
ausgestattet werden.

Wir fixieren allgemein einen R-Banach-Raum V' und bezeichnen seine Norm mit || - ||y .

Definition 6.6 (Bilinearform) FEine Abbildung a :V x V — R nennen wir eine Bili-
nearform, falls

a(v+ aw,u) = a(v,u) + aa(w,u), (6.8a)
a(v,u+ aw) = a(v,u) + aa(v, w) fir alle w,v,w eV, a € R (6.8b)

gelten, falls a also linear in beiden Argumenten ist.

Wir kénnen uns Bilinearformen als Verallgemeinerung von Matrizen vorstellen, indem
wir das euklidische Skalarprodukt verwenden: Fiir eine Matrix A € RZ*7 ist

a(v,u) := (v, Au) fiir alle v,u € RY (6.9)

eine Bilinearform. Uns bereits bekannte Eigenschaften von Matrizen iibertragen sich auf
Bilinearformen.

Definition 6.7 (Symmetrisch) Fine Bilinearform a nennen wir symmetrisch, falls
a(u,v) = a(v,u) fiir alle u,v € V. (6.10)
Definition 6.8 (Positiv definit) Fine Bilinearform a nennen wir positiv definit, falls

a(u,u) >0 fir alle w € V'\ {0}. (6.11)
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6 Grundlagen des Finite-Elemente- Verfahrens

Ubungsaufgabe 6.9 (Bilinearformen und Matrizen) Sei a : R” x R* — R eine
Bilinearform. Beweisen Sie, dass eine Matriz A € R™" existiert, die erfillt.

Zeigen Sie, dass die Matrix A genau dann symmetrisch ist, falls die Bilinearform a
diese Figenschaft besitzt.

Das euklidische Skalarprodukt ist selbst eine symmetrische und wegen [|x||3 = (x,x)2
auch positiv definite Bilinearform. An diesen beiden Eigenschaften kénnen wir uns ori-
entieren, um auch allgemeinere Skalarprodukte einzufiihren.

Definition 6.10 (Skalarprodukt) Eine symmetrische und positiv definite Bilinear-
forma:V xV — R nennen wir ein Skalarprodukt auf V.

Definition 6.11 (Hilbert-Raum) Seia:V x V — R ein Skalarprodukt auf V.
Falls die Norm durch das Skalarprodukt gemdyfs

lullv = Va(u,u) fir allew e V (6.12)
induziert wird, nennen wir V einen Hilbert-Raum und schreiben das Skalarprodukt als
(v,u)y = a(v,u) fir alle u,v € V.

Hilbert-Raume kénnen wir uns als Verallgemeinerungen des Raums R vorstellen, bei
denen viele wichtige FEigenschaften erhalten bleiben und beispielsweise bei der Losung
von Gleichungssystemen verwendet werden kénnen.

Es stellt sich die Frage, ob zu einem Hilbert-Raum zwei verschiedene Skalarprodukte
gehoren konnen, die beide die Gleichung erfiillen. Diese Frage konnen wir beant-
worten, indem wir aus

v+ ullfy = (v +u, v+ u)y
= <’U,’U> + <Ua U>V + <U7U>V + <U7U>V
= ||UH%/ + 2(v, u)y + ||u||%/ fiir alle u,v € V

die Polarisationsgleichung
o +ull$ = llv —ullfr = 4(v, u)y fiir alle u,v € V

herleiten und daraus folgern, dass das Skalarprodukt bereits durch die Norm eindeutig
festgelegt ist.

Eine weitere wichtige Konsequenz der Gleichung ist die folgende Aussage, mit
deren Hilfe sich Skalarprodukte beschréinken lassen.

Lemma 6.12 (Cauchy-Schwarz) Sei V' ein Hilbert-Raum. Dann gilt
(v, w)v| < |Jv|lv||ullv fir alle u,v € V. (6.13)

Gleichheit gilt genau dann, wenn u und v linear abhdngig sind.
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6.3 Hilbert-Rdume

Beweis. Seien u,v € V gegeben. Falls v = 0 gelten sollte, folgt die Behauptung aus
(v, u)y = (0, )y = 0= [|0fly[lullv = [[v]lv[ullv.

Wir konnen uns also auf den Fall v # 0 beschrénken. In Hinblick auf den zweiten Teil
der Behauptung erscheint es sinnvoll, nach einem Vielfachen awv des Vektors v mit a € R
zu suchen, das u moglichst gut approximiert, also

lu = all§, = [lullf — 2a(v, u)v + o?|v]}
minimiert. Das Minimum wird gerade fiir

— (1), u>V
[oll3

angenommen, und fiir diesen Skalierungsfaktor erhalten wir

| @wd o
0 < [lu—av|}y = [ullf -2 [olly = llully - :
[l . 4 lvlI3
Indem wir beide Seiten mit ||v||?, multiplizieren ergibt sich
0 < [Joll¥llu —avllf = lJolFllullf — (v, w)?,
und das ist bereits der erste Teil unserer Behauptung.
Falls |(v, u)v| = ||v]|v|lu|v gilt, verschwindet die rechte Seite der obigen Ungleichung,
so dass unmittelbar ||u — a3, = 0 folgt, also u = av. ]
Der Raum R” ist mit dem euklidischen Skalarprodukt
(x,y)2 = Z TiYi fiir alle x,y € R"

1€L

ein Hilbert-Raum, und die in (3.4]) gegebene Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt sich
als Spezialfall aus Lemma [6.12]
Die Variationsaufgabe (6.7)) lisst sich mit V = C3(Q) in der Form

a(v,u) = B(v) fir allev € V (6.14)

schreiben, wenn wir die Abkiirzungen

a(v,u) = /Q<VU(:U), Vu(zx))s dx fir alle v,u €'V, (6.15a)

B(v) = /Qv(aj)f(:v) dx fir allev e V (6.15b)

einfithren. Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass das so definierte a : V' x V' — R eine
Bilinearform ist. Wenn wir uns unter einer Bilinearform eine Verallgemeinerung einer
Matrix vorstellen, entspricht einem linearen Gleichungssystem. Fiir die Losbarkeit
eines linearen Gleichungssystems ist entscheidend, ob die rechte Seite im Bild der Matrix
liegt. Um zu kldren, ob das der Fall ist, greifen wir auf den Begriff der Stetigkeit zuriick.
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6 Grundlagen des Finite-Elemente- Verfahrens

Erinnerung 6.13 (Stetige lineare Funktionen) FEine lineare Funktion A : V — R
st genau dann stetig, wenn sie beschrankt ist, wenn also eine Zahl C € R>( ezistiert,
die

|IA(v)] < C|lvllv fir alle v € 'V erfillt.
Definition 6.14 (Funktional) Eine beschrinkte lineare Abbildung A : V' — R von dem
Raum V in den zugehirigen Korper R nennen wir ein Funktional.

Den Raum aller Funktionale auf V' nennen wir den Dualraum von V' und schreiben
thn als

V'ii={\:V =R : X linear und beschrinkt}.

Mit der Dualnorm

A
[Ally: = sup{w : veV\{O}} fiir alle A € V'

wird der Dualraum zu einem R-Banach-Raum.

Wenn wir einen geeigneten Raum mit einer geeigneten Norm wéhlen, wird die rechte
Seite S aus ein Funktional sein. Wenn die rechte Seite dieser Gleichung stetig in
v ist, muss die linke Seite es auch sein, so dass es sich anbietet, auch die Stetigkeit der
Bilinearform a zu fordern. Analog zu Erinnerung|[6.13]ldsst auch sie sich durch eine Form
der Beschrianktheit charakterisieren.

Definition 6.15 (Stetigkeit) Eine Bilinearform a : V- x V. — R nennen wir stetig,
falls eine Zahl Cs € R>q existiert, die

la(v,u)| < Csl|v||v||ullv fir alle w,v € V erfillt. (6.16)

Ein lineares Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar, wenn der Kern der Matrix nur den
Nullvektor enthilt. Das ist beispielsweise sichergestellt, wenn die Matrix positiv definit
ist. Im unendlich-dimensionalen Fall geniigt es nicht, dass die Bilinearform nur positiv
definit ist, sie muss sich von der Null weg beschrianken lassen.

Definition 6.16 (Koerzivitit) Eine Bilinearform a :V xV — R nennen wir koerziv,
falls sie stetig ist und eine Zahl Cp € R>q existiert, die

la(v,v)| > Cg|lv|3 fiir alle v € V' erfillt. (6.17)
Stetigkeit und Koerzivitidt geniigen, um die Variationsaufgabe zu l6sen:

Satz 6.17 (Lax-Milgram) Sei V' ein R-Hilbertraum. Seia :V x V — R eine koerzive
Bilinearform und sei 3 € V' ein Funktional. Dann existiert genau ein u € V. mit

a(v,u) = B(v) fiir alle v € V.

Dieses u erfillt die Abschdtzung

1
Jullv < @Hﬁ”Vn
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6.4 Schwache Ableitungen

6.4 Schwache Ableitungen

Leider ldsst sich der Satz von Lax-Milgram nicht unmittelbar auf unsere Variati-
onsaufgabe anwenden, denn der Raum C{ () ist kein Hilbert-Raum.

Deshalb verallgemeinern wir die Variationsaufgabe ein letztes Mal, um zu einer For-
mulierung zu gelangen, in der C}(£2) durch einen Hilbert-Raum ersetzt wird.

Unser Ausgangspunkt ist ein uns bereits bekannter Hilbert-Raum, ndmlich R™ mit
dem euklidischen Skalarprodukt

n
(x,¥)2 = Z TiYi fiir alle x,y € R".
i=1

Wir ersetzen die Vektoren durch Funktionen und die Summe durch ein geeignetes Integral
und erhalten einen Hilbert-Raum, der aus Funktionen besteht.

Erinnerung 6.18 (Quadratintegrable Funktionen) FEine Abbildung u : Q — R,

fiir die das Integral
[ @[ do
Q

im Sinn des Lebesgue-Integrals existiert, nennen wir quadratintegrabel.
Quadratintegrable Funktionen bilden den Raum

L2Q,RY) = {f: Q= R? : f ist quadratintegrabel},

der mit der Norm

1/2
lullr2 == (/Q Hu(m)H%dw) fiir alle u € LQ(Q,Rd) (6.18)

ein Banach-Raum ist. Mit dem Skalarprodukt
(v,u)r2 == / (v(z),u(x))2 dz fiir alle u,v € L*(Q,RY) (6.19)
Q

ist er auch ein Hilbert-Raum.
Fiir d = 1 verwenden wir die Abkiirzung L?(Q) = L*(Q, R).

Ein Blick auf zeigt, dass unsere Gleichung sinnvoll bleibt, sofern Vu, Vv €
L%(Q,RY) und v, f € L?(Q) gelten. Die letztere Bedingung ist bereits erklirt worden,
die erste allerdings noch nicht: Was ist der Gradient einer Funktion, die nicht in C§(Q)
liegt?

Bei der Herleitung der Variationsformulierung haben wir bereits auf die partielle
Integration zuriickgegriffen. Mit ihrer Hilfe kdnnen wir auch eine schwache Ableitung
definieren: Fiir Funktionen u € C1(2) gilt nach die Gleichung

/(Vu(:v),v(x))z de = —/ u(z)V - v(x) dx fiir alle v € C§(Q, RY).
Q Q
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6 Grundlagen des Finite-Elemente- Verfahrens

Falls u nicht mehr differenzierbar ist, kénnen wir entsprechend nach einer Funktion
w € L?(Q,RY) suchen, die

/(w(w), v(x))edr = —/ u(z)V - v(x) de fiir alle v € Cg (€, RY)
Q Q

erfiillt. Fiir differenzierbares w gilt w = Vu, anderenfalls ist w eine verallgemeinerte
Form des Gradienten.

Definition 6.19 (Schwache Ableitung) Sei u € L2(Q). Falls ein w € L*(Q,RY) mit

/(w(x),v(x))z dzx = —/ u(z)V - v(z) de fiir alle v e CL(Q,RY) (6.20)
Q Q

existiert, nennen wir die Funktion u schwach differenzierbar und schreiben Vu := w fiir
ihren schwachen Gradienten.
Den Raum aller schwach differenzierbaren Funktionen auf Q bezeichnen wir mit

HY Q) :={u € L*(Q) : wu ist schwach differenzierbar}.

Diesen Raum nennen wir auch Sobolew-Raum. Mit der Norm

lallzr := 3/ lullZe + 70l fiir alle u € H'(Q) (6.21)
st er ein Banach-Raum und mit dem Skalarprodukt
(v,u) g == (v, u)r2 + (Vo, Vu) 2 fiir alle u,v € H'() (6.22)
auch ein Hilbert-Raum.

Damit die Variationsformulierung weiterhin sinnvoll ist, brauchen wir auch eine Ver-
allgemeinerung des Raums C§(€2), der neben der Differenzierbarkeit auch die Randbe-
dingungen enthilt. Hier tritt eine technische Schwierigkeit auf: Fiir stetige Funktionen
u € C(Q) ist die Einschrinkung u|sq auf den Rand des Gebiets definiert, bei Funktionen
u € L?() ist das nicht mehr ohne weiteres der Fall. Allerdings kann man immerhin fiir
Funktionen u € H*(Q) die Einschréinkung auf den Rand verallgemeinern. Auf die Details
gehen wir nicht weiter ein, wir halten lediglich fest, dass fiir jede Funktion u € H'(Q)

die Einschrinkung u|gq sinnvoll definiert ist, und verwenden den Hilbert-Raum
HY(Q) :={uec H(Q) : u|gq =0}

als Verallgemeinerung des Raums C§(Q).
Wir setzen V := H{ () und verallgemeinern (6.15)), indem wir den Gradienten durch
den schwachen Gradienten ersetzen sowie lediglich f € L?(2) fordern und so zu

a(v,u) = /Q<Vv(x), Vu(zx))e dr fiir alle u,v €'V, (6.23)

B(v) = /Qv(x)f(x) dx fir allev e V (6.24)

gelangen. Damit konnen wir die Variationsgleichung (6.7) in die folgende Form bringen:
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Gegeben ist 8 € V’, gesucht ist u € V mit
a(v,u) = B(v) fiir alle v € V. (6.25)

Das ist genau die Form, auf die sich der Satz von Lax-Milgram anwenden liefle, falls
seine Voraussetzungen erfiillt sind. Also priifen wir diese Voraussetzungen nach.

Erstens muss 8 € V' gelten. Offenbar ist 3 linear, also bleibt lediglich die Be-
schriinkheit nachzuweisen. Da f € L?(Q) gilt und dieser Raum ein Hilbert-Raum ist,
konnen wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung anwenden, um

1B(v)| = /Qv@)f(x) da| = [(v, f) 2] < |[oll 2l 1 2 fiir alle v € L*(Q)
zu erhalten. Mit
o]z < \/Hvlliz +IVollZ. = vl fiir alle v € H'(€)
folgt daraus
1B < ([ flle2llv]l g fiir alle v € V,

also diirfen wir 8 € V' mit ||8]|ys < ||f]|z2 festhalten.
Zweitens muss die Bilinearform a stetig sein. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
erhalten wir zunéchst

la(v, u)] =

/(Vv(:v),Vu(x)>2 dx
Q
= |(Vu, Vu) 2| < ||Vl 2] Vul 2 fiir alle v,u € V.

Aufgrund der Abschétzung

IVolz < /02 + IV0]22 = o]l fir alle v € V
folgt unmittelbar
la(v,w)| < ||v||v|lu|lv fir alle u,v €'V,

also ist a eine stetige Bilinearform.

Drittens muss die Bilinearform auch koerziv sein. An diesem Punkt spielen die Rand-
bedingungen eine wichtige Rolle, mit deren Hilfe wir die folgende Hilfsaussage gewinnen
koénnen:

Erinnerung 6.20 (Friedrichs-Ungleichung) Es ezistiert ein Cqo € R~o mit

Hv||%2 < OQHV'UH%Q fiir alle v € H&(Q)
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6 Grundlagen des Finite-Elemente- Verfahrens

Mit der Friedrichs-Ungleichung erhalten wir

loliF = llvlge + [VolZ. = /Qv(w)Qda:Jr/QHW(w)H%dx

< (Cq+ 1)/Q |Vo(z)|3dz = (Cq + 1) /Q<Vv(x),Vv($))2 dx
= (Cq + 1a(v,v) fiir alle v € Hg(Q), (6.26)

also ist die Bilinearform a koerziv mit Cr = 1/(Cq + 1). Damit lésst sich der Satz
von Lax-Milgram anwenden und wir haben gezeigt, dass die Variationsaufgabe (6.25)
eine eindeutig bestimmte Losung besitzt, die

[ull g < (Ca + DI fllz2

erfiillt. Falls die urspriingliche Differentialgleichung (6.2)) eine Losung u besitzt, 16st diese
Funktion u auch die Variationsaufgabe ([6.25)). Da die Variationsaufgabe eindeutig 16sbar
ist, wird ihre Losung mit der der urspriinglichen Gleichung iibereinstimmen.

6.5 Galerkin-Diskretisierung

Ausgehend von einer Variationsaufgabe koénnen wir auch praktisch durchfiihrbare
Naherungsverfahren entwickeln. Die grundlegende Idee der Galerkin-Diskretisierung
besteht darin, den unendlich-dimensionalen Hilbert-Raum V durch einen endlich-
dimensionalen Teilraum V;, C V zu ersetzen. An die Stelle der Variationsaufgabe
tritt damit die folgende Aufgabe:

Gegeben ist 3 € V', gesucht ist uy, € V}, mit
a(vp,upn) = Bvy) fiir alle vy, € Vj,. (6.27)

Die fiir den Satz von Lax-Milgram wichtigen Eigenschaften der Bilinearform a und des
Funktionals S bleiben auch auf einem Teilraum giiltig, so dass auch die diskretisierte
Variationsaufgabe (6.27)) eindeutig 16sbar ist.

Bemerkung 6.21 (Minimierung) Sei die Bilinearform a symmetrisch und positiv de-
finit. Analog zu Lemmal{.18 kénnen wir die Lésungen der Variationsaufgaben dann auch
als Liosungen von Minimierungsaufgaben charakterisieren:

u €V lost die Variationsaufgabe genau dann, wenn

1 1
ia(u,u) — Bu) < ia(v,v) — B(v) fir allev e 'V gilt,
und up, € Vy, ldst die Aufgabe genau dann, wenn
1 1
g@(un, un) = B(un) < ga(vn, vn) — Blvn) fiir alle vy, € V, gilt.

Fiir eine symmetrische Bilinearform bedeutet also die Galerkin-Diskretisierung lediglich,
dass das Minimum einer Funktion in dem Teilraum Vj, statt in V gesucht wird.
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Da die diskretisierte Variationsaufgabe in dem endlich-dimensionalen Raum V}, for-
muliert ist, koénnen wir sie in eine fiir den Rechner zugéngliche Form iiberfithren: Wir
wéhlen eine Basis (¢;)iez des Raums V}, und stellen u; und vy, durch Koeffizientenvek-
toren beziiglich dieser Basis dar, also als

up = ijgoj, Vp = Zyiwi (628)

JET i€

mit x,y € RZ. Durch Einsetzen in (6.27) erhalten wir

> wiBlei) = Blvn) = alvn,un) = Y Y vialpi, p5)x

i€l €L jeT
Zur Abkiirzung definieren wir den Vektor b € R und die Matrix A € RZ*T durch

bi = B(pi), fiir alle 1 € Z, (6.29a)
aij = a(i, ¢y) fir alle i,j € 7 (6.29b)

und konnen die Variationsaufgabe (6.27) mit (6.28]) kompakt als

(y, Ax)2 = (y,b)2 fiir alle y € R?
schreiben. Damit haben wir ein lineares Gleichungssystem erhalten.

Satz 6.22 (Lineares Gleichungssystem) FEin Vektor u, € Vj, lost die diskretisierte
Variationsaufgabe genau dann, wenn der gemdys zugeordnete Vektor x € RT
das lineare Gleichungssystem

Ax =D (6.30)
mit der Matriz A € RT*T und dem Vektor b € RT Iost, die durch gegeben sind.

Beweis. Sei up, € Vj, eine Losung der Variationsaufgabe (6.27)), sei ¢ € Z. Indem wir in
der Variationsaufgabe v, = @; einsetzen erhalten wir

b = B(pi) = alpi,un) = Z 80178% Ty = Zazj$j
JET JET

Also ist x eine Losung des Gleichungssystems ((6.30)).
Sei nun x eine Losung dieses Gleichungssystems. Sei vy, € Vj, gegeben, und sei y € RT
der geméf (6.28) zugeordnete Vektor. Dann gilt

=D wiBlei) =) yibi =) yi(Ax);

1€l i€l i€l

=Y Uiy ayz; =YY yia(ens)r; = alvn,up).

€L JET i€ jeT

Damit ist uy eine Losung der Variationsaufgabe (6.27]). [ |
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Statt die Variationsaufgabe zu behandeln kénnen wir also auch einfach ein lineares
Gleichungssystem l6sen. Dieser Ansatz ist besonders elegant, weil sich niitzliche Eigen-
schaften der Bilinearform a unmittelbar auf die Matrix A iibertragen: Falls a symme-
trisch ist, ist auch A symmetrisch, und falls a positiv definit ist, gilt dasselbe auch fiir
die Matrix A.

In unserem Anwendungsfall ist die in definierte Bilinearform sowohl symme-
trisch als auch positiv definit, so dass wir beispielsweise das Verfahren der konjugierten
Gradienten einsetzen konnen, um das Gleichungssystem zu behandeln.

Natiirlich stellt sich die Frage, wie grof§ der Fehler ist, mit dem wir rechnen miissen,
wenn wir die urspriingliche Variationsaufgabe durch die Galerkin-Naherung
ersetzen. Bei der Beantwortung dieser Frage hilft uns eine besondere FEigenschaft der
Galerkin-Diskretisierung, die Galerkin-Orthogonalitit:

Lemma 6.23 (Galerkin-Orthogonalitit) Seien v € V und up € Vj, die Lisungen
der Variationsaufgaben und . Dann gilt

a(vp,u—up) =0 fiir alle vy, € V3. (6.31)

Falls a ein Skalarprodukt ist, bedeutet diese Gleichung gerade, dass der Diskretisierungs-
fehler u—uyp, beztiglich dieses Skalarprodukts senkrecht auf dem gesamten Raum V}, steht.

Beweis. Sei v, € V. Da Vj, C V gilt, kénnen wir vy, auch in einsetzen, um
a(vp,u) = B(vn)
zu erhalten. Indem wir von dieser Gleichung subtrahieren ergibt sich
a(vp,u — up) = a(vp, u) — a(vy, up) = Bvy) — Bvy) = 0.

Aus der Galerkin-Orthogonalitéit ldsst sich eine Aussage iiber den Diskretisierungsfeh-
ler gewinnen.

Satz 6.24 (Céa) Die Bilinearforma : V xV — R sei koerziv. Seienu € V und up, € Vj,
die Losungen der Variationsaufgaben (0.25) und (6.27). Dann gilt

Cs )
lu —up|ly < C—EHU — wp||lv fir alle wy, € Vp,

die Galerkin-Approximation uy, ist also ,fast so gut® wie die bestmdgliche Approzimation
von u im Teilraum Vy,.

Beweis. Sei wy, € V. Mit der Koerzivitét (6.17)) der Bilinearform und der Galerkin-
Orthogonalitédt (6.31)), angewendet auf vy, := up, — wy, erhalten wir

Cgllu— uh||%/ < a(u—up,u—up) = alu —up,u—up) + alu — up, up — wp)
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6.6 Finite-Elemente-Basis

= a(u — up, u — up, + up —wyp) = alu — up, u — wp).
Wir setzen die Stetigkeit ein und gelangen zu
Crllu—unlli < alu—up,u—wy) < Csllu—upllv|u—whlv,
und aus dieser Abschitzung folgt unmittelbar
Cellu—upllv < Csllu—wp|lv.

Per Division durch Cg ergibt sich die Behauptung. ]

Bemerkung 6.25 (Energienorm) Fulls die Bilinearform a nicht nur koerziv, sondern
auch symmetrisch ist, ist a ein Skalarprodukt auf V und wir kénnen die durch

|vla == v a(v,v) fir allev eV

definierte Energienorm als alternative Norm auf V verwenden.
Infolge von Koerzivitit und Stetigkeit gilt

CEHUH%/ < a(v,v) = ”’UH?I =a(v,v) < CsH’UH%/ fiir alle v €'V,

also sind die Energienorm und die Hilbert-Raum-Norm ||- ||y dquivalent, so dass V' auch
mit der Energienorm und a als Skalarprodukt ein Hilbert-Raum ist.

Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitdt und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
0.13), angewendet auf das Skalaprodukt a, erhalten wir fir alle wy, € Vj, die Ungleichung

|lu — uhHZ = a(u —up,u —up) = a(u — up,u — up) + a(u — up, up, — wp)
a

(u —up,u —wp) < [lu—upllallu —whlla,
aus der unmittelbar

lu —uplla < |lu—whlq fir alle wy, € Vj,

folgt. Beziiglich der Energienorm ist also uy tatsdchlich die bestmdgliche Approximation
der Losung u im Teilraum Vp,.

6.6 Finite-Elemente-Basis

Der Galerkin-Ansatz lasst sich mit fast beliebigen Teilrdumen V;, C V' anwenden, also
stellt sich die Frage, welche Teilrdume besonders gut geeignet sind. Drei Aspekte sind
dabei von besonderer Bedeutung:

e Der Raum V}, muss ein Teilraum des Raums V sein. In unserem Fall bedeutet das,
dass die Elemente des Raums schwach differenzierbar sein miissen.
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6 Grundlagen des Finite-Elemente- Verfahrens

e Der Raum V}, muss so gewihlt sein, dass sich u durch ein wy, € V}, gut approximie-
ren ldsst. Nach dem Satz von Céa ist dann auch up eine gute Ndherung der
Losung wu.

e Wir miissen eine Basis des Raums finden kénnen, mit der die Matrix A und der
Vektor b aus (6.29)) sich effizient verarbeiten lassen.

Um einen Raum schwach differenzierbarer Funktionen auf dem Gebiet €2 zu konstru-
ieren, bietet es sich an, von besonders einfachen Funktionen auszugehen, ndmlich von
Polynomen. Polynome sind sogar unendlich oft differenzierbar, sie lassen sich einfach
auswerten und auch ansonsten gut verarbeiten. Eine Beziehung zu einer Triangulation
T des Gebiets  ldasst sich besonders einfach herstellen, indem wir fordern, dass eine
Funktion v, € V}, auf jedem Simplex w; mit ¢ € T ein Polynom sein muss. Um Schwie-
rigkeiten am Rand der Simplizes zu vermeiden definieren wir das Innere eines Simplex’

t durch
Wy 1= {Zaﬂ: ©ay € (0,1) fir alle z € ¢, Zaw < 1}.

xEt xet

Die Rénder des Simplex’ haben keinen Einfluss auf den Wert des Lebesgue-Integrals, so
dass wir ein Integral iiber ) als die Summe der Integrale iiber w; mit ¢t € T darstellen
koénnen.

Definition 6.26 (Stiickweise Polynome) Sei m € Ny, sei T eine Triangulation ei-
nes Gebiets ). Dann nennen wir

O ={u: Q=R : ulg, ist ein Polynom hichstens m-ten Grades fir alle t € T}
den Raum der stiickweisen Polynome m-ten Grades.

Elemente dieses Raums sind zumindest auf allen Simplizes der Triangulation sogar
nstark® differenzierbar, wir miissen nur noch priifen, ob sie insgesamt noch schwach
differenzierbar sind.

Satz 6.27 (Schwache Differenzierbarkeit) FEine Funktion u € Il1,, ist genau dann
schwach differenzierbar, wenn sie stetig ist.

Beweis. Wir werden lediglich beweisen, dass aus der Stetigkeit der Funktion u bereits
die schwache Differenzierbarkeit folgt. Fiir die umgekehrte Implikation sind theoretische
Hilfsmittel erforderlich, auf die wir an dieser Stelle nicht ndher eingehen kénnen.

Sei also u € Il ,, stetig. Wir miissen nachpriifen, dass die Bedingung gilt. Dazu
werden wir das Integral tiber 2 in Integrale iiber die Simplizes w; mit ¢ € T zerlegen.
Nach Definition finden wir Polynome u; m-ter Ordnung so, dass

ule, = utle, fir alle t € T (6.32)

gilt. Insbesondere kénnen wir auf den Teilgebieten u; statt g, integrieren.
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Damit kénnen wir auf jedem einzelnen Simplex w; die partielle Integration ver-
wenden, um eine Ableitung zu berechnen. Um die dabei auftretenden Randintegrale
behandeln zu kénnen fithren wir die Mengen

Fri={s€S8S4_1 : sCt} firallet € T

der Seiten eines Simplex’ t € T ein. Alle Seiten einer Triangulation bezeichnen wir mit

.FT = U -Ft-
teT

Fiir jede Seite s € Fr fixieren wir einen Einheitsnormalenvektor n, € R?. Da in der
Gleichung duflere Normalenvektoren benétigt werden, fithren wir

() = {1 falls ng duflerer Normalenvektor fiir ¢ ist, firallet € T, s € F

—1 ansonsten

ein und halten fest, das o(t, s)ns dann immer ein duflerer Normalenvektor auf der Seite
s des Simplex’ ¢ ist.
Fiir jede Seite s € F7 ist die Menge

Ts:={teT : se€F}

der an s angrenzenden Simplizes nach Definition nicht leer. Falls fiir ¢1,to € 75 die Glei-
chung o(t1,s) = o(te, s) gilt, folgt aus der Definition der Triangulation bereits ¢; = to.
Da o nur zwei unterschiedliche Werte annehmen kann, kann 73 hochstens zwei Simplizes
ti,ty € T enthalten, und fiir diese Simplizes muss o(t1,s) = —o(te, s) gelten.

Nach diesen Vorarbeiten koénnen wir uns dem Beweis des Satzes zuwenden. Seien
u € Iy, und v € C}(L, RY) gegeben. Mit und partieller Integration geméfl

erhalten wir

/()Vv Jdo =) — /w dx—Z—/ w(2)V - () da

teT teT wt

-2 [ o) v@hade [ i@)in), o), dr

= Z (Vug(z )2 dx — Z / o(t,s)ns(x),v(x))s dx.
teT " s€Ft

Da erste Integral stellt fiir uns kein Problem dar, denn wir kénnen den schwachen Gradi-
enten der Funktion u einfach aus den Gradienten Vu; zusammensetzen. Fiir das zweite
Integral dagegen ist in (6.20) kein Platz, wir miissen also nachpriifen, dass es verschwin-
det. Es gilt

Z Z/ o(t,s)ns(z),v(z))s dx

teT seF;
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6 Grundlagen des Finite-Elemente- Verfahrens

Z Z/ o(t,s)ns(x),v(z))s dx.

seFrteTs
Wir untersuchen die Summe
S / w(2)(0(t, $)ns(x), v(z))2 do
teT, ¥ Ws

fiir eine Seite s € F7. Wir haben bereits gesehen, dass 7; nur entweder einen Simplex
oder zwei Simplizes enthalten kann.

Im ersten Fall liegt s auf dem Rand des Gebiets €2, so dass die Funktion v auf w, gleich
null ist, also auch das Integral.

Im zweiten Fall finden wir ¢1,ty € T mit 75 = {t1,ta}, o(t1,s) = 1 und o(t2,s) = —1,
so dass wir

Z/ o(t,s)ns(z),v(x))s dx

teTs

—/ utl(x)<a(t1,s)ns(x),v(:c)>2d:):—I—/ Uty (z) (o (t2, s)ns(z), v(z))2 dx
- / ity (2) (1), 0(z))2 i — / ity (2) (1), 0(z))2
- / (t, (2) — gy (1)) (o (2), 0(2))2

erhalten. Da u stetig ist, gilt uy, |w, = U, |w,, also ist jedes dieser Integrale gleich null.
Damit verschwinden alle Randintegrale, wir haben

/ u(z)V - v(x d:c—Z/ (Vug(z),v(x))e dx

teT

bewiesen. Indem wir

fir alle x € Q
0 ansonsten

{Vut(x) falls x € Wy fiireint € T,
w(z) =

setzen, erhalten wir

- [ w@¥ v@yde =Y [ twie)of@))ade.

also gilt (6.20) und w ist der schwache Gradient der Funktion wu. |

Wenn wir also den Raum V}, aus stiickweisen Polynomen zusammensetzen wollen,
brauchen wir lediglich sicher zu stellen, dass die Polynome an den Seiten der Simplizes
stetig ineinander tibergehen.
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Definition 6.28 (Stetige stiickweise Polynome) Sei m € Ny, sei T eine Triangu-
lation eines Gebiets Q). Dann nennen wir

Prm ={uecC(Q) : ulg, ist ein Polynom hichstens m-ten Grades fir alle t € T}

den Raum der stetigen stiickweisen Polynome m-ten Grades. Fulls sich die Triangulation
aus dem Kontext ergibt, verwendet man héufig Py, als Abkiirzung fiir Pt p,.
Nach Satz gilt Py C HY(Q), man bezeichnet die Riume als H'-konform.

Man kann sich relativ leicht iiberlegen, dass durch die Stetigkeitsbedingung der Raum
P10 lediglich auf dem gesamten Gebiet konstante Funktionen enthélt, also fiir die Ap-
proximation allgemeiner Losungen eher unbrauchbar ist.

Der Raum P71 hingegen ist fiir unsere Zwecke reichhaltig genug und soll deswegen im
Folgenden néher untersucht werden. Insbesondere sind wir daran interessiert, eine Basis
dieses Raums zu finden, die dafiir sorgt, dass die Matrix A eine Struktur aufweist, die
fiir die Implementierung niitzlich ist.

Besonders giinstig wire eine Basis, die dazu fithrt, dass moglichst viele Eintriage der
Matrix A gleich null sind und deshalb nicht berechnet und auch nicht abgespeichert
werden miissen. Dazu bietet es sich an, die Tridger der Basisfunktionen zu untersuchen,
die durch

suppp; :={r € Q : pi(z) # 0} fir alle 1 € Z

gegeben sind. Auflerhalb ihres Trigers verschwindet die Basisfunktion ¢;, so dass sich

(6.29) in der Form
i / (Vopi(r), V;(r))2 dx fiir alle 4,5 € Z
Supp ;Nsupp ¢;

schreiben ldsst, denn zu dem Integral tragen nur diejenigen Punkte des Gebiets etwas
bei, in denen der Integrand ungleich null ist. Falls die Tréger zweier Basisfunktionen ;
und ; disjunkt sind oder ihr Schnitt kein Volumen (fiir d = 3) oder keine Fldche (fiir
d = 2) aufweist, folgt somit a;; = 0, so dass wir diesen Koeffizienten weder ausrechnen
noch abspeichern miissen.

Der Raum der linearen Polynome wird auf d-dimensionalen Gebieten durch

{1a$17$27 s ,fL’d}

aufgespannt, also gerade durch d+1 linear unabhéngige Funktionen. Es lasst sich zeigen,
dass daraus bereits folgt, dass eine Funktion u; € P71 auf jedem w; mit ¢t € T bereits
durch ihre Werte in den d 4+ 1 Eckpunkten t eindeutig festgelegt ist.

Definition 6.29 (Knotenmenge) Die Menge der Eckpunkte aller Simplizes einer Tri-
angulation nennen wir deren Knotenmenge und bezeichnen sie mit

Ny = U t.
teT

Die Punkte i € N7 nennen wir Knotenpunkte der Triangulation.
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Damit ist eine Funktion uj, € P71 durch ihre Werte in den Knoten N7 definiert. Fiir
die Konstruktion einer Basis bietet es sich an, diese Werte so zu wéhlen, dass méglichst
kleine Triger entstehen. Aus unserer Betrachtung folgt, dass die Funktion up auf w;
gerade dann gleich null ist, wenn sie in den Punkten t gleich null ist. Am einfachsten
ist es, eine Basisfunktion so zu wéhlen, dass sie in genau einem Knotenpunkt ungleich
null ist, beispielsweise gleich eins, und in allen anderen gleich null. Dann ist ihr Trager
so klein wie méglich.

Um praktisch mit diesen Knotenbasisfunktionen arbeiten zu kénnen, empfiehlt es sich,
sie explizit fiir jeden Simplex auszudriicken. Diese Aufgabe ldsst sich besonders elegant
16sen, indem wir auf die aus Erinnerung [4.1] bekannte Determinante zuriickgreifen.

Lemma 6.30 (Lokale Basisfunktion) Seit € T, seii € t.
Falls d = 2 gilt, finden wir j,k € t mit t = {i, j, k} und definieren

det(l’—j,k’—]) . 2
pit(r) det(i — .k —j) fir alle x €
Dann folgen
wie(i) =1, pit(d) =0, pit(k) = 0. (6.33)

Falls d = 3 gilt, finden wir j,k,0 € t mit t = {i,7,k, £} und definieren

det(l‘—j,kﬁ—],f—j)

ir all R3.
det(i — .k — 4,0 —j) fir alle

pir(w) =
Dann folgen

it(i) =1, it(j) =0, wit(k) =0, it(€) = 0. (6.34)

Da ¢;; jeweils ein lineares Polynom ist, ist es durch die Werte in den Eckpunkten ein-
deutig festgelegt, also insbesondere unabhdngig von der Reihenfolge, in der j, k,{ gewdhlt
werden.

Beweis. Wir nutzen aus, dass die Determinante verschwindet, falls ihre Argumente linear
abhéngig sind. Fiir d = 2 erhalten wir damit

() = det(j —j,k—j)  det(0,k—j) 0
Yit\J det(i — 5,k —j)  det(i —j,k—j)
det( _]7 .7)
ok —0.
i (k) = det(i — j, k — j)

Da t regulér ist, sind ¢ — j und k — j linear unabéngig, so dass wir det(i — j,k — j) # 0
und damit ¢; +(7) = 1 erhalten.
Fiir d = 3 kénnen wir entsprechend verfahren. ]
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Bemerkung 6.31 (Basis) Aus Lemma folgt insbesondere, dass eine stiickweise
lineare Funktion durch ihre Werte in den Knotenpunkten eindeutig festgelegt ist: Bei-
spielsweise fiir d = 2 haben wir auf einem reguliren Dreieck wy mit t = {i,j,k} drei
Funktionen @; ¢, pj¢ und o . Diese Funktionen sind linear unabhingig, denn falls uns
o, o, ap € R mit

Qi+ ajpj+ apprs =0

gegeben sind, folgt durch Einsetzen von i, j und k in jeweils

a; = i (1) + ajip e (i) + app (i) = 0,
aj = i i(J) + ap)(d) + anpr(3) =0,
ar, = ;i (k) + apji(k) + arpr (k) = 0.

Also ist {pit, ©jt Pty eine Basis des Raums der linearen Polynome, und die Koeffizi-
enten eines beliebigen linearen Polynoms sind durch dessen Werte in den Eckpunkten v,
7 und k gegeben.

Entsprechendes gilt auch fir d = 3 und requldre Tetraeder.

Aus den lokalen Knotenbasisfunktionen kénnen wir globale Knotenbasisfunktionen
zusammensetzen, indem wir die Funktion auf jedem Simplex ihres Tragers definieren.

Definition 6.32 (Knotenbasis) Fiir jeden Knoten i € N7 definieren wir die Knoten-
basisfunktion durch

% ll ) - ta .. A
vi(z) = {(,0715(96) Jalls z € wi, i € fir alle z € Q.

0 ansonsten

Die Funktion ist wohldefiniert, denn falls x € w; und x € ws fiir zwei t,s € T gilt, folgt
aus der Linearitit von @; y und @; s, dass beide Funktionen auf dem Simplex wiNws = wins
(nach Definition [6.9) identisch sind, dass also @i () = @is(x) gilt.

Die Menge (@;)ien, nennen wir die Knotenbasis des Raums Pr 1.

Der Raum Pr 1 ist zwar ein Teilraum des Sobolew-Raums H' (), erfiillt jedoch nicht
die Randbedingung, die wir fiir den Raum H}(£2) zusitzlich aufgenommen haben. Diese
Bedingung lésst sich allerdings einfach umsetzen: Wir schlieflen alle Randpunkte aus der
Knotenmenge N7 aus und stellen so sicher, dass von den verbleibenden Knotenbasis-
funktionen aufgespannte Funktionen auf dem Rand verschwinden.

Definition 6.33 (Ansatzraum) Wir definieren die Menge der inneren Knoten der
Triangulation durch

IT:={ieNy :icQ}

und setzen

Vi, = {ZJIZQOZ X E RI} .

1€T
Dann gilt Vi, C H (Q).
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6.7 Aufstellen des Gleichungssystems

Da wir nun iiber einen passenden Ansatzraum und eine geeignete Basis desselben
verfiigen, besteht unsere nichste Aufgabe darin, die Matrix A € RZ*% und den Vektor
b € R? gemiB zu konstruieren.

Nach Definition setzt sich das Gebiet 2 aus den Simplizes w; der Triangulation
zusammen, so dass wir die in auftretenden Integrale in Integrale iiber die Simplizes
zerlegen konnen. Da die Knotenbasisfunktion ¢; auf allen Simplizes t € T mit ¢ & ¢
verschwindet, ergibt sich

aij = alpi, 05) = /Q (Vs(x), Vs ()2 da

=Y [ (Vo). Voo = 3 [ (Veila). Viya))ado

teT teT Yt
i€t jet
= > / (Vi r(), Voii(x))e dz fiir alle 4, j € T.
teT Wt
iet,jet

Entsprechend erhalten wir

b = Bl) = /Q oi(2)f(z) da

= /M%(:g dm—Z/

teT teT
1€t
= E / dx fir alle 7 € 7.
teT Wt
zet

Wir kénnen also das Gleichungssystem aufstellen, indem wir lediglich auf den einzelnen
Elementen der Triangulation rechnen.

Ubungsaufgabe 6.34 (Gradienten) Beweisen Sie unter den Voraussetzungen des
Lemmas dass der Gradient der lokalen Basisfunktion fir d = 2 durch

1 ko — j2 .
i = . Il
Vi) det(i— j ki — ) <]1 B k‘1> fiir alle x € wy

und fir d =3 durch
1 EkQ - j2§gf3 - j3§ - Ek:a - j3§§52 - j2;
— : . ks —33)(01 —g1) — (k1 —51) (€3 — J3
det(@ =3k =36 =30\ (ky — 1) (b2 — o) — (ko — Jo) (1 — o)
(k—7) x (£—7)

_ ir all
det(i — jk— Gl —J) fiir alle x € wy

Vpii(z) =

gegeben ist.
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Die Tatsache, dass der Gradient auf jedem Simplex konstant ist, erleichtert uns das
Aufstellen der Matrix A erheblich: Fiir den Beitrag des Simplex w; zu a;; brauchen wir
nur das Skalarprodukt der Gradienten von ¢; ; und ¢;; zu berechnen und mit der Fliche
beziehungsweise dem Volumen des Simplex zu multiplizieren.

Diese Fléche beziehungsweise dieses Volumen lésst sich einfach aus der Determinante
gewinnen: Fiir d = 2 betrigt die Fliche eines Dreiecks wy mit Eckpunkten ¢t = {i, j, k}
gerade

1 . )
§]det(2 — k=7l

fiir d = 3 betrigt das Volumen eines Tetraeders w; mit Eckpunkten ¢t = {i, j, k, £} gerade
1 . . .
gldet(i =5,k = 35,0~ j)l.

Dieselben Determinanten treten auch bei der Bestimmung der Gradienten auf, so dass
wir sie nur einmal zu berechnen brauchen.

Ubungsaufgabe 6.35 (Determinanten) In der Prazis bendtigen wir hdufig lokale
Basisfunktionen fiir alle Eckpunkte eines Simplex’. In dieser Situation kénnen wir die
mehrfache Berechnung der Determinante vermeiden, indem wir fiir d = 2 die Gleichung

det(j — k,i — k) = det(i — j, k — 7)
und fir d = 3 die Gleichung
det(j — k, 0 —k,i—k) = —det(i — 5,k — j, £ — j)

verwenden. Wenn wir die Eckpunkte zyklisch durchlaufen, kénnen wir diese Gleichungen
wiederholt anwenden und brauchen die aufwendige Berechnung der Determinante nur
einmal pro Simplex durchzufiihren.

Bedauerlicherweise ist die rechte Seite f in den meisten Anwendungsféllen nicht kon-
stant, so dass wir die Integrale

/w purle)f ) do

berechnen oder wenigstens approximieren miissen. Integrale werden in der Praxis héufig
durch Quadraturformeln (vgl. Lemma approximiert, die lediglich die Auswertung
der zu integrierenden Funktion in einigen Punkten benttigen. Entsprechend kénnen wir
auch bei Simplizes vorgehen.

Definition 6.36 (Kantenmittelpunktregel) Sei w; ein reguldrer Simplex.
Falls d = 2 gilt, kénnen wir Integrale iiber wy mit t = {3, j, k} durch

[ oo = RN (64 y72) 4+ 900+ 0/2) + o0+ )/2)
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approzimieren. Falls d =3 gilt, erhalten wir fir t = {i,j, k,{} die Niherung

[ atwyae = BEZREZREZ I g (it )72 + 600G+ 0)/2) + (0 +)/2)
Folli+0/2)+ (G +0/2) + ol(k +0)/2).

In beiden Fillen verwenden wir also die Werte der Funktion g in den Kantenmittelpunk-
ten und wdhlen den Skalierungsfaktor so, dass wir fir g = 1 die Fliche beziehungsweise
das Volumen des Simplex’ erhalten.

Da unsere Knotenbasisfunktionen auf den Kanten nur die Werte 1/2 oder null anneh-
men konnen, vereinfacht sich die Berechnung der Integrale noch etwas weiter: Fiir d = 2
beispielsweise erhalten wir mit ¢ = {4, j, k} die Ndherung

[ wutws@ae = BRI g gy o)+ /2,

da ¢;((j + k)/2) = 0 gilt. Die Kantenmittelpunktregel berechnet eine relativ gute
Naherung des Integrals: Wihrend die in eingefithrte Mittelpunktregel lediglich
lineare Polynome exakt integrieren konnte, gelingt das der Kantenmittelpunktregel auch
noch fiir quadratische.

Ubungsaufgabe 6.37 (Kantenmittelpunktregel) Sei d = 2, seien

P R

Dann nimmt die Kantenmittelpunktregel die Gestalt

[oae= (o () o () 1o (i)

an. Beweisen Sie, dass fiir

9 € { ity Pjts Phts it it Pjt Phts PitPhit }

beide Seiten identisch sind, die Quadraturformel also dem exakten Integral entspricht.
Folgern Sie daraus, dass die Kantenmittelpunktregel fiir alle quadratischen Polynome
das exakte Ergebnis berechnet.

Bei den Rechenoperationen, die wir fiir das Aufstellen der Matrix und des Vektors
benétigen, treten viele Groflen auf, die von dem Simplex abhéngen, auf dem wir gerade
arbeiten, beispielsweise Determinanten, Gradienten oder Werte der Funktion f in den
Kantenmittelpunkten.

Wenn wir beispielsweise die Berechnung der Matrix A so gestalten wiirden, dass wir
in einer &ufleren Schleife iiber alle ¢,j € Z laufen und dann in einer inneren Schleife
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tiber alle t € T mit 4, j € ¢, wiirden die auf dem Simplex beruhenden Gréflen mehrfach
berechnet werden.

Wir kéonnen den Rechenaufwand erheblich reduzieren, indem wir stattdessen in einer
duferen Schleife {iber alle Simplizes t € T laufen und dann in einer inneren Schleife
iiber alle ¢,7 € t. Bei dieser Vorgehensweise brauchen wir die Determinante und die
Gradienten nur fiir jeden Simplex einmal zu berechnen.

Definition 6.38 (Elementmatrix und Elementvektor) Sei ¢ € 7T. Die Matrix
A, € Rt mit

IRTRES / (Vpii(x), Voji(x)) d fiir alle i,j €t
wt
nennen wir die Elementmatrix fiir den Simplex t. Den Vektor b; € R mit
b = / vit(z)f(x)dx fir allei et
Wt

nennen wir den Elementvektor fiir diesen Simplex.

Mit Hilfe der Elementmatrizen und -vektoren erhalten wir

Qjj = Z Qtij fir alle 4,5 € Z, (635&)

teT

i,jct
b= by fiir alle i € Z, (6.35b)

teT

ict
und genau so sollten wir die Matrix A und den Vektor b auch in einer konkreten Im-
plementierung aufstellen: Wir durchlaufen in einer dufleren Schleife alle Simplizes t € T,
berechnen die Elementmatrix A; und den Elementvektor by, und addieren ihre Eintrage

zu den entsprechenden Eintrdgen der Matrix A und des Vektors b.
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7 Implementierung und Anwendungen des
Finite-Elemente-Verfahrens

Die konkrete Umsetzung einer Finite-Elemente-Methode (kurz FEM) besteht in der
Regel aus mehreren Phasen:

e Zunichst muss eine Triangulation (hdufig auch einfach Gitter genannt) des zu
behandelnden Gebiets konstruiert werden.

e Anschlieflend sind die Steifigkeitsmatriz A und der Lastvektor b aufzustellen.

e Das resultierende lineare Gleichungssystem muss gelost werden, um den Koeffizi-
entenvektor x der Galerkin-Losung zu erhalten.

In diesem Kapitel widmen wir uns diesen Aufgaben und gehen darauf ein, wie sich
Finite-Elemente-Verfahren fiir weitere Anwendungsbeispiele entwickeln lassen.

7.1 Gittererzeugung

Um ein Finite-Elemente-Verfahren anwenden zu kénnen, bendtigen wir zunéchst eine
Triangulation des Gebiets €2, auf dem die zu lésende Gleichung gegeben ist. In prak-
tischen Anwendungen kann so eine Triangulation beispielsweise dem CAD-Programm
entnommen werden, mit dem ein Ingenieur ein Bauteil oder ein Gebdude konstruiert
hat. Diese Aufgabe erfordert haufig relativ komplexe Algorithmen, auf die wir an dieser
Stelle nicht weiter eingehen kénnen.

Selbst wenn eine Triangulation vorliegt sind wir noch nicht fertig: Nach dem Satz
von Céa ist die durch das Finite-Elemente-Verfahren berechnet Nidherungslésung zwar
nahe an der besten Approximation, die in dem verwendeten Ansatzraum moglich ist,
diese Approximation kann aber immer noch zu schlecht sein. Es liasst sich nachweisen,
dass der Fehler der Approximation von der Gitterweite

hr =max{|i —j|| : i,j€t, i#j, t €T}

abhéngt, also der Lange der ldngsten in der Triangulation auftretenden Kante. Unter
geeigneten Annahmen erhalten wir

llu — up|lr2 < Coh2 , lu — up|lgr < Cihy

mit geeigneten (von u abhingenden) Konstanten Cjy, C7 € Rsg. Um eine hohe Genau-
igkeit zu erreichen, miissen wir also eine Triangulation konstruieren, deren Kanten eine
gegebene maximale Lénge nicht iiberschreiten.
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7 Implementierung und Anwendungen des Finite-Elemente-Verfahrens

Abbildung 7.1: Rote Verfeinerung eines Dreiecks

Besonders einfach lédsst sich diese Aufgabe durch eine Gitterverfeinerung 16sen: Wir
beginnen mit einer Triangulation 7o und zerlegen manche oder alle der in ihr enthaltenen
Simplizes in kleinere Simplizes, um eine neue Triangulation 77 zu erhalten. Falls die in ihr
enthaltenen Simplizes klein genug sind, kénnen wir aufhéren, anderenfalls wiederholen
wir den Algorithmus, um zunehmend feinere Triangulationen 75, 73, ... zu gewinnen.

Definition 7.1 (Verfeinerung) Seien T und T’ Triangulationen. Wir nennen T’ eine
Verfeinerung der Triangulation T, falls fir jedes t € T ein k € N und t},...,t, € T’

mit
k
Wt = U wt;j
v=1

existieren und wenn fiir jedes t' € T' eint € T mit
wy € wy

existiert. Jeder Simplex der ,groben® Triangulation T muss sich also als Vereinigung
von Simplizes der feinen® Triangulation T’ darstellen lassen, und letztere darf dariiber
hinaus keine weiteren Simplizes enthalten.

Eine Verfeinerung einer Triangulation 7 wird in der Regel konstruiert, indem man
zunéchst entscheidet, welche Simplizes ¢ € T zerlegt werden sollen und welche un-
verdndert iibernommen werden kénnen. Anschliefflend werden die ausgewéhlten Simplizes
in kleinere Simplizes zerlegt.

Rote Verfeinerung. Besonders einfach ist die sogenannte ,globale rote Verfeinerung®,
bei der jedes Dreieck durch Verbinden der drei Kantenmittelpunkte in vier kongruente
(d.h. durch Verschiebung, Rotation und Skalierung ineinander tiberfithrbare) Dreiecke
zerlegt wird (siehe Abbildung [7.1)).

Diese relativ einfach umsetzbare Technik bietet den groflen Vorteil, dass die Form
der Dreiecke der Triangulierung erhalten bleibt und sich die Kongruenz zwischen dem
,, Vaterdreieck“ und seinen So6hnen ausnutzen ldsst, um beispielsweise die Berechnung der
Elementmatrizen erheblich zu beschleunigen.

Im Rahmen unserer Datenstruktur miissen wir darauf achten, dass Eckpunkte und
Kanten korrekt von benachbarten Dreiecken geteilt werden: Falls bei der Unterteilung

114



7.1 Gittererzeugung

eines Dreiecks ein neuer Eckpunkt im Mittelpunkt einer Kante angelegt wurde, muss
sichergestellt sein, dass ein Dreieck auf der anderen Seite der Kante denselben Eck-
punkt verwendet. Wiirde es ndmlich ebenfalls einen neuen Eckpunkt anlegen, wére der
Kantenmittelpunkt in der neuen Triangulation doppelt vertreten und die Stetigkeit der
Basisfunktionen nicht mehr gesichert.

Diese Aufgabe lisst sich relativ einfach losen, indem wir den Kantenmittelpunkt der
Kante zuordnen, statt dem Dreieck, das ihn fiir seine Unterteilung benétigt. Entspre-
chend kénnen wir mit den Kanten verfahren: Bei der Zerlegung einer Kante entstehen
zwel neue Kanten, die wir dieser Kante zuordnen. Hinzu kommen fiir jedes Dreieck drei
Kanten, die die Kantenmittelpunkte verbinden. Der Algorithmus kann also in vier Pha-
sen ablaufen:

1. Konstruiere fiir jede Kante einen Kantenmittelpunkt.

2. Konstruiere fiir jede Kante zwei Kanten, indem ihre beiden Eckpunkte mit dem
Kantenmittelpunkt verbunden werden.

3. Konstruiere fiir jedes Dreieck drei Kanten, die ihre Kantenmittelpunkte verbinden.
4. Konstruiere fiir jedes Dreieck vier Teildreiecke.

Falls wir eine Datenstruktur verwenden, in der Eckpunkte, Kanten und Dreiecke jeweils
als eigenstindige Objekte auftreten, ldsst sich dieser Algorithmus besonders einfach um-
setzen.

Lokale Verfeinerung. Falls die Losung u des Variationsproblems sich in Teilen des
Gebiets sehr schnell verdndert, wiahrend sie in anderen Teilen ,glatt“ ist, empfiehlt es
sich, die Triangulierung lokal zu verfeinern, also nur die Dreiecke zu zerlegen, die in dem
interessanten Bereich liegen.

Die rote Verfeinerung eignet sich zu diesem Zweck nur sehr bedingt: Wenn wir ein
einzelnes Dreieck zerlegen, entstehen neue Ecken in seinen Kantenmittelpunkten, de-
nen keine Ecken in den benachbarten Dreiecken entsprechen. Diese Ecken bezeichnet
man als hdngende Knoten, sie verletzen die Bedingung der Definition der
Triangulierung und wiirden zu unstetigen Basisfunktionen fithren. Um hingende Kno-
ten zu vermeiden, bliebe uns bei der roten Verfeinerung nur die Moglichkeit, auch die
Nachbardreiecke zu zerlegen, und dieser Effekt wiirde sich fortsetzen, bis die gesamte
Triangulierung verfeinert ist.

Griin-blauer Abschluss. Einen einfachen Ausweg bietet der sogenannte griin-blaue Ab-
schluss:

Falls in einem Dreieck, das nicht verfeinert werden soll, genau ein hingender Knoten
auftritt, wird er mit dem ihm gegeniiberliegenden Eckpunkt verbunden, um sicherzu-
stellen, dass eine wohldefinierte Triangulierung entsteht. Man spricht in diesem Fall von
einer grinen Verfeinerung.

Falls in einem Dreieck, das nicht verfeinert werden soll, genau zwei hingende Knoten
auftreten, wird der erste mit dem ihm gegeniiber liegenden Eckpunkt verbunden, der
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7 Implementierung und Anwendungen des Finite-Elemente-Verfahrens

AN AN

Abbildung 7.2: Griin/blauer Abschluss eines Dreiecks, falls nur eine oder nur zwei Kan-
ten zerlegt werden sollen

N\ L L A

Abbildung 7.3: Newest vertex bisection angewendet auf ein Dreieck und die dabei ent-
stehenden Teildreiecke. Der jeweils neueste Eckpunkt in jedem Dreieck
ist markiert.

zweite mit dem ihm in dem so entstandenen kleineren Dreieck gegeniiber liegenden.
Diese Vorgehensweise nennt man die blaue Verfeinerung.

Falls drei hingende Knoten auftreten, wird das Dreieck rot verfeinert.

Da die griine und blaue Verfeinerung lediglich die Konsistenz der Triangulierung her-
stellt, nachdem die interessanten Dreiecke rot verfeinert wurden, spricht man bei dieser
Technik von dem ,,griin-blauen Abschluss® der Triangulierung.

Durch den Abschluss (siehe Abbildung erhalten wir zwar eine lokal verfeinerte
Triangulierung, bei wiederholter Anwendung kénnen allerdings Dreiecke mit sehr spitzen
Winkeln in der Triangulation auftreten, die der Approximationsgiite schaden.

Bisektion. Das Problem der schrumpfenden Innenwinkel ldsst sich mit Algorithmen
verhindern, bei deren Entwicklung die lokale Gitterverfeinerung von Anfang an in Be-
tracht gezogen wurde. Besonders einfach umzusetzen sind dabei Bisektionsverfahren, die
jeweils eine Dreieckskante unterteilen und dabei einer Strategie folgen, die sicherstellt,
dass die Innenwinkel nicht zu klein werden.

Als Beispiel untersuchen wir die Strategie , newest vertex bisection, bei der wir uns
in jedem Dreieck merken, welcher ihrer Eckpunkte als letzter entstanden ist. Unterteilt
wird dann jeweils die Kante, die ihm gegeniiber liegt. Zwar entstehen bei diesem Ansatz
zunédchst Dreiecke, die nicht zueinander kongruent sind und deren Innenwinkel kleiner
geworden sein kénnen, allerdings lésst sich beweisen, dass sich die Lage bei wiederholten
Verfeinerungsschritten nicht weiter (siche Abbildung verschlimmert, weil entstehen-
de Dreiecke kongruent zu ihren Vorgédngern sind.
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Elimination hdngender Knoten. Wenn wir diese Strategie anwenden, um eine lokale
Verfeinerung zu erreichen, werden in der Regel hingende Knoten auftreten, die wir ge-
eignet behandeln miissen. Ein einfacher Zugang besteht darin, in mehreren Generationen
vorzugehen: In der ersten Generation werden alle Dreiecke unterteilt, in denen wir die
Auflésung steigern wollen. Dabei kénnen hidngende Knoten in den Kantenmittelpunk-
ten der Dreiecke entstehen. In der zweiten Generation werden alle Dreiecke der ersten
Generation unterteilt, bei denen einer der Kantenmittelpunkte einen héngenden Knoten
enthélt. Es ist nicht garantiert, dass dadurch die héingenden Knoten eliminiert werden,
es konnen sogar weitere hingede Knoten entstehen. In der dritten Generation werden
alle Dreiecke der zweiten Generation unterteilt, bei denen einer der Kantenmittelpunkte
einen hingenden Knoten enthélt. Auch dabei konnen weitere hingende Knoten entste-
hen, also wiederholen wir die Prozedur.

Abbildung 7.4: Folgen der lokalen Verfeinerung eines Dreiecks (griin): Um héingende
Knoten (blau) zu vermeiden, miissen zwei weitere Dreiecke ebenfalls ver-
feinert werden.

Man kann sich iiberlegen, dass bei dieser Konstruktion hdngende Knoten nur in den
Kantenmittelpunkten der Ausgangstriangulation auftreten kénnen: Dem jiingsten Eck-
punkt gegeniiber liegt immer die dlteste Kante. Wenn ein Dreieck einmal unterteilt wor-
den ist, sind die éltesten Kanten der beiden Teildreiecke jeweils die zwei nicht unterteilten
Kanten des urspriinglichen Dreiecks. Bei einer weiteren Unterteilung entstehen also neue
FEckpunkte nur in den Kantenmittelpunkten des urspriinglichen Dreiecks. Ein héngender
Knoten in einem Kantenmittelpunkt dieses Dreiecks ist demnach nach ho6chstens zwei
Unterteilungen beseitigt, und bei der ersten Unterteilung kann offenbar héchstens ein
hingender Knoten auf der dltesten Kante des urspriinglichen Dreiecks entstanden sein,
aber keine weiteren.

Daraus folgt, dass nach einer endlichen Anzahl von Schritten alle hingenden Knoten
eliminiert sein werden. Allerdings kann bei einer ungiinstigen Verteilung der jiingsten
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7 Implementierung und Anwendungen des Finite-Elemente-Verfahrens

Eckpunkte in dem Ausgangsgitter die Situation eintreten, dass alle Dreiecke verfeinert
werden miissen, um eine wohldefinierte Triangulierung zu erhalten, so dass die Verfeine-
rung nicht mehr als , lokal“ zu bezeichnen wire. Ein Beispiel fiir eine Triangulierung, bei
der die Verfeinerung eines Dreiecks erst nach vier Generationen abgeschlossen ist, findet
sich in Abbildung

Abbildung 7.5: Verfeinerung eines Tetraeders mit dem Bey-Algorithmus. Der Kantenzug
17kl ist in jedem Tetraeder rot markiert.

Dreidimensionaler Fall. Die Verfeinerung einer dreidimensionalen Triangulation ist
schwieriger als die einer zweidimensionalen, da es nicht moéglich ist, einen Tetraeder in
zu ihm &hnliche Teiltetraeder zu zerlegen, so dass ein Gegenstiick der roten Verfeinerung
nicht existiert.

Es gibt allerdings Algorithmen, die dhnliche Eigenschaften aufweisen. Ein Beispiel
ist der Algorithmus von Bey [I], der auf der Idee beruht, den zu verfeinernden Tetra-
eder zu einem Parallelepiped (Spat) zu ergénzen. Ein Parallelepiped ldsst sich einfach
in acht dhnliche Parallelepipede zerlegen, und jedes davon wieder in sechs Tetraeder.
Unter diesen insgesamt 48 Tetraedern konnen wir acht auswéhlen, die eine Zerlegung
des urspriinglichen Tetraeders bilden, und vier von ihnen sind ihm sogar dhnlich.

Bei einer weiteren Zerlegung der Parallelepipede bleiben sie einander &hnlich, und
wenn wir den Wechsel zwischen Tetraedern und Parallelepipeden immer in derselben
Weise vollziehen, bleiben die Tetraeder spéterer ,,Generationen* &dhnlich zu denen der
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ersten, so dass keine Entartung der Winkel auftreten kann.

Die Konstruktion ist in Abbildung dargestellt. Algorithmisch lisst sich sich der
Algorithmus sehr knapp beschreiben, indem man die Anordnung der einen Tetraeder
beschreibenden Eckpunkte festhélt und so dafiir sorgt, dass dem Tetraeder immer das
Parallelepiped zugeordnet wird, aus dem er urspriinglich entstanden ist. Deshalb &ndern
wir in diesem Abschnitt die Notation und schreiben ¢ als Tupel t = (i, j, k, £) statt als
Menge {i, j, k, £}. Der durch t beschriebene Tetraeder wird durch den Bey-Algorithmus
zerlegt in

ty := (4, Mz, Mik, M), ta = (mag, J, Mg, mje),
ts 1= (M, Mijk, ks M), ta 2= (mie, mye, mie, £),
ts 1= (Mg, Mk, Mie, Mije), te == (g, Mk, Mk, M0,
t7 := (Mik, Mig, Mje, Mie) ts := (1K, Mk, M, Mie),

wobei die Kantenmittelpunkte durch

mi; = (i + )/2, mas = (i + k) /2, mig = (i +0)/2,
mjk ‘= (] + k)/27 Mmje 1= (] + E)/27 My = (k +£>/2

gegeben sind. In typischen Implementierungen treten die Eckpunkte ohnehin immer
in einer bestimmten Reihenfolge auf, so dass der Bey-Algorithmus ohne zusétzlichen
Speicherbedarf umgesetzt werden kann.

7.2 Aufstellen des Gleichungssystems

Das Gleichungssystem (6.30]) ldsst sich meistens am einfachsten aufstellen, indem man
sich der Gleichungen (/6.35) bedient: Wir durchlaufen mit einer Schleife sdmtliche Ele-
mente t € T der Triangulation und berechnen fiir jedes davon die Elementmatrix

aiij = / (Vpi(z), Vej(x)) dx fiir alle 4,7 € ¢
wt

und den Elementvektor

b = / wi(x) f(z) dx fiir alle ¢z € ¢.
Wt
Anschliefend addieren wir die Koeffizienten der beiden zu den Eintrdgen der Gesamt-
matrix A und des Gesamtvektors b, verwenden also
Qij < Qg5 + Qg5 fur alle 4,5 € t,
bi < b + by fiir alle 7 € .

Sofern wir zuvor A und b mit Nullen gefiillt haben, enthalten beide nach Verarbeitung
simtlicher Elemente die korrekten Koeffizienten geméf (6.35)).
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Da bei diesem Prozess die Matrix A und der Vektor b fiir das Gesamtgebiet aus den
Beitrigen der Teilgebiete zusammengesetzt werden, ist der Begriff der Assemblierung
(aus dem Englischen to assemble, zusammensetzen) fiir diesen Algorithmus iiblich.

Die Tatsache, dass es nie erforderlich ist, die gesamte Geometrie auf einmal zu be-
trachten, ermoglicht es uns, die Finite-Elemente-Methode sehr flexibel einzusetzen, bei-
spielsweise indem wir neben Dreiecken und Tetraedern weitere Elemente wie Vierecke,
Quader, Prismen oder Pyramiden in die Triangulation aufnehmen, um die zu verarbei-
tenden Gebiete einfacher beschreiben zu kénnen.

Es ist auch moglich, unterschiedliche Arten von Basisfunktionen zu mischen, beispiels-
weise um auszunutzen, dass die Losung der Differentialgleichung in manchen Teilen des
Gebiets besonders glatt ist.

Referenzelement. Fiir beide Anwendungen ist es sinnvoll, die Konstruktion der Ele-
mentmatrix und des Elementvektors etwas allgemeiner zu untersuchen. Ein wichtiges
Hilfsmittel ist dabei die Verwendung eines Referenzelements.

Im zweidimensionalen Fall kénnen wir beispielsweise das durch

~10-0-)

gegebene Referenzdreieck verwenden. Ein allgemeines Dreieck ¢t = {1, j, k} ldsst sich mit
Hilfe der affinen Abbildung

<I>t:w£—>wt, i"—)’i+(j—i).if?1+(k’—i)i‘2,

auf das Referenzdreieck zuriickfithren: Sofern t regulér ist, ist ®; eine bijektive Abbildung

mit
0 (%) - o (1) - Wl)-r

Auf dem Referenzdreieck lassen sich die lokalen Basisfunktionen relativ einfach angeben,
namlich als

Po0(T) =1— 21 — 2o, P1,0(2) = 21, $0,1(Z) = Z2,

und die Berechnung ihrer Gradienten ist sehr einfach, da gerade

R —1 . 1 . 0
Voo = (_1> ; V0= (0> ; Vo = <1>

gelten. Da sich w; als Bild von w; unter ®; darstellen ldsst, bietet es sich an, auch die
Basisfunktionen auf w; durch Basisfunktionen auf w; darzustellen. Da ®; affin ist, sind
die Abbildungen

@i = $o00 D 1, prj = ¢100 D, Grk = Po1 oyt (7.2)
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k

Abbildung 7.6: Die Abbildung ®; {iberfiihrt das Referenzdreieck w; auf ein allgemeines
Dreieck w; mit den Eckpunkten t = {i, 7, k}.

lineare Polynome, die auerdem wegen ([7.1]) die Gleichungen

erili) =1, ¢1i(j) =0, ¢ri(k) =0,
Sot,j(i) =0, QDt,j(j) =1, @t,j(k) =Y,
Sot,k(i) = 07 th,k(j) = 07 ‘Pt,k(k) =1

erfiillen, und da stiickweise lineare Funktionen durch ihre Werte in den Eckpunkten eines
Dreiecks bereits eindeutig festgelegt sind, folgen

Pt = Qilts Vi = @il Otk = Pklt-

Demnach stellt uns (7.2 eine alternative Darstellung der lokalen Basisfunktionen zur
Verfiigung, die es uns ermoglicht, einerseits einige Berechnungen etwas geschickter aus-
zufithren und andererseits das Finite-Elemente-Verfahren erheblich zu verallgemeinern.

Transformierte Gradienten. Aus ([7.2]) ergibt sich eine alternative Moglichkeit fiir die
Berechnung der Gradienten der Basisfunktionen: Wir bezeichnen mit

D®, = (jl S ke 1:1>
Jo —i2 ko —io

die Jacobi-Matrix der Abbildung ®;, also die Matrix der ersten partiellen Ableitungen der
einzelnen Komponenten der Abbildung. Mit Hilfe der Kettenregel und des Umkehrsatzes
erhalten wir

(DO, )" (Vo) o @; 1, (7.3a)
(DP; )" (Vi) o ;7 (7.3b)
(DO, 1" (Vo) o @t (7.3¢)

Vo = V(gogo @)
Verj = V(g0 0"
Vour = V(o1 o®, )

Die Gradienten der Referenz-Basisfunktionen g, ¢1,0 und ¢g 1 sind uns bereits be-
kannt, so dass wir lediglich die Inverse D®, 1 der Jacobi-Matrix zu berechnen brauchen,
um die Gradienten der lokalen Basisfunktionen zu erhalten.
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Transformierte Integrale. Auch die Berechnung der Integrale {iber w; lédsst sich mit
Hilfe des Referenzelements bewerkstelligen, indem wir sie geeignet transformieren.

Erinnerung 7.2 (Variablentransformation) Seien U,V C R? offene Gebiete, und
sei & : U — V eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung derart, dass D®(x) fiir
alle x € U invertierbar ist.

Falls f : V — R integrierbar ist, ist auch f o ®|det D®| integrierbar und es gilt

/ o) da = / F(®(5))| det DO(2)] dit. (7.4)
1% U

Fiir reguldre Simplizes ist ®; bijektiv und die Jacobi-Matrix D®; ist konstant und
invertierbar, so dass sich die Variablentransformationsformel (7.4]) anwenden ldsst, um

(r)dz = [ f(®(#)] det DB(2)| di

wt w{

zu erhalten. Beispielsweise ergibt sich fiir die Eintrige der Elementmatrix mit (7.3]) die
Gleichung

iy = / (Vipi(x), Voo () da

= [ 1det DBDI(Veri(@1l0)), T (0:(2))) di
= [ et D) (D2 (8)) Voo (@), (DO (0) Vro(@)) di (7.)

Wi

Wenn wir die Eintrédge der Elementmatrix mit Hilfe dieser Gleichung berechnen, kénnen
wir auf &, ! Vollstéindig verzichten und benétigen lediglich D®; sowie die Transponierte
von D&, ! Das erdffnet uns die Moglichkeit, auch allgemeinere Elemente zu verwenden.

In unserem einfachen Fall ist ®; affin, also D®; konstant, also sind auch D®, ! und
(Do, 1)* konstant, so dass sich die Formel in die einfachere Form

agi5 = |det D®| [ {(D®; 1) Vo(2), (DB, 1) Vpr(2)) di
wi
bringen lédsst. Fiir unsere linearen Basisfunktionen sind Voo und V¢ ¢ konstant, so

dass sich wegen
/ 1de=1/2
w.

3

die noch etwas einfachere Gleichung

| det D®,|

Atij = 5 (D@, 1) Vo0, (DB, 1) V1)

ergibt, in der ausschliefllich praktisch berechenbare Ausdriicke auftreten.
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Gekriimmte Elemente. Die Gleichung erlaubt es uns allerdings, auch mit sehr
viel allgemeineren Elementen als Dreiecken und Tetraedern zu arbeiten: Wenn wir eine
beliebige Abbildung ®; : w; — P(w;) einsetzen, die die Voraussetzungen der Erinne-
rung erfiillt, bleibt giiltig. Demzufolge kénnten wir ein Gebiet Q C R?% auch

durch B
Q=] ouwy)
teT
beschreiben. An die Stelle der Vertriglichkeitsbedingung ((6.1b|) kénnte eine Bedingung
der Form

Jtg, s C i : D4 (wy) N Py(wp) = Pr(wyy) = Py(ws,) fiir alle t,s € T

treten. Wenn wir eine geeignete Konstruktion fiir die Abbildungen ®; wihlen, lédsst sich
die Giiltigkeit dieser Bedingung leicht nachpriifen. Wenn wir sicherstellen wollen, dass
sich die lokal definierte Basisfunktionen zu stetigen globalen Basisfunktionen zusammen-
setzen lassen, miissen wir zuséitzliche Forderungen an die Form der Abbildungen ®; und
&, auf wy, und wg, stellen.

Allgemeine Basisfunktionen. FEine weitere Verallgemeinerung besteht darin, andere als
die bisher verwendeten stiickweise linearen Basisfunktionen einzusetzen: Wenn wir eine
beliebige Basis (p;)icz verwenden wollen, bei der Z nicht mehr unbedingt die Menge der
inneren Eckpunkte der Triangulation ist, konnen wir immer noch mit Hilfe der Gleichung

(6.35)) arbeiten, indem wir fiir jedes t € T die Menge
I :={i€Z : il #0}

der auf w; nicht verschwindenden Basisfunktionen einfithren und Elementmatrizen und
-vektoren fiir diese Menge durch

atij = / (Vpi(x), Vyj(x)) dx fiir alle i, j € Zy,
wi

b = / vi(z)f(x) dx fiir alle 1 € Zy
Wt

definieren. Je nach Wahl der Basisfunktionen kann es mdoglich sein, die Integrale analy-
tisch zu bestimmen, es kann aber auch erforderlich werden, eine Quadraturformel wie
die Kantenmittelpunktregel (vgl. Definition einzusetzen. Besonders attraktiv sind
dabei natiirlich Quadraturformeln, die Polynome des auftretenden Grades exakt be-
handeln. Die Kantenmittelpunktregel beispielsweise fiihrt fiir lineare und quadratische
Polynome zu exakten Ergebnissen.

Auch im Fall allgemeiner Basisfunktionen ist es hdufig sehr sinnvoll, mit einem Re-
ferenzelement zu arbeiten. Beispielsweise konnten wir auf dem Referenzdreieck ¢ lokale
Basisfunktionen (¢;), .7 definieren und fiir jedes Dreieck ¢ € T der Triangulation eine

bijektive Abbildung ¢, : 7 7, fixieren, die den Referenz-Basisfunktionen die Basisfunk-
tionen auf w; so zuordnet, dass wieder

Cuy(iy e = @i 0 7 fiir alle i € (7.6)
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gilt. Dann folgt wie zuvor

Tt o (i)ue(f) = / | det DP(2)[((DP; ' (2))"Vgi(@), (D®;(2))*V;(2)) di,
wi
b (i) = | det Dy (2)|2i(2) f(Pe(2)) di fiir alle 4,5 € 7.
wi

Auch im Fall allgemeiner Basisfunktionen kénnen wir also die gesamte Berechnung auf
die Betrachtung des Referenzelements zuriickfiihren.

Allerdings miissen wir darauf achten, dass die Abbildung ¢, die den lokalen Indizes
aus der Menge Z die globalen Indizes aus der Menge Z; C Z zuordnet, so gewéhlt ist,
dass die gem#$ ((7.6)) zusammengesetzten globalen Basisfunktionen ¢; stetig sind.

Quadratische Basisfunktionen. Als Beispiel untersuchen wir quadratische Basisfunk-
tionen. Sie lassen sich besonders einfach konstruieren, indem wir wieder dafiir sorgen,
dass sie in bestimmten Punkten gleich eins und in alle anderen gleich null sind. Da der
Raum der quadratischen Polynome fiir d = 2 sechsdimensional und fiir d = 3 zehndimen-
sional ist, sind quadratische Polynome nicht mehr durch die Werte in den Eckpunkten
eines Dreiecks beziehungsweise Tetraeders eindeutig festgelegt. Wir kénnen dieses Pro-
blem 16sen, indem wir die Kantenmittelpunkte hinzunehmen: Fiir d = 2 haben wir dann
drei Eckpunkte und drei Kantenmittelpunkte, fiir d = 3 haben wir vier Eckpunkte und
sechs Kantenmittelpunkte.

Wir beschrédnken uns hier auf den zweidimensionalen Fall und wollen lokale Basis-
funktionen auf dem Referenzdreieck definieren. Dazu kénnen wir ausnutzen, dass das
Produkt zweier linearer Funktionen eine quadratische Funktion ist. Insbesondere erhal-
ten wir durch die Multiplikation zweier der bisher verwendeten linearen Basisfunktionen
eine quadratische Funktion, die in drei Eckpunkten und zwei Kantenmittelpunkten ver-
schwindet und im verbliebenen Kantenmittelpunkt den Wert 1/4 annimmt, so dass wir
mit

P3(2) = 4p10(2)po,1 (L) = 42122,

Pa(2) 1= depo,1(2)po,0(2) = 482(1 — 21 — 22),

@5(2) := 4po,0(2)p1,0(2) = 4(1 — &1 — L2)d1
geeignete Basisfunktionen fiir die drei Kantenmittelpunkte gefunden haben. Da diese
Funktionen in den Kantenmittelpunkten gerade gleich eins sind, kénnen wir sie ver-
wenden, um die bisherigen linearen Basisfunktionen so zu modifizieren, dass sie in den

Kantenmittelpunkten verschwinden. Beispielsweise nimmt ¢ in (1/2,0) und (0,1/2)
den Wert 1/2 an und verschwindet in (1/2,1/2), so dass

@o(2) == $0,0() — (Pa(Z) + P5(2))/2 = Po,o(2)(1 — 200,1(%) — 2¢1,0(2))
= P0,0(%)(200,0(2) — 1)

im Punkt (0,0) den Wert 1 annimmt, in (1,0), (0,1) und (1/2,1/2) wegen des ersten Fak-
tors und in (1/2,0) und (0,1/2) wegen des zweiten Faktors verschwindet. Entsprechend

(¢4
$0,0
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erhalten wir

Da jede der Funktionen (S??z‘)?:o in einem der sechs Punkte gleich eins ist und in allen
anderen verschwindet, miissen die Funktionen linear unabhéngig sein. Da sie alle in dem
sechsdimensionalen Raum der quadratischen Funktionen liegen, sind sie also eine Basis
dieses Raums.

Fiir ein durch t = {4, j, k} gegebenes Dreieck kénnen wir die Menge der Eckpunkte
und Kantenmittelpunkte durch

Li = {i, g, k, (G + ) /2, (k +1)/2, (i + ) /2}

definieren und durch

Lt(o) = ia Lt(l) = ju [’t(z) = ka
() = G+ k)2, (@) = (k +3)/2, () = (i +)/2
eine Zuordnung der lokalen Indizes aus 7:= {0,...,5} zu den globalen definieren. Die

Numerierung folgt dabei der Systematik, dass ¢;(i + 3) jeweils der Kantenmittelpunkt
ist, der ¢;(7) gegeniiber liegt, die globale Indexmenge aller Eck- und Kantenmittelpunkte
(mit Ausnahme der Randpunkte) ist durch

7= )7\ 09
teT

gegeben.

Auf jeder Kante eines Dreiecks liegen bei unserer Konstruktion jeweils drei Punkte
(einschlielich der Eckpunkte), und eine quadratische Funktion ist auf der (eindimensio-
nalen) Kante durch ihre Werte in drei Punkten bereits eindeutig festgelegt, so dass der
von uns konstruierte Ansatzraum aus stetigen Funktionen besteht, also nach Satz
ein Teilraum des Sobolew-Raums H!((2) ist.

Damit konnen wir ihn wie den Raum der stiickweise linearen Funktionen in unse-
rer Galerkin-Diskretisierung verwenden. Infolge der zuséitzlichen Unbekannten in den
Kantenmittelpunkten wird dabei ein wesentlich grofieres lineares Gleichungssystem ent-
stehen, allerdings kann es sein, dass sich bei einer hinreichend glatten Losung v auch eine
wesentlich hohere Genauigkeit ergibt, so dass eventuell eine sehr viel grober aufgeloste
Triangulation bereits ausreicht.

Viereckselemente. Die in diesem Abschnitt eingefiihrten Techniken lassen sich auch
verwenden, um statt Dreiecken (oder Tetraedern) allgemeinere Elemente einzusetzen.
Als Beispiel beschiftigen wir uns mit Viereckselementen, denen in vielen praktischen
Anwendungen der Vorzug gegeniiber Dreieckselementen gegeben wird.
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k

Abbildung 7.7: Die Abbildung @, iiberfiihrt das Referenzquadrat auf ein allgemeines
Viereck mit den Eckpunkten i, j, k, £.

Als Referenzelement verwenden wir das Einheitsquadrat
w:=[0,1] x [0,1],
dem wir mit Hilfe der Abbildung
D, 0 — Py(w), Ti+ (-0t + (=932 + (k—L+1i—j)T122,

das Viereck w, := ®,(&) mit den Eckpunkten i, j, k, £ € R? zuordnen. Falls £ —k =i — j
(gleichwertig mit ¢ — i = k — j) gilt, ist das Viereck ein Parallelogramm und der letzte
Term verschwindet, so dass ®, wieder eine affine Abbildung ist. Im allgemeinen Fall
miissen wir damit leben, dass D®, nicht konstant ist, so dass fiir die Berechnung der
Elementmatrizen eine Quadraturformel erforderlich wird und wir D®,(z), det D®,(2)
und (D®,(%)7!)* in jedem Quadraturpunkt berechnen miissen.

Wir sind daran interessiert, analog zu dem bei den Dreiecken verwendeten Ansatz
Basisfunktionen zu definieren, die jeweils in einem Eckpunkt gleich eins sind und in den
anderen verschwinden. Auf dem Referenzelement bieten sich bilineare Funktionen an,
also solche, die in &1 und %, linear sind. Die bilinearen Funktionen

$o(®) :=
Pa(2) 1=

sind in jeweils einem der Eckpunkte (0,0), (1,0), (1,1) und (0,1) gleich eins und ver-
schwinden in den anderen. Also sind sie linear unabhéngig und bilden eine Basis des
vierdimensionalen Raums der bilinearen Funktionen. Wir kénnen sie mittels

1q(0) :==1, tq(1) :== g, 1q(2) =k, Lg(3) =1

=

—

1 —21)(1 —22), $1(2) := 11
122, @3(2) = (1 — a1

=
>

den Eckpunkten des Vierecks w, zuordnen Nun kénnen wir wieder mittels

P ) = Pio @, " fiir alle i € Z; := {0,1,2,3}
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Basisfunktionen auf w, definieren. Es ldsst sich relativ einfach nachrechnen, dass die-
se Basisfunktionen auf jeder Kante durch ihre Werte in den zugehorigen Eckpunkten
eindeutig festgelegt sind, so dass wir wieder einen Ansatzraum aus stetigen Funktionen
erhalten.

Bei der Berechnung der Matrix A und des Vektor b kénnen wir analog zu
vorgehen, um die Elementmatrizen und -vektoren zu berechnen und mit ihrer Hilfe die
Gesamtmatrix und den Gesamtvektor zu assemblieren. Wie bereits erwihnt miissen wir
dabei auf eine Quadraturformel zuriickgreifen, falls w, kein Parallelogramm und D®,
damit nicht konstant ist. Der Rechenaufwand wéchst in diesem Fall erheblich, weil fiir
jeden Quadraturpunkt D®, berechnet und invertiert werden muss.

Da unsere Basisfunktionen auf Viereckselementen ebenso wie die linearen Basisfunk-
tionen auf Dreieckselementen durch die Werte in den Eckpunkten eindeutig festgelegt
sind, kénnen wir auch beide Sorten von Elementen ohne grofieren Aufwand in einer Tri-
angulation mischen, sofern wir darauf achten, dass fiir jedes Element jeweils die richtigen
Elementmatrizen und -vektoren aufgestellt werden.

7.3 Schnelle Losungsverfahren
Die Galerkin-Diskretisierung fiihrt zu einem linearen Gleichungssystem der Form
Ax = Db,

bei dem die Matrix A € RZ*Z und der Vektor b € R% gegeben sind und wir den
Vektor x € R? suchen. Wir haben bereits gesehen, dass die Matrix A symmetrisch
und positiv definit ist, falls die Bilinearform a diese Eigenschaften aufweist. In unserem
Modellproblem ist das der Fall, so dass sich das Verfahren der konjugierten Gradienten
einsetzen lédsst, um das Gleichungssystem zu 16sen.

Allerdings tritt dabei eine Schwierigkeit auf: Die Anzahl der Schritte, die das Verfahren
fiir die Berechnung einer ausreichend genauen Ndherungslésung bendtigt, nimmt zu,
wenn wir das Gitter verfeinern. Fiir praxistaugliche Genauigkeiten entsteht dadurch ein
sehr hoher Rechenaufwand, obwohl der Aufwand pro Schritt des Verfahrens nicht allzu
hoch ist.

Wir kénnen dieses Problem vermeiden, indem wir die besonderen Eigenschaften un-
serer Aufgabenstellung ausnutzen: Das lineare Gleichungssystem ist nicht beliebig, son-
dern resultiert aus der Galerkin-Diskretisierung eines koerziven Variationsproblems auf
einem bestimmten Gitter. Indem wir geschickt mehrere Gitter mit unterschiedlich feiner
Auflésung kombinieren, kénnen wir ein Verfahren konstruieren, das wesentlich schneller
als die bisher behandelten arbeitet.

Eindimensionale Korrektur. Als Vorbereitung untersuchen wir ein einfaches Iterati-
onsverfahren: Falls wir eine Naherungslosung uy, € V}, der Variationsaufgabe

a(vp,up) = [(vy) fiir alle v, € Vj,
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kennen, die nur in einem Punkt von der echten Losung w, abweicht, falls also @, =
up — aw; mit a € R und ¢ € 7 gilt, kénnen wir die exakte Losung berechnen, indem wir

a(vp, ip) = a(vp, up — aw;) = a(vy, up) — a(vy, ;) = Blvy) — a(vp, ap;)

ausnutzen und die Testfunktion vy, = ¢; einsetzen: Es folgt

aa(pi, i) = alpi, api) = B(pi) — alpi, in), (7.7)

so dass wir « direkt berechnen koénnen, ohne die exakte Losung uy kennen zu miissen.
Falls @;, € V} eine beliebige Funktion ist, kénnen wir dieselbe Vorgehensweise einset-
zen, um immerhin noch eine Verbesserung zu erreichen: Wir berechnen a mit und
verwenden @, := Uy, + ap; als eine neue Naherung der Losung uy,.
Um zu beurteilen, wie viel besser die neue Naherung ist, konnen wir die durch

vl :== va(v,v) fir allev e V

gegebene Energienorm verwenden (vgl. Bemerkung . Da die Bilinearform koerziv
ist, ist die Energienorm #quivalent zu der Norm || - ||y des Hilbert-Raums V. Sie eignet
sich allerdings besonders gut, um Aussagen iiber die Konvergenz von Iterationsverfahren
zu formulieren.

Lemma 7.3 (Fehlerreduktion) Seiuy € V},, seii € Z. Mit dem durch gegebenen
a und ), = Uy, + oup; gilt

~ \2
~7 112 _ 2 alwi,up — Gp)
Up — U < ||lup —upl||;, — ———m———
|| hHa H ”a a(@i,@i)

Beweis. Nach Konstruktion (7.7)) gilt

aa(p;, pi) = Be:) — alws, tp) = al(es, up) — ale;, ip) = al(es, up, — ap).

Fiir den Fehler erhalten wir

a(up, — @y, up — ) = alup — G — i, up — Uy — @P;)
= a(up — p, up — ap) — 20a(@;, up — ip) + o>a(w;, i)
= a(up — tp, up — p) — 2aa(p;, up — Un) + ca(pi, up — p)
= a(up, — Up, up, — Up) — ca(p;, up — Up)

a iy Up — ﬂh )
alpn g )

= a(up — Up, up — ap) —

und das ist die gewiinschte Abschéitzung. [

Die neue Naherungslosung u;, wird also naher an der exakten Losung uy, liegen, sofern
a(p;i, up —up) # 0 gilt, sofern also der Fehler uj, — @, nicht gerade senkrecht auf ¢; steht.
In diesem Fall kénnte 4y, auch nicht mehr verbessert werden, indem man ein Vielfaches
von ; hinzuaddiert.
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GauB-Seidel-lteration. Die Idee der Gauf-Seidel-Iteration besteht darin, der Reihe
nach fiir alle Indizes ¢ € Z die beschriebene Korrektur durchzufiihren.
Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass die Indizes fortlaufend numeriert

sind, dass also Z = {1,...,n} gilt. Wir setzen voraus, dass eine Ndherungslésung ugm) €

V3, der Variationsaufgabe vorliegt und definieren «("0) := ugm).

Nun durchlaufen wir ¢ = 1,2, ..., n der Reihe nach und berechnen jeweils a; € R mit

aia(pi, i) = Bli) — alips, u™ D), (7.8)
so dass wir die Korrektur ‘ '
u(m,z) — u(m,z—l) + i

durchfithren konnen. Nach n dieser einzelnen Korrekturen erhalten wir eine verbesserte

Né&herungslosung ugmﬂ) = g (mn)

Nach Lemma [7.3| kann jeder der Einzelschritte die Energienorm des Fehlers nur redu-
zieren, so dass der ungiinstige Fall

1
un — ™ e = [lun — ™|l

ausschliefllich auftreten kann, wenn keiner der Teilschritte eine Verbesserung gebracht
hat. Das ist gerade der Fall, wenn
a(p;, up — uglm)) =0 fiir alle : € Z
(m)

gilt, und da (¢;);ez eine Basis des Raums V}, ist, der wiederum wuj, —u, ~ enthélt, kann
(m)

das nur passieren, wenn u;, ~ = uy, gilt, wenn uns also schon die exakte Losung vorliegt.

Matrixdarstellung. Die GauB-Seidel-Iteration hat den groflen Vorteil, dass sie sich ein-
fach implementieren lisst: Wenn wir mit x("" € RT den Koeffizientenvektor eines Zwi-
schenergebnisses '
=30,
JET
bezeichnen, nimmt ([7.8)) die Form
aiai; = aa(pi, pi) = Bpi) — alei, U(m’i_l))
i—1 i
=b; — Zaija:gm’z ) — (b — AX(m’l 1)>z
JEL
an, so dass wir ‘
(b — Ax(mi=1)y,
Qi
erhalten und der Vektor des néchsten Teilschritts durch

(mi) {.’E(»m’il) +a; falls 7 = j,

oy =

T; %mifl) fir alle j €
x:

j ansonsten

gegeben ist. Das resultierende Verfahren ldsst sich wie folgt zusammenfassen:
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Definition 7.4 (GauB-Seidel-Verfahren) Sei Z = {1,...,n}, sei A € RZ*Z positiv
definit, sei b € RZ.

Ausgehend von einem Ausgangsvektor x©) € RZ berechnet das GauB-Seidel-Verfahren
mit der Vorschrift

x(m0) . x(m)

(mi) xz(m,ifl) + a’i_il<b o AX(m’i_l))Z‘ falls i = j,
xy = .
J l_(m,l 1)
J

(m+1) . (mn) fiir alle m € Ny, i,j €T

ansonsten,

eine Folge (X(m))fg’zo von Niherungslosungen des Gleichungssystems Ax = b.

Ein grofier Vorteil des Gauf-Seidel-Verfahrens besteht darin, dass es sich sehr einfach
implementieren lasst und keinen zusétzlichen Speicherplatz benotigt, wenn wir es in der
folgenden Form schreiben:

procedure gauss_seidel(A, b, var x);
for + € 7 do begin

r < bj;

for j € Z dor < r—a;jzj;

Ti < T; + T/CLZ'Z'
end

Hier enthélt x die aktuelle Ndherungslosung, die mit der neuen Néherung iiberschrieben
wird. Die Reihenfolge, in der die duflere Schleife durchlaufen wird, legt dabei implizit
die Numerierung der Indexmenge fest.

In unserem Fall ist die Matrix A schwachbesetzt, in jeder Zeile sind also nur weni-
ge Eintrige ungleich null, so dass sich ein Schritt der GaufB-Seidel-Iteration in O(n)
Operationen ausfithren lisst.

Bemerkung 7.5 (Jacobi-Iteration) Da fiir die Berechnung des Teilergebnisses x (1)
immer x=Y) bengtigt wird, miissen die einzelnen Schritte der Gauf-Seidel-Iteration
sequentiell ausgefithrt werden, so dass eine effiziente Umsetzung auf einem Parallel- oder
Vektorrechner Schwierigkeiten bereiten kann.

Dieses Problem kann man ldsen, indem man die Jacobi-Iteration verwendet, die alle
Korrekturterme ausgehend von x(™0) = x(™) perechnet:

xﬁ-mﬂ) = xg-m) + Haj_jl(b — Ax(m))j fiir alle j € Z,

wobei 0 € Ry ein Dimpfungsfaktor ist, der bendtigt wird, um die Konvergenz des Ver-
fahrens sicher zu stellen. Die Implementierung dieses Verfahrens erfordert in der Regel
zusdtzlichen Speicherplatz, um beispielsweise den alten Vektor x™) aufzubewahren, der
fir die Berechnung aller Komponenten des neuen Vektors benétigt wird und deshalb nicht
direkt iberschrieben werden kann.
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Bemerkung 7.6 (Unterraum-Korrektur) Das Gaujfs-Seidel- Verfahren lisst sich all-
gemeiner interpretieren: Mit der Berechnung von « losen wir das Variationsproblem

a(ves, api) = B(ypi) — alyi, tn) fiir alle v € R,

auf dem von ; aufgespannten eindimensionalen Teilraum.
Wenn ein allgemeiner Teilraum Wy, C Vi, gegeben ist, kénnen wir entsprechend ein
wy, € Wy, mait

a(vp, wp) = B(vr) — a(vp, Up) fiir alle vy, € Wy,

suchen und eine verbesserte Niherung ﬁ;l = up, + wy, konstruieren. Man spricht dann
von einer Unterraum-Korrektur.

Grobgitterkorrektur. Wenn wir die Gauf3-Seidel- oder die Jacobi-Iteration auf das li-
neare Gleichungssystem anwenden, das aus der Variationsformulierung entstanden ist,
werden wir feststellen, dass beide wesentlich langsamer als das bereits bekannte Verfah-
ren der konjugierten Gradienten konvergieren. Die Ursache liegt darin, dass beide nur
lokale Korrekturen durchfiithren: Im Schritt von x(m:i=1) 73 x(m7) werden nur die Ele-
mente :L‘g-m’z_l) beriicksichtigt, fiir die a;; # 0 gilt. Bei linearen Basisfunktionen sind das
gerade diejenigen Eckpunkte, die durch eine Kante unserer Triangulation mit ¢ verbun-
den sind, also die unmittelbare Nachbarschaft dieses Punkts.

Man kann sich iiberlegen, dass aufgrund dieser Eigenschaft zwar hochfrequente Anteile
des Fehlers up, — ugm) schnell reduziert werden, dass niedrigfrequente Anteile allerdings
nur sehr langsam gegen null konvergieren. Dadurch entsteht der Effekt, dass der Fehler
nach einer Anzahl von GauB-Seidel- oder Jacobi-Schritten zwar “glatt” ist, aber po-
tentiell immer noch relativ gro. Wir bezeichnen Verfahren mit dieser Eigenschaft als
Glattungsverfahren.

Wenn wir ein schnelles Verfahren erhalten wollen, sollten wir also nach einer
Moglichkeit suchen, um glatte Fehler zu eliminieren.

Die Idee der Grobgitterkorrektur besteht darin, diese Fehler auf einer groberen Trian-
gulation desselben Gebiets anzunéhern. Da sie glatt sind, sollte sich eine gute Néaherung
gewinnen lassen, die wir anschlieend als Korrektur verwenden kénnen.

Sei also Ty eine Triangulation des Gebiets €2, und sei 7T, eine Verfeinerung dieser
Triangulation. Dann ist der Ansatzraum Vi zu Ty ein Teilraum des Ansatzraums Vj
zu Ty, denn jede Funktion, die auf der groben Triangulation stiickweise linear ist, ist es
offenbar auch auf der feinen.

Unser Ziel ist es, den Fehler up —uém) auf der groberen Triangulation zu approximieren,

wir suchen also ein uy € Vg mit
. . (m)
H =~ Up — Uy "

Da uns wuy nicht zur Verfiigung steht, miissen wir die Naherung wg indirekt berechnen,
indem wir ausnutzen, dass uy die Losung des Variationsproblems ist, dass also

a(vp,up) = [(vy) fiir alle v, € Vj,
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gilt. Es bietet sich an, uy als Losung eines Variationsproblems auf dem Raum Vg zu
charakterisieren, namlich durch

(m))

a(va,un) = a(ve,up — fiir alle vy € V.

Wegen Vi C V;, ist das dquivalent zu
a(ve,ug) = B(vy) — a(vH,ung)) fiir alle vy € Vi, (7.9a)

und bei dieser Formulierung lédsst sich die rechte Seite praktisch fiir jedes vy € Vg
auswerten, und das Variationsproblem ldsst sich wie bisher als lineares Gleichungssystem
schreiben und auflésen.

Mit der so gewonnenen Losung uy € Vy koénnen wir nun eine Korrektur unserer
Naherungslésung gewinnen, indem wir

ugmﬂ) = ugm) +up (7.9b)
setzen. Es handelt sich insgesamt um eine der in Bemerkung eingefithrten Unter-
raumkorrekturen auf dem Raum Vy, der zu der groberen Triangulation gehort.

Bei einer roten Verfeinerung einer zweidimensionalen Triangulation erhoéht sich die
Anzahl der Eckpunkte der Triangulation ungefihr um den Faktor 4, bei einer Bey-
Verfeinerung einer dreidimensionalen Triangulation ist es der Faktor 8. Demzufolge
diirfen wir davon ausgehen, dass das lineare Gleichungssystem auf der groben Trian-
gulation wesentlich weniger Unbekannte aufweist als das auf der feinen und sich deshalb
wesentlich schneller 16sen lasst.

Prolongation. Wie schon im Fall des Gauf-Seidel-Verfahrens wollen wir auch die
Grobgitterkorrektur durch Matrizen und Vektoren darstellen. Dabei tritt die Schwierig-
keit auf, dass in Funktionen aus Vg gemischt mit Funktionen aus V}, auftreten.
Als Losung fithren wir eine Matrix ein, die zwischen beiden Rdumen vermittelt: Seien
(YH,)iezy und (¢pi)icz, die Basen der beiden Réume, und seien mit

Py RY — Vi, yH — Z YH,i%H,is
€Ly

Py : R =V, Yh Y Yni®his
€Ly

die zugehorigen Basis-Isomorphismen bezeichnet. Da Vg C V}, gilt, konnen wir die Ma-
trix
p = P, ' Py € RT»*1n

definieren, die die Eigenschaft
PH = Php (710)

besitzt, die also gerade die Koeffizienten einer Funktion vy € Vi beziiglich der Basis
(¢H.)iezy in die Koeffizienten in der Basis (¢p,;)iez, umrechnet. Diese Matrix nennt man
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im allgemeinen Fall Prolongation, in unserem Fall auch Interpolation, weil sie gerade der
linearen Interpolation der Ansatzfunktionen auf dem groben Gitter entspricht.
Wir bezeichnen mit Ay € RZ#*Zr ynd A, € RT*In wie iiblich die Matrizen mit
am,ij = a(Qw,i, ¢H,j) fir alle 4,7 € Iy,
anij = a(Phyi» Phj) fiir alle 4, j € Zy,
und mit by, € R?» den Vektor
br,i = B(¥ni) fiir alle i € Zy,.
Nun kénnen wir (7.9al) in Matrixnotation iiberfithren: Wir setzen

vy = PyyH, uy = Pyxy, Ul(lm) = Ppx™

und erhalten

(Yo, Agxm)2 = Z Z YH,iOH,ijTH,j = Z Z a(YmiPH, CHjPH,j)

1€l jELH 1€y jEIH

= a(Ppyn, Puxy) = a(vy,un) = B(ve) — a(vy, ugm))

= B(Puyn) — a(Puymu, th'fém)) = rB(PhPYH) —a(PLpyH, Phxgm))

:Z(PYH (n,i) ZZ pPyH) ahzgﬂc ™

i€Ly 1€Ly JELy
= > eym)iBleni) = Y (ym)i(Arx™),;
i€Zy i€l

= (pyn,br) — (Pyn, Apx™)2 = (pyy, by, — Apx™),
= (ym,p*(by — Apx(™))s.
Da diese Gleichung fiir alle yz € RZa gelten muss, folgt
Apxy =p*(by — Apx™).

Die rechte Seite dieses linearen Gleichungssystem lésst sich mit Hilfe der Matrix p explizit
berechnen, durch das Auflésen des Systems erhalten wir xyz.
Die Korrektur (7.9b) nimmt die Gestalt

Px(mth) = ugmH) = ugm) +uy = Ppx"™ + Pyxy
= PhX(m) + Prpxpg = Ph(X(m) + pXH)

an, so dass sich

ergibt. Wir kénnen das Ergebnis unserer Bemiihungen wie folgt zusammenfassen:
Definition 7.7 (Grobgitterkorrektur) Die Abbildung
(x™ by) = xi™ + pAL p*(by — Apx™)

bezeichnen wir als die Grobgitterkorrektur zu der Niherungslosung x™) und der rechten
Seite by,.
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Restriktion. Die Matrix p iibersetzt Koeffizientenvektoren einer Funktion beziiglich
der Basis (¢m)icz, in Koeffizientenvektoren derselben Funktion beziiglich der Basis
(SOh,i)iEIh-

Die Matrix r := p*, die im Kontext der Grobgitterkorrektur auftritt, spielt eine andere
Rolle: Der Vektor by, beispielsweise ist kein Koeffizientenvektor einer Funktion, vielmehr
ist er geméf

bni = ﬁ(ﬁph,i) fir alle ¢ € 7,

durch das Einsetzen der Basisfunktionen ¢, ; in das Funktional 5 € V' gegeben. Der
Vektor
by :=rb;, = p*bh € RZH

entspricht dem Einsetzen der Basisfunktionen ¢ ; in dasselbe Funktional.

Die Restriktionsmatriz r € RZ#>Tr hat also die Aufgabe, aus den Werten eines Funk-
tionals fiir die Basis (¢p,;)icz, die Werte desselben Funktionals fiir die Basis (¢ n)iezy,
zu konstruieren.

Kurz gesagt iiberfithrt die Prolongationsmatrix Funktionen aus Vi in Funktionen aus
Vi, wihrend die Restriktionsmatrix Funktionale aus V} in Funktionale aus V}; tiberfiihrt.

Da die Restriktionsmatrix im Kontext der Galerkin-Diskretisierung immer die Trans-
ponierte der Prolongationsmatrix ist, brauchen wir sie in der Regel nicht gesondert
abzuspeichern oder zu berechnen.

Ubungsaufgabe 7.8 (Galerkin-Eigenschaft) Beweisen Sie, dass unsere Matrizen
die Galerkin-Eigenschaft erfillen, dass ndmlich die Gleichung

Ag =rAup

gilt. Diese Gleichung wird in manchen Implementierungen benutzt, um die Matriz A
aus Ay zu konstruieren, sie ist aber auch fiir die Suche nach Programmfehlern niitzlich.

Ubungsaufgabe 7.9 (Projektion) Wir bezeichnen mit
(Yn,Xn)A = (Yn, AnXn)2 fiir alle xp,, yp € R™

das Energie-Skalarprodukt und mit ||xp||a := \/(Xn,Xn)a die zugehirige Energienorm.
Beweisen Sie, dass die Grobgitterkorrektur

G :=1-pAj'rA,
die Gleichung
(pyr,Gdp)a =0 fiir alle dj, € R*, ypy € R*H

erfiilllt. Folgern Sie daraus, dass ||Gdy|la < ||dy — pym||a fir alle dj, € RT und yy €
RZH gilt, dass also die Grobgitterkorrektur das Residuum dj, so weit reduziert, wie es
durch Subtraktion eines Elements des Raums Vg mdglich ist.
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7.3 Schnelle Losungsverfahren

Zweigitterverfahren. Mit der Gau-Seidel- und der Jacobi-Iteration verfiigen wir iiber
Glattungsverfahren, die binnen weniger Iterationsschritte dafiir sorgen, dass der verblie-
bene Fehler glatt ist. Wir diirfen erwarten, dass sich solche Fehler auf einer gréberen
Triangulation gut approximieren lassen und die Grobgitterkorrektur sie deshalb effizi-
ent reduzieren wird. Also liegt es nahe, beide Iterationen zu kombinieren, um schnelle
Konvergenz zu erreichen.

Das Ergebnis wird als Zweigitterverfahren bezeichnet und lasst sich wie folgt zusam-
menfassen:

procedure zgv(Ay, by, Ay, p, var x;);
for k =1 to v do gauss_seidel(Ay, by, xp);
dy < by — Apxp;

by I'dh;

Lose AHXH = bH;

Xp < Xp + PXH

Hier gibt v € N an, wieviele Schritte des Glattungsverfahrens durchgefiithrt werden
sollen, bevor wir den Fehler fiir glatt genug erachten, um ihn auf dem gréberen Git-
ter darstellen zu konnen. Es ldsst sich beweisen, dass wir durch eine geeignete Wahl
dieses Parameters ein Verfahren erhalten, das beliebig schnell konvergiert. Allerdings be-
deutet ein grofles v natiirlich auch einen hohen Rechenaufwand, weil viele Schritte des
Glattungsverfahrens anfallen.

Aufstellen der Prolongationsmatrix. Die Prolongationsmatrix p € RZ»*Z# haben wir
zwar schon definiert, aber unsere Definition ist wenig praxistauglich, solange wir keinen
effizienten Weg finden, um P,~ L auszuwerten. Diese Aufgabe lisst sich in unserem Modell-
problem sehr einfach 16sen: Die von uns verwendete Basis (¢, ;)icz ist einen Knotenbasis,
es gilt ndmlich nach Definition

1 fallsj=1
enilj) = { LI fiir alle 4, j € Zj,
0 ansonsten

wobei wir ausnutzen, dass Z gerade die Menge der inneren Eckpunkte der Triangulation
ist, also insbesondere aus geometrischen Punkten in dem Gebiet €2 besteht.
Aus dieser Eigenschaft folgt unmittelbar

vy, = th(i)g%i fir alle vy, € V}, (7.11)
i€

denn die Giiltigkeit dieser Gleichung lésst sich in den Eckpunkten einfach durch Einset-

zen iiberpriifen und iibertréigt sich dann auf die gesamte Funktion, da stiickweise lineare

Funktionen durch ihre Werte in den Eckpunkten bereits eindeutig festgelegt sind.
Wenn wir einen Vektor yj, € RZ» durch

Yn,i = vn(i) fiir alle i € 7y,
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definieren, nimmt die Gleichung (|7.11]) die Gestalt

vp = th,z'@h,i = Pryn
1€T
an, also gilt gerade y, = P, Lup. Die Umkehrfunktion des Basis-Isomorphismus lisst sich
demnach gewinnen, indem wir die gegebene Funktion in den Gitterpunkten auswerten.
Fiir die Berechnung der Prolongationsmatrix ergibt sich damit

Dij = (Ph_l(PH,j)i = gOHJ'(Z') fiir alle 1 € 1y, ] €Tly.

Wir brauchen also lediglich fiir jeden Eckpunkt ¢ € Zj, der feinen Triangulation ein Ele-
ment t € Ty der groben Triangulation zu finden, das ihn enthélt, und kénnen dann die
zu diesem Element gehérenden drei oder vier Basisfunktionen ¢ ;, j € ¢, in diesem
Punkt auswerten, um die von null verschiedenen Eintréige der i-ten Zeile der Prolonga-
tionsmatrix zu berechnen.

Falls die feine Triangulation 7; durch eine der von uns in Abschnitt diskutierten
Verfeinerungsstrategien aus Ty entstanden ist, wird die Berechnung sogar noch wesent-
lich einfacher: In diesem Fall kann ¢ € 7, nur ein Eckpunkt der Triangulation Tz oder
ein Kantenmittelpunkt sein, so dass sich

1 fallsi =,
pij = { 1/2  falls i auf einer Kante mit Endpunkt j, firallei €1y, j €Ty

0 ansonsten

ergibt und sich die Prolongationsmatrix sehr einfach und effizient aus Informationen
iiber die Verfeinerung konstruieren lésst. Eine Zeile der Matrix p enthélt dann nur einen
oder zwei von null verschiedene Eintrége.

Mehrgitterverfahren. Um das Zweigitterverfahren durchfithren zu kénnen, miissen wir
dazu in der Lage sein, das Gleichungssystem A pgxpy = by auf der groben Triangulation
zu losen. Die grobe Triangulation darf dabei nicht zu grob sein, denn wir sind darauf
angewiesen, dass sich der nach wenigen Schritten des Glattungsverfahrens verbliebene
Fehler auf dieser Triangulation noch hinreichend gut darstellen l4sst.

Dadurch entsteht das Problem, dass bei einer sehr feinen Triangulation 7, auch die
grobe Triangulation 7z noch sehr viele Punkte aufweist, so dass auch das zu dieser Trian-
gulation gehorende Gleichungssystem noch sehr grof} ist. Deshalb wire es wiinschenswert,
das direkte Losen dieses Gleichungssystems ebenfalls zu vermeiden.

Die Idee des Mehrgitterverfahrens besteht darin, einfach auch auf der groben Trian-
gulation zu gliatten und eine Korrektur auf einer noch groberen Triangulation durch-
zufithren. In dieser Weise kénnen wir rekursiv fortschreiten, bis wir eine Triangulation
erreicht haben, die nur noch sehr wenige Punkte enthélt, so dass wir sie direkt behandeln
konnen.

Definition 7.10 (Gitterhierarchie) Sei (7})520 eine Familie von Triangulationen
derart, dass fir alle ¢ € {1,..., L} jeweils T; eine Verfeinerung der Triangulation Ty—q
ist. Dann bezeichnen wir (T¢)k_, als Gitterhierarchie.
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Im Folgenden gehen wir davon aus, dass uns eine Gitterhierarchie (’7})%:0 zur
Verfiigung steht. Wir bezeichnen mit V; C V den zu der Triangulation T, geh6renden
Ansatzraum und mit (¢ ;)icz, die entsprechende Basis.

Die dieser Basis zugeordnete Matrix nennen wir A, € RZ¢*Ze,

Den Austausch von Informationen zwischen dem Raum V; und dem Raum V,_; be-
werkstelligen wir mit Prolongationsmatrizen

pe = P, 1Py € R T fiir alle £ € {1,..., L},
die Funktionen aus V;_1 in Funktionen in V; {iberfithren, und Restriktionsmatrizen
ry:=7p; fir alle £ € {1,...,L},

die Funktionale aus V; in Funktionale in V;_; verwandeln.
Das Mehrgitterverfahren kénnen wir dann wie folgt als rekursiven Algorithmus for-
mulieren:

procedure mgv({);
if £ =0 then
Lose Ang = bz
else begin
for k =1 to v; do gauss_seidel(Ay, by, x¢);
dg — bg — Ang;
by < redy;
xp-1 < 05
for k=1 to vy do mgv(¢—1);
Xy & X¢ + PeXoe—1;
for k =1 to 1o do gauss_seidel(Ay, by, xy);
end

Falls wir auf der grobsten Triangulation 7y angekommen sind, wird direkt gelost. Ande-
renfalls werden v Schritte des Glattungsverfahrens durchgefiihrt, man spricht von einer
Vorglittung. Es folgen der Transfer des Residuums dy auf die grobere Triangulation 7,_q
sowie v rekursive Aufrufe des Mehrgitterverfahrens, mit denen eine Ndherung x,_; des
Fehlers konstruiert wird. Da wir hoffen, dass der Fehler klein sein wird, ist x,_; = 0 ein
akzeptabler Anfangswert fiir diesen Teil des Verfahrens. Anschlieflend wird die genéherte
Grobgitterkorrektur zu der aktuellen Ndherung x, addiert. Da in diesem Schritt neue
hochfrequente Storungen hinzugefiigt worden sein kénnten, fithren wir v Schritte des
Glattungsverfahrens durch, insgesamt als Nachgldttung bezeichnet.

Rechenaufwand V-Zyklus. Besonders effizient ist das Mehrgitterverfahren natiirlich,
wenn nur ein einziger rekursiver Aufruf auf jeder Stufe der Gitterhierarchie erforderlich
ist, wenn also v = 1 in dem obigen Algorithmus verwendet wird. In Abbildung sind
die fiir eine Gitterhierarchie mit L = 4 anfallenden Rechenschritte dargestellt. Threr
charakteristischen Abfolge auf den verschiedenen Stufen der Hierarchie verdankt dieser
Sonderfall den Namen V-Zyklus-Mehrgitterverfahren.
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Glétten £ =4 Glétten £ =4

Glatten ¢ = 3 Glatten ¢ = 3

Glatten £ = 2 Glatten ¢ = 2

Glatten £ =1 Glatten ¢ =1

Aj!

Abbildung 7.8: V-Zyklus-Mehrgitterverfahren

Unser Ziel ist es, den Rechenaufwand zu analysieren. Dazu bezeichnen wir mit ny :=
#ZIy die Anzahl der Indizes auf der /-ten Stufe der Hierarchie. Da das Gauf3-Seidel-
Verfahren bei einer schwachbesetzten Matrix nur wenige Rechenoperationen pro Index
ausfiihrt, diirfen wir davon ausgehen, dass eine Konstante Cg) so existiert, dass ein Schritt
des Gléattungsverfahrens auf Stufe ¢ nicht mehr als Cgn, Operationen erfordert. Der
Einfachheit halber kénnen wir annehmen, dass diese Konstante grofy genug ist, um auch
den Aufwand fiir das Losen auf der grobsten Stufe in Cygng Operationen bewerkstelligen
zu konnen.

In unserem Fall enthélt jede Zeile der Prolongationsmatrizen p, héchstens zwei von
null verschiedene Eintrige, so dass wir davon ausgehen diirfen, dass Prolongation und
Restriktion zwischen den Stufen ¢ und ¢ — 1 jeweils nicht mehr als Cpny Operationen
erfordern. Damit benotigt der gesamte Mehrgitterschritt nicht mehr als

L L L
2 Co1(v1 + v2)ny + Cging + Z 2C,ny < Z o1 (V1 + 12) +2CH)ng
(=1 (=1 =0
L
= (Ca(v1 + 1) +2C) Z Ny
/=0
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Operationen. Wir sind daran interessiert, nachzuweisen, dass sich der Gesamtaufwand
proportional zu ny, verhélt. Unsere Verfeinerungsstrategien legen es nahe, anzunehmen,
dass eine Konstante Cy; so existiert, dass

Cri2%D < ny < Op2% fiir alle ¢ € {0,...,L}

existiert, denn jede Verfeinerung fithrt im zweidimensionalen Fall zu einer Vervierfachung
der Dreiecke und im dreidimensionalen zu einer Verachtfachung der Tetraeder. Mit dieser
Annahme gelangen wir mit der geometrischen Summenformel zu der Schranke

L

L
(Cgl(vl + 1/2) + 2Cpr) Z ny < (Cgl(vl + 1/2) + 2Cpr) Z Chi2d€
=0 £=0
2d(L+1) 1

= (Cgl(l/l + 1/2) + QCpr)ChiW

22d

2d — 1
22d

2d — 1
< CmgnL

< (Cqa(v1 + 1) + 20p,) Cpy 24 E—1)

< (Cgl(Vl + V2) + 26vpr)nL

mit der Konstanten

4d
24 — 1
Damit haben wir gezeigt, dass der Aufwand sich durch eine Funktion beschrinken lsst,
die proportional zu der Anzahl der Unbekannten wéchst. Der Rechenaufwand des Mehr-
gitterverfahrens ist von optimaler Ordnung.

Cmg = (Cgl(l/1 + 1/2) + QCpr).

Geschachtelte Iteration. Falls die Losung u € V' der urspriinglichen Variationsaufgabe
(6.25)) hinreichend gutartig ist, lasst sich beweisen, dass der Diskretisierungsfehler sich
wie

lu — uglly < Cainy fiir alle £ € {0,...,L} (7.12)

verhilt, wobei uy € V; die Néherung der Galerkin-Diskretisierung mit dem Raum V}
bezeichnet. Mit einer Verfeinerung der Triangulation geht also auch eine héhere Genau-
igkeit der Losung einher.

(0)

Wir approximieren wuy, indem wir eine Anfangsnéherung u,”’ € V; wihlen und m

Schritte ausfithren, um eine Niherung uém) € V; zu finden. Unser Ziel ist es, sicher zu

stellen, dass uém) dhnlich genau wie uy ist, dass also beispielsweise

—1/d
lu — ul™ ||y < 2Cain,

gilt. Jeder Schritt unseres Mehrgitterverfahrens reduziert den Fehler mindestens um
einen Faktor o, so dass

0
lue — u™ v < o™ flue — a2y
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gilt. Um unser Ziel zu erreichen sollten wir
la = ag™ v = llu = e+ ue = g™ llv < llu = welly + llue = ™ Iy
~1/d 0 ! ~1/d
< Cain, 1 ™ — ué Nlv < 2Cqin, /

sicherstellen, also gerade
0 —1/d
" lu —u ||y < Caimy /.

«

Wenn wir ¢ = e~® mit o > 0 setzen und den natiirlichen Logarithmus der Ungleichung

betrachten folgt
_ 0 —1/d
e lu — ug )”V < Cain, / ,

1
—am + ([l — u”|v) < In(Cai) = 5 In(ne),

m > L)+ Inrme)/d + (= )

(0)

Wiirden wir beispielsweise mit u,” = 0 anfangen, miisste m proportional zu In(ny)
wachsen, damit ugm) die geforderte Genauigkeit erreicht. Der Rechenaufwand pro Stufe
wiirde als doch wieder von der Anzahl der auf dieser Stufe vorhandenen Unbekannten
abhéngen, wenn auch nur logarithmisch.

Dieses Problem l&sst sich 16sen, indem wir den Anfangsvektor geschickter wiahlen: Wir
berechnen zunéchst ugf{ € V,_1 auf der néchstgroberen Stufe £ —1 so genau, dass unsere
Bedingung

—1/d
lu =™l < 2Cam; |

erfiillt ist. Wenn wir der Einfachheit halber 2%ny_; > n, annehmen, folgt n;_ll/ d < 2n21/ d,

so dass wir .
-1
lu —u{™ |l < 4Cainy

erhalten. Wenn wir nun ugﬂ als Anfangsndherung auf der Gitterstufe ¢ verwenden, also

ugo) = uéqfi setzen, ergibt sich

m > (= In(Car) + In(ne)/d + In(4) + In(Ci) ~ In(ng) ) =~ In(4).

Also geniigt bei dieser Wahl der Anfangsniherung eine konstante Anzahl von Schritten.
Der resultierende Algorithmus ist als geschachtelte Iteration (im Englischen auch als
full multigrid) bekannt:

procedure nested_iteration;
for / = L downto 1 do by_; « r/by;
Lose AoXO = b();
for / =1 to L do begin
Xy < PeXe—1;
for k =1 to k do mgv(¢);
end
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In der ersten Schleife werden rechte Seiten fiir alle Stufen der Hierarchie mit Hilfe der
Restriktionsmatrix berechnet. Da jeweils V,_; C V, gilt, entstehen dabei dieselben Vek-
toren, die auch bei einer direkten Diskretisierung entstanden wéren, man vermeidet aber
die potentiell aufwendige Quadratur auf allen Stufen aufler der feinsten.

Anschlieflend wird auf der grobsten Stufe der Hierarchie geltst. Es folgt der Kern
des Algorithmus: Das Ergebnis der jeweils vorangehenden Stufe wird mit Hilfe der Pro-
longationsmatrix auf die aktuelle Stufe iibertragen und als Anfangsvektor verwendet,
der dann mit x Mehrgitterschritten verbessert wird, bis er die gewiinschte Genauigkeit
erreicht.

7.4 Konvergenz symmetrischer lterationsverfahren

Um die Qualitédt eines iterativen Losungsverfahrens fiir ein lineares Gleichungssystem
beurteilen zu kénnen, ist es von grofler Bedeutung, Aussagen iiber dessen Konvergenzrate
zu treffen, also iiber den Faktor, um den ein Schritt des Verfahrens den Fehler reduziert.
Einige fiir die Analyse der Konvergenzrate wichtige Techniken sollen in diesem Abschnitt
vorgestellt werden. Die Darstellung folgt dabei im Wesentlichen dem Buch [4].

Wir untersuchen Iterationsverfahren, die das lineare Gleichungssystem

Ax* =b (7.13)

16sen sollen, wobei A € RT*T eine positiv definite und selbstadjungierte Matrix und
b € R? ein beliebiger Vektor sein soll. Die Lésung bezeichnen wir mit x*, da wir sie als
Grenzwert einer Folge x, xW %@ von Naherungslosungen berechnen werden.

Wir beschréanken uns dabei auf symmetrische lineare Iterationsverfahren. Ein typisches
Beispiel eines solchen Verfahrens ist die in Bemerkung vorgestellte Jacobi-Iteration,

bei der die neue Iterierte x(™+1) aus der alten Iterierten x(™ durch
m+1) _ (m) . O o (m)y . .
T; =z; +@(b Ax\"™); fir alle j € Z

hervorgeht. Wenn wir mit W € RZ*Z die mit 1/6 skalierte Diagonale der Matrix A
bezeichnen, die durch

fir alle4,j € Z
0 ansonsten

{aii /0 falls i = j,
Wij =
gegeben ist, lasst sich die Jacobi-Iteration kompakt in der Form

x(m+h) — x(m) L w=1(b — Ax(™) fiir alle m € Ny (7.14)
schreiben. Man kann beweisen, dass jedes lineare Iterationsverfahren, das die exakte

Losung des linearen Gleichungssystem als Fixpunkt besitzt, mit einer geeigneten Matrix
W in dieser Form geschrieben werden kann.
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Definition 7.11 (Lineares Iterationsverfahren) Sei ® : RZ — RZ eine Abbildung.
Wir nennen ® ein lineares Iterationsverfahrens, falls eine invertierbare Matricr W €
RIXT mit

P(x) =x+ W_l(b — Ax) fiir alle x € R® (7.15)

o0

existiert. Jeder Anfangsvektor x(©) € RT definiert eine Folge von Iterierten (x(m))m:()

durch
x(m+D) = o (x(M) fiir alle m € No.

Lemma 7.12 (Eindeutigkeit) Falls ® ein lineares Iterationsverfahren ist, gibt es ge-
nau eine Matrix W, die erfillt.

Beweis. Seien W1, Wy € RZ*Z invertierbare Matrizen mit

®(x) =x+ W (b - Ax),
®(x) = x+ W5 (b — Ax) fiir alle x € RZ.

Subtraktion der Gleichungen ergibt
0=(W;'-W;H(b- Ax) fiir alle x € RZ.
Sei nun y € R? beliebig. Wir setzen x := A~!(b — y) und erhalten
0= (W' =Wy )(b—(b-y)= (W' - W3y,

also folgt mit VVl_1 = W2_1 auch W1 = W, [}

Wenn wir die Konvergenzrate einer derartigen Iteration als Reduktionsfaktor des Feh-
lers x* — x(™) in einer geeigneten Norm definieren, sollten wir diesen Fehler nither un-
tersuchen.

Lemma 7.13 (Fehlerfortpflanzung) Es gilt
x* —x ) = (I - W TA)(x* — x™) fir alle m € Np.

Beweis. Sei m € Ng. Mit ([7.15) und (7.13) erhalten wir

x* —xM) = x* — x(m — Wb — Ax(™)
=x* —x™ - W (Ax* — Ax(™)
= (I-WA)(x* —x(™).
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Definition 7.14 (Iterationsmatrix) Sei ® ein lineares Iterationsverfahren. Wir be-
zeichnen

M:=I-W'A

als die zugehdrige Iterationsmatrix.

Mit der Iterationsmatrix kénnen wir Lemma kurz als
x — x"HD) = M(x — x(™) fiir alle m € Ny (7.16)

schreiben. Die Iterationsmatrix beschreibt also gerade die Entwicklung des Fehlers.

Fiir eine beliebige Norm || - || und die von ihr induzierte Matrixnorm
X
IIX]| := sup{HH}‘,‘H : yERI\{O}} fiir alle X € RZ*%
y

erhalten wir
[x — x| < M| [|x — x| fiir alle m € Np.

Falls also |[M]|| < 1 gilt, wird das Verfahren konvergieren, und es wird um so schneller
konvergieren, je kleiner die Matrixnorm ist.

Die Frage ist nun, welche Norm fiir unsere Zwecke gut geeignet ist. Die Matrizen W1
und A sind selbstadjungiert, und diese Eigenschaft ldsst sich ausnutzen, um beispiels-
weise die von der euklidischen Norm induzierte Spektralnorm

1 Xyll2
lyll2

X2 :== Sup{ cy eREN {0}} fiir alle X € REXZ

abzuschétzen. Den Namen ,,Spektralnorm* verdankt sie ihrer engen Beziehung zu dem
Spektrum einer Matrix, also der Menge ihrer Eigenwerte.

Definition 7.15 (Spektrum) Sei X € RZ*Z eine Matriz. Ein A € R nennen wir einen
Eigenwert der Matriz X, falls ein Vektor e € RT \ {0} mit

Xe = e

existiert. In diesem Fuall nennen wir e einen Eigenvektor der Matriz zu dem Eigenwert
A. Die Menge

o(X):={reR : X ist Eigenwert von X}

nennen wir das Spektrum der Matrix.

Fiir selbstadjungierte Matrizen lassen sich die Eigenwerte als lokale Extrema des
Rayleigh-Quotienten charakterisieren.
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Lemma 7.16 (Rayleigh-Quotient) Sei X € RT*7 cine selbstadjungierte Matriz. Wir
definieren die Abbildung

Ax : R\ {0} = R, y%m.

Diese Abbildung besitzt ein Minimum und ein Maximum. Beide Extrema sind Eigenwerte
der Matriz X.

Beweis. Wir stellen fest, dass fiir jedes & € R\ {0} und jeden Vektor y € RZ \ {0} die
Gleichung

« (6 Oz2
o) = ) )~

gilt. Demnach gentigt es, Minimum und Maximum auf der Einheitssphére
S={yeR" : |yl2=1}

zu suchen. Diese Menge ist nach dem Satz von Heine-Borel kompakt, also muss die
stetige Abbildung Ax auf ihr ein Minimum und ein Maximum annehmen.
Sei A € R das Maximum, und sei e € S ein Urbild, also ein Vektor mit Ax(e) = A.
Wir wollen zeigen, dass e ein Eigenvektor zu dem Eigenwert A ist.
Sei y € R? und sei § € R~g mit d|/y||2 < 1 fixiert. Wir definieren
f:(=0,6) 2R, t (e+ty,X(e+ty)) = (e,Xe) + 2i(y, Xe) + t*(y, Xy),
9:(=0,0) =R, tr (e+ty.etty) = (ee)+2t(y,e) +t(y.y),

und halten fest, dass wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (6.13)
g(t) = llell3 + 2t(y, &) + [lyl13 > llell3 — 2[¢| Iy [l2lle]l2 + *[ly 3
= (lellz = [t lyl)* = (1 = el lyl)* >0 fiir alle t € (=4,9)
gilt. Damit ist

h:(=6,0) = R, t|—>AX(e—|—ty):@

g(t)’

eine stetig differenzierbare Abbildung, die ihr Maximum in ¢ = 0 annimmt, also muss
h'(0) = 0 gelten. Mit dieser Gleichung erhalten wir

/'(0)g(0) — f(0)g'(0)

0=H(0) = 9(0)?
_ 2(y,Xe)(e,e) — 2(e, Xe)(y,e) _ 2<y,Xe —Ax(e)e)
(e,e)? (e,e) ‘

Da wir diese Gleichung fiir jedes y € R gilt, folgt Xe = Ax(e)e, also ist e ein Eigenvek-
tor zu dem Eigenwert A\ = Ax(e). Den Nachweis, dass auch das Minimum der Abbildung
Ax ein Eigenwert ist, konnen wir analog fithren. ]
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Erinnerung 7.17 (Orthogonale Matrizen) Eine Matriz Q € RT*Z heifit orthogo-
nal, falls Q*Q =1 gilt. Diese Figenschaft ist dquivalent dazu, dass

1Qz(|2 = [|z]|2 fiir alle z € RY
gilt. Jede orthogonale Matriz ist invertierbar mit Q' = Q*.

Satz 7.18 (Hauptachsentransformation) Sei X € RT*7 ¢ine selbstadjungierte Ma-
triz. Dann existieren eine orthogonale Matriz Q € RI*T wund eine Diagonalmatrizc
D € RT*T mit Q*XQ = D.

Die Diagonalelemente der Matrix D sind die Figenwerte der Matrix X, die Spalten
der Matriz Q sind entsprechende Eigenvektoren.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit untersuchen wir nur Indexmengen der
Form Z = {1,...,n} mit n € N. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber n.
Induktionsanfang: Fir n = 1 ist jede Matrix auch eine Diagonalmatrix, also kénnen

wir Q = 1 und D = X setzen.

Induktionsvoraussetzung: Sei n € N so gegeben, dass die Aussage fiir alle selbstadjun-
gierten Matrizen X € R™*" gilt.

Induktionsschritt: Sei X e R(TDx(n+1) Nach Lemma finden wir einen Eigenwert
A € R und einen passenden Eigenvektor e € R"™! mit ||e|| = 1. Sei §; € R™*! der erste
kanonische Einheitsvektor ; = (1,0,...,0), und sei Q1 € R +Dx(n+1) die Householder-
Transformation, die Qje = «d; mit |o| = 1 erfiillt. Es folgt

. 1, 1,
QiXQ101 = anXe = )\ane = A1,

und da Q7XQ; selbstadjungiert ist, erhalten wir

axa - (* ¢

mit einer selbstadjungierten Matrix X € R™", Nach Induktionsvoraussetzung existieren
eine orthogonale Matrix Q € R™™ und eine Diagonalmatrix D € R™" mit Q*XQ D
so dass wir insgesamt

(o) exa(’ o)=(" gxa)- (" 5)
s-ale) ool

folgt daraus die Behauptung. [

erhalten. Mit
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Folgerung 7.19 (Spektralnorm) Sei X € RT*T cine selbstadjungierte Matriz. Dann
gilt
|X]l2 = max{|\| : A€ a(X)}.

Beweis. Nach Satz existieren eine orthogonale Matrix Q € RZ*Z und eine Diago-
nalmatrix D € RT*Z mit X = QDQ*.

Da orthogonale Transformationen die euklidische Norm — und damit auch die Spek-
tralnorm — unveréndert lassen, folgt [|X||2 = ||QDQ*|l2 = ||D||2.

Sei j € T ein Index mit |d;;| > |d;| fiir alle i € Z. Sei y € RZ \ {0}. Dann gilt

2 .2
|IDyl3 _ Zieldzziyzz < Ziezdjjyi — 42
Iy 3 Yier¥i T ez ¥ v

also || X||2 = ||D||2 < |d;;|. Wenn wir den durch

1 fallsi=34
80 = { amr=g fiir alle i € 7
0 ansonsten

gegebenen kanonischen Einheitsvektor d; € R? in D einsetzen, erhalten wir

IDdjll2 _ ldj;dll2
10112 105112

und damit | X[z = ||D||2 = |dj;|. Da dj; der betragsgrofite Eigenwert der Matrix X ist,
ist der Beweis vollstdndig. [

= |dj;l,

Leider ist gerade die fiir die Konvergenz relevante Iterationsmatrix M in der Regel
nicht selbstadjungiert. Wir kénnen allerdings eine Norm wéhlen, mit der wir die Unter-
suchung der Iterationsmatrix auf die einer symmetrischen Matrix zuriickfithren kénnen,
némlich die durch

Ix]|4 == v/ (x, Ax) fiir alle x € R?

definierte Energienorm. Da A als positiv definit und selbstadjungiert vorausgesetzt ist,
ist die Energienorm wohldefiniert.

Insbesondere besitzt A aber auch eine Cholesky-Zerlegung A = R*R mit einer inver-
tierbaren Matrix R € RZ*Z, mit deren Hilfe sich die Energienorm auf die euklidische
Norm zuriickfithren lasst. Es gilt namlich

1x]|4 = (x, Ax) = (x, R*Rx) = (Rx,Rx) = ||Rx||3 fiir alle x € RZ,

also insbesondere ||x||4 = ||[Rx[|2. Die Cholesky-Zerlegung ist nicht eindeutig, wir kénnen
die Vorzeichen jeder Zeile der Matrix R beliebig wéhlen. Das ist fiir unsere Zwecke zwar
ohne Belang, da es die Norm nicht beeinflusst, aber damit im Folgenden beispielsweise
die Matrix A wohldefiniert ist, legen wir fest, dass wir diejenige Cholesky-Faktorisierung
verwenden bei der alle Diagonalelemente der Matrix R positiv sind.
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Von der Energienorm wird die Norm

Xyl
lylla

|X”A:SUP{ : yeRI\{O}} fiir alle X € RT*Z

induziert, die wir mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung auf die Spektralnorm zuriickfithren
konnen.

Lemma 7.20 (Energienorm) Fiir alle X € RT*T gilt
IX|la = [RXR™!2.

Beweis. Sei X € RT*Z. Mit der Substitution Ry = z erhalten wir

Xylla
1l =sup {24 y 271 (03]
[ylla
IRXy |l z
=sup¢ ———— : y € R"\ {0}
{ IRy
RXR!
= sup {m : ze RT\ {0}} = |[RXR 5.
]
Fiir die Iterationsmatrix folgt
M|l = [[RI-WTAR 2 = [I- RW'R'RR |2 = [[I - RW'R|>.
Falls also W selbstadjungiert ist, wird die transformierte Iterationsmatriz
M :=I-RW 'R* (7.17)
ebenfalls selbstadjungiert sein. Falls wir die Spektralnorm dieser Matrix abschétzen
konnten, wiirde sich mit |[M||4 = |[M]|2 eine Konvergenzaussage in der Energienorm
ergeben.

Definition 7.21 (Symmetrisches Iterationsverfahren) Fin lineares Iterationsver-
fahren ® : RT — RT nennen wir symmetrisch, falls die gemdf zugehorige Matrix
W selbstadjungiert ist.

Falls das Verfahren ® symmetrisch ist, ist die gemé&f definierte transformierte
Iterationsmatrix M selbstadjungiert, also nach Satz diagonalisierbar mit ausschlie3-
lich reellen Eigenwerten. Da M = R'MR gilt, ist dann auch die Iterationsmatrix M
diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten.

Sei ® im Folgenden als symmetrisch vorausgesetzt.

Um eine Konvergenzaussage zu erhalten, bietet es sich wegen an, nach Schranken
fir |M|la = ||MH2 zu suchen. Konvergenz ist sicher gestellt, falls

M4 = [[M]lz <1
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gilt, und nach Folgerung ist das genau dann der Fall, wenn die Betrdge aller Eigen-
werte echt kleiner als eins sind.

Aussagen iiber die Grofle der Eigenwerte lassen sich elegant formulieren, indem man
eine partielle Ordnung auf der Menge der selbstadjungierten Matrizen definiert.

Definition 7.22 (Partielle Ordnung) Seien X, Y € R*% selbstadjungiert. Falls
(z,Xz) < (z,Yz) fiir alle z € RT\ {0}

gilt, schreiben wir X <Y. Falls
(z,Xz) < (z,Yz) fiir alle z € RY

qgilt, schreiben wir X <Y.

Lemma 7.23 (Elementare Eigenschaften) Seien X,Y,Z € RT*T selbstadjungierte
Matrizen. Dann gelten

X<YANY<Z=—X<KZ, (7.18a)
X<YANY<Z—=—X<Z, (7.18b)
X<Y=X+Z<Y+7Z, (7.18¢)

X<Y = -Y <X, (7.18d)
X<Y=oaX<aY fir alle o € R, (7.18e)
X<Y=oaX<aY fir alle o € Ryp. (7.18f)

Beweis. Die Aussagen folgen unmittelbar aus der Definition [7.22 [

Insbesondere bedeutet 0 < X, dass X selbstadjungiert und positiv definit ist. Diese
partielle Ordnung hat den Vorteil, dass sie unter Kongruenztransformationen invariant
ist, die wir verwenden konnen, um die bendtigten Aussagen herzuleiten.

Lemma 7.24 (Kongruenztransformation) Seien X, Y € RT*T selbstadjungiert. Sei
Z € RI*XJT . Es gilt

X<Y —=ZXZ<ZYZ
Falls Z injektiv ist, gilt

X<Y —=ZXZ<ZYZ
Falls Z invertierbar ist, gelten

X <Y < Z'XZ<Z'YZ,
X<Y «— Z'XZ < Z*YZ.
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Beweis. Wir setzen X := Z*XZ und Y := Z*YZ.
Gelte X <Y, sei z € R7. Dann folgt

(2, (Y — R)2) = (2, 2" (Y — X)Za) = (Za, (Y — X)(Z2)) > 0,
also X < Y.
Sei nun Z injektiv. Gelte X < Y, sei z € R7 \ {0}. Dann folgt Zz # 0, also per
Definition

(z,(Y — X)z) = (2, Z°(Y — X)Zz) = (Zz, (Y — X)(Zz)) > 0,

und damit X < Y.

Falls Z invertierbar ist, folgen die restlichen Aussagen, indem wir in den bereits be-
wiesenen die Rollen der Matrizen X und X sowie Y und Y tauschen und Z durch Z~!
ersetzen. [ ]

Lemma 7.25 (Spektrum und Norm) Sei X € RZ*T selbstadjungiert, und seien
a, B € R gegeben mit a < 5.

Es gilt 0(X) C (o, B) genau dann, wenn ol < X < BI gilt.

Es gilt 0(X) C [o, 8] genau dann, wenn ol < X < BI gilt.

Es gilt | X]l2 < 8 genau dann, wenn —BI < X < I gilt.

Beweis. Nach Satz existieren eine orthogonale Matrix Q € RZ*Z und eine Diago-
nalmatrix D € RT*Z mit Q*XQ = D.
Da orthogonale Matrizen invertierbar sind folgt mit Lemma [7.24

<X <l = aQ'Q<Q'XQ < LQQ,
also wegen Q*Q = I insbesondere
al<X<pl <<= ol<D<pL

Da D eine Diagonalmatrix ist, ist al < D < BI dquivalent zu

az |zi|? = a(z,1z) < (z,Dz) Zdn\zz| (7.19a)
1€l i€L
= (z,Dz) < 5(z,1z) ﬁz Els fiir alle z € R” \ {0}. (7.19b)
1€l

Falls nun o(X) = o(D) C (o, 8) gilt, folgt di; € (o, B) fiir alle i € Z und damit (7.19),
also ol < X < fIL.
Falls umgekehrt al < X < I gilt, gilt , und indem wir kanonische Einheitvek-
toren einsetzen, erhalten wir d;; € («, 8) fiir alle i € Z, also auch o(X) = o(D) C (a, ).
Die zweite Aussage folgt analog, die dritte ergibt sich dann aus der Kombination mit

Folgerung ]
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Bemerkung 7.26 (Alternativer Beweis) Die fiir uns besonders wichtige dritte Aus-
sage des obigen Lemmas ldsst sich auch beweisen, ohne auf die Hauptachsentransforma-
tion zurickzugreifen. Insbesondere behdlt dieser alternative Beweis seine Giltigkeit, falls
wir statt in RT in einem unendlich-dimensionalen Hilbertraum arbeiten.
Wir illustrieren die Vorgehensweise am Fall oo = 1, sei also X € RT*T eine selbstad-
jungierte Matriz, die
-I<X<I

erfillt, es gelte demnach
—(z,2z) < (z,Xz) < (z,2) fiir alle z € R, (7.20)
Seiy € RL. Indem wir die linke Ungleichung in auf z =y — Xy anwenden, folgt
(y =Xy, y = Xy) =2 =y = Xy, X(y — Xy))
= —{y, Xy) + {y, X?y) + (Xy, Xy) - (Xy, X’y)
= —(y, Xy) + 2(Xy, Xy) — (Xy, X?%y).

Wenn wir die rechte Ungleichung in auf z = y + Xy anwenden, ergibt sich
entsprechend
(y + Xy, y + Xy) > (v + Xy, X(y + Xy))
= (v, Xy) + {y, X%) + (Xy, Xy) + (Xy, X%)
= (v, Xy) + 2(Xy, Xy) + (Xy, X%y).

Durch Addition beider Ungleichungen gelangen wir zu

4| Xy 3 = 4(Xy, Xy) < {y — Xy,y — Xy) + (y + Xy,y + Xy)
= [lyll3 — (v, Xy) = (Xy.y) + Xy + IylI3 + (v, Xy) + (Xy.y) + | Xyll3
= 2|lyll3 + 2| Xy|13.
Wir subtrahieren 2||Xy||3 auf beiden Seiten dieser Ungleichung und dividieren durch

zwei, um das gewtinschte Ergebnis || Xyl|3 < ||ly||? zu erhalten. Da wir diese Ungleichung
fiir beliebige y € RT gezeigt haben, folgt || X]|2 < 1.

Lemma 7.27 (Inverse) Seien X,Y € RT*Z selbstadjungierte Matrizen, die 0 < X <
Y erfillen. Dann gilt 0 < Y1 < X1,

Beweis. Wir verwenden eine Cholesky-Zerlegung R*R = X der Matrix X und folgern

mit Lemma dass R
I<R)'YR'=Y

gilt. Nach Lemma sind alle Eigenwerte der Matrix Y grofler oder gleich eins. Die
Eigenwerte ihrer Inversen Y ! sind deren Kehrwerte, miissen also positiv und kleiner
oder gleich eins sein. Wieder mit Lemma folgt

0<RY 'R*=Y!<I,
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und Lemma fihrt zu
O<Y '<RI'RH)'=X"1

Satz 7.28 (Konvergenz) Sei ® ein symmetrisches lineares Iterationsverfahren, sei
0€[0,1). Es gilt ||M||a < o genau dann, wenn

1 1
—A<WI —A
1+ 1—0p
gilt. Falls 0 < A < 2W gilt, konvergiert das Verfahren.
Beweis. Nach Lemma gilt |M|la = HﬁHg, und nach Lemma gilt Hﬁ”g <o

genau dann, wenn .
—ol <M < oI

gilt. Das ist nach Lemma [7.24] 4quivalent zu

—0oI <I-RW 'R* < oI,
~(1+0I<-RW 'R" < (0 - 1)L,
(1+0)I>RW'R* > (1- ),
1+oRIR)I>W 1> (1- R IR,
1+0A1>W1>(1-pAl

Nun kénnen wir Lemma anwenden, um
1 1
—A<WI—A
1+ 1-p

zu erhalten.
Gelte nun A < 2W. Sei S := {y € R? : ||y||2 = 1} wieder die Einheitssphiire. Da

w
Aaw : S R, y o LWy

(y,Ay)’

wegen 0 < A eine wohldefinierte stetige Abbildung von der nach dem Satz von Heine-
Borel kompakten Menge S nach R ist, nimmt sie ein Minimum « € R und ein Maximum
B € R an. Wegen A < 2W muss dabei o > 1/2 gelten. Mit diesen Extremwerten gilt

aly,Ay) < (y, Wy) < B(y, Ay) fiir alle y € R,

also auch A < W < SA. Um den ersten Teil unseres Beweises anwenden zu kénnen,
brauchen wir lediglich ¢ € (0, 1] mit
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zu finden. Die erste Ungleichung ist dquivalent zu ¢ > 1/a—1, die zweite zu ¢ > 1 -1/,
also setzen wir ¢ := max{1l/a — 1,1 — 1/8}, um beide zu erfiillen.

Wegen o > 1/2 gilt 1/ —1<2—1=1, und wegen > o >1/2auch 1 —1/8 < 1,
so dass wir insgesamt ¢ < 1 erhalten.

Sollte 1/av — 1 < 0 gelten, so folgt 1 < a < 5, also 1 —1/8 > 0, so dass auch p > 0
sicher gestellt ist. [

Mit Hilfe dieses Kriteriums kénnen wir unmittelbar die folgende Konvergenzaussage
fiir das Jacobi-Verfahren gewinnen.

Folgerung 7.29 (Konvergenz der Jacobi-Iteration) Es existiert ein Op., € Rsg
derart, dass die Jacobi-Iteration fir alle 6 € (0, 0p4z) konvergiert.

Beweis. Sei D € RT*T der Diagonalteil der Matrix A. Da A positiv definit ist, sind
alle Diagonalelemente echt grofler als null. Sei p das kleinste Diagonalelement, also der

kleinste Eigenwert der Matrix D, und sei A der grofite Eigenwert der Matrix A.
Wir setzen Opax := 27“ Sei 0 € (0, 0pax). Dann gilt nach Lemma

2 2
I<2ul<ZD.
A Ly

Wegen W = %D folgt die Behauptung mit Satz ]

Waéhrend sich die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens fiir jede positiv definite Matrix si-
cherstellen lésst, sind fiir einen brauchbaren Konvergenzbeweis des Mehrgitterverfahrens
zusétzliche Voraussetzungen erforderlich.

Wie bisher bezeichnen wir die Systemmatrizen auf den verschiedenen Gitterstufen mit
(Ay)f, und die Prolongationsmatrizen mit (pg)f;.

Wir gehen davon aus, dass die Glittungsverfahren symmetrische lineare Iterationen
mit den Matrizen (Wﬁ)zL:o sind und Wq = Ag gilt, da auf dem grobsten Gitter exakt
gelost werden soll.

Das symmetrische V-Zyklus-Mehrgitterverfahren nimmt dann die folgende Form an:

A<=

procedure smgv(/);
if £ =0 then
Lose Ang = bz
else begin
for k=1 to v do xy + xy +W€_1(bg — Auxy);

dy < by — Ayxy;
x¢—1+ 0; by <+ pydy;
smgv(f — 1);

Xy < X¢ + PeXo—1;
for k=1 to v do xy < xy +W21(bg — Ayxy)
end

Es unterscheidet sich von dem bisher behandelten Mehrgitterverfahren dadurch, dass
ein symmetrisches Glittungsverfahren zum Einsatz kommt und gleich viele Vor- und
Nachglattungsschritte ausgefiihrt werden.
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Fiir den Konvergenzbeweis bendttigen wir die folgenden Voraussetzungen: Erstens
miissen die System- und Prolongationsmatrizen die Galerkin-Eigenschaft besitzen, es
muss also

A/ 1 =p;Aps fiir alle £ € {1,...,L} (7.21)

gelten. Diese Eigenschaft ergibt sich in unserem Fall unmittelbar aus der Tatsache, dass
wir eine Galerkin-Diskretisierung mit geschachtelten Ansatzriumen verwenden.

Zweitens miissen die Glattungsverfahren die Gldttungseigenschaft besitzen, es muss
also

A < W, firr alle £ € {1,...,L} (7.22)

gelten. Diese Eigenschaft lasst sich in der Regel durch eine geeignete Wahl eines
Dampfungsparameters sicherstellen, in unserem Modellproblem erweist sich beispiels-
weise 6 = 1/2 als ausreichend.

Drittens muss die Approzimationseigenschaft gelten, es muss also eine Konstante C'4 €
R>0 mit

A —pAp) <CAW,! fiir alle £ € {1,..., L} (7.23)

existieren. Die linke Seite dieser Gleichung beschreibt, wie gut die Losung der Grob-
gittergleichung die Losung der Feingittergleichung approximiert. In unserem Fall wird
sich der kleinste Eigenwert der Matrix VVZ1 ungefiihr proportional zu der Gitterschritt-
weise hf verhalten, so dass wir voraussetzen miissen, dass der Approximationsfehler
entsprechend sinkt. Fiir unser Modellproblem ldsst sich mit einem gewissen Aufwand
nachrechnen, dass die Ungleichung mit C'y = 4 fiir alle Gitterstufen erfiillt ist.

Wir haben bereits gesehen, dass die Fehlerfortpflanzung eines linearen Iterationsver-
fahrens durch die Iterationsmatrix beschrieben wird, also werden wir nun diese Ma-
trix fiir das V-Zyklus-Mehrgitterverfahren ermitteln. Die Iterationsmatrix auf Stufe
¢ € {0,..., L} bezeichnen wir mit M,. Da wir voraussetzen, dass auf dem grobsten
Gitter exakt gelost wird, gilt My = 0.

Auf feineren Gittern setzt sich die Iterationsmatrix aus der Matrix

Mg :=1-W,'A, fiir alle £ € {0,...,L}

des Glattungsverfahrens und der Matrix der approximativen Grobgitterkorrektur zu-
sammen. Letztere miissen wir nun naher untersuchen.
Da die Grobgitterkorrektur nur approzimativ erfolgt, 16sen wir nicht die exakte Grob-
gittergleichung
Ap_1x; | =bp_q,

sondern fithren lediglich einen Schritt des Mehrgitterverfahrens auf Stufe ¢ — 1 aus,
ausgehend von dem Anfangswert 0. Nach diesem Schritt wird der Fehler durch

Xp_1 —Xg—1 = My_1(x_, — 0)
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gegeben sein, es wird also
xp—1 = (I—Me1)x;_; =T —M,_1)A; b4

gelten. Nach Ausfithrung der approximativen Grobgitterkorrektur verbleibt damit der
Fehler

x; — (x¢+pexe-1) = (x; = x¢) = pe(T = My1)A; by
= (x} —x¢) — pe(I— My_1)A; ' p} (b — Asxy)
= (x; = x¢) = pe(T = My_1) AL DI A(X] — ),
also ist die Iterationsmatrix durch
Mg o :=1—pe(I—My_1)A, ! pjAs
=1—peA; ' pjAr+pMi1A, 7 PIA,
gegeben. Fiir den vollstdndigen Mehrgitterschritt ergibt sich die Iterationsmatrix
0 falls £ =0
M= oooErma fiir alle ¢ € {0,...,L}. (7.24)
Mgl,éMgg7éMgl,E ansonsten

Um Konvergenz in der Energienorm zu zeigen, miissen wir nach Lemma die Spek-
tralnorm der Matrizen

M; := R;M/R, ! fiir alle £ € {0,...,L}

beschriinken, wobei RjRy = Ay fiir jedes £ € {0,..., L} wieder die Cholesky-Zerlegung
bezeichnet.
Dazu transformieren wir die Matrizen, aus denen sich M, zusammensetzt:

My = RyMy R, = Ry(I- W, 'A)R; ' =T-R,W,'R; =T -W, |,
My ¢ = RiMye R, = Ry(I— prA; "\ pjAr + pMr 1A pj AR,
=I-RoR, (Ri_1) " 'p/Re + RepeR R M R (RY_) 7 'pi i R;
= I B/B; + BeMr1B},
wobei wir die transformierte Prolongationsmatrix durch
pe = RgpgRZ_ll fiir alle £ € {1,...,L}
und die transformierte Matrix des Glattungsverfahrens durch
W, = (R})'W/R;! fiir alle ¢ € {0,...,L}
definieren. Aus folgt dann
M, = {0 falls £=0, fiir alle ¢ € {0,...,L}. (7.25)

Mgl eMgg’gMgl ¢, ansonsten

Unsere Voraussetzungen (7.21)), (7.22]) und (7.23) lassen sich auf die transformierten

Matrizen iibertragen:
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7.4 Konvergenz symmetrischer Iterationsverfahren

Lemma 7.30 (Galerkin-Eigenschaft) Aus folgt
0<pmp; <I, 0<I-pwmp; <I fir alle £ € {1,...,L}, (7.26)
Beweis. Sei ¢ € {1,...,L}. Es gilt
b = (Ri_)) 'piR;Rip/R; ", = (Ri_,) 'piAmp/R
=([R;_;)'A R =1 fiir alle £ € {1,...,L}.
Aus dieser Eigenschaft folgt unmittelbar
(PeP;)’ = DD, D¢D; = DiD; fur alle £ € {1,..., L},

die Matrix pyp; ist also eine Projektion (es ist sogar eine orthogonale Projektion). Sei
¢ € {1,...,L}, und sei e € R ein Eigenvektor der Matrix p¢D; zu einem Eigenwert
A € R. Dann gilt

e = (beb;)e = (Bb;)(Beby)e = Ne,
also insbesondere A\ = A% und damit A € {0,1}. Mit Lemma [7.25| folgt (7.26]). n

Lemma 7.31 (Glittungseigenschaft) Aus folgt
0<W,!'<I fiir alle € € {1,...,L}. (7.27)

Beweis. Sei ¢ € {1,...,L}. Mit Lemma erhalten wir

0< A< Wy,
0 < R)Ry < R;W/Ry,
0<IL Wz.
Daraus folgt mit Lemma die Behauptung. [

Lemma 7.32 (Approximationseigenschaft) Aus folgt
I-p; < CaW,'! fiir alle 0 € {1,...,L}. (7.28)
Beweis. Sei ¢ € {1,...,L}. Mit Lemma erhalten wir

A= pA ) < CaW,

R/A;'R; — RypeA, ' p;R; < C4R,W, 'R},
R/(R;R,) 'R} — Ryp/(R;_Ry_1) 'p;R; < CA{R\IZ_17
I-pip; < CaW, !,

und das ist die gewiinschte Abschéitzung. |
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7 Implementierung und Anwendungen des Finite-Elemente-Verfahrens

Satz 7.33 (Konvergenz V-Zyklus) Unter den Voraussetzungen , und
g

Ca

||MZ||ASm furallefG{O,,L}, v eN.

Beweis. Zur Abkiirzung definieren wir ¢ := C4/(Ca + 2v). Dank Lemma wissen
wir, dass es geniigt,

IMy|[4 = [ M2 < o fiir alle ¢ € {0,...,L}
zu beweisen. Wir zeigen im Folgenden
0 < M, < oI fiir alle ¢ € {0,...,L},

denn daraus folgt mit Lemma unsere Aussage.
Wir fithren den Beweis per Induktion.
Induktionsanfang: Fiir £ = 0 gilt wegen Wy = A die Gleichung

My =I-W;'Ag=1-A;'A¢ =0,

also auch ﬁg =0.
Induktionsvoraussetzung: Sei £ € N so gewihlt, dass

0<M; <ol
gilt.
Induktionsschritt: Mit (7.25]) gilt
M, = Mgl,zMgglMgl,e

—

= (=W, 1) (1= Bep; + BeMe-157) (I - W, )",
Mit der Induktionsvoraussetzung und Lemma [7.24] haben wir

0 < p/M,_1p; < 0pP/Py},

so dass wir mit Lemma [7.24| und (7.18¢c|) unmittelbar

—~

0<(I-W;hH(I-pepy)(I- W, <M,

sowie auch
M, = (I- W, )" (I - peb; + peMe1py) (I - W, )
<I-W,/HW(I-(1-0pep;)X-W,1)"
<T-W,H (oI + (1—0)(I—pepy)(I-W, 1)
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erhalten. Mit der Approximationseigenschaft (7.28]) sowie Lemma [7.24{ und ([7.18d]) folgt

M, < (I- W, (ol + (1 - 0)CaW; (I - W),

Wir stellen fest, dass es sich bei dem rechten Ausdruck um ein Polynom der Matrix
X := W12_1 handelt, denn mit

p(x) = (1 —2)"(e+ (1 - 0)Caz)(1 — )"

gilt gerade . - -
p(X) =T —-W,;H"(oI+ (1 - 0)CaW,; (I -W, 1"

Damit sind die Eigenwerte der Matrix p(X) gegeben durch

a(p(X)) = {p(A) = Aea(X)}.

Aufgrund der Glattungseigenschaft gilt 0 < X < I, also mit Lemma auch
o(X) C [0, 1], so dass wir lediglich das Maximum des Polynoms p auf dem Intervall [0, 1]
zu bestimmen brauchen.

Diese Aufgabe losen wir, indem wir nach Nullstellen der Ableitung p’ suchen, die nach
Produktregel durch

p(x) = =2v(1 —2)* o+ (1 - 0)Caz) + (1 = 2)*(1 - 0)Ca
= (1—2)* (1 - 2)(1 - 0)Ca — 2v(0 + (1 - 0)Cax))
=(1—2)* 1 Cy —0C4s —2v0— ((1 — 0)Ca + 2v(1 — 0)Cy)x)
= (1—2)* 1 (Cy = 0o(Ca+2v) — (1 = 0)Ca + 2v(1 — 0)Ca)z)
= (1—2)*710 = ((1 = 0)Ca + 2v(1 — 0)Ca)x)
= —(1—2)2 11 -0)Ca+2v(1 —0)Ch)x

gegeben ist. Offenbar besitzt sie nur die Nullstellen 0 und 1, also kann p in [0, 1] nur in
den beiden Randpunkten sein Maximum annehmen. Es folgt

max{p(A) : A € [0,1]} = max{p(0),p(1)} = max{e, 0} = o.
Mit Lemma ergibt sich daraus schliefllich

M, < p(X) < oL

7.5 Strukturmechanik*

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Finite-Elemente-Methode ist die Simulation struk-
turmechanischer Phénomene, beispielsweise der Statik eines Geb#dudes. Bei derartigen
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7 Implementierung und Anwendungen des Finite-Elemente-Verfahrens

Anwendungen ist es von grofler Bedeutung, kompliziert geformte Gebiete mit unter-
schiedlichen Materialeigenschaften zuverlissig im Computer nachbilden zu kénnen, des-
halb ist die Methode der finiten Elemente ideal geeignet. Ich orientiere mich in diesem
Kapitel an dem Buch [2].

Wir interessieren uns dafiir, wie sich ein elastischer Korper unter Einwirkung einer
Kraft verformt. Die Grundlage eines mathematischen Modells fiir diese elastische Defor-
mation ist eine verallgemeinerte Form des Federgesetzes von Hooke, das wir in seiner
einfachsten Form bereits in der Gleichung kennengelernt haben.

Der Korper im Ruhezustand, also ohne einwirkende Krifte, wird durch ein Gebiet 2 C
R3 dargestellt, das einfach alle Punkte aufnimmt, die im Kérper liegen. Eine Verformung
des Korpers beschreiben wir durch die Verschiebung

uw: Q) — R3,

die angibt, um wieviel jeder Punkt des Korpers gegeniiber dem Ruhezustand verschoben
ist. Dem Punkt z € © im Ruhezustand wird also der Punkt = + w(z) im verformten
Korper zugeordnet.

Im Fall des Federgesetzes haben wir gesehen, dass die Kraft, mit der die Feder sich
einer Auslenkung aus dem Ruhezustand entgegenwirkt, proportional zu der relativen
Auslenkung ist. Im Grenzwert wiirden wir zu der Ableitung der Auslenkung gelangen,
und diese Ableitung der Auslenkung ist auch fiir die Verallgemeinerung auf elastische
Korper sinnvoll: Man kann fiir jeden Punkt des Korpers eine Verzerrungsmatriz definie-
ren, die beschreibt, wie der Korper in der Néhe dieses Punkts verformt wurde. Allerdings
héngt diese Matrix nichtlinear von der Verschiebung ab, so dass sie fiir die von uns bisher
behandelten Verfahren weniger gut geeignet ist. Gliicklicherweise ist man bei struktur-
mechanischen Anwendungen in der Regel nur an kleinen Verschiebungen interessiert,
und fiir solche Verschiebungen ist die durch

€ij(u) = 3 (827]' + (")xi) fir alle 7,5 € {1,2,3}

gegebene symmetrische Ableitung e(u) € R3*3 eine geeignete Approximation der Ver-
zerrung.

Ein elastisches Material reagiert auf eine Verzerrung, indem es eine Kraft ausiibt, die
der Verzerrung entgegenwirkt. Diese Kraft wird iiber die Spannungsmatriz o(u) mit
Hilfe der Gleichung

—V -o(u(z)) = f(z) fiir alle x € Q (7.29)

ausgedriickt. Die Rolle der Federkonstante, die die Beziehung zwischen der Verzerrung
und der Spannung beschreibt, {ibernimmt der Steifigkeitstensor C € R3*3X3X3 gemifl

3
oij(u(r)) = Z Cijkéfke(u(l‘)) fiir alle x € Q.
k=1
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Ein besonders einfacher Sonderfall ist die verallgemeinerte Form des Federgesetzes von
Hooke, das durch die Gleichung

E

ou(@) =

beschrieben ist. Hier heifit E € Ry der Elastizititsmodul (nicht ,das“) und v € (0,1/2)
die Querkontraktion, wihrend

(e(u(z)) + o Ispur(e(u (:L’)))) fiir alle x € Q,

spur(X) = x11 + x22 + x33 fiir alle X € R3*3

die iibliche Spur einer Matrix bezeichnet. Zur Abkiirzung fithren wir

FE N\ F v
1+’ T l4vl—2w

ein und erhalten
o(u(x)) = pe(u(x)) + N spur(e(u(z)) fiir alle z € Q.

Um zu einer Differentialgleichung in der bisherigen Form zu gelangen berechnen wir die
einzelnen Komponenten dieser Gleichung: Fiir die Spur erhalten wir

spur(e(u(z))) = €1 (u(z)) + eaz(u(x)) + es(u(x))

(z)
::@gywﬁﬁ)wm%Q

=V - u(r) fiir alle = € Q,
so dass sich fiir die Divergenz des rechten Terms

amv u(z)
V - (Ispur(e(u(z))) = 8x2V u(z) | =V(V-u)(x)
OV . ux)

oxs

ergibt. Fiir die Divergenz der symmetrischen Ableitung erhalten wir

9 o (0 o) o (0
22550 + o (B0 + 52 0) + o (520 + §0)
)

Veelw) =5 | o (g (@) + (@) ) + 502502 (0) + g (G2 (@) + G (@
(

2% (320) + 32@) + 2% (52() + §2(2) + 254 (@)

Oxs 0o

o2 92 92 P P
pat (@) + Gag (@) + 8;%1(x)+8%1 G (@) + 52 () + G2 (=)
L a2 92 0%uy P P P
=5 | % (@) + G2 () + G2 2(z) + 22 am gor (@) + 32 (z) + 52 ()
9? 52 92 P P P
aus () + Gz (2) + FF (1) + 3% (52 (2) + §2(2) + F4(x)

1 V-Vul(x)—l—%v‘u(a:) ] V - Vui(x) 1
=3 V- Vug(x) + 52V - u(z) =5 |V V(@) | + 5V(V - u)()
(2) + 22V - u(x) V - Vuz(x)
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so dass die Gleichung ([7.29)) die Form

V- Vui(x)
—% V'Vu;(a:) —H—;”\V(V-u)(m’):f(a:) fiir alle x € Q2
V - Vus(x)

annimmt. Diese Gleichung ist in der Literatur unter dem Namen Lamé-Gleichung oder
Navier-Cauchy-Gleichung bekannt.

Wie bei der Potentialgleichung miissen wir Randbedingungen einfithren, um
die Eindeutigkeit einer Losung sicher zu stellen. Der Einfachheit halber gehen wir davon
aus, dass alle Randpunkte sich nicht verschieben lassen, dass also

u(z) =0 fiir alle x € 092

gilt. Damit steht uns eine partielle Differentialgleichung zur Verfiigung, mit deren Hil-
fe wir zu jeder gegebenen Kraft die im Korper auftretenden Verschiebungen ermitteln
konnen. Dabei ist allerdings zu beachten, dass die Gleichung nur fiir kleine Verschie-
bungen gilt, da beispielsweise schon die symmetrische Ableitung nur eine Néherung der
Verzerrungsmatrix ist.

Variationsformulierung. Finite-Elemente-Verfahren beruhen auf einer Variationsfor-
mulierung der Differentialgleichung. Bei deren Herleitung gehen wir wie bei der Potenti-
algleichung vor: Wir multiplizieren die Gleichung mit einer Testfunktion v € C3(Q,R?),
diesmal im Skalarprodukt, und integrieren iiber 2, um

V - Vuy(z)

v1() (
— g/ < v;(x) |V Vua(x) > dx
Q v3(z) V- Vus(z)/ /,

s /Q<U($) V(V-u)(z))2dx = /Q(v(x), f(x))2dx fiir alle v € (2, R?)

2

zu erhalten. Fiir den ersten Term erhalten wir mit partieller Integration gemé&fi der
Gleichung den Ausdruck

vi(x) V- Vui(x)
—“/< wa) | V- V(o) >dw
2\ \w3() V- Vug(r)

/Qvl ()V - Vui(x) + v2(2)V - Vua(z) + v3(z)V - Vus(z) dx

2

N =

= g/(Vvl(x), Vui(z))s + (Voo (), Vue () + (Vus(z), Vug(z))2 dx,
Q

wéhrend sich fiir den zweiten Term die Gleichung

A2\

[+ 2X
2 [ @), V(7 w)@)ado =

/ (V-v)(z)(V-u)(z)dr
Q
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ergibt. In beiden Fillen haben wir ausgenutzt, dass v|sq = 0 gilt, so dass alle Randterme
wegfallen. Indem wir die Bilinearform

1+ 22

3
a(v,u) == g/gZ(Vvk(as),Vuk(x)}g dx +

k=1
fiir alle u,v € H(Q,R?)

/Q(V ) (z)(V-u)(z)dx  (7.30)

und das Funktional
Bv) == / (v(x), f(z))2 dx fiir alle v € HJ(Q,R?)
Q
definieren erhalten wir das folgende Variationsproblem:
Finde u € H(Q,R?) mit
a(v,u) = B(v) fiir alle v € HJ (Q,R?).

Elliptizitat. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung lédsst sich sehr einfach nach-
rechnen, dass die Bilinearform a stetig auf HJ(Q,R3) ist. Um den Losbarkeitssatz
von Lax-Milgram anwenden zu kénnen, benotigen wir allerdings auch die Koerzivitét.

In unserem Fall kénnen wir sie relativ einfach erhalten: Nach Definition gilt wegen p > 0
schon

a(v,v) >

=

3
> IVorlZs fiir alle v € H (Q,R?),
k=1
so dass wir mit der Friedrichs-Ungleichung (vgl. Erinnerung (6.20))

3
P A — E = f 11 H;y(Q,R
CL(’U,’U) = 2(09 + 1) r ||vki||H1 Q(CQ + 1) HUHH1 ur alle v € 0( 9 )

erhalten, also die gewiinschte Koerzivitit.
Wir kénnen allerdings auch direkt mit der symmetrischen Ableitung argumentieren:
Zur Abkiirzung fiihren wir das Frobenius-Skalarprodukt

3 3
<X,Y>F = Z injyij fiir alle X,Y € R3*3
i—1 j—1

ein und untersuchen die Grofie

3 1 [0y 0v; 1 [ Ou; du
<€(U($))a€(u($))>F:i:1j;2(895]() 30) 3 (G + 5o
3 3 A » " s
= 1LY G+ R G
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ov; ou; ovj
e @G+ S S )
3

3
= 5 Ve, Vusto) ) Za ()gz,j(fv)

Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen v und v kénnen wir mit partieller Inte-
gration die Gleichung

[\DM—t

ov; ou; B 82u] B ov; | Ou;
Q 8:5]( )3331 (@) do = _/ il )8951(%:] (z) dw = Q (9@( )Bx] (z) de

erhalten, die sich auch auf u,v € H{(Q, R3) iibertrigt, so dass sich insgesamt

/Q (e(0(@)).e(u(x))) p da
ov; 8u]
= /ZVUZ , Vui(x))2 do + - ZZ/(%J oz, (x)dx

7,1]1

0 Z 8

L 1
- 2/(2;<Vw(x),Vui(m)>2dx+2/9(v.v)(x)(v.u)(x)dw

ergibt. Ein Vergleich mit der Definition (7.30]) der Bilinearform fiihrt zu der alternativen
Darstellung

av.) = [ (e(v(a)). @)} rdo+A [ (V-0)(@)(7 - 0)(o) do
fiir alle u,v € Hy(Q,R?).
Fiir die symmetrische Ableitung e(u) gibt es ein Gegenstiick der Friedrichs-Ungleichung:
Erinnerung 7.34 (Korn-Ungleichung) FEs existiert ein Cf, € Rso mit
ol < Chlle(v)]22 fiir alle v € H}(Q,B?),

wobei die L?-Norm der matrizwertigen Funktion e(v) per Frobenius-Skalarprodukt defi-
niert 1st.

Mit unserer alternativen Darstellung der Bilinearform folgt aus der Korn-Ungleichung
unmittelbar

a(v,v) 2 plle)lf2 = Lrllollin fitr alle v € HJ (2, R?),
Q

also ist die Koerzivitét auch fiir die alternative Darstellung der Bilinearform gegeben.
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Ansatzraum. Die Variationsformulierung fiir die Lamé-Gleichung unterscheidet sich
von der fiir die Potentialgleichung dadurch, dass u und v vektorwertige Funktionen sind.
Deshalb benétigen wir fiir die Finite-Elemente-Diskretisierung auch einen Ansatzraum,
der sich aus solchen Funktionen zusammensetzt.

Die einfachste Idee besteht darin, die Knotenbasisfunktionen, die wir schon fiir die
Potentialgleichung verwendet haben, einfach zu vektorwertigen Funktionen zu erweitern,
indem wir die Funktionswerte mit einigen Nulleintrégen in Vektoren verwandeln: Wir
definieren

pi(r) 0 0
1i(x) = 0 sopi(z) = | wilz) ], si(z) = 0 fiir alle: € 7.
0 0 pi(r)

Die Basis unseres Ansatzraums ist dann durch (<pk7i)(k7i)613 mit der erweiterten Index-
menge Z3 := {1,2,3} x Z gegeben.

Die Berechnung der Eintriige der zugehorigen Matrix A € R¥3*%3 gestaltet sich in
diesem Fall besonders einfach: Fiir (k, i), (¢, ) € Zs gilt im Fall k = ¢ gerade

2 [ Opi D

ik jo = ’g/Q(chi(x), Vj(x))e dx + (z)dz,

wihrend fiir k£ # £ der erste Term entfillt, da die k-te Komponente der Funktion ¢y ;
verschwindet, also auch ihr Gradient. Damit bleibt nur
w+ 2 agoi " 8(pj

2 Q 81’k 833'[

ik jo = (x) dx

iibrig. Wir wissen bereits (vgl. Ubungsaufgabe , wie sich die Gradienten V; und
V; berechnen lassen. Dank gﬁ; = (Vi)i stehen uns damit alle Grofien zur Verfiigung,
die wir fiir die Berechnung der Matrixeintréige bendtigen.

Auflerdem diirfen wir den Gleichungen entnehmen, dass a; jo nur dann ungleich null
sein kann, falls sich die Tréger der Basisfunktionen ¢; und ¢; iiberschneiden. Da es sich
um Knotenbasisfunktionen handelt, ist das genau dann der Fall, wenn ein Element ¢t € T
der Triangulation mit 4, j € ¢ existiert, wenn also ¢ und j durch eine Kante der Trian-
gulation verbunden sind. Damit lédsst sich dhnlich einfach wie bei der Potentialgleichung
vorhersagen, an welchen Stellen der Matrix A von null verschiedene Eintrige auftreten
konnen.

Wie bei der Potentialgleichung kénnen wir die Matrix aufstellen, indem wir alle Ele-
mente ¢ € T durchlaufen, die Gradienten der Basisfunktionen auf w; berechnen, die
Integrale auswerten und zu den korrespondierenden Koeffizienten der Matrix A addie-
ren.

Fiir den Vektor b € R% erhalten wir

bm:L%@M@W%

so dass sich die einzelnen Eintréige wie bei der Potentialgleichung berechnen lassen, indem
wir die einzelnen Koordinaten k € {1, 2, 3} separat behandeln.
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7.6 Grundwasserstromung *

In Abschnitt haben wir uns bereits mit der Frage beschéftigt, wie sich Grundwasser-
stromungen simulieren lassen. Das in diesem Abschnitt eingefithrte Finite-Differenzen-
Verfahren hat allerdings den Nachteil, sich nicht gut auf allgemeine Geometrien
libertragen zu lassen. Auflerdem beriicksichtigt es nicht, dass bei vielen Aufgaben-
stellungen aus dem Bereich der Geophysik das Gebiet nicht aus einem einheitlichen
Material besteht, sondern beispielsweise aus Schichten unterschiedlicher Materialien,
beispielsweise Sand und Fels, die unterschiedliche Eigenschaften aufweisen.

Modell. Der Finite-Elemente-Ansatz bietet uns die Mo6glichkeit, diese Aufgabenstel-
lung wesentlich eleganter und allgemeiner zu behandeln. Die Grundlage unserer Be-
trachtung bildet wieder das aus (/5.1) bekannte Darcy’sche Gesetz

u(z) + k(z)Vp(x) =0 fiir alle z € Q,

bei dem wir den Fluss nun mit v : Q — R3 und den Druck mit p : © — R bezeichnen.
k : Q — R ist weiterhin ein Materialparameter, der die Durchléssigkeit des Bodens in
jedem Punkt des Gebiets beschreibt.

Hinzu kommt das bereits aus bekannte Prinzip der Massenerhaltung

/ (u(x),n(zx))edx =0 fiir alle Gebiete w C Q.
Ow
Hier ist n : dw — R3 wieder der duBere Einheitsnormalenvektor des Gebiets w.

Variationsformulierung. Beide Gesetze werden wir nun dquivalent umformulieren, um
zu einer fiir unsere Zwecke geeigneten Variationsformulierung zu gelangen.

Im Fall des Darcy’schen Gesetzes geniigt es, f auf die rechte Seite zu bringen, mit
einer Testfunktion v € C}(£2, R3) zu multiplizieren und partiell zu integrieren, um

u(z) + k(x)Vp(x) =0

Vp(z) = k)

[ e,

/Q<v(x),Vp(a:)>2 dr = /Q o) d
— ~v(z)p(x) de = — {v(2), u(z))2 "

[V sopeyas - - [ Lo _—

zu erhalten. Wir stellen fest, dass in dieser Formulierung der Druck p nicht differenzierbar
zu sein braucht.

Aus der Gleichung fiir die Massenerhaltung folgt mit Hilfe des Gauf}’schen Integral-
satzes (vgl. Erinnerung und die Motivation der Definition , dass

V-u(x)=0 fiir alle x € Q

164



7.6 Grundwasserstromung*

gelten muss. Um zu einer Variationsformulierung zu gelangen, multiplizieren wir auch
diese Gleichung mit einer Testfunktion ¢ € C}(£2) und erhalten

/ q(z)V -u(z)dz = 0.
Q

Ein Vergleich mit ([7.31]) zeigt, dass auf der linken Seite beider Gleichungen ein Integral
iiber das Produkt aus einer skalarwertigen Funktion und der Divergenz einer zweiten
Funktion auftritt, also bietet es sich an, eine passende Bilinearform zu definieren.

Bilinearformen. Vorldufig setzen wir deshalb
b(v,p) == —/ V- v(x)p(z) dz fiir alle v € C*(Q,R3), p € C(Q)
Q

und schreiben die Massenerhaltung in der Form
b(u,q) =0 fir alle ¢ € C(Q2).

Fiir die Gleichung ([7.31)) bendtigen wir noch eine Bilinearform fiir die rechte Seite, die
wir vorldufig als

a(v,u) := / (wlz), u(z))s dx fiir alle v,u € C1(Q,R?)
Q
definieren und so zu

a(v,u) + b(v,p) =0

gelangen. Damit erhalten wir insgesamt das System

a(v,u) + b(v,p) =0 fiir alle v € C3(Q,R?),
b(u,q) =0 fiir alle ¢ € C(92).

Um eine nicht-triviale Losung zu erhalten miissen wir noch die Randbedingungen ein-
fliefen lassen. Dazu bietet es sich an, eine Funktion up € C*(Q, R?) zu wiihlen, die die
richtigen Randwerte aufweist, und dann die Losung in der Form u+up mit u € C’é (Q,R3)
zu schreiben. Indem wir den bekannten Wert auf die rechte Seite bringen ergibt sich

a(v,u) 4+ b(v,p) = —a(v,up) fiir alle v € C3(Q,R?),
b(u,q) = —b(up, q) fiir alle ¢ € C(Q).

Die Struktur dieser Aufgabe dhnelt der der Gleichung (5.3)), die wir bei dem Finite-
Differenzen-Ansatz erhalten haben.
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Sobolew-Raume. Wie schon bei der Behandlung der Potentialgleichung stellt sich her-
aus, dass Hilbert-Raume fiir die Untersuchung dieses Variationsproblems wesentlich bes-
ser geeignet sind als die Rdume der stetig differenzierbaren Funktionen, die wir bei un-
serer Herleitung verwendet haben. Ein Blick auf die Bilinearformen a und b zeigt, dass
nichts dagegen sprechen wiirde, die Funktionen p und ¢ aus dem Raum L?(Q) der qua-
dratintegrablen Funktionen zu wéhlen. Interessanter sind die Funktionen v und v, deren
Divergenz berechnet werden muss. Da nur die Divergenz benétigt wird, aber keine wei-
teren Ableitungen, empfiehlt es sich, einen passenden Sobolew-Raum zu konstruieren.

Fiir differenzierbare u € C1(Q,R3) und v € C}(Q) kénnen wir gemif partiell
integrieren und erhalten

/Qv(a:)Vu(x) de = —/(Vv(ac),u(ﬂﬁ)b dx,

Q

also bietet es sich an, diese Gleichung auch fiir die Definition einer verallgemeinerten
Divergenz heranzuziehen:

Definition 7.35 (Schwache Divergenz) Sei u € L*(Q,R3). Falls ein w € L*(Q) mit

/ v(x)w(r)de = — / (Vo(z),u(z))2 dz fiir alle v € CH(Q) (7.32)
Q Q

existiert, sagen wir, dass u eine schwache Divergenz besitzt, die wir mit V - u = w
bezeichnen.

Den Raum aller Funktionen mit schwacher Divergenz auf Q) bezeichnen wir mait
H(div, Q) := {u € L*(Q,R?) : wu besitzt eine schwache Divergenz}.

Mit der durch

1wl 1 aivy = \/HUHiz IV - ullf2 fiir alle v € H(div,Q)
definierten Norm ist er ein Banach-Raum und mit dem durch
(v, ) fr(divy = (v, u) g2 +(V -0, V- u) e fiir alle u,v € H(div, Q)
definierten Skalarprodukt auch ein Hilbert-Raum.
Falls w im tblichen Sinn differenzierbar ist, stimmt die iibliche Divergenz mit der

schwachen Divergenz iiberein. Es gibt allerdings Funktionen, die eine schwache Divergenz
besitzen, aber keine klassische.

Spuroperator. Die Anforderungen an eine Funktion u € H(div,) sind deutlich
schwiicher als an eine Funktion aus H'(£,R3), beispielsweise ist die Einschrinkung
einer solchen Funktion auf den Rand des Gebiets nicht mehr wohldefiniert. Allerdings
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lassen sich wenigstens bestimmte Anteile der Funktion noch auf den Rand einschréinken:
Fiir ein beliebiges « € 92 ist n(x) ein Einheitsvektor, so dass

u(@) = (n(x), u(x))an(z) + (u(z) — (n(z), u(z))2n(z))

gilt. Der erste Summand auf der rechten Seite verlduft in Richtung des Normalenvek-
tors, wir bezeichnen ihn als dessen Normalenkomponente. Der zweite Summand steht
senkrecht auf dem Normalenvektor, wir nennen ihn die Tangentialkomponente.

Es ldsst sich nun nachweisen, dass die Normalenkomponente einer Funktion aus
H (div, Q) sich noch sinnvoll definieren lisst, dass also die Funktion

(n,u)2 : 002 — R, x> (n(z), u(r))e2,

sich in einem geeigneten Sinn von u € C(Q, R3) auf u € H(div,2) iibertragen lisst.
Deshalb diirfen wir den Raum

Hy(div, Q) :={u € H(div,Q) : (n,u)2 =0}

einfiithren, der alle Funktionen aus H (div, Q) aufnimmt, deren Normalenkomponente auf
dem Rand des Gebiets verschwindet. Diesen Raum verwenden wir als Verallgemeinerung
des Raums C}(Q,R?).

Dieser Ansatz ist physikalisch durchaus sinnvoll: Wir kénnen steuern, wieviel in ein
Volumen hinein oder aus ihm heraus fliefit, aber nicht, wie sich das Wasser parallel zum
Rand bewegt.

Variationsformulierung im Hilbert-Raum. Mit Hilfe dieser Hilbert-Rdume kénnen wir
die Variationsaufgabe in ihre endgiiltige Form bringen: Wir definieren V' := H(div, §2)
und Q := L%(Q) sowie die Bilinearformen

a:V xV =R, (v,u |—>/ dx,
b:V xQ —R, vp»—)/Vv

und suchen nach einem Paar (u,p) € V x Q mit

a(v,u) + b(v,p) = —a(v,up) fiir alle v € V,
b(u,q) = —b(up,q) fiir alle ¢ € Q.

Indem wir ,beide Zeilen addieren® kénnen wir auch zu einer Variationsaufgabe in der
gewohnten Form kommen:

a(v,u) + b(v,p) + b(u,q) = —a(v,up) — b(up, q) fir alle (v,q) € V x Q.

Die linke Seite ist eine Bilinearform auf dem Raum V x @), die rechte Seite ein Funktio-
nal auf diesem Raum. Wenn wir in dieser Gleichung ¢ = 0 einsetzen, erhalten wir die
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erste Zeile des urspriinglichen Problems, mit v = 0 dagegen die zweite, so dass beide
Formulierungen tatséchlich gleichwertig sind.

Unter Verwendung des Satzes von Lax-Milgram l&sst sich beweisen, dass diese
Variationsaufgabe eine Losung (u,p) € V' x @ besitzt. Diese Losung ist nicht eindeutig,
allerdings lassen sich zwei Losungen ineinander iiberfithren, indem man zu p eine Kon-
stante addiert. Falls es uns wichtig ist, eine eindeutig losbare Aufgabe zu behandeln,
konnten wir beispielsweise den Raum @) auf diejenigen Funktionen einschréinken, deren
Integral verschwindet, also auf

1 =1{q€Q : (1,q)r2 =0}

In dem Teilraum V x Q)| besitzt die Variationsaufgabe dann nur noch genau eine Losung.

Ansatzraum. Wir wollen die Variationsaufgabe wieder mit einem Galerkin-Ansatz be-
handeln, also V und @) durch endlich-dimensionale Rdume V}, C V und Q) C @ ersetzen.
Es bietet sich an, wieder einen Raum aus stiickweisen Polynomen zu verwenden. Damit
der Raum in H (div, §2) enthalten ist, miissen wir nachpriifen, unter welchen Bedingungen
stiickweise polynomiale Funktionen eine schwache Divergenz besitzen.

Sei also T eine Triangulation des Gebiets 2, und sei u € Hd ., €in stiickweises Polynom
m-ten Grades. Um die Bedingung der Definition [7.35] nachprufen zu konnen wahlen wir
eine Testfunktion v € C}(Q) und untersuchen das Integral

—/Q<Vv(a:) de_t;r /w 2))s da.

Da ul,, ein Polynom ist, kénnen wir mit der Formel partiell integrieren und erhalten

—/wt<Vv(:U),u(m)>2d3:=/Mv(l‘)v'u(l‘)am—/awv(x)m(ff),u(l‘)hdfﬁ

fiir alle t € T. Der erste Term auf der rechten Seite ist uns willkommen, denn er erlaubt
es uns, eine Funktion w € L?(§2) durch

Wlw, =V - uly, fir alle t € T

zu definieren und so die gewiinschte schwache Divergenz zu erhalten. Dem zweiten Term
entnehmen wir die Bedingung, die der Raum erfiillen muss, um in H(div,2) enthalten
zu sein: Wenn wir, wie schon im Beweis des Satzes die Seiten eines Simplex t € T
mit
Fri={s€S8S4-1 : sCt}
bezeichnen, konnen wir das Randintegral in der Form
| @@ u@de= 3 [ o0 uw)zds
Awt SEFt

schreiben. Falls eine Seite s € F; zu dem &ufleren Rand 02 des Gebiets gehort, gilt
v]w, = 0, so dass das entsprechende Teilintegral verschwindet.
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Anderenfalls gibt es genau einen weiteren Simplex ¢’ € T, der ebenfalls diese Seite
besitzt, und das Integral iiber diese Seite tritt auch in unserer Summe auf. Wir brauchen
lediglich dafiir zu sorgen, dass sich die beiden Integrale iiber diese Seite gegenseitig
ausloschen. Da der duflere Normalenvektor von w; auf ws gerade in die entgegengesetzte
Richtung des dufleren Normalenvektors von wy auf ws weist, geniigt dafiir die Stetigkeit
der Normalenkomponente der Funktion u, es muss also

Z}l_I}Ile(n(x), u(y))2 = lim (n(z), u(z))2 fiir alle z € w;
YyEwt ZEWy

gelten. Im Vergleich mit Satz sehen wir, dass der Raum H(div,$2) wesentlich
schwiichere Anspriiche als H'(2,IR?) stellt: Stiickweise Polynome brauchen nicht stetig
iiber die Elementgrenzen hinweg zu sein, es geniigt, wenn ihre Normalenkomponenten
stetig sind.

Raviart-Thomas-Elemente. Die schwécheren Voraussetzungen, die an stiickweise Po-
lynome in H (div, ) gestellt werden, lassen sich ausnutzen, um besonders einfache An-
satzraume zu konstruieren. Ein Beispiel sind die Raviart-Thomas-Elemente, die nicht
nur stiickweise Polynome sind, sondern bei denen im einfachsten Fall sogar fiir jedes
t €T ein a € R? und ein b € R so existieren, dass

u(z) =a+ bx fiir alle x € wy

gilt. Wihrend bei linearen Polynomen fiir jede Komponente der vektorwertigen Funktion
d+ 1 Freiheitsgrade zur Verfiigung stehen, also insgesamt d(d + 1), geniigen bei Raviart-
Thomas-Elementen insgesamt d 4+ 1 Freiheitsgrade.

Die Stetigkeit der Normalenkomponente ldsst sich bei diesen Funktionen besonders
einfach sicherstellen: Sei s € S5 eine Seite eines Elements ¢ € T der Triangulation, und
sei n ein Normalenvektor auf dieser Seite. Wenn wir zwei Punkte z,y € w, betrachten,
muss ihre Differenz senkrecht auf dem Normalenvektor stehen, wir haben also

(n,x —y)2 = 0.
Daraus folgt bereits
(nyu(y))e = (nya+by)a = (nya +by)e + b{n,x — y)o = (n,a+ bx)s = (n,u(zx))2

die Normalenkomponente der Funktion u ist demnach auf der gesamten Seitenfliche
konstant. Um die Stetigkeit der Normalenkomponente bei Raviart-Thomas-Funktionen
sicherzustellen geniigt es deshalb, dafiir zu sorgen, dass in einem einzigen Punkt jeder
Seite, beispielsweise im Mittelpunkt, die Normalenkomponenten der beiden angrenzen-
den Elemente iibereinstimmen.

Wir kénnen Basisfunktionen konstruieren, deren Normalenkomponenten jeweils auf
einer Seite eines Elements ungleich null sind und auf allen anderen verschwinden. Als
Beispiel untersuchen wir den dreidimensionalen Fall: Sei t = {1, j, k, ¢} € S3. Wir suchen
eine Basisfunktion

o(r) =a+ bz fiir alle x € wy,

169



7 Implementierung und Anwendungen des Finite-Elemente-Verfahrens

deren Normalenkomponente auf der Seite s = {j, k, £} ungleich null ist und auf den Sei-
ten {i,7,k}, {i,k, £} und {1, j, ¢} verschwindet. Da die Normalenkomponenten auf jeder
Seite konstant sind, geniigt es, sie in einem einzigen Punkt verschwinden zu lassen. Wir
entscheiden uns fiir den Punkt ¢, der zu allen drei Seiten gehort. Mit dem Kreuzprodukt
(vgl. (4.1)) kénnen wir Normalenvektoren der drei Seiten konstruieren und erhalten die
Gleichungen

{a+bi,(j—1i)x (k—1))s =
(a+bi,(k—i)x (£—i))y =
(a4 bi,(j —i) x (£ —1i))g =0.

Alle drei Gleichungen lassen sich sehr einfach erfiillen, indem wir a := —bi setzen. Wir
miissen allerdings noch tiberpriifen, ob es bei dieser Wahl moglich ist, auf der Seite
s = {j,k,l} eine von null verschiedene Normalenkomponente zu erreichen. Es geniigt
wieder, die Priifung nur in einem einzigen Punkt durchzufiihren, wir entscheiden uns fiir
den Punkt j. Dann gilt

(a+ bj, (k= ) x (€= )2 = (=bi +bj, (k = ) x (¢ = )
= —b((i — 5), (k = 5) x (£ = 5))2
= —bdet(i — j,k — j, £ — ).

Wenn wir voraussetzen, dass der Tetraeder ¢ regulér ist, sind die Vektoren ¢ — j, k — j
und £ — j linear unabhéngig und die Determinante damit ungleich null. Also kénnen wir
die Bedingung erfiillen, indem wir ein beliebiges b # 0 einsetzen. Fiir die Wahl b = 1
ergibt sich beispielsweise

o) =x—1 fiir alle x € wy.

Entsprechend kénnen wir Basisfunktionen fiir die anderen Seiten konstruieren, und diese
Basisfunktionen lassen sich zu globalen Basisfunktionen in H (div,{)) zusammensetzen.

Bemerkung 7.36 (H(curl,Q)) Analog zu der schwachen Divergenz lisst sich auch eine
schwache Rotation V xu definieren. Der Raum H (curl, Q) aller L?-Funktionen mit einer
schwachen Rotation kann dann entsprechend mit einer Norm und einem Skalarprodukt
zu einem Hilbert-Raum gemacht werden.

Dieser Raum eignet sich gut fir die Behandlung der Maxwell-Gleichungen, falls wir
eine Formulierung wdhlen, in der wir die Gauf-Gleichungen vernachlissigen diirfen.

Stiickweise polynomiale Ansatzrdume miissen eine stetige Tangentialkomponente auf-
weisen, um in H(curl, Q) enthalten zu sein. Diese Bedingung ldsst sich beispielsweise mit
Nédélec-Elementen erfiillen, bei denen wir fiir jedes t € T die FExistenz zweier Vektoren
a,beR3 mit

u(z) =a+bxzx fir alle x € wy

fordern. Analog zu den Raviart- Thomas-FElementen ist die Tangentialkomponente dieser
Funktionen auf jeder Seitenfliche konstant, so dass sich die Stetigkeitsbedingung einfach
umsetzen ldsst.
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Viele der von uns behandelten Verfahren fithren zu einem sehr hohen Rechenaufwand,
beispielsweise wenn sehr viele Partikel aufeinander Kréifte ausiiben oder wenn eine Tri-
angulation mit sehr vielen Punkten zum Einsatz kommen muss, um eine komplizierte
Geometrie darzustellen oder eine hohe Genauigkeit zu erreichen.

In diesen Fallen empfiehlt es sich, nach Moglichkeiten zu suchen, mit denen sich die
Rechenzeit reduzieren ldsst. Ein sehr erfolgreich Ansatz besteht darin, die anfallenden
Rechenoperationen auf mehr als nur ein Rechenwerk, mehr als nur einen Prozessor oder
sogar mehr als nur einen Rechner zu verteilen, so dass mehrere Aufgaben gleichzeitig
ausgefiihrt werden konnen.

8.1 Vektorisierung

Um die Rechenleistung bei gleichbleibender Taktfrequenz zu steigern, muss ein Computer
in die Lage versetzt werden, mehrere Aufgaben gleichzeitig auszufiihren. Es miissen also
mindestens mehrere Rechenwerke (abgekiirzt ALU fiir arithmetic logic unit) vorhanden
sein.

Vektorrechner beruhen auf der Idee, moglichst nur die Anzahl der Rechenwerke zu
erhohen, aber nicht die sonstigen Bestandteile eines Prozessors wie den Befehlszéihler
oder die Datenregister. Das hat zur Folge, dass ein Vektorrechner im Prinzip immer nur
einen Befehl ausfiihrt, allerdings fiir mehrere Datensétze gleichzeitig. Man spricht von
einem SIMD-Modell, Abkiirzung fiir single instruction, multiple data.

Beispiel: Addition. Als Beispiel konnen wir eine Vektoraddition untersuchen. Wenn wir
einen Vektoren y € R™ zu einem Vektor x € R™ addieren wollen, fiihrt ein konventioneller
Prozessor n Additionen aus, ndmlich

T — 21 +Y1,. .- Tp < Ty + Yn.

Ein Vektorrechner mit m-fachem Rechenwerk wiirde fiir ein durch m teilbares n dagegen
nur n/m Vektoradditionen ausfithren, namlich

x1 T+ Y1 Tpn—m+1 Tp—m+1 + Yn—m+1
— , : — :

Tm Tm + Ym T, Tn + Yn

Die Rechenzeit sinkt dabei um den Faktor m, wihrend der Schaltungsaufwand nur ge-
ringfiigig wéchst.

171



8 Parallelisierung

Als Beispiel konnen wir die von Intel eingefiihrte Streaming SIMD FEztension (SSE)
verwenden (vgl. Intel Intrinsics Guide), bei der Variablen des Typs __m128 zum Einsatz
kommen, die jeweils 128 Bit aufnehmen, die als vier 32-Bit-Gleitkommazahlen interpre-
tiert werden. Fiir die Sprache C werden in der Datei xmmintrin.h die n6tigen Typen und
Funktionen definiert, unter anderem die Funktion _mm_load_ps, mit der der Inhalt eines
vierelementigen Arrays in eine Vektorvariable kopiert wird, die Funktion _mm_store_ps,
die den entgegengesetzten Kopiervorgang durchfiihrt, und die Funktion _mm_add_ps, die
zwei Vektorvariablen komponentenweise addiert. Unsere Vektoraddition nimmt dann die
folgende Form an:

void
vector_add(int n, float *x, const float *y)
{

__ml128 vx, vy;

int 1i;

for(i=0; i+3<n; i+=4) {

vx = _mm_load_ps(x+i);
vy = _mm_load_ps(y+i);
vx = _mm_add_ps(vx, vy);

_mm_store_ps(x+i, vx);

}

for(; i<m; i++)
x[i] += y[il;
}

In der ersten Schleife werden jeweils vier Gleitkommazahlen addiert, bis nur noch ein
Rest von hochstens drei Zahlen tibrig bleibt, der mit der zweiten Schleife versorgt wird.

Beispiel: Exponentialfunktion. Obwohl ihr Name es nahelegt, sind Vektorrechner kei-
neswegs auf Operationen der linearen Algebra beschrinkt. Beispielsweise kénnen wir
auch die Exponentialfunktion fiir m Werte gleichzeitig berechnen: Dazu ndhern wir sie
durch eine abgebrochene Exponentialreihe

2 1'3 $4

(@)~ l4o+ o+ 4
e ~ P
P T T T2
an, die wir effizienter als
T T x
~1+a(1+3(1+3(1+3)))
exp(x) +ax(1+ 5 + 3 + 1

schreiben kénnen. Die Auswertung der Klammern erfolgt dann in der Reihenfolge

y<+— 1+2x/4,
y<+ 1+2y/3
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y<+—1+ay/2
y 1+ zy,

die sich auf einem Vektorrechner als

(0 L+mx/4 (0 L+z191/3
N B : ) N B : ;
Ym 1+ xz,/4 Ym 1+ ZmYm/3
Y1 L+ x1y1/2 Y1 L+z1
B B : ) N B :
YUm 1+ ZmYm/2 Um 1+ Zmym

fiir m Werte parallel ausfithren ldsst.

Fallunterscheidungen. FEin grofler Nachteil eines konventionellen Vektorrechners ist die
diesem Ansatz innewohnende Schwierigkeit bei der Behandlung von Fallunterscheidun-
gen: Wenn wir beispielsweise die Nullstellen des quadratischen Polynoms

x2—2px+q:0

berechnen wollen, kénnen wir das mit den wohlbekannten Formeln

T =p+Vp?—gq, ra=p—p?—q

erledigen. Mathematisch wéren wir damit fertig, aber bei der Umsetzung auf einem
Computer, der mit Gleitkommazahlen arbeitet, kénnen wir in grofie Schwierigkeiten
geraten, falls |g| klein im Verhiltnis zu |p|? ist, so dass fiir die Wurzel \/p? — q ~ |p| gilt.

Falls p negativ ist, wird dann bei der Berechnung von z; die Differenz zwischen dem
negativen p und der positiven Wurzel \/p? — ¢ = |p| berechnet, so dass sich viele Ziffern
gegenseitig ausléschen und nur eine geringe Genauigkeit erreicht wird. xo dagegen lisst
sich in diesem Fall problemlos berechnen, da zwei negative Zahlen addiert werden und
keine Ausloschung auftritt.

Falls p dagegen positiv ist, lidsst sich x; genau berechnen, wihrend nun x2 ungenau
ermittelt wird.

Immerhin kénnen wir in beiden Féllen wenigstens eine Nullstelle genau bestimmen,

und da
2

22— 2pr+q = (x —x1)(x — 22) = 2° — (21 + T2)x + T1X2
gilt, konnen wir mit Hilfe der Gleichung ¢ = x122 mit einer einzigen Division die zweite
Nullstelle rekonstruieren.
Der Einfachheit halber &ndern wir die Numerierung so, dass |z1| > |z2| gilt und die
stabil zu berechnende betragsgrofite Nullstelle jeweils als erstes bestimmt wird. Dann
ergibt sich der folgende Algorithmus:
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YV —a

if p > 0 then z; < p+ y;
else ;1 + p —y;

T2 < q/71

Wenn wir diesen Algorithmus auf einem Vektorrechner umsetzen wollen, stehen wir
vor dem Problem, dass abhdingig vom Wert der Variablen p unterschiedliche Befehle
ausgefithrt werden miissen. Wenn wir einen Vektor p € R verarbeiten wollen, miissten
also unterschiedliche Befehle auf unterschiedliche Komponenten angewendet werden, und
das ist bei einem Vektorrechner gerade nicht vorgesehen.

Eine einfache Losung dieses Problems besteht darin, bitweise logische Verkniipfungen
einzusetzen: In Anlehnung an die in der Programmiersprache C iibliche Notation be-
zeichnen wir mit & die bitweise Und-Verkniipfung, mit | die bitweise Oder-Verkniipfung
und mit ~ das bitweise Komplement. Wenn wir nun einer Variablen z entweder den
Wert x oder den Wert y zuweisen wollen, kénnen wir das ohne Fallunterscheidung mit
der Formel

z+—(z&m)| (y & ~m)

bewerkstelligen: Falls m = 0 gilt, erhalten wir z = y, falls m =~ 0 gilt, erhalten wir
stattdessen z = x.

Um diesen Weg in unserem Beispiel beschreiten zu konnen, benotigen wir also eine
Funktion, die den Wert ~ 0 zuriickgibt, falls p > 0 gilt, und anderenfalls 0. Die Be-
fehlsséitze vieler Vektorrechner enthalten eine entsprechende Funktion, die wir hier als

~0 falls x >y,

0 ansonsten

geq(z,y) = {

schreiben. Mit ihrer Hilfe kénnen wir unseren Algorithmus nun ohne Fallunterscheidun-
gen formulieren, beispielsweise mit SSE-Befehlen:

y = _mm_sqrt_ps(_mm_sub_ps(_mm_mul_ps(p, p), q));

m = _mm_cmpge_ps(p, zero);

x1 = _mm_or_ps(_mm_and_ps(m, _mm_add_ps(p, y)),
_mm_andnot_ps(m, _mm_sub_ps(p, y)));

x2 = _mm_div_ps(q, x1);

In der zweiten Zeile wird die Bitmaske m konstruiert, in der dritten und vierten werden
die beiden moglichen Werte _mm_sub_ps(p, y) und _mm_add_ps(p, y) flir x; ermit-
telt, mit m oder ~ m bitweise und-verkniipft und dann mit _mm_or_ps bitweise oder-
verkniipft, um das erste Ergebnis zu erhalten.

Dieser Losungsansatz weist den fiir Vektorrechner typischen Nachteil auf, dass immer
beide Zweige der Fallunterscheidung durchlaufen werden miissen, da manche Komponen-
ten eine Folge von Rechenschritten erfordern kénnten und manche die andere. Deshalb
ist es sehr empfehlenswert, bei der Programmierung von Vektorrechnern sehr sorgfiltig
darauf zu achten, moglichst wenige Fallunterscheidungen zu verwenden und die unter-
schiedlichen Fille moglichst schnell wieder zusammenzufiihren.

174



8.2 Symmetrische Multiprozessorsysteme

SIMT. Da bei der Berechnung aufwendiger dreidimensionaler Grafiken sehr viele sehr
ghnliche Rechenoperationen ausgefithrt werden miissen, sind Grafikprozessoren in der
Regel als Vektorrechner aufgebaut. Um ihre Programmierung zu erleichtern kommt
héufig eine Variante des SIMD-Modells zum Einsatz, die als SIMT bezeichnet wird,
Abkiirzung fiir single instruction, multiple threads.

In diesem Modell werden die Rechenwerke durch processing elements, kurz PEs, er-
setzt, die iiber einen kleinen Satz von Variablen verfiigen, zu denen auch ein Befehlszdhler
gehort. Alle PEs fithren dasselbe Programm aus.

In jedem Taktzyklus wéhlt eine iibergeordnete Instanz, der Scheduler, einen Befehl des
Programms aus, der von allen PEs ausgefiihrt wird, deren Befehlszihler auf ihn zeigt.
Alle anderen PEs tun in diesem Taktzyklus nichts.

Dieser Zugang bietet den Vorteil, dass wir einen Vektorrechner wie einen konven-
tionellen Rechner programmieren kénnen und dass Fallunterscheidungen iiber die Be-
fehlszéhler automatisch abgearbeitet werden und der Programmfluss anschlieffend wieder
zusammengefithrt wird. Den prinzipiellen Nachteil, dass immer nur ein Befehl zur Zeit
ausgefithrt werden kann, behebt dieser Ansatz allerdings nicht.

8.2 Symmetrische Multiprozessorsysteme

Symmetrische Multiprozessorsysteme vermeiden den Nachteil des Vektorrechners, indem
nicht nur mehrere Rechenwerke gleichzeitig arbeiten, sondern mehrere vollwertige Pro-
zessoren. Dadurch kénnen alle Prozessoren jederzeit beliebige Befehle ausfiihren, so dass
sich sehr viel allgemeinere Algorithmen problemlos implementieren lassen. Der Nachteil
eines Multiprozessorsystems besteht darin, dass ein Prozessor wesentlich aufwendiger als
ein Rechenwerk ist, so dass deutlich weniger Prozessoren als Rechenwerke auf einen Chip
passen.

Mehrkernprozessoren. Multiprozessorsysteme treten hiufig in Form von Mehrkernpro-
zessoren auf, also von Chips, die sich der Auflenwelt gegeniiber wie ein Prozessor ver-
halten, beispielsweise mit nur einer Speicherschnittstelle, die aber intern aus mehreren
Prozessorkernen zusammengesetzt sind, die sich den Zugriff auf die externen Schnittstel-
len teilen.

Fiir die Programmierung spielt der Unterschied zwischen mehreren ,,echten“ Prozesso-
ren und einem Prozessor mit mehreren Kernen keine grofie Rolle, fiir die Rechenleistung
kann er allerdings sehr wichtig sein: Da sich bei einem Mehrkernprozessor alle Kerne
dieselbe Speicherschnittstelle teilen, ist der maximale Durchsatz begrenzt. Das kann bei
speicherintensiven Anwendungen dazu fiihren, dass die meisten Kerne die meiste Zeit
damit verbringen, auf Daten aus dem Speicher zu warten.

Geteilter Speicher. In einem symmetrischen Multiprozessorsystem teilen sich alle Pro-
zessoren denselben Hauptspeicher, oder es wird zumindest durch geeignete Schaltungen
und Kommunikationsprotokolle fiir die auf den Prozessoren laufende Programme der
Anschein erweckt, als wiirden sie auf denselben Speicher zugreifen.
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Dadurch ist der Austausch von Informationen zwischen den Programmen relativ ein-
fach, andererseits entsteht aber auch die Notwendigkeit, Zugriffe auf den Speicher zu
synchronisieren. Wenn beispielsweise ein auf Prozessor A laufendes Programm auf Daten
zugreifen muss, die ein auf Prozessor B laufendes Programm berechnet, muss sicherge-
stellt sein, dass die Zugriffe des Programms A erst erfolgen, wenn Programm B seine
Ergebnisse an der verabredeten Stelle im Speicher deponiert hat.

Insbesondere bei komplexen Algorithmen kann die Synchronisation der nebeneinander
ablaufenden Programmen eine sehr anspruchsvolle Aufgabe sein. Die Fehlersuche in der-
artigen Programmen gestaltet sich schwierig, weil die Reihenfolge, in der die Programme
ausgefiithrt werden, auf modernen Betriebssystemen kaum vorhersagbar ist und so Fehler
vorkommen, die nur selten und nicht reproduzierbar auftreten.

Multithreading. Die Programmierung eines SMP-Systems erfolgt héufig auf Grund-
lage des Multithreading-Konzepts: Innerhalb eines Prozesses konnen mehrere Threads
existieren. Ein Thread entspricht einem ,Handlungsstrang“ innerhalb des Prozesses,
also einer Folge von Befehlen, die der Reihe nach ausgefiihrt werden. Dementsprechend
verfiigt er iiber einen eigenen Befehlszdhler, der angibt, welcher Befehl im néchsten
Schritt ausgefithrt werden soll, {iber Register, die die Daten fiir diese Befehle auf-
nehmen koénnen, und iiber einen Kellerspeicher, mit dem sich lokale Variablen und
Riicksprungsadressen von Funktionsaufrufen verwalten lassen. Das Betriebssystem
iibernimmt dann die Aufgabe, den einzelnen Threads Prozessoren oder Prozessorkerne
zuzuordnen, die sie ausfithren.

Da die Threads innerhalb desselben Prozesses laufen, teilen sie sich unter anderem
dieselbe Sicht auf den Hauptspeicher und Dateien, so dass ein Programmierer die Vorziige
des geteilten Speichers uneingeschrankt nutzen kann.

OpenMP. Ein erfolgreicher Standard fiir die Thread-Programmierung ist OpenMP.
Anders als frithere Standards wie POSIX Threads| ist OpenMP eng mit dem Compiler
verbunden, der ein C- oder Fortran-Programm in Maschinensprache iibersetzt. Beispiels-
weise ,,versteht* OpenMP Schleifen und Variablen, so dass in einfachen Fillen wenige
Befehle geniigen, um eine Berechnung auf mehrere Threads zu verteilen.

OpenMP fiigt dem konventionellen Programmiermodell das Konzept des parallelen Ab-
schnitts hinzu, in den ein Programm eintreten kann, wenn es Arbeit auf mehrere Threads
verteilen mochte. Der parallele Abschnitt wird von mehreren Threads ausgefiihrt, die un-
tereinander Daten austauschen und sich bei Bedarf synchronisieren kénnen. Die Threads
entstehen bei Eintritt in den parallelen Abschnitt, und der Abschnitt wird erst verlas-
sen, wenn alle Threads sein Ende erreicht haben. Im OpenMP-Jargon nennt man die
Threads, die gemeinsam bei Eintritt in denselben parallelen Abschnitt entstanden sind,
ein Team. Jeder Thread hat innerhalb des Teams eine Nummer, durch die er eindeutig
identifiziert werden kann und mit deren Hilfe wir ihm beispielsweise Aufgaben zuordnen
konnen.

In der C-Auspriagung des OpenMP-Standards wird ein paralleler Abschnitt durch
einen strukturierten Block dargestellt, also durch eine Folge von Befehlen, die in ge-
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schweifte Klammern {, } eingeschlossen ist, dem die Zeile #pragma omp parallel vor-
angestellt ist. #pragma- Anweisungen sind eine Moglichkeit, C-Programme um zusétzliche
Funktionen zu ergénzen. Ein Compiler kann auf eine #pragma-Zeile reagieren, er kann sie
aber auch ignorieren. Durch diese Konvention ist sichergestellt, dass auch ein Compiler,
der OpenMP nicht kennt, zumindest einfache OpenMP-Programme trotzdem korrekt
iibersetzen kann. Ein besonders einfaches Beispiel ist das folgende Programm:

#include <stdio.h>
#include <omp.h>

int
main()
{
#pragma omp parallel
{
int me = omp_get_thread_num() ;
int teamsize = omp_get_num_threads();
printf ("Thread %d of ’%d reporting\n", me, teamsize);
}
return O;
}

Wichtig ist natiirlich der parallele Abschnitt, in dem die Variablen me und teamsize
gesetzt und ausgegeben werden. Die beiden Funktionen omp_get_thread_num und
omp_get_num_threads sind in der zu dem OpenMP-Standard gehorenden Datei omp.h
definiert. Die Funktion omp_get_thread_num ermittelt die Nummer des Threads inner-
halb des aktuellen Teams, die Funktion omp_get_num_threads ermittelt die Anzahl der
Threads in diesem Team.

Arbeitsteilung. Diese beiden Zahlen geniigen, um Arbeit auf mehrere Threads zu ver-
teilen. Wenn wir beispielsweise eine Funktion fiir alle Elemente eines Arrays auswerten
mochten, kénnen wir das folgende Programmfragment verwenden:

#pragma omp parallel
{

int me = omp_get_thread_num();

int teamsize = omp_get_num_threads();

int i;

for(i=n*me/teamsize; i<n*(me+1)/teamsize; i++)

y[i] = exp(0.3 * x[i] - 0.5) * sin(M_PI * 0.5 * x[i]);

}

Die Schleife ist so formuliert, dass jeder Thread einen zusammenhingenden Teil des
Arrays bearbeitet und alle Threads fiir ungeféhr gleich viele Eintriage verantwortlich sind.
Da diese Form der Arbeitsteilung relativ haufig auftritt, sieht OpenMP eine #pragma-
Zeile vor, um for-Schleifen zu verteilen:
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#pragma omp parallel
{
int i;
#pragma omp for
for(i=0; i<n; i++)
y[i] = exp(0.3 * x[i] - 0.5) * sin(M_PI * 0.5 * x[i]);
b

In diesem Fall iibernimmt OpenMP die Verteilung der in der Schleife anfallenden Arbeit
auf die Threads des aktuellen Teams, so dass uns die Indexberechnung erspart bleibt.
Ein weiterer Vorteil dieser Variante besteht darin, dass ein Compiler ohne OpenMP-
Unterstiitzung die #pragma-Zeilen einfach ignoriert und trotzdem ein korrektes Pro-
gramm entsteht.

Nichtdeterministisches Verhalten. Da das Betriebssystem dariiber entscheidet, wann
welcher Thread auf welchem Prozessor zur Ausfithrung gelangt, kénnen wir in der Re-
gel nicht vorhersagen, wann welche Befehle ausgefiihrt werden. Ein korrektes OpenMP-
Programm muss deshalb so geschrieben werden, dass es unabhéingig von der Reihenfolge
der Threads korrekt arbeitet.

Hinzu kommen Seiteneffekte, die durch den gemeinsamen Zugriff auf den Speicher
entstehen. Als Beispiel eignet sich das folgende Programmfragment:

int i = 0;
#pragma omp parallel
{
it++;
b

printf ("%d threads\n", i);

Auf den ersten Blick kénnte man erwarten, dass in der letzten Zeile die Anzahl der
Threads im Team ausgegeben wird. Tatséchlich sind alle Ergebnisse zwischen eins und
der Teamgrofle moglich, weil der Befehl i++ bei vielen Prozessoren in mehreren Schritten
ausgefiithrt wird: Zunéchst wird der aktuelle Wert der Variablen aus dem Speicher in ein
Prozessorregister gelesen, dann wird um eins hochgezéahlt, und anschliefend wird das
Ergebnis in den Speicher zuriickgeschrieben. Falls beispielsweise alle Prozessoren den
Wert aus dem geteilten Speicher lesen, bevor einer der anderen den aktualisierten Wert
zuriickgeschrieben hat, wiirden alle eine Null erhalten, hochzéhlen, und eine Eins in den
Speicher schreiben.

Absicherung von geteilten Ressourcen. Derartige Probleme treten vor allem bei dem
Zugriff auf den gemeinsamen Speicher auf, aber auch bei Verwendung von Dateien oder
bestimmter Peripheriegerite. OpenMP sieht einen Mechanismus vor, um sicher zu stel-
len, dass immer nur ein Thread zur Zeit Zugriff auf ein Objekt hat: Variablen des Typs
omp_lock_t simulieren ein ,, Schloss®, das jeweils getffnet oder geschlossen sein kann.
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Die Funktion omp_set_lock wartet, bis ein Schloss offen ist, und schliefit es darauthin.
Die Funktion omp_unset_lock 6ffnet das Schloss wieder. Mit diesen beiden Funktionen
lassen sich Zugriffe auf gemeinsam genutzte Programmobjekte absichern: Fiir jedes Ob-
jekt wird ein Schloss angelegt, und bevor ein Thread es verdndern kann, muss er das
Schloss ,,hinter sich abschlieen“, um sich den alleinigen Zugriff zu sichern. Sobald er
fertig ist, 6ffnet er das Schloss wieder, so dass andere Threads es belegen kénnen.

In dem folgenden Beispiel verwenden wir diesen Mechanismus, um Konflikte zwischen
mehreren Threads zu vermeiden, die etwas in dieselbe Datei schreiben sollen:

omp_lock_t file_access;
omp_init_lock(&file_access);
#pragma omp parallel
{
omp_set_lock(&file_access);
fprintf (out, "Hello world\n");
omp_unset_lock(&file_access);
}

omp_destroy_lock(&file_access);

Die Funktionen omp_init_lock und omp_destroy_lock dienen dabei der Initialisierung
und der Freigabe des Schlosses.

8.3 Verteiltes Rechnen

Bei einem Vektorrechner liegen lediglich die Rechenwerke mehrfach vor, bei einem SMP-
Rechner die Prozessoren. Einen Schritt weiter geht man bei einem werteilten Rechner,
bei dem mehrere vollstéindige Rechner zum Einsatz kommen, die iiber ein geeignetes
Netzwerk miteinander verbunden sind.

Dieser Zugang bietet einige Vorteile: Es lassen sich sehr grofle Rechnersysteme mit
Hunderten oder Tausenden von Rechnern zusammenstellen, defekte Rechner lassen sich
mit geringem Aufwand austauschen, jeder Rechner hat ungeteilten Zugriff auf seinen
Speicher und seine sonstige Hardware. Der Nachteil besteht darin, dass wir bei einem
verteilten System den Austausch von Daten zwischen den einzelnen Rechnern selber
explizit implementieren miissen.

MPI. Als Standard fiir die Programmierung verteilter Rechnersysteme hat sich MPT
etabliert, das Message Passing Interface. Der Name ist Programm: MPI beschreibt die
Interaktion zwischen den einzelnen Knoten des Rechnernetzes durch Funktionen, die
Daten von einem Knoten zu einem anderen {ibertragen oder auch einen Datenaustausch
in grofleren Gruppen von Knoten bewerkstelligen.

Da ein MPI-Programm auf mehreren Rechnern laufen soll, wird es in der Regel nicht
einfach aufgerufen, sondern mit einem separaten Befehl gestartet, der es auf allen betei-
ligten Rechnern aufruft und den dabei entstehenden Prozessen zusiitzliche Informatio-
nen gibt, mit deren Hilfe sie mit den anderen beteiligten Prozessen Daten austauschen
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konnen. Viele Implementierungen des MPI-Standard sehen dafiir ein Programm namens
mpirun vor.

Da MPI-Funktionen in der Regel in einer separaten Bibliothek enthalten sind, muss bei
der Ubersetzung eines MPI-Programms darauf geachtet werden, dass diese Bibliothek
eingebunden wird. Gerade bei groflen Systemen kann der Fall eintreten, dass der Rech-
ner, auf dem das MPI-Programm iibersetzt wird, eine andere Architektur als die Rechner
hat, auf denen es ausgefiithrt werden soll. In diesem Fall kann nicht der iibliche Compiler
des Entwicklungssystems zum Einsatz kommen, stattdessen muss ein Cross-Compiler
verwendet werden, der ein Programm erzeugt, das auf dem verteilten System ausgefiihrt
werden kann. Um diese Fragen kiimmert sich bei vielen MPI-Implementierungen ein
Programm namens mpicc, das im Wesentlichen wie ein gewdhnlicher C-Compiler ar-
beitet, aber ein Programm erzeugt, das fiir die Ausfithrung auf dem verteilten System
vorgesehen ist und deshalb nur mit mpirun (oder seinem Aquivalent) gestartet werden
sollte.

Communicator. Damit der Austausch von Nachrichten zwischen den verschiedenen
Knoten des Rechnernetzes geordnet vonstatten gehen kann, fithrt der MPI-Standard
den Begriff des Communicators ein. Ein Communicator beschreibt einen Kontext, in
dem Kommunikation stattfindet, beispielsweise enthilt er Angaben dariiber, welche Kno-
ten an der Kommunikation teilnehmen und in welcher Reihenfolge einzelne Nachrichten
gesendet wurden, damit sichergestellt ist, dass sie auch in dieser Reihenfolge wieder
empfangen werden.

Ein Communicator wird durch den Typ MPI_Comm reprisentiert. Wenn die Ausfithrung
eines MPI-Programms beginnt, ist der Communicator MPT_COMM_WORLD definiert, zu dem
alle Knoten gehoren, auf denen das Programm gestartet wurde. Ein MPI-Programm kann
mit Hilfe geeigneter Funktionen weitere Communicator-Objekte anlegen, um beispiels-
weise Teilmengen der Knoten zu definieren, die Daten austauschen sollen.

Fiir die Verteilung der Rechenarbeit auf die einzelnen Knoten ist das natiirlich von
Interesse, wieviele Knoten zusammenarbeiten und der wievielte davon den aktuellen
Prozess ausfiihrt. Mit den Funktionen MPI_Comm_size und MPI_Comm_rank kénnen wir
diese beiden Informationen in Erfahrung bringen. Ein einfaches MPI-Programm, in dem
sich alle Prozesse melden, konnte wie folgt aussehen:

#include <mpi.h>

#include <stdio.h>

int

main(int argc, char *xargv)

{
int size, rank;
MPI_Init(&argc, &argv);
MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, &size);
MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &rank);
printf ("Node %d of %d reporting\n", rank, size);
MPI_Finalize();
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return O;

}

Die Funktion MPI_Init initialisiert die MPI-Bibliothek (beispielsweise indem Befehls-
zeilenparameter ausgewertet und Kommunikationskanile gedffnet werden), wihrend die
Funktion MPI_Finalize fiir einen geordneten Abschluss des MPI-Programms sorgt.

Nachrichten. Der MPI-Standard unterscheidet zwischen Punkt-zu-Punkt-Kommunika-
tion, bei der ein Knoten des Netzes einem anderen eine Nachricht schickt, und kollektiver
Kommumnikation, an der alle Knoten beteiligt sind.

Fiir die Punkt-zu-Punkt-Kommunikation gentigen im Wesentlichen zwei Funktionen:
MPI_Send schickt eine Nachricht von dem aktuellen Prozess zu einem anderen, MPI_Recv
empfingt eine von einem anderen Prozess eintreffende Nachricht. Eine Nachricht besteht
dabei aus mehreren Teilen: Sie enthélt natiirlich die Daten, die iibertragen werden sol-
len. Sie enthélt aber auch die Nummer des Empfiangers und eine zusétzliche Markierung
(engl. message tag), mit der unterschiedliche Sorten von Nachrichten unterschieden wer-
den koénnen. Auflerdem gibt sie den Communicator an, in dessen Kontext die Nachricht
iibertragen werden soll.

Im folgenden Beispiel sendet der Knoten mit der Nummer null eine Zufallszahl an den
Knoten mit der Nummer eins:

MPI_Status status;
int x;
MPI_Comm_size (MPI_COMM_WORLD, &size);
MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &rank);
if (rank == 0) {
x = rand();
printf ("Sending %d\n", x);
MPI_Send(&x, 1, MPI_INT, 1, O, MPI_COMM_WORLD);
}
else if(rank == 1) {
MPI_Recv(&x, 1, MPI_INT, O, MPI_ANY_TAG, MPI_COMM_WORLD, &status);
printf ("Received %d\n", x);
}

Die ersten drei Parameter der Funktionen MPI_Send und MPI_Recv beschreiben die Da-
ten, die iibertragen werden sollen durch einen Zeiger auf ihren Ort, ihre Anzahl und ihren
Typ. Der vierte Parameter gibt den Kommunikationspartner an, der fiinfte die Markie-
rung, der sechste den Communicator, in dessen Kontext die Operation ausgefiihrt werden
soll. Die Funktion MPI_Recv verfiigt iiber einen siebten Parameter, mit dem sich weitere
Informationen iiber die empfangene Nachricht gewinnen lassen.

Nicht-blockierende Kommunikation. Falls Knoten Daten senden und empfangen sol-
len, kann es schwierig sein, die Sende- und Empfangsfunktionen geeignet abzustimmen:
Die Empfangsfunktion blockiert die Ausfithrung des Prozesses, der sie aufruft, bis sie

181



8 Parallelisierung

Daten empfangen hat. Die Sendefunktion kann ebenfalls blockieren. Wenn wir nun bei-
spielsweise ein Programm schreiben, in dem alle Prozesse zuerst senden und dann emp-
fangen wollen, kann es sein, dass alle in der Sendefunktion blockiert werden, weil keiner
der Prozesse jemals dazu kommt, die Empfangsfunktion aufzurufen.

Eine elegante Losung dieses Problems sind nicht-blockierende Funktionen wie beispiels-
weise MPI_Isend und MPI_Irecv, die nicht abwarten, bis Daten vollstdndig verschickt
oder empfangen wurden:

MPI_Request send_req;

int next, prev;

int x, y;

MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, &size);

MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &rank);

next = (rank+1) % size; prev = (rank+size-1) % size;
MPI_Isend(&x, 1, MPI_INT, next, O, MPI_COMM_WORLD, &send_req);
MPI_Recv(&y, 1, MPI_INT, prev, MPI_ANY_TAG, MPI_COMM_WORLD, O);
MPI_Wait(&send_req, O0);

Die Funktion MPI_Isend stellt eine Nachricht fiir den Knoten next bereit und verwendet
die Variable send_req, um den Zustand dieser Nachricht zu iiberwachen. Unabhéngig
davon, ob die Nachricht empfangen wurde oder nicht, kehrt die Funktion dann in das
aufrufende Programm zuriick, sie blockiert also dessen Ausfiihrung nicht weiter. Al-
so kann nun MPI_Recv eine Nachricht von dem Knoten prev empfangen. Anschlielend
wartet die Funktion MPI_Wait, der wir die Variable send_req iibergeben, darauf, dass
die korrespondierende Nachricht empfangen wird. Diese Funktion kann wieder die Pro-
grammausfithrung blockieren, bis das geschehen ist. Bevor MPI_Wait nicht erfolgreich
abgeschlossen wurde, diirfen wir die Variable x nicht verdndern, denn wir wissen nicht,
ob sie schon an den Empfinger iibertragen wurde oder nicht.

Kollektive Kommunikation. H#ufig miissen Daten an mehrere Knoten des Rechner-
netzes {ibertragen werden. Wenn wir beispielsweise die Variable x des Knotens 0 an alle
anderen Knoten schicken wollten, kénnten wir das mit dem folgenden Programmfrag-
ment tun:

MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, &size);
MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &rank);
if(rank == 0) {

for(j=1; j<size; j++)

MPI_Send(&x, 1, MPI_INT, j, O, MPI_COMM_WORLD) ;

}
else

MPI_Recv(&x, 1, MPI_INT, O, MPI_ANY_TAG, MPI_COMM_WORLD, 0);

Diese Vorgehensweist ist zwar einfach, aber auch ineffizient: Nach dem ersten Sende-
vorgang verfiigt nicht mehr nur Knoten 0 iiber den korrekten Wert von x, sondern auch

182



8.3 Verteiltes Rechnen

Knoten 1. Also kénnte in einem zweiten Schritt nicht nur 0 Daten an 2 schicken, sondern
gleichzeitig auch 1 Daten an 3. In dieser Weise wiirde sich in jedem Schritt die Anzahl
der Knoten, die das korrekte x kennen, verdoppeln, so dass insgesamt nur [logs(size)]
Schritte erforderlich wéren. Moglich wird diese deutlich Reduktion der Schrittzahl, weil
alle Knoten sich an der Kommunikation beteiligen kénnen.

In der Praxis héngt der Geschwindigkeitsgewinn natiirlich von den Eigenschaften des
verwendeten Netzwerks und eventuellen weiteren Umsténden ab, die herauszufinden auf-
wendig wére. Deshalb sieht der MPI-Standard spezielle Funktionen vor, die Daten an alle
Knoten eines Communicators senden oder von ihnen empfangen, so dass die konkrete
Implementierung die bestmogliche Vorgehensweise wéhlen kann, ohne dass die Program-
mierer davon etwas erfahren miissen. In unserem Beispiel ist die Funktion MPI_Bcast
geeignet, die eine Nachricht an alle Knoten eines Communicators sendet:

int x;

MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &rank);

if (rank == 0) x = rand();

MPI_Bcast(&x, 1, &MPI_INT, O, MPI_COMM_WORLD) ;

In diesem Fragment berechnet Knoten 0 eine Zufallszahl, die dann mit MPI_Bcast
iibertragen wird. Dabei ist wichtig, dass diese Funktion von allen Knoten aufgerufen
wird, denn sie wird die Ausfithrung des Programms blockieren, bis das geschehen ist.

Wenn wir beispielsweise den Wert der Variablen x nur an einige der in dem Commu-
nicator MPI_COMM_WORLD enthaltenen Knoten schicken wollen, miissen wir einen neuen
Communicator definieren, der nur diese Knoten enthélt.
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Gradient,

Gradientenverfahren,
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Gravitation, [27]
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Hauptsatz der Integral- und Differential-
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Heun-Verfahren,

Hilbert-Raum,

Interpolation,
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Iterationsverfahren

Symmetrisch,

Knotenbasis, [107]
Kongruenztransformation, 148
Konvergenz
Jacobi-Iteration, |[152
lineares Iterationsverfahren, [151
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Korn-Ungleichung, [162]
Kraft, [7]
Kreuzprodukt,

Ladung,
Lamé-Gleichung, [160

Leapfrog-Verfahren,
Lineares Iterationsverfahren, [142
Lorentz-Kraft, [53]

magnetisches Feld,
Matrix

partielle Ordnung, [14§]
Mittelpunktregel,
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Referenzelement,

Satz von Taylor,
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Skalarprodukt,
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symmetrische Matrix, [70]
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Triangulation,

Uzawa-Verfahren,

Verfahren der konjugierten Gradienten,
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Yee-Verfahren,
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